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La medida de
probabilidad. Espacio

Probabilistico
Evento E

Resultados poalblas
Baatol el robablided Para medir la incertidumbre existente en un experimento
AT S O B 0 ARIZ A M m gz aleatoriol dado, se parte de un espacio muestral M en el que se
BiConmnimero par y dgulls Bim (22,42, ba) - 2 incluyen todos los posibles resultados individuales del
CiCommnimramaperady o o experimento (sucesos elementales); es decir, el conjunto muestral

= A< es un conjunto exhaustivo (contiene todas las posibles

OiCsmnimuoimparysel  O=iindete) P = ocurrencias) y mutuamente exclusivo (no pueden darse dos
i e L . ocurrencias a la vez).

F= (4o, 52, B2

Espacio muestral

5= |1s, 25, 35,45, 55,05 1a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a}

UNA VEZ DEFINIDO EL ESPACIO MUESTRAL, EL OBJETIVO CONSISTE EN card(S) = 12

ASIGNAR A TODO SUCESO COMPUESTO A C M UN NUMERO REAL QUE

MIDA EL GRADO DE INCERTIDUMBRE SOBRE SU OCURRENCIA. PARA Suda “""""’w, e
OBTENER MEDIDAS CON SIGNIFICADO MATEMATICO CLARO Y ! ;_: ol ;:m?:
PRACTICO, SE IMPONEN CIERTAS PROPIEDADES INTUITIVAS QUE 3 380 3. douila_
DEFINEN UNA CLASE DE MEDIDAS QUE SE CONOCEN COMO MEDIDAS ; ;: x ‘;mﬁ
DE PROBABILIDAD. DEFINICION MEDIDA DE PROBABILIDAD. UNA 8 6, 5ol 6. dguila

FUNCION P QUE PROYECTA LOS SUBCONJUNTOS A C M EN EL
INTERVALO [0, 1] SE LLAMA MEDIDA DE PROBABILIDAD SI SATISFACE
LOS SIGUIENTES AXIOMAS

Estadistica £~
| e

i Rt Sidaist| B itva | scelads AXIOMA 1: UN EXPERIMENTO SE DENOMINA ALEATORIO
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CUANDO PUEDE DAR RESULTADOS DISTINTOS AL REALIZARSE
EN LAS MISMAS CONDICIONES (POR EJEMPLO, LANZAR UN
DADO AL AIRE Y OBSERVAR EL NUMERO RESULTANTE).
FORMALMENTE, UNA MEDIDA DE PROBABILIDAD SE DEFINE
SOBRE UNA X-ALGEBRA DEL ESPACIO MUESTRAL, QUE ES UNA
COLECCION DE SUBCONJUNTOS QUE ES CERRADA PARA LOS
OPERADORES DE UNION AUB Y COMPLEMENTARIO A = M\ A
(TAMBIEN PARA INTERSECCIONES A n B = A U B). SIN
EMBARGO, OPTAMOS POR UNA DEFINICION MENOS RIGUROSA
Y MAS INTUITIVA PARA INTRODUCIR ESTE CONCEPTO



Probabilidad
condicionada

P( A I B ] 2 F(.rf] n B} Miraremos la forma en que cambia la probabilidad de un suceso
o P(B cuando se sabe que otro suceso ha ocurrido. A esta probabilidad
{ ) se le denomina la probabilidad condicional del suceso dado que
el suceso ha ocurrido. La notaciéon para esta probabilidad

018 cqndicional es . Por convenie.n-cia, esta i?o.tacio’n se lee
( A E B ] s = 045 = 45% simplemente como la probabilidad condicional de dado .
- 0 = % - Entonces, sean y dos sucesos cualesquiera de un mismo espacio
[ muestral , tales que , asi:

EJEMPLO DE PROBABILIDAD CONDICIONAL EN UN GRUPO DE 100

ESTUDIANTES, 35 JOVENES JUEGAN AL FUTBOL Y AL BALONCESTO, Probabilidad Condicional
MIENTRAS QUE 80 DE LOS MIEMBROS PRACTICAN FUTBOL. ; CUAL ES El coreepbo de Probabillided cordiclonal wrge cuarda i quitre
LA PROBABILIDAD DE QUE UNO DE LOS ESTUDIANTES QUE JUEGA AL elrlanier 1a probabiladad de un donite A. y o thind donadimienls

e v ceurmid otigevents B relaciorads o primerns, 1 donoda oo

FUTBOL, TAMBIEN JUEGUE AL BALONCESTO O BASQUET? COMO SE POLIEH, Ln outt 08 e o “Prabasilided de A dods 4,

PUEDE ADVERTIR, EN ESTE CASO CONOCEMOS DOS DATOS: LOS
ESTUDIANTES QUE JUEGAN AL FUTBOL Y AL BALONCESTO (35) Y LOS PUAT H) = PLATE)
ESTUDIANTES QUE JUEGAN AL FUTBOL (80). EVENTO A: QUE UN TR
ESTUDIANTE JUEGUE AL BALONCESTO (X) EVENTO B: QUE UN
ESTUDIANTE JUEGUE AL FUTBOL (80) EVENTO A Y B: QUE UN 5 CACULA U Dot iladd O] WA i Ol MNIOF f 4L

. sl adde s sy 1 lidad & B L
ESTUDIANTE JUEGUE AL FUTBOL Y AL BALONCESTO (35) P (A /B) = P NS PR SORE UL DGRl de B oue T L e

S UHD CoeTo Bae
(AnB)/P(B)P(A/B)=35/80P(A/B)=0,4375P (A/B) =43,75%
PROBABILIDAD CONDICIONAL PARA SUCESOS INDEPENDIENTES DOS
P l:ﬂ N B:I SUCESOS, Y , SON INDEPENDIENTES CUANDO LA PROBABILIDAD DE QUE
P (.."'-1 | B ) — SUCEDA NO SE VE AFECTADA PORQUE HAYA SUCEDIDO, O NO, . POR

P (E ) EJEMPLO, SI TIRAMOS DOS VECES UNA MONEDA, EL SEGUNDO
RESULTADO QUE OBTENEMOS NO ESTA INFLUENCIADO POR EL PRIMER
RESULTADO OBTENIDO. SI DOS SUCESOS Y SON INDEPENDIENTES,

ENTONCES . POR TANTO, SI, DE LA DEFINICION DE PROBABILIDAD
25 9% 25 CONDICIONAL RESULTA QUE EN OTRAS PALABRAS, SI DOS SUCESOS Y
I B ::l = = — = 04167 = 41,67 % SON INDEPENDIENTES, ENTONCES LA PROBABILIDAD CONDICIONAL DE
&1() % &0 12 CUANDO SE SABE QUE HA OCURRIDO ES LA MISMA QUE LA

PROBABILIDAD INCONDICIONAL DE CUANDO NO SE DISPONE DE
INFORMACION SOBRE . EL RESULTADO RECIPROCO TAMBIEN ES CIERTO,
SI: ENTONCES LOS SUCESOS Y DEBEN SER INDEPENDIENTES.



Teoremas asociados

P(Bi)'P(AlBi)

P(BJA)=

k

Y P(Bi)-P(4B)

i=1

FORMULA DEL TEOREMA DE BAYES PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD
TAL COMO LA DEFINIO BAYES EN ESTE TIPO DE SUCESOS,
NECESITAMOS UNA FORMULA. LA FORMULA SE DEFINE
MATEMATICAMENTE COMO: DONDE B ES EL SUCESO SOBRE EL QUE
TENEMOS INFORMACION PREVIA Y A(N) SON LOS DISTINTOS SUCESOS
CONDICIONADOS. EN LA PARTE DEL NUMERADOR TENEMOS LA
PROBABILIDAD CONDICIONADA, Y EN LA PARTE DE ABAJO LA
PROBABILIDAD TOTAL. EN CUALQUIER CASO, AUNQUE LA FORMULA
PAREZCA UN POCO ABSTRACTA, ES MUY SENCILLA. PARA
DEMOSTRARLO, UTILIZAREMOS UN EJEMPLO EN EL QUE EN LUGAR DE
A(1),A(2) Y A (3), UTILIZAREMOS DIRECTAMENTE A, B Y C. P(A) = 0,40
P(D/A) = 0,02 P(B) = 0,30 P(D/B) = 0,03 P(C) = 0,30 P(D/C) = 0,05

_P(ANB)

PAIB) = =5z

25% 25
'E]_an% 60 12

El teorema de Bayes es utilizado para calcular la probabilidad de
un suceso, teniendo informacion de antemano sobre ese suceso.
Podemos calcular la probabilidad de un suceso A, sabiendo
ademadas que ese A cumple cierta caracteristica que condiciona su
probabilidad. El teorema de Bayes entiende la probabilidad de
Jorma inversa al teorema de la probabilidad total. El teorema de
la probabilidad total hace inferencia sobre un suceso B, a partir
de los resultados de los sucesos A. Por su parte, Bayes calcula la

probabilidad de A condicionado a B.

i _ﬁt:[—"'l - u)* _ [ = p) 4+ (g = p)® + (g = p)* + (xg = p)?

= 04167 = 41,67 %

N N
2=5F +(4=50 + (6 =5 + (B=5)* (=3) +(=1)+{1)* +
4 i 4
9+1+1+9 20
E=—=—=_"|.
g ¥ 3

1. S| UN ENVASE HA SIDO FABRICADO POR LA FABRICA DE ESTA EMPRESA
EN ESTADOS UNIDOS ; CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SEA
DEFECTUOSO? SE CALCULA LA PROBABILIDAD TOTAL. YA QUE, A PARTIR
LOS DIFERENTES SUCESOS, CALCULAMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SEA
DEFECTUOSO. P(D) = [ P(A) X P(D/A)] + [ P(B) X P(D/B)] + [ P(C) X P(D/C)]
=[0,4X0,02] +[0,3 X 0,03] + [ 0,3 X 0,05] = 0,032 EXPRESADO EN
PORCENTAJE, DIRIAMOS QUE LA PROBABILIDAD DE QUE UN ENVASE
FABRICADO POR LA FABRICA DE ESTA EMPRESA EN ESTADOS UNIDOS
SEA DEFECTUOSO ES DEL 3,2%. 2. SIGUIENDO CON LA PREGUNTA
ANTERIOR, SI SE ADQUIERE UN ENVASE Y ESTE ES DEFECTUOSO
¢CUALES ES LA PROBABILIDAD DE QUE HAYA SIDO FABRICADO POR LA
MAQUINA A? ;Y POR LA MAQUINA B? ;Y POR LA MAQUINA C?



Variable asociados

Se llama variable aleatoria a toda funcién que asocia a cada
elemento del espacio muestral un niimero real. Se utilizan letras

: maytisculas para designar variables aleatorias, y las respectivas

" mintsculas para designar valores concretos de las mismas. Tipos
de variable aleatoria Dentro de las variables aleatorias existen,
Jfundamentalmente, dos tipos. Su clasificaciéon, depende del tipo
de niimero que arroja la funcion matemdtica. Una variable
aleatoria puede ser de dos tipos:

Pril=z=1.35)=0.411

E VARIABLE ALEATORIA DISCRETA: UNA VARIABLE ALEATORIA ES
DISCRETA SI LOS NUMEROS A LOS QUE DA LUGAR SON NUMEROS
ENTEROS. LA FORMA DE CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA
VARIABLE ALEATORIA DISCRETA ES A TRAVES DE LA FUNCION DE
PROBABILIDAD.

E VARIABLE ALEATORIA CONTINUA: UNA VARIABLE ALEATORIA ES
CONTINUA EN CASO DE QUE LOS NUMEROS A LOS QUE DE LUGAR NO
SEAN NUMEROS ENTEROS. ES DECIR, TENGAN DECIMALES. LA
PROBABILIDAD DE QUE SE DE UN SUCESO DETERMINADO
CORRESPONDIENTE A UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, VIENE
ESTABLECIDA POR LA FUNCION DE DENSIDAD.

03
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—

=8 ]

a) flx) = 0, para toda x IR B J,, Flxlde=1
A e {ualesqw“ reales a L by tales s b tenemos H‘Eub]_-l:ﬂ:t] da EJEMPLO DE VARIABLE ALEATORIA UNA VARIABLE ALEATORIA BIEN
PODRIA SER LA FUNCION DE LOS RESULTADOS DEL LANZAMIENTO DE UN
DADO. ES IMPORTANTE DIFERENCIAR AQUIi TRES CONCEPTOS.
b E DADO: NO ES LA VARIABLE ALEATORIA. EL DADO ES SIMPLEMENTE UN
PlosXxsh)e [ f(x)dx OBJETO.
L j E LANZAMIENTO DE UN DADO: NO ES LA VARIABLE ALEATORIA. EL
.I'Ilrif.l e gat LANZAMIENTO DE UN DADO ES EL EXPERIMENTO ALEATORIO.
-.-“"f E RESULTADOS DEL LANZAMIENTO DE UN DADO: Si ES LA VARIABLE
ALEATORIA. ES LA FUNCION QUE RECOGE LOS RESULTADOS DEL
' LANZAMIENTO DEL DADO. UN EJEMPLO DE VARIABLE ALEATORIA PODRIA
i ' SER: QUE SALGA UN NUMERO MAYOR QUE 2 AL LANZAR EL DADO. X: QUE
s | b SALGA MAYOR QUE 2 AL LANZAR EL DADO DISTRIBUCION DE
Muestia el direa ba]l:n- P P fr!']', o &l kntervalo [3.5) PROBABILIDAD: 1/3 NO SALE MAYOR QUE 2 Y 2/3 SI SALE MAYOR QUE 2.




Concepto de variable
aleatoria. Probabilidad

Probabilidad Discreta

= Contiene bodos los vabores posibes de la Variablde X, cada
ugtr e su Probabliclad sseciacla, PIX)

#  Milldsmence I'.'l.l:tu]ru[l."i :.'li.'l.l||.'\-|:I|.'|u|:I'|||.'|!|I-.--|.'-.|h'||h|nl:|'..
= gzMiSiEe

= ERX)=n
P K=o} = 25
PlX=1) = o378
P(X=z)=

VARIABLE ALEATORIA SE DENOMINA VARIABLE ALEATORIA (O ESTOCASTICA) A
LA FUNCION QUE ADJUDICA EVENTOS POSIBLES A NUMEROS REALES (CIFRAS),
CUYOS VALORES SE MIDEN EN EXPERIMENTOS DE TIPO ALEATORIO. ESTOS
VALORES POSIBLES REPRESENTAN LOS RESULTADOS DE EXPERIMENTOS QUE
TODAVIA NO SE LLEVARON A CABO O CANTIDADES INCIERTAS. CABE
DESTACAR QUE LOS EXPERIMENTOS ALEATORIOS SON AQUELLOS QUE,
DESARROLLADOS BAJO LAS MISMAS CONDICIONES, PUEDEN OFRECER
RESULTADOS DIFERENTES. ARROJAR UNA MONEDA AL AIRE PARA VER SI SALE
CARA O CECA ES UN EXPERIMENTO DE ESTE TIPO. LA VARIABLE ALEATORIA, EN
DEFINITIVA, PERMITE OFRECER UNA DESCRIPCION DE LA PROBABILIDAD DE QUE
SE ADOPTAN CIERTOS VALORES. NO SE SABE DE MANERA PRECISA QUE VALOR
ADOPTARA LA VARIABLE CUANDO SEA DETERMINADA O MEDIDA, PERO Si SE
PUEDE CONOCER COMO SE DISTRIBUYEN LAS PROBABILIDADES VINCULADAS A
LOS VALORES POSIBLES. EN DICHA DISTRIBUCION INCIDE EL AZAR.

EJEMPLO. Esperanza Matemdlica.

Considerernos  wna  warable aleatoria  con
distribucion de probabiidad, dada por:

. ¥ 1235 a .

P(=x) | 02 (03 [03]0z2

Para hallar E(x) = j = X x, PX = %)

EQx) = [[1x 0,204 (2 = 0.3) + (3 = 030 + (4 x 0.2)]
Elx)=02+046+09+08=25

inducida

UNA VARIABLE ES UN SIMBOLO QUE ACTUA EN LAS
FUNCIONES, LAS FORMULAS, LOS ALGORITMOS Y LAS
PROPOSICIONES DE LAS MATEMAT. ICAS Y LA
ESTADISTICA. SEGUN SUS CARACTERISTICAS, LAS
VARIABLES SE CLASIFICAN DE DISTINTO MODO.

Varianza de una
Distribucion de Probabilidad

= Lo dlenota VAR(X] o ol

# Es el valor esperade (promedio) de las desviaciones
cuadrarieas de cada valor x de la Varmable Aleatoria X.

o =VAR(X) = E(X - )’ = 3 (x= ) * f(x)

=VAR(X) = E(X*)-[EC)T
o’ =X(x P(x)) —;11

TAL COMO HEMOS COMENTADO, LA DEFINICION FORMAL DE VARIABLE
ALEATORIA IMPONE UNA RESTRICCION MATEMATICA EN LA
FORMULACION VISTA HASTA EL MOMENTO. DEFINIREMOS UNA VARIABLE
ALEATORIA COMO UNA APLICACION DE Q EN EL CONJUNTO DE
NUMEROS REALES, ES DECIR, PARA TODO NUMERO REAL X, EL
CONJUNTO DE RESULTADOS ELEMENTALES TALES QUE LA VARIABLE
ALEATORIA TOMA SOBRE ELLOS VALORES INFERIORES O IGUALES A X HA
DE SER UN SUCESO SOBRE EL CUAL PODAMOS DEFINIR UNA
PROBABILIDAD.



Funcion de distribucion

Funeién de la distribucion aeumulativa

Flx) = P(X £ x)

varigble aleataria — X J

distribucion de probabilidad — Fix) \/

F{“} - P[:‘: 5 -ﬂ} = Xy ﬂ:t}, para =0 £ ¥ £ SO

VINTUITIVAMENTE, ASUMIENDO LA FUNCION F COMO LA LEY DE DISTRIBUCION
DE PROBABILIDAD, LA FDA SERIA LA FUNCION CON LA RECTA REAL COMO
DOMINIO, CON IMAGEN DEL AREA HASTA AQUI DE LA FUNCION F, SIENDO AQUI
EL VALOR X PARA LA VARIABLE ALEATORIA REAL X.

FLRICION DE Py,
FROBABILICAGD T
piX = x) et
RIABLES |
FLMCION DE i
IMERICAS ODISTRIBUCION Fix]
SCRETAS |
Fi.X)=pX 2x)
|Iéf.l5..E.lE'5-. } fl-"fl
IMERICAS FLEICION DE .

IHTINUAS

DErSIDAD
flx)= 2 /_\
ik ! —

EN LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD Y EN
ESTADISTICA, LA FUNCION DE DISTRIBUCION
ACUMULADA (FDA DESIGNADA TAMBIEN A VECES
SIMPLEMENTE COMO FD) O FUNCION DE
PROBABILIDAD ACUMULADA ASOCIADA A UNA
VARIABLE ALEATORIA REAL:; X (MAYUSCULA) SUJETA A
CIERTA LEY DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD, ES
UNA FUNCION MATEMATICA DE LA VARIABLE REAL: X
(MINUSCULA); QUE DESCRIBE LA PROBABILIDAD DE
QUE X TENGA UN VALOR MENOR O IGUAL QUE X.

Furel sty i Dicprsda e 2t Al wrradidl Desoteta

ARk

Ay

Fixy

1%

a2k

=

LA FDA ASOCIA A CADA VALOR X, LA PROBABILIDAD DEL EVENTO: "LA
VARIABLE X TOMA VALORES MENORES O IGUALES A X". EL CONCEPTO DE
FDA PUEDE GENERALIZARSE PARA MODELAR VARIABLES ALEATORIAS
MULTIVARIANTES.



Variables aleatorias discretas
y continuas

t. t. P e UNA VARIABLE ALEATORIA ES UNA FUNCION QUE ASIGNA UN VALOR
NUMERICO, AL RESULTADO DE UN EXPERIMENTO ALEATORIO. UNA VARIABLE
ALEATORIA PUEDE SER DISCRETA O CONTINUA. LAS VARIABLES ALEATORIAS
DISCRETAS SON AQUELLAS QUE PRESENTAN UN NUMERO CONTABLE DE

- VALORES; POR EJEMPLO, EL NUMERO DE PERSONAS QUE VIVEN EN UNA CASA
3,509). LAS VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS SON AQUELLAS QUE
¥ PRESENTAN UN NUMERO INCONTABLE DE VALORES; POR EJEMPLO, EL PESO
DE LAS VACAS EN UNA GRANJA (UNA VACA PUEDE PESAR 632.12 KG, OTRA

[La PUEDE PESAR 583.12312 KG, OTRA 253.12012 KG, OTRA 198.0876 KG Y NUNCA
TERMINARIAMOS DE ENUMERAR T 0ODOS LOS POSIBLES VALORES ). COMO

r ! ',"'" ESTAS DEFINICIONES SON MUY DIFICILES DE ENTENDER A SIMPLE VISTA,

VAMOS A EXPLICARLAS A DETALLE.
| e—— X = nomero de p

VARIABLE ALEATORIA UNA VARIABLE ALEATORIA ES UNA FUNCION QUE ASIGNA
UN VALOR NUMERICO, AL RESULTADO DE UN EXPERIMENTO ALEATORIO.
RECORDEMOS QUE EL RESULTADO DE UN EXPERIMENTO ALEATORIO DEPENDE
DEL AZAR.

Rx - nUmeros

Y = nomero de calercs
e cCupados

EN EL DOMINIO DE LA FUNCION TENEMOS EL ESPACIO MUESTRAL, ES
DECIR, TODOS LOS RESULTADOS POSIBLES DE NUESTRO EXPERIMENTO
ALEATORIO. MIENTRAS QUE EL RANGO TENEMOS UN CONJUNTO DE
NUMEROS REALES

bl bl
nl
bl b
bl b
el b
bl
bl bl
bl Gl

Rx : nomeros reales



