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Derivada

La derivada de una funcion matematica es la razén o velocidad de cambio de una
funcion en un determinado punto. Es decir, qué tan r4pido se esta produciendo una
variacion.

Por eso la derivada equivale al limite de la variacion de la variable dependiente “y”
cuando la variacién de la variable independiente es cada vez menor (cuando el
incremento de la variable independiente tiende a cero).

La funcién derivada (se representa f'(x)) es la funcion que nos da el valor de la
derivada de la funcion f(x) para cada valor de “x”.

El proceso de calcular la funcion derivada de una funcion dada se denomina
diferenciacion y entra dentro del area de las matematicas denominada calculo
infinitesimal.

Algunas funciones no tienen derivadas en todos o en algunos de sus puntos

Para que una funcién sea derivable en un punto tiene que ser continua en dicho
punto, es decir que pequefios incrementos de la variable independiente produzca
pequefias variaciones de la variable dependiente. No obstante, el que una funcion
sea continua no garantiza que sea derivable.

Una funcién es derivable en un punto x si su derivada existe en dicho punto; una
funcién es derivable en un intervalo abierto si es derivable en todos los puntos del
intervalo.

La derivada de una funcidn puede ser asimismo derivable. La derivada de una
primera derivada se denomina segunda derivada. También podria existir la tercera
derivada y asi sucesivamente. Este proceso se denomina derivacion sucesiva.

Cuando una funcion tiene mas de una variable independiente podemos hablar de la
derivada parcial cuando derivamos la funcién respecto a una de las variables




independientes (tratando al resto de variables independientes como si fueran
constantes).

Derivable y derivada
Sean Il un intervalo abierto de los reales, aa un punto de Il y sea la funcion
fl-RfiI-R

Entonces, decimos que ff es derivable en el punto aa si existe el siguiente limite y,
en tal caso, a su valor lo denotamos por f'(a)f'(a):

1mf(a+ h) —f(a) _ limf(ﬂ—f(a)

h=0 h x—=a x —a

Nota: los dos limites anteriores son equivalentes.
Decimos que ff es derivable en Il si lo es en todos los puntos del intervalo II.

Llamamos derivada de ff a la funcion f'(x)f'(x) siendo X€elXxel.

2. Derivadas elementales

Llamamos derivadas elementales o inmediatas a las derivadas de funciones
elementales (por ejemplo, la funcién constante, potencia, coseno, exponencial,
logaritmo, etc.).

Las funciones méas complejas se pueden escribir como composicién de funciones
elementales. Podremos derivar estas funciones mas complejas utilizando las reglas
de derivacion, laregla de la cadenay las derivadas elementales.

Las derivadas elementales se calculan con la propia definicion de derivada
(calculando el limite) y las escribimos en una tabla (Tabla (PDF) de derivadas
elementales) para utilizarlas al derivar las funciones mas complejas.

Veamos dos ejemplos del calculo de derivadas a partir de su definicion:

Ejemplo 1: derivada de la funcién constante.
flx)=c=f'(x)=0

Mostrar limite



https://www.matesfacil.com/tabla-derivadas.pdf
https://www.matesfacil.com/tabla-derivadas.pdf

Ejemplo 2: derivada de la funcién seno.
f(x) =sin (x) = f'(x) = cos (x)
Mostrar limite

3. Propiedades y Reglas de derivacion

Una de las mas importantes propiedades es la relacion entre derivabilidad y
continuidad:

Si ff es derivable en el punto aa, entonces ff es continua en aa.

Ver demostracion
Reglas de derivacion:

1. Derivada de la inversa: Sea ff derivable en el punto aa tal que la derivada en
dicho punto no se anula, esto es, f'(a)#0f'(a)#0, y existe la inversa de ff en un entorno
de f(a)f(a), entonces

1
f'(a)

F (@) =

Ver demostracion

2. Derivada del producto por una constante: Sea ff derivable en aa y sea kk una
constante, entonces

(k-f)(a)=k-f'(a)
Ver demostracion

3. Derivada de la suma de dos funciones: Sean ff y gg dos funciones derivables
en aa, entonces

(f+9)'(@)=f(a)+g'(a)(f+g)'(a)=f(a)+g'(a)

Omitimos la demostracion por su inmediatez.




4. Derivada del producto de funciones: Sean ff y gg dos funciones derivables
en aa, entonces,

(f-g)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a)

Ver demostracion

5. Derivada del cociente de funciones: Sean ff y gg funciones derivables
en aa siendo g(a)#0g(a)#0, entonces

({)’ (@) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g (o(@))’

Ver demostracion

4. Regla de la cadena

La regla de la cadena es un teorema de gran importancia por su aplicacion. Este
resultado es el que nos permite calcular la derivada de la composicion de funciones.

Regla de la cadena: Sean ffygg dos funciones tales que ffes derivable
en aay gg es derivable en f(a)f(a), entonces

(9°f)'(a)=g'(f(a))-f(a)(g-f) (a)=g'(f(a))-f(a)
Ver demostracion
Veamos un sencillo ejemplo de su aplicacion:

Calcular la derivada de la funcion f(x)=sin(x2)f(x)=sin(x2) con el limite de la
definicion de la derivada seria una tarea mas o menos tediosa que podemaos evitar.

La funcion ff es composicién de las
funciones h(x)=sin(x)h(x)=sin(x) y g(x)=x2g(x)=x2:

f(x)=(heg)(x)=h(g(x))f(x)=(h>g)(x)=h(g(x))

Las derivadas de las funciones implicadas
son h'(x)=cos(x)h’'(x)=cos(x) y g'(x)=2xg’'(x)=2x.

Aplicamos la regla de la cadena:




F(x)=h"(9(x))-g'(x)=f'(x)=h"(g(x))-9'(x)=
=C0Ss(X2)-2x=c0s(X2)-2X

5. Extremos y Monotonia
Criterio de extremos:

Si ff es derivable en un extremo (maximo o minimo local), entonces la derivada es
0 en dicho punto.

Criterio de monotonia:
Si ff es derivable en aa:

« Sif'(a)>0f'(a)>0, entonces ff es creciente en un entorno de aa.

« Sif'(a)<0f'(a)<0, ff es decreciente en un entorno de aa.

o Sif'(a)=0f'(a)=0, decimos que aaes unpunto critico, esto significa
gue aa es un posible extremo (local).

Demostracion

Criterio de extremo (segunda derivada): Si aa es un punto con f'(a)=0f'(a)=0 (es
decir, aa es un punto critico) y ff admite segunda derivada en aa:

« Sif"(a)>0f"(a)>0, el punto aa es un minimo local.

« Sif"(a)<0f"(a)<0, el punto aa es un maximo local.

« Sif"(a)=0f"(a)=0, el punto aa es un punto de inflexién (punto donde cambia
la monotonia).

Demostracion.

6. Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea la funciébn continua f:[a,b]—Rf:[a,b] >R derivable en el intervalo
abierto ]a,b[]a,b[. Entonces,3c€]a,b[3c€E]a,b[ tal que

f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)f(b)-f(a)=f(c)(b-a)
Se puede demostrar aplicando el teorema de Rolle a la funciéon

f(x)—f(b)-f(a)b—a(x-a)-f(a)



https://www.matesfacil.com/DCMonotonia.htm
https://www.matesfacil.com/demostracion-criterio-extremo.htm

Bibliografia
TEORIA DE DERIVADAS: DEMOSTRACION DE LAS REGLAS: REGLA DE LA
CADENA: PROPIEDADES: BACHILLER Y UNIVERSIDAD. (s/f).

Matesfacil.com. Recuperado el 26 de marzo de 2022, de

https://www.matesfacil.com/derivadas.htm




