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1.3 sefales fundamentales de tiempo continuo y discreto

Una sefial continua en el tiempo es una variable cantidad (una sefial), cuyo dominio, que
es a menudo el tiempo, es un proceso continuo (por ejemplo, un conectado intervalo de

dos numeros reales). Es decir, el dominio de la funcion es un conjunto no numerable. La
funcion en si no tiene que ser continua. Para lo contrario, un tiempo discreto.

En muchas disciplinas, la convencion es que una sefal continua debe tener siempre un
valor finito, lo que hace mas sentido en el caso de sefiales fisicas.

Cualquier analdgica es continua por la naturaleza. Sefales de tiempo discreto, que se
utilizan en el procesamiento de sefial digital, pueden ser obtenidas por muestreo y
cuantificacion de sefiales continuas.

Sefial continua también puede definirse mas de una variable independiente que no sea el
tiempo. Otra variable independiente muy comun es el espacio y es particularmente Gtil en
el procesamiento de imagenes, donde se utilizan dos dimensiones espaciales.

Senales discretas

El otro tipo basico de sefales, para el cual la variable independiente (tiempo) es discreta,
es decir que estan definidas para un conjunto de valores discretos de su variable
independiente.

Ejemplo:

» Los valores semanales del indice bursatil “Dow Jones”.
» Los valores de ingresos promedios de la poblacién segun su nivel de instruccion.

Notacion:

Para nombrar ese tipo de senales se usan letras minusculas y el simbolo “n” para denotar
la variable de tiempo discreto.

La variable independiente, ademas, se encerrara entre corchetes’[.]”
Senales continuas

Uno de los dos tipos de sefales, para las cuales la variable independiente es continua, es
decir son sefiales que estan definidas para un intervalo continuo de valores de su variable
independiente.

Ejemplo:

» Una sefal de voz como una funcién de tiempo.
> Presion atmosférica como una funcién de la altura.

Notacion:



Para nombrar este tipo de sefiales se usan letras minusculas y el simbolo “t” para denotar
variable de tiempo continuo.

La variable independiente, ademas, se encierra entre paréntesis “(.)”

1.4 sistemas continuos y discretos

Sistemas continuos

En un sistema continuo las sefales de entrada son transformadas en sefiales continuas
de salidas. X (t) ----- y (1)

Entrada i Salida
_ istema S

Xt H (1)

Y (t)

Sistema discreto

Cuando la entrada de tiempo discreto se transforman en salidas de tiempo discreto, al
sistema se denomina <<sistema discreto>>.

Simbdlicamente se representa como: x[n] —=y [n]

Entrada Sistema Salida
—_— > >
X [n] H [n] Y [n]

1.5 sistemas lineales e invariantes en el tiempo (SLI) de
sistemas lineales e invariantes

En procesamiento de sefiales, un sistema LTI (lienal time-invinariant) o sistema lineal e
invariante en el tiempo, es aquel que, como su propio hombre indica, permanece
invariante en el tiempo.

Linealidad

Un sistema es lineal (L) si satisface el principio de superposicién, que engloba las
propiedades de proporcionalidad o escalado y aditivita. Que sea proporcional significa que
cuando la entrada de un sistema es multiplicada por un factor, la salida del sistema
también serd multiplicada por el mismo factor. Por otro lado, que un sistema sea aditivo
significa que, si la entrada es el resultado de la suma de dos entradas, la salida sera la
resultante de la suma de las salidas que produciria cada una de esas entradas
individualmente.



Propiedad de proporcionalidad
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Propiedad de proporcionalidad
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Principio de linealidad o de superposicion proporcional

ary + flrg w— L p s + Pya

Matematicamente, si Y1 (1), Y2(t), ....Yn(t) son las salidas del sistema para las entradas
X1(t), X2(t),...Xn(t) y a1, a2,.. an son constantes complejas, el sistema es lineal si:

N arzilt) = Y arwalt)
k L]

En un sistema lineal, si la entrada es nula, la salida también ha de serlo. Un sistema
incrementalmente lineal es aquel que, sin verificar la Ultima condicién, responde
linealmente a los cambios en la entrada.

Por ejemplo, Y (1)=2x (t) + 2 no es lineal puesto que Y (t)#0, pero si es incrementalmente
lineal.

Invariabilidad

Un sistema es invariante con el tiempo si y solo si su comportamiento y sus
caracteristicas son fijas. Esto significa que los parAmetros del sistema no van cambiando
a través del tiempo y que por lo tanto, una misma entrada nos dara el mismo resultado en
cualguier momento (ya sea ahora o después).




Matematicamente, un sistema es invariante con el tiempo si un desplazamiento temporal
en la entrada x (t-t0) ocasiona un desplazamiento temporal en la salida y (t-to).

Si z(t) — y(t), entonces z{t - &) = p{t - &)

LTI (sistema e invariante en el tiempo)

La combinacion mediante el principio de superposicién de ambas propiedades confiare a
los sistemas la caracteristica LTI.
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Principio de superposicion con LTI
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Una caracteristica muy importante y Gtil de este tipo de sistema reside en que se puede
calcular la salida del mismo ante cualquier sefial mediante la convolucién, es decir,
descomponiendo la entrada en un tren de impulsos que seran multiplicados por la
respuesta al impulso del sistema y sumados.

1.6 respuesta de entrada cero (libre) y respuesta de estado
cero (forzada)

Si la respuesta libre (respuesta natural u homogeéneos) tiende a cero (circuito
estrictamente estable), en régimen permanente sélo queda la componente
forzada. La respuesta forzada a una excitacion sinusoidal (o salida en régimen
permanente sinusoidal en circuitos estrictamente estables) es la sinusoide de la
entrada amplificada y desfasada, como se puede ver en la Figura 1:

1'(1) = R senwpt Sisterma b= (1) =C sen(wpt + )
Entrada Salida

N\

(1) =Rsenwgt c(t)=C sen(wyt+ ¢P)



Figura 1

Suponga un sistema con funcion de transferencia H(s), entrada X(s) y salida Y(s),
representado mediante el diagrama de bloques de la Figura 2:

X(s) Y(s)

o— H(S) }—

Figura 2

De la Figura 2 sabemos que:

h =Hg (1)
X[S) (s)

Entonces, ¢ Cual sera entonces la respuesta forzada a una excitacion
exponencial? Razonamos de la siguiente manera analitica:

Xy debe ser de la forma - x ke® ug,,

(e)

X( 5) —

S ™S

Por tanto:

Utilizando la ecuacion (1) entonces:

k
Y(_s) = H(}s)X(s) = H(s)( )

S =S,

Utilizando la técnica de expansién en fracciones simples vemos que:



Vemos en la ecuacion anterior que la respuesta forzada Yf(s) es:

i
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S =8,

)(> - 55) = kM,

Al hacer la anti transformada de la respuesta forzada Yf(s), obtenemos que yf(t)
es:

Y = I"”n.,u"“"“:r. (2)

La ecuacion (2) confirma que la respuesta forzada a una excitacion sinusoidal es
la sinusoide de la entrada amplificada en H(so) (la funcién de transferencia
evaluada en so).

1.7 respuesta transitoria y respuesta permanente

La respuesta en el tiempo de un sistema de control se divide normalmente en dos partes:
la respuesta transitoria y la respuesta en estado estable. Para el estudio de la respuesta
transitoria de un sistema de control, lo mas conveniente es contar con la representacion
prototipo. Es decir, si tenemos el modelo matematico de un sistema, debemos representar
dicho sistema mediante un diagrama de bloques donde esté claramente expresada la
funcion de transferencia directa G(s) y una realimentacion negativa unitaria como se
ilustra en la Figura 1:
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Figura 1. Sistema de control con realimentacion unitaria

Ya sabemos que la funcién de transferencia a lazo cerrado C(s)/R(s) del sistema de
control de la Figura 1 se determina mediante la siguiente férmula:

Cs) Gy




Denominamos a C(s)/R(s) —modelo prototipoll (o configuracion prototipo), cuando tiene la
siguiente forma:

2

Ces W,
r—\: ’.’Qul!"w;: .
Donde:

w,,: [recuencia natural

¢: factor de amortiguamiento relativo

Entonces, debemos representar el sistema de interés (el que estamos estudiando) con
una funcién de transferencia similar a la forma de la ecuacion (1) y de alli obtener los
valores para la frecuencia natural wn y el factor de amortiguamiento relativo {. Con estos
dos valores podremos calcular lo que realmente interesa en el analisis de la respuesta
transitoria ante una entrada escalén unitario:

1. Sobrepaso maximo (Mp)
2. Tiempo de asentamiento (TS)

3. Tiempo de levantamiento (Tr)

La férmula para cada uno de estos parametros se presenta mas adelante. Pero antes, es
necesario ofrecer una definicibn mas formal sobre respuesta transitoria.

Definicion de respuesta transitoria

Sea y(t) la respuesta de un sistema en tiempo continuo, entonces:

(1) = y (1) + yu (1)

Donde yt(t) es la respuesta transitoria, mientras yss(t) es la respuesta en estado estable.

La respuesta transitoria de un sistema de control es importante ya que tanto su amplitud
como su duracién deben mantenerse dentro de limites tolerables o prescritos. Esta
definida como la parte de la respuesta en el tiempo que tiende a cero cuando el tiempo se
hace muy grande.



Por lo tanto,

lim y,(7) = O

| e

Respuesta Permanente

La respuesta en el tiempo de un sistema de control consta de dos partes: la respuesta
transitoria y la respuesta en estado estable o también llamada en régimen permanente.
Se entiende por respuesta transitoria a la que va del estado inicial al estado final. Por
respuesta permanente se entiende la forma en la cual la salida del sistema se comporta
cuando t tiende a infinito.

Es el sistema cuando ya se ha estabilizado.

Por ejemplo, un calefactor posee un régimen transitorio desde el momento en que se
conecta, hasta que toma la temperatura de operacién (en principio maxima). El
comportamiento se 'mide’ a partir del régimen, es decir de la temperatura de operacion.
Esto se aplica a cualquier tipo de dispositivos, motores que deben operar a una velocidad
de régimen, (ejemplo el rotor de un helicoptero), o cualquier otro dispositivo que requiera
un determinado periodo, desde que se lo conecta hasta que adquiere la, velocidad,
temperatura, o cualquier otra magnitud, de régimen, (a la cual operara normalmente).

1.8 sumal/integral de convolucion

Para sistemas lineales e invariantes en el tiempo, sabemos que podemos representarlos a
través de una funcion de transferencia

Y (S)

G(S) = s

Donde U(S) es la transformada de Laplace de la entrada del sistemay Y(S) es la
transformada de Laplace de la salida del sistema asumiendo claro condiciones iniciales
nulas. Con esto, hemos visto en nuestro curso de analisis de sistemas, que podriamos
resolver el sistema expandiendo por fracciones parciales la siguiente ecuacion:

Y(S) = G(S) U(S)

uie) g 7 _"(l)



Note que la multiplicacién en el dominio complejo s es equivalente a la convolucion en el
dominio temporal, por lo tanto, la transformada inversa de la ecuacién anterior viene dado
por la siguiente integral de convolucion (que viene dado de la convolucion de Laplace):

y(t) = g(t) » u(t) /
0

Interpretacion de la Integral de Convolucién

f

t
g(t = r)u(r)dr / g(r u(t — v)dr = G(s)U(s)
0

La integral de convolucién junto con la respuesta al impulso vista en la entrada anterior,
nos permite encontrar la respuesta de un sistema dinamico ante cualquier tipo de entrada.
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Basicamente la convolucién calcula la salida del sistema dividiendo la sefial de entrada
en pequefias contribuciones en el tiempo, lo que no es mas que pequefos pulsos
separados en el tiempo multiplicados por la magnitud de la entrada u(t).

uie

Recordando que la funcién pulso viene dado por:

1(t) { li,T * ? l j 5
Normalizando el pulso unitario

- 0=t=T1T
rew{y " i7"

Aproximando una sefial de entrada cualquiera de estos pequefos pulsos, se tiene que:



uir)

Far .-, .|
TP(t)u(D)
TP(t - TYu(l)

TP(t — 2T)u(2)
TP(t - 3T)u(3)

Y asi sucesivamente...

Donde la funcién global de entrada

u'(t) = f: TP(t — kT)u(kT)
k=1

Con todo esto la salida del sistema viene dando por la suma de las contribuciones
individuales de cada pulso.

y'(t) = Y Tg(t — kT)u(kT)

Si aplicamos el concepto del impulso, donde tenemos el limite del impulso tendiendo para
cero, podriamos expresar el sumatorio como una integral.
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y(f):/(; g(t — 7)u(r)dr :Ag(r)u(f 7)dr



