Trigonometria

2. Identidades trigonométricas fundamentales

En este tema te hablaremos de las identidades trigonométricas, igualdades que involucran
funciones trigonométricas y se verifican para cualquier valor permisible de la variable o variables
que se consideren, es decir, para cualquier valor que pudieran tomar los angulos sobre los cuales
se aplican las funciones. También comprenderas de dénde provienen y conoceras sus relaciones
fundamentales (te presentaremos otras relaciones interesantes en un formulario trigonométrico).
Todo ello lo podras utilizar para resolver diversos problemas que requieren la suma o resta de
angulos de las identidades trigonométricas.

Si la grafica de dos funciones coincide, entonces es una identidad. En cambio, si solamente se
cortan en uno o algunos puntos, entonces se trata de una ecuacidon trigonométrica cuyas
soluciones son las abscisas de los puntos de corte. ¢La siguiente imagen seria una identidad o
una ecuacién trigopnomeétrica?
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Como las graficas no coinciden, se trata de la representacion de una ecuacion trigonométrica.

Segun su forma, las identidades trigonométricas adquieren distintos nombres: identidades
trigonométricas de cociente e identidades trigonométricas pitagéricas. A continuacion
definimos cada una de ellas.

2.1 Identidades trigonométricas de cociente



Las identidades trigonométricas de cociente son dos: tangente y cotangente, y tienen la
propiedad de relacionar, por medio de un cociente, las funciones trigonométricas seno y coseno.

Si consideramos el siguiente triangulo rectangulo ABC:
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Da clic en la imagen para ampliar o reducir.

Toma en cuenta que las identidades trigonométricas tangente y cotangente estan definidas
por la relacion del seno y el coseno por medio de un cociente; en cambio, la funcién
trigonomeétrica se define por la relacion, por medio de un cociente, de los catetos de un triangulo
rectangulo.

2.2 Identidades trigonométricas pitagoéricas



Las identidades trigonométricas pitagoricas se obtienen al aplicar el teorema de Pitagoras a las
definiciones de las funciones trigonomeétricas. Son tres identidades y se cumplen para cualquier
valor del angulo x. Enseguida te mencionamos cuales son y como se obtienen.

Para tal fin, nos auxiliaremos de la construcciéon de diferentes triangulos, que se derivan de otros a
partir de los cuales obtuvimos las graficas de las funciones trigonométricas. ¢Recuerdas en el
tema anterior el circulo unitario y la construccién de graficas?
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» sen“x+cos“x=1

Tenemos un triangulo ABC, en donde la hipotenusa es igual a 1, el cateto opuesto es igual a sen x
y el cateto adyacente es igual a cos x .

B
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Si despejamos:

a=(l)senz '.a=senzx b= (1)cosz..b=cosx

Utilizando el teorema de Pitagoras:
& =a’ + b
Sustituyendo:
(1)? = (senz)® + (cos z)?

2 2

1=sen“x+cos“x
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> sec?x=tan’x +1

Supongamos que tenemos un triangulo ABC, en donde el cateto adyacente es igual a 1 y el cateto
opuesto es igual a tan x , por lo que la hipotenusa debe cumplir con ser igual a la sec x

E
sec X
tan x
e A
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tanzc = % sec T = %

Si despejamos:

a=(l)tanz .;.a =tanx c=(1)secz..c=secz

Utilizando el teorema de Pitagoras:
A= a2+ b2
Sustituyendo:
sec?z = (tanz)? + (1)

2

sec?x=tan’x +1

Con lo que queda demostrada esta identidad.
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» csc?x =1+ cot? x

Supongamos que tenemos un triangulo ABC, en donde el cateto opuesto es igual a 1 y el cateto
adyacente es igual a cot x , por lo que la hipotenusa cumple con ser igual a la csc x .



CsC X
1
= A
cot x
cotzx =2 cscx=<
1 1
Si despejamos:
b=(l)cotx..b=cotz c=(1l)cscz..c=cscx
Utilizando el teorema de Pitagoras:
=a?+0

Sustituyendo:
csc?z = (1) + (cot x)?

2

csc?x=1+cot? x

Con lo que queda demostrada esta identidad.

Es importante comprender los procesos para resolver problemas, pero en ocasiones sera
necesario que memorices algunas definiciones y relaciones, como es el caso de las identidades
trigonométricas. Saber las definiciones y las identidades (sin tener que consultar en cada ocasion
tus notas), te facilitara la resolucién de problemas porque podras identificar rapidamente los datos
y las funciones trigopnométricas (o identidades) que los relacionan.

2.3 Demostracién de identidades trigonométricas

Como habiamos mencionado, una identidad es una relacién que contiene funciones
trigonométricas. Ademas de las antes descritas —cociente y pitagéricas—, existen otras



identidades que se expresan por medio de una igualdad, y que son validas para todos los valores
del angulo en los que estan definidas las funciones, y se denominan reciprocas.

No existe un método especifico para verificar una identidad, sélo algunas sugerencias. Para
comprobar las identidades se puede proceder de la siguiente manera:

1. Se transforma uno de los miembros de la igualdad, cualquiera de los dos en el otro
(generalmente se transforma el miembro mas complicado). Se escriben las funciones en
términos de senos y cosenos.

2. Se simplifica la expresién de un lado de la igualdad; la otra no se altera. Para ello se sugiere
que se realicen las operaciones indicadas como factorizar, simplificar, suma de fracciones,
etcétera.

3. Para poder realizar las demostraciones deberas tener un completo dominio de las
definiciones de las funciones trigopnométricas y las ocho relaciones fundamentales y saberlas
de memoria.

En la siguiente tabla se resumen las ocho relaciones fundamentales

Reciproca Cociente Pitagbricas
sen
senx ® csex=1 tan x = —— sen?x +cos?2x =1
COS X
COS X
cosx ® secx=1 cotx = secZx= l+tan 2 x

sén X

tanx ® cotx=1 esc2x = 1" cos? x

- _/

Da clic en la imagen para ampliar o reducir.

Como vimos en la definicién, una identidad trigonométrica es cualquier igualdad que involucra
funciones trigonométricas y se verifica para cualquier angulo. A continuacion te mostramos
algunas identidades trigonométricas, comprueba que sean verdaderas.

En los siguientes ejemplos, veras como se pueden demostrar algunas identidades trigonométricas
de acuerdo con el procedimiento antes sugerido.

Ejemplo 1. Demostrar la siguiente identidad:
senxe+secxecotx=1

Demostracion:



Reescribimos el primer miembro de la igualdad, expresandolo en funcién de senos y cosenos;
para hacerlo utilizamos las relaciones fundamentales.

1 COS T
senx. . =1
COSX senc

Reducimos términos semejantes (simplificamos la expresion).
senx cos x

_— = 1
COS T senx

Por lo tanto:

IEIq. e. d.

Ejemplo 2. Demostrar si la siguiente identidad es verdadera.

Senr  Cosx
+ =1

CsSCx SeC I

Demostracion:

Escribimos en términos de senos y cosenos utilizando las identidades reciprocas.

Ssenc COS T

=1
1 1
Senx COS T
Podemos escribir la operacion de la siguiente manera:
Senx COS XL
1 1 _q
1 T 1
senx COS X

Efectuando la operacion de extremos por extremos y medios por medios tenemos:

2r=1

sen’x + cos
Por la identidad pitagorica el miembro de la izquierda es igual a 1, por lo tanto:

1=1q.e.d.

2.4 Otras identidades trigonomeétricas (formulario trigonomeétrico)

Existen otras identidades trigonométricas que, junto con las ocho identidades fundamentales,
forman parte del formulario trigopnométrico que te mostramos a continuacion.

@ Formulario trigonométrico.pdf

El formulario trigonométrico es un compendio de identidades trigonométricas que siempre se
cumplen (estan demostradas) y sirve para resolver diversos problemas, como el que te


javascript:;
documentos/unidad3/tema2/formulario_trigonometrico.pdf

mostramos a continuacion.

Dadas las siguientes funciones:
_ 3 _ 12
send = ¢ ysenB = 33

Problema:

Calcula las seis funciones trigonométricas de la suma de los angulos, es decir, sen (A + B) , cos
(A +B), tan (A + B), etc.

Solucion:

Para encontrar las seis funciones trigonométricas del angulo (A + B), recurrimos a las siguientes
férmulas:

sen(A + B) = senA cos B + senBcos A
cos(A 4+ B) = cos Acos B — senAsenB

tan A + tan B
A+ B) =
tan(4 + B) 1—tanA tanB
cot A.cot B —1
A+ B) =
cot(4 + B) cot B+ cot A
1
sec(A+B) = ——M—
( ) cos(A + B)
csc(A+ B) = 1
sen(A + B)

Las férmulas nos muestran que para encontrar las funciones de los angulos (A + B), primero
necesitamos calcular todas las funciones trigonométricas para cada angulo por separado, es decir,
las funciones trigonométricas de A y las de B.

¢, Como podrias calcular, a partir de la informacién de la funcion seno, las demas funciones
trigonométricas de un triangulo? Aunque suena complicado, es un problema que puedes resolver
con lo que has aprendido hasta el momento.

Lo primero que debes hacer es construir los triangulos rectangulos que representen
adecuadamente a sen A = % y senB = %

Por ejemplo, conocemos que el sen A4 = % podemos determinar que el cateto opuesto al angulo
A es igual a 3 y la hipotenusa es igual a 5 (por la definicion). Falta encontrar el valor del cateto
adyacente. Se sigue un razonamiento similar para senB = % Observa los siguientes triangulos:
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De acuerdo con los triangulos 1 y 2 es necesario calcular el valor de los lados d vy e,

respectivamente.

Triangulo 1
D

Triangulo 2
B
B
f=13 =7
=12 3

Aplicando el teorema de Pitagoras para cada triangulo tenemos:

Sustituyendo los valoresde ay c

Tridngulo 1 Triangulo 2

Sustituyendo los valores de by f

52=32+d? 132 =¢2+122
Despejando d Despejando e
d?2=52-32 e?=132-122
d=v25-9 e =V 169 - 144
d=\16 d=4 e=/25 e=5
- /

Da clic en la imagen para ampliar o reducir.

Sustituimos los valores encontrados en los triangulos respectivos:




Triangulo 1 | Triangulo 2 .
C=5 Q=3 i e=5
2 d=4 b E =12 £

Con esta informacion ya es posible calcular el sen(A+B) y cos(A+B), porque tenemos todos los
valores para sustituirlos en las formulas, como se muestra a continuacion.

sen(A+B) = senAcosB

cos(A+B) =cosA cosB

+ sen B cosA -sen A sen B
sen (A+B)= 2e—2+ 1264 | o5 (a+B)= Lo +3el2
5 13 13 5 13 5 13
sen (AB) = -+ & cos (A+B) = “-+ 3&
13 65 13 65
65 65
sen (A+B) = 15 48 cos (A+B) = 20 *36
65 65
sen (A+B) = &3 cos (A+B)= 10
- 65 65 )

Da clic en la imagen para ampliar o reducir.
Pero el problema no esta totalmente resuelto, aun falta obtener las demas funciones, tan (A+B) y
cot (A+B).
Ahora, como reto personal, calcula la sec (A+B) y la csc (A+B) en tu cuaderno.
Con esto ya tienes las seis funciones trigonométricas de la suma de dos angulos.

Podemos concluir que las identidades son utiles cuando se precise simplificar expresiones que
incluyen funciones trigonométricas. Otra aplicacion importante de éstas es el calculo de integrales
indefinidas de dichas funciones.

Las identidades se emplean en el calculo de ecuaciones trigonométricas porque nos ayudan a
simplificar las expresiones y dejar todo expresado en funcidn de un unico angulo, que
generalmente es la incognita a resolver.



En el siguiente tema aplicaras la trigonometria en la solucion de triangulos rectangulos y
oblicuangulos.
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