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Funciones trigonomeétricas.

Va a aparecer aqui una nueva familia de funciones reales de variable real: las
funciones trigonométricas. Existen varias formas de introducir estas funciones,
ninguna de las cuales es del todo facil. EIl método que vamos a seguir es laborioso,
no es el mas efectivo o elegante, pero a cambio es el mas elemental e intuitivo, pues
la definicién de las funciones seno y coseno se basa en las nociones de seno y
coseno de un angulo, que suponemos conocidas aunque solo las usaremos a titulo
orientativo. Necesitamos trabajar en R 2 , el plano real, que ya apareci6 al
considerar la grafica de una funcion real de variable real. Empezamos definiendo la
distancia euclidea entre dos puntos del plano y comprobando sus propiedades
basicas, entre las que destaca la desigualdad triangular. Acto seguido
consideramos curvas en el plano y, cuando ello es posible, definimos la longitud de
una curva. Esto permite “medir” la longitud de un arco de circunferencia, lo que
equivale a medir un angulo en radianes, y dar una definicién del numero 1. Usando
la longitud de un arco de circunferencia podemos obtener facilmente la funcién arco
coseno, cuya inversa es la funcion coseno, definida de momento sélo en el intervalo
[0,11]. A partir de ella se define la funcién seno en el mismo intervalo y ambas se
extienden facilmente para obtener funciones definidas en todo R, cuyas
propiedades bésicas, como la continuidad, iremos estudiando. Finalmente
definimos el resto de las funciones trigpnométricas y sus inversas, haciendo un
estudio preliminar de las mismas. Habremos completado asi la gama de funciones
reales de variable real que manejaremos en el estudio del calculo diferencial e

integral, para obtener ejemplos y aplicaciones de los principales resultados.
Distancia euclidea en el plano

Consideremos el conjunto R 2 = RxR = {(x,y) : X,y € R} cuyos elementos se
interpretan geométricamente como los puntos de un plano en el que hemos fijado

ejes cartesianos, de forma que cada par ordenado (X,y) € R 2 se identifica con el



punto de abscisa x y ordenaday. Por ello es costumbre referirse a R 2 como el plano

real, o simplemente el plano.

La definicion de la distancia euclidea en R 2 resulta obvia si queremos que se
verifique el Teorema de Pitagoras. Dados o, e R 2, a = (x1,y1) y B = (x2,y2), con
x1,y1,x2,y2 € R, la distancia euclidea, o simplemente la distancia, de a a 3 es, por

definicion, el numero real no negativo d(a,3) dado por

d(a,B) = (x2 -x1) 2 + (y2 -y1) 2 1/

Veamos las tres propiedades basicas de la distancia euclidea que vamos a
necesitar:

e Paraa,feR2,setiene:d(a,f)=0&=>a=
e d(a,B)=d(B,a) Va,B ER 2
e d(a1,a3) 6 d(a1,02) +d(02,a3) val,02,a3 ER 2

Las dos primeras propiedades son evidentes. La tercera se conoce cOmMo
desigualdad triangular, por su clara interpretacion geométrica: la longitud de un lado
de un triAngulo es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros dos
lados. Para demostrarla, pongamos ak = (xk,yk), con xk,yk € R para k =1,2,3 y,
para simplificar la notacion, pongamos a = x2 -x1, b =y2 -y1, u=x3 -x2y v =y3

-y2. Se tiene entonces claramente

d(a1,a3) 2 =(a+u) 2+ (b+tv)2=a2 +b 2 +u 2 +v 2 +2(au+bv)
6a2+b2+u2+v2+2 (autbv) 2 + (av-bu) 2 1/
za2+b2+u2+v2+2@2+b2)1/2u2+v2)1/2
=d(a1,02) 2 +d(02,a3) 2 +2d(a1,02)d(02,a03)

=d(al,a2) +d(a2,a3)

de donde se deduce la desigualdad buscada. @ Veamos dos estimaciones de la
distancia euclidea que resultan utiles con mucha frecuencia. Su comprobacion es

evidente:

Para cualesquiera a = (x1,y1) e R2y B = (x2,y2) e R 2, se tiene:



max” {|x2 =x1|,]y2 =y1[} 6 d(a,B) 6 |x2 —x1|+|y2 -y1|

Esta definicion tiene una interpretacion fisica bastante obvia: podemos pensar en
un movil que durante el intervalo de tiempo [a,b] realiza un determinado movimiento
en el plano, de forma que su posicion en cada instante t € [a,b] es el punto y(t). Por
ello, resulta natural decir que el punto y(a) es el origen de la curva y y que el punto
y(b) es el extremo de y. También se comprende claramente por qué exigimos que
las funciones ¢ y y sean continuas en [a,b]. En Fisica suele decirse que la igualdad
(1) es la ecuacién del movimiento que, también por razones obvias, suele escribirse
en la forma

x=6(t), y =y(t) (a6t6Db)

En Matematicas, la palabra “curva” puede tener significados diferentes segun el
contexto. Es frecuente llamar curva plana en forma paramétrica a lo que aqui hemos
llamado simplemente curva plana. Es importante distinguir claramente entre la curva
Y, una aplicacion con valores en R 2 , y la imagen de dicha aplicacion, esto es, el

conjunto
y[ab] = y(t):te[ab] c

gue es el conjunto que dibujamos para visualizar graficamente la curva, aunque
evidentemente hay muchos aspectos de la curva que no se reflejan adecuadamente
en dicho conjunto. En la interpretacion fisica, este conjunto es la trayectoria descrita
por el movil y es evidente que movimientos muy diferentes pueden recorrer la misma
trayectoria. Veamos algunos ejemplos sencillos de curvas. Dada una funcion f : [a,b]
— R que sea continua en [a,b], podemos considerar la curva y : [a,b] — R 2 definida
po

y(t) =t f(t) vte[ab

gue evidentemente cumple

vy[ab] = tf(t) :telab]=GCr

f es decir, la imagen de la curva y coincide con la grafica de la funcion f . Para las
curvas de este tipo se dice a veces que vienen dadas en forma explicita, pues toda

la informacion necesaria para definir la curva se resume en la ecuacion y = f(x) para



a 6 x 6 b. Para ver otro ejemplo, dados dos puntos a = (x1,y1) e R2y B = (x2,y2) €

R 2, podemos considerar la curva ¢ : [0,1] — R 2 definida por
o(t) = (1-t)x1 +tx2,(1-t)y1 +ty2 vt € [0,1]

Por razones obvias, pero con un claro abuso de lenguaje, suele decirse que o es
el segmento de origen a y extremo 3. Usando la estructura de espacio vectorial de
R 2 podemos escribir simplemente o(t) = (1-t)a+tf para todo t € [0,1]. Como
motivacion para definir la longitud de una curva es natural pensar que la longitud del
segmento recién definido debe ser la distancia d(a,3), pero también esta claro que,
en general, la longitud de una curva y : [a,b] — R 2 puede ser mucho mayor que la
distancia d y(a), y(b) . Dicho de forma intuitiva, lo que haremos para definir la

longitud de una curva sera intentar aproximarla por “poligonales”
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