I iversidad

SUDS



EUDS |

Mi Universidad
o

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Licenciatura en Turismo

Segundo Cuatrimestre

Enero - Abril

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 2



EUDS |

Mi Universidad

Marco Estratégico de Referencia

Antecedentes historicos

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el ano de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento
marcé un nuevo rumbo para la educacion de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra
escuela fue fundada por el Profesor Manuel Albores Salazar con la idea de traer educacion a
Comitan, ya que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para

que siguieran estudiando.

En el ano 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer
bachillerato tecnologico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la visidn en
grande de traer educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente

que trabajaba por la manana tuviera la opcion de estudiar por las tardes.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia
Albores Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el
Profesor Manuel Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en julio de 1996 como
chofer de transporte escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integro en la docencia en

1998, Martha Patricia Albores Alcazar en el departamento de cobranza en 1999.

En el afno 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar
S.C. para darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el afho 2004

funda la Universidad Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la
region no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de

una institucion de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los
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jovenes que tenian intenciéon de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir

preparandose a través de estudios de posgrado.

Nuestra Universidad inicié sus actividades el |8 de agosto del 2004 en las instalaciones de la
4* avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos
de cuarenta alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias
instalaciones en la carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el
campus Comitan y el corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y
controlar todos los procesos operativos y educativos de los diferentes campus, asi como de

crear los diferentes planes estratégicos de expansion de la marca.

Mision

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos,
Profesores, colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el

proceso de ensenanza-aprendizaje.

Ser la mejor oferta académica en cada region de influencia, y a través de nuestra plataforma
virtual tener una cobertura global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas

innovadoras con pertinencia para la sociedad.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 4



EUDS |

Mi Universidad

Valores
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
Escudo

El escudo del Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. esta constituido por
tres lineas curvas que nacen de izquierda a derecha formando los
escalones al éxito. En la parte superior esta situado un cuadro motivo de

la abstraccion de la forma de un libro abierto.
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Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser lider,
trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor y

fortaleza son los rasgos que distinguen.
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Matematicas aplicadas a las ciencias sociales.

Objetivo de la materia:

Adquirir la disciplina y el rigor precisos para el trabajo intelectual.

- Fomentar y desarrollar la

capacidad para el razonamiento abstracto. - Adquirir los conocimientos matematicos imprescindibles

para un universitario. - Potenciar las habilidades de cilculo mas alld de las reglas elementales.

- Iniciar el estudio de los temas matematicos con mayor aplicacion en el campo de las humanidades y

las ciencias sociales.

Criterios de evaluacion:
No Concepto

I Trabajos Escritos

2 Actividades Aulicas
3 Trabajos en plataforma Educativa
4 Examen

Total de Criterios de evaluacion
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Porcentaje
10%
20%
20%
50%

100%
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1.1 légica: lenguaje

Algebra, rama de las matematicas en la que se usan letras para representar relaciones aritméticas. Al
igual que en la aritmética, las operaciones fundamentales del algebra son adicion, sustraccion,
multiplicacion, division y calculo de raices. La aritmética, sin embargo, no es capaz de generalizar las
relaciones matematicas, como el teorema de Pitagoras, que dice que en un triangulo rectangulo el
area del cuadrado de lado la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados de lado los
catetos. La aritmética sélo da casos particulares de esta relacion (por ejemplo, 3, 4y 5, ya que 32 +
42 = 52). El algebra, por el contrario, puede dar una generalizacion que cumple las condiciones del
teorema: a2 + b2 = ¢2. Un ndimero multiplicado por si mismo se denomina cuadrado, y se representa
con el superindice 2. Por ejemplo, la notacion de 3 x 3 es 32; de la misma manera, a X a es igual que
a2. El algebra clasica, que se ocupa de resolver ecuaciones, utiliza simbolos en vez de nimeros
especificos y operaciones aritméticas para determinar como usar dichos simbolos. El dlgebra moderna
ha evolucionado desde el algebra clasica al poner mas atencién en las estructuras matematicas. Los

matematicos

Simbolos y lenguaje

Entre los simbolos algebraicos se encuentran nimeros, letras y signos que representan las diversas
operaciones aritméticas. Los nUmeros son, por supuesto, constantes, pero las letras pueden
representar tanto constantes como variables. Las primeras letras del alfabeto se usan para
representar constantes y las Ultimas para variables. Operaciones y agrupacion de simbolos La
agrupacion de los simbolos algebraicos y la secuencia de las operaciones aritméticas se basa en los
simbolos de agrupacion, que garantizan la claridad de lectura del lenguaje algebraico. Entre los
simbolos de agrupacion se encuentran los paréntesis ( ), corchetes [ ], llaves { } y rayas horizontales
—también llamadas vinculos— que suelen usarse para representar la division y las raices, como en el
siguiente ejemplo:

(Ax + B) / (C - DX)
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Lenguaje comun expresado en lenguaje algebraico

Los enunciados de un problemas de planteo conllevan un lenguaje simbdlico entregado por la Logica
y Matematica, este lenguaje nos permite plantear y resolver los problemas siguiendo los pasos que
nos permite el Algebra en la resolucion de ecuaciones o sistemas de ecuaciones simultaneas. Algunos
expresiones mas comunes son:

Un nimero aumentado en n unidades: x + n

El doble de un niimero : 2x

El triple de un nimero disminuido en k unidades: 3x —k

El doble de un nimero aumentadoen 5: 2x + 5

La tercera parte de un nimero : 3/ x

La cuarta parte de un nimero aumentadoenp: p/x +4

La quinta parte de diferencia entre un nimeroy 8: (x —8)/5

El doble de la suma entre un nimeroy 7 : 2(x + 7)

Un ndmero multiplicado por si mismo : x 2

Un numero aumentado en 7 y multiplicado por el mismo nimero disminuido en 6 : (x + 7)(x —6)

La diferencia de dos nUmeros es 6 : (x —y) =6

La suma de 2 numeroses 15: (x+y)=I5

El reciproco de un nimero : 1/X

1.2  calculo proporcional

El desarrollo de la Légica proposicional (tipo de logica simbdlica) se da por insuficiencias o
limitaciones de la légica clasica. Recordemos que la Logica clasica (logica aristotélica) toma a las
proposiciones universales como proposiciones que no implican un compromiso existencial. Por lo
tanto cuando decimos “Los monos son ratones gordos”, que puede ser expresado bajo la forma S es
P no me comprometo con que existan ni los monos ni los ratones gordos. En cambio cuando digo
que Algin mono es un ratén gordo, me comprometo con la creencia en la existencia de al menos un

individuo que sea mono y que también sea una ratéon gordo. Este abordaje se preocupa por la relacion
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entre las clases que integran los enunciados, independiente de la verdad o falsesd de sus

componentes.

La légica proposicional, por su parte, se concentra en el analisis de las proposiciones de los
argumentos Y las relaciones que existen entre ellas. Este analisis se conoce como veritativo funcional
pues el valor de verdad de los argumentos depende ahora del valor de verdad de sus enunciados y de
la forma en que estos se conectan, que ya no es de la forma dada por la tercera persona del indicativo
del verbo ser, como usaba el esquema aristotélico. Dicho de otra manera la légica proposicional
estudia las relaciones entre las proposiciones sin analizar, sin tener en cuenta la estructura interna de

las mismas.

Es en el siglo XX, recién, cuando la logica conoce un desarrollo enorme a partir del calculo
proposicional. En verdad, si bien el interés inicial de la logica fue el analisis de los argumentos
concretos el desarrollo enorme que tuvo esa disciplina hizo que se fuera alejando de ese interés
primero y se centrara luego en las propias estructuras, independientemente de si servian al analisis
argumental o no. Algo parecido puede pensarse en el desarrollo de la matematica que comenzara
como matematica aplicada y, sin dejar ese costado, desarrollara fuertemente lo que se conoce como
matematica pura, es decir, una matematica cuyo valor de estudio y desarrollo no es directamente su
aplicacion, sino el estudio de las verdades matematicas. Algo similar pasé con la légica que empezod

como logica aplicada y desarrollé enormemente lo que podemos llamar logica pura.

El cdlculo proposicional (la logica proposicional) forma sélo una parte de la légica simbdlica. Pero su
funcionamiento es lo suficientemente importante y fundamental como para centrarnos en ella afin de

comprender algunos procedimientos basicos de la logica simbdlica.

Lenguaje del Calculo Proposicional:

Como ya dijimos anteriormente la logica es un lenguaje formal, y como tal esta constituido por un
conjunto de signos y reglas caracteristico: signos del lenguaje (tabla de simbolos), reglas sintacticas
(reglas para la construccion de expresiones del lenguaje) y reglas semanticas (reglas que nos permiten
encontrar un valor de verdad para las expresiones del lenguaje a partir de los valores de verdad de

sus componentes)
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La légica proposicional permite la realizacion de calculos, para lo cual traduce el lenguaje ordinario a

formulas logicas, transforma tales férmulas en otras, es decir deduce unas de otras.

Los valores de verdad que usara la el calculo proposicional seran solamente el de verdad (o

[TRx 1]

verdadero) simbolizado por una “v” y el de falsedad (o falso) simbolizado por una “f”.

Cuando hablamos de calculo nos estamos refiriendo a un sistema de relaciones entre simbolos no

interpretados que permite realizar operaciones con ellos.

El lenguaje del calculo proposicional recibira el nombre de Lenguaje L.

Signos del lenguaje:

Cuando hablamos de simbolos formales en el contexto del calculo proposicional (a veces llamados

signos elementales) nos referimos a tres tipos de signos:

|. Variables proposicionales o letras enunciativas: son letras que simbolizan proposiciones atomicas
(proposiciones que no contienen conectivos binarios, las que los contienen reciben el nombre de
proposiciones moleculares). Se llaman variables porque cada una de ellas puede representar de forma
indistinta cualquier proposicion. Dichas 3 letras se utilizan en mindscula y en orden alfabético, vale

recordar que por una convencion en la literatura logica se utiliza a partir de la p. (p, q, 1, s, t...)

2. Operadores o constantes logicas: son simbolos que sirven para relacionar las proposiciones entre
si. Se los conoce con el nombre de conectivas. El conjunto de los conectivos es un conjunto finito. Se

consideraran conectivos del calculo proposicional a los siguientes simbolos:

— (Condicional)
<> (Bicondicional) | Conectivos
A (Conjuncion) Binarios

v (Disyuncion)
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=1 (Negacion) Conectivo unario

3. Simbolos auxiliares: son simbolos que sirven para indicar como se agrupan los componentes de una
formula y cual es la conectiva principal o dominante. Estos signos auxiliares seran los paréntesis (, ).

Podria usarse una gama mas amplia de signos (corchetes, etc.), pero no resulta imprescindible.

Reglas sintacticas:

La mision del conjunto de estas reglas de formacion es establecer la combinacién correcta de signos
elementales brindando una adecuada nocién de expresion bien formada o formula bien formada del
calculo proposicional. De esta manera tenemos un test que nos permite decidir ante una cadena dada
de signos del lenguaje L bajo qué condiciones esa cadena puede ser considerada correcta y por lo

tanto ser tenida como una expresion del lenguaje en cuestion.

Mientras que no siempre los hablantes de los lenguajes naturales formulan explicitamente las reglas
que rigen esos lenguajes, necesariamente deben formularse en los lenguajes formales. Las reglas que

indican qué cosas seran tenidas por férmulas bien formadas o féormulas, seran tres.

La primera regla es que toda letra proposicional sera considerada una férmula.

La segunda indica que si algo es considerado formula, entonces la negacion de ese algo también sera

una formula del lenguaje L.

La tercera regla senala que si dos cosas son formulas entonces la union de ellas encerradas entre

paréntesis y unidas a través de un conectivo binario, también sera considerado una férmula.

Digamoslo ahora de manera un poco mas formalizada: Sea For el conjunto de las férmulas del
lenguaje L
[°) Toda letra proposicional c For.
2°) Si a € For entonces —a € For.
3°) Si a, B € For entonces (a* ) € For, donde * € CB, siendo CB el conjunto de los conectivos

binarios.
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Por lo tanto, para formar correctamente las formulas en este calculo, es preciso tener en cuenta los

siguientes requisitos:

* El negador (en tanto que conectivo unario) se antepone tanto a formulas atomicas (una variable),
como a formulas moleculares. Por ejemplo:

ap,

“(pva)

“((Pva)A(pAQ)

* Las restantes conectivas unen dos formulas cualesquiera (esto es, dos variables proposicionales, dos
formulas, una formula y una variable proposicional). Por ejemplo:

(pva)

(PvgA(PAQ)

(P9 —q

Si bien una de las regla de formacion de expresiones obliga a la utilizacion de los paréntesis para toda
formula molecular, en el curso evitaremos aquellos paréntesis cuya omision no genere problema de

ambigliedad en la formula.

1.3 teoria deductiva

Este curso se ocupa de las cadenas deductivas, dentro y fuera de las matematicas, como un arte a
practicar, no como una teoria. Es la "Unica manera conocida de embarcar en el pensamiento
deductivo a la mayoria de la clase. En el primer capitulo se aprende a pensar matematicamente sin
pensar en matematicas, gracias a las afirmaciones sobre veraces y mitomanos, y a los silogismos
categéricos, que son los primeros teoremas que hay que saber demostrar, antes de demostrar en

matematicas.

El arte de demostrar no se aprende facilmente dentro de las matematicas, ya que toda demostracion
matematica es una disertacion conducida por el autor, segiin cierta linea de pensamiento que suele no

corresponder al esquema mental del lector, quien al sentirse marginado del tema se desconecta.
L]
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 14



EUDS |

Mi Universidad

Eso no ocurrira en las demostraciones de este curso ya que, desde la primera leccion, sobre
demostracién indirecta, las inferencias se hacen segln patrones establecidos, al alcance de todos los
participantes, sin obligarlos a adoptar estilos ajenos. Su ensayo paciente y repetido hara que cada

alumno capte la idea de demostracion.

Para garantizar el "éxito correspondiente, hay que concederle a cada tema el tiempo requerido para

su maduracion, segln la tabla siguiente:

|. Demostracion Indirecta (2 semanas)
2. Esquema Deductivo (Una clase)
3. Demostracion Directa (3 semanas)

4. Otros Ejemplos (2 semanas)

Este intento debe desarrollarse en forma de taller, donde los alumnos participen activamente y el

profesor se concrete a hacer preguntas como las siguientes:
iQueé significa eso?

— (Adodnde queremos llegar?

— {Que sabemos al respecto?

— ¢{Por qué ya estd demostrada esa afirmacién?

Para esta "Ultima pregunta, la respuesta obligada es:

— Porque hemos partido de la hipétesis, que es el paso tal, y hemos llegado a la tesis, que es el paso

tal.
O bien:

— Porque hemos partido de su negacion, que es el paso tal, y hemos llegado a una contradiccién, que

esta en los pasos tal y tal.

________________________________________________________________________________________________________________||
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 15



gU DS .

\S °
Mi Universidad

Para imprimir dinamismo y gracia a las demostraciones hay que valerse de ciertas palancas, como

definir sobre la marcha cuando se llegue a una existencial, proceder por casos, o por exclusién,

cuando se llegue a una disyuncién, y demostrar sobre la marcha cuando el paso considerado no se

desprenda facilmente de los pasos anteriores.

En los apartados |, 2, 3, 4 se adquieren los habitos y la disciplina que permiten avanzar en materia de
demostraciones. De ahi se puede saltar al apartado |3, si se quiere, regresando a 8, 10 y 12, segin se

vayan necesitando. Los tiempos recomendados para estos temas son:

8. Negaciones (| semana)

10. Demostracion por Casos (2 semanas)

12. Definicion de igualdad (2 clases)

13. Conjuntos (2 clases)

14. Union e Interseccién (2 semanas)

Aunque este libro contiene material suficiente para un curso anual de licenciatura, en el caso de un

curso semestral debe optarse por alguna seleccion de temas. He aqui algunas recomendaciones:

Licenciatura en humanidades: capitulo |, completo.
Licenciatura en matematicas: secciones marcadas con asterisco.

Licenciatura en ciencias: capitulo Il, precedido de los asteriscos de .

No importa tanto la cantidad de temas que se cubran, como la intensidad de las vivencias adquiridas.

Hay que vivir las demostraciones, tal como se vive un relato agradable.

Los frutos de este curso no surgen tanto de la simple lectura de sus paginas, como de su mejor
laboratorio, que es la participacion de un grupo frente al pizarrén, en presencia del profesor. Esto
aporta experiencias inéditas acerca del quehacer deductivo, y de sus multiples tropiezos con el credo

comun.
1.4 simbolizacion de proposiciones

Proposiciones Con el estudio de la Logica se persigue llegar a ser preciso y cuidadoso. La Légica tiene

un lenguaje exacto. Pero aunque asi sea, vamos a intentar construir un vocabulario para este lenguaje
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preciso utilizando el lenguaje cuotidiano algunas veces un tanto confuso. Es necesario redactar un
conjunto de reglas que sean perfectamente claras y definidas y que estén libres de las vaguedades que
pueden hallarse en nuestro lenguaje corriente. Para realizar este trabajo se utilizaran proposiciones
en lengua castellana, de la misma manera que se usa la lengua castellana para explicar las reglas
precisas de un juego a alguien que no ha jugado a ese juego. Por supuesto, la logica es algo mas que

un juego. Puede ayudarnos a aprender una forma de razonar que es exacta y a la vez muy dtil.

Para empezar, consideremos las proposiciones en lengua castellana. Cada proposicion tiene una
forma logica a la que se le dara un nombre. En primer lugar, se consideran y simbolizan dos clases de
proposiciones en Logica; unas se denominan proposiciones atomicas y otras proposiciones
moleculares. En este siglo de la Ciencia se utiliza la palabra atomico muchas veces. Efectivamente, el
significado de esta palabra en el lenguaje de la Logica es analogo a su significado original en las
Ciencias fisicas. En Logica, atomicas son las proposiciones de forma mas simple (o mas basicas). Si se
juntan una o varias proposiciones atémicas con un término de enlace, se tiene una proposicion
molecular.

En este siglo de la Ciencia se utiliza la palabra atédmico muchas veces. Efectivamente, el significado de
esta palabra en el lenguaje de la Logica es analogo a su significado original en las Ciencias fisicas. En
Logica, atomicas son las proposiciones de forma mas simple (o mas basicas). Si se juntan una o varias
proposiciones atdmicas con un término de enlace, se tiene una proposicién molecular. Una
proposicion atémica es una proposicion completa sin términos de enlace. Se utilizan términos de
enlace para formar proposiciones moleculares a partir de proposiciones atémicas.

Por ejemplo, considérense dos proposiciones atémicas,

Hoy es sabado.

No hay clases

Ambas proposiciones son atomicas. Mediante un término de enlace se pueden unir y se tendra una

proposicion molecular. Por ejemplo, se puede decir:

Hoy es sabado y no hay clase.

Esta proposicion molecular se ha construido con dos proposiciones atomicas y el término de enlace
«y». Cuando analizamos una proposicion molecular la descomponemos en las mas pequenas
proposiciones atomicas completas. En el ejemplo anterior se puede descomponer la proposicion

molecular en dos proposiciones atomicas. El término de enlace «y» no forma parte de ninguna de las
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proposiciones atémicas. Se ha anhadido a las proposiciones atomicas para construir una proposicion

molecular.

Términos de enlace Las palabras de enlace, por cortas que sean, no deben subestimarse, pues son de
gran importancia. Tanto es asi, que se estudiaran algunas reglas muy precisas para el uso de esta clase
de términos. Gran parte de lo que se tratara en el estudio de la Légica se refiere a la manera
cuidadosa de como se han de utilizar estos términos de enlace. El término de enlace en la proposicion
del ejemplo «Hoy es sabado y no hay clase» es la palabra «y». Hay otros, pero antes de considerar
cada uno de ellos separadamente, les daremos el nombre logico correcto. Se les denominara
términos de enlace de proposiciones. Este nombre serd facil de recordar, porque indica
efectivamente cudl es el papel que desempenan. Enlazan proposiciones. Forman proposiciones

moleculares a partir de proposiciones atomicas.

Los términos de enlace que se utilizaran en este capitulo son las palabras «y», «o», «now», y «si...,
entonces». En la gramatica castellana se les da a veces otros nombres, pero en Logica los
denominaremos, como ya hemos indicado, términos de enlace de proposiciones o simplemente
términos de enlace. Recuérdese que al anadir un término de enlace a una o dos proposiciones
atémicas se ha formado una proposicion molecular. Los tres términos de enlace considerados, «y»,
«o», «si...,, entoncesy, se usan para enlazar dos proposiciones atdmicas, pero el otro se agrega a una
sola proposicién atomica para formar una molecular. Este término de enlace es la palabra «no». Se
puede decir que el término de enlace «no» cada vez actiia sobre una sola proposicion atéomica y que
los otros términos de enlace actlan sobre dos proposiciones atémicas a la vez. Recuérdese que el
término de enlace «noy, es el Unico que no conecta realmente dos proposiciones. Cuando a una sola
proposicion se le agrega «no» se forma una proposicion molecular.

Se dan a continuacion algunos ejemplos de proposiciones moleculares que utilizan los términos de

enlace considerados.

La proposicion:

La luna no esta hecha de queso verde

Es una proposicion molecular que utiliza el término de enlace «noy». En este caso, el término de
enlace actiia sélo sobre una proposicién atomica: «La luna esta hecha de queso verde».

Un ejemplo de una proposicion en la que se utiliza el término de enlace «o» es:
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El viento arrastrara las nubes o llovera hoy con seguridad.

El término de enlace «o» actla sobre dos proposiciones atémicas. Son «El viento arrastrara las

nubes» y «Llovera hoy con seguridad».
La proposicion molecular:
Si estamos en diciembre entonces llegara pronto Navidad

llustra sobre el uso del término de enlace «si.., entonces», que también actia sobre dos

proposiciones atémicas. ;Cudles son?

Ya se ha dado un ejemplo de proposicion que utiliza el término de enlace «y». Otra es:
El terreno es muy rico y hay suficiente lluvia.

{Cuales son las dos proposiciones atémicas contenidas en esta proposicion molecular??

Los ejercicios que se ponen a continuacion ofrecen una oportunidad para comprobar la habilidad del
lector para reconocer proposiciones atomicas, proposiciones moleculares y términos de enlace.

Recuérdese que cada proposicion que contiene un término de enlace es molecular.

EJERCICIO |

A. Senalar cada proposicién atomica con una A y cada proposicion molecular con una M. Escribir
junto a cada proposicién molecular €) término de enlace utilizado.
|. La comida sera hoy a las tres en punto.
2. El gran oso negro andaba perezosamente por el camino de abajo.
3. La musica es muy suave o la puerta esta cerrada.
4. A este perro grande le gusta cazar gatos.

5. El pregunta por su pipa y pregunta por su escudilla.
)
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6. Luis es un buen jugador o es muy afortunado.

7. Si Luis es un buen jugador, entonces participara en el partido del colegio.
8. California esta al oeste de Nevada y Nevada al oeste de Utah.

9. Muchos estudiantes estudian Logica en el primer ano de carrera.

10. Los gatitos no acostumbran a llevar mitones.

I'l. Si los gatitos llevan mitones, entonces los gatos pueden llevar sombreros.
12. Se puede encontrar a Juana en casa de Susana.

13. A las focas no les crece el pelo.

I4. Si Maria canta, entonces es feliz.

15. Los alumnos mayores no estan en la lista antes que los jovenes.

16. La asignatura preferida de Jaime es Matematicas.

17. Si aquellas nubes se mueven en esa direccion, entonces tendremos lluvia.
18. Si los deseos fueran caballos, entonces los mendigos cabalgarian.

19. Esta proposicién es atomica o es molecular.

20. El sol calentaba y el agua estaba muy agradable.

21. Si * = 0 entonces *+>>=|.

22. x+y>2.

23. x=\oy+z=2.

24 y=2y2=10.

B. Formar cuatro proposiciones moleculares utilizando una o dos de las proposiciones escritas a
continuacién junto con un término de enlace. Por ejemplo, se puede poner el término de enlace «y»
entre dos de ellas y también se puede utilizar la misma proposicion atomica mas de una vez. Utilicese
cada uno de los cuatro términos de enlace una sola vez, de manera que cada una de las proposiciones

moleculares tenga distinto término de enlace.

I. El viento sopla muy fuerte.

2. Pablo podria ganar facilmente.

3. La lluvia puede ser la causa de que abandone la carrera.

4. Veremos qué planes hay para manana.
. ____________________________________________________________________________]
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 20



EUDS |

Mi Universidad

5. Todavia tendriamos tiempo de llegar a las siete.

6. El amigo de Juan tiene razén.

7. Estabamos confundidos respecto a la hora de la junta.

Unidad 2

2.1 Rectas en el plano y desigualdades lineales

Conceptos basicos.

Como ya has podido observar, existen muchos ejemplos donde la linea recta es de utilidad, y uno de
los primeros pasos que vamos a seguir para iniciar con el estudio del tema es definir lo que es la linea
recta.

Una primera idea de manera intuitiva es que la recta esta formada por una sucesion de puntos que
son coloniales.

Otra idea es que la linea recta es aquella que se forma cuando a partir de dos puntos, la distancia mas
corta entre estos es precisamente la recta.

Ahora bien desde la definicion formal en matematicas podemos afirmar que es un lugar geométrico,
pero este lugar geométrico significa que todos los puntos que forman la recta cumplen con las
mismas condiciones. En este caso la condicion es que entre cualesquiera dos puntos que se tomen de
ésta recta, la pendiente que se obtiene es la misma.

De esta ultima descripcion vemos que surge otro concepto que ya nos resulta familiar, el cual es la
pendiente y que nos lleva a considerar la inclinacion que tiene una recta.

Al respecto podemos decir entonces que una caracteristica de cualquier recta es que tiene una

pendiente y con esa pendiente se puede conocer el angulo de inclinacién.
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Es importante mencionar entonces que debemos distinguir entre rectas:
a) Horizontales
b) Verticales
c) Con pendiente positiva
d) Con pendiente negativa.

Veamos ahora cuales son los tipos de recta que identifican a cada una.
a) Larecta horizontal.

Es aquella que no forma ningln angulo, es decir si realizamos un trazo de una recta en un plano
cartesiano, entonces cualquier recta que sea paralela aleje “x” es horizontal, y por tanto su pendiente
es cero.

La siguiente grafica nos muestra dos ejemplos de rectas cuya pendiente es cero. La primer recta su
ecuacion es: y= 3

La segunda recta tiene por ecuacion: y=-2
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Recta 1

b) La recta vertical.

Es aquella cuya que al trazarla se obtiene una recta paralela al eje “y”, y desde la definicién formal
diremos que su pendiente es infinita.

La ecuacion de la recta 3 vertical es: x=1

La ecuacion de la recta 4 vertical es x=-2
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c) Recta con pendiente positiva.

Se caracteriza porque tiene un angulo de inclinacion menor a 90 grados con respecto a la horizontal.
Es decir con el eje “x”.

La siguiente grafica nos muestra un ejemplo de recta con pendiente positiva.

La ecuacién de esta recta es:

x-y-3=0

Que también podemos escribir en forma de: y= x-3 que se conoce como ecuacion pendiente,

ordenada al origen.
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recta con

pendiente - positiva

e

el angulo que forma

0
es menor de 90

d) Recta con pendiente negativa.

Se caracteriza por tener un angulo de inclinacion mayor a 90 grados con respecto al eje “x”.
En la siguiente grafica se muestra un ejemplo de recta con pendiente mayor a 90 grados.

la ecuacion que representa a esta recta es:

x+y-1= 0 o bien como:

y= l-x
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De estos dos ultimos incisos hay que recordar entonces que la pendiente entonces esta relacionada
con el angulo de inclinacion, y que este puede ser entonces mayor o menor de 90 grados.

Ahora bien jcomo podemos calcular el angulo de inclinacion de una recta?.

La respuesta a esta pregunta la vamos a dar con un ejemplo practico que seguramente ya has visto

en alguna parte donde realizan trabajos de construccion.

Sistemas de desigualdades lineales

Una desigualdad lineal con dos variables divide el plano en dos medios planos. Para graficar la
desigualdad, grafique la ecuacion del limite. Use una linea continua si el simbolo < o 2 es usado
porque el limite esta incluido en la solucion. Use una linea punteada si < o > es usado para indicar que
el limite no es parte de la solucion. Sombree la region apropiada. A menos que esté graficando una
linea vertical el signo de la desigualdad le hara saber que medio plano debe sombrear. Si el simbolo 2
o > es usado, sombree arriba de la linea. Si el simbolo < o < es usado sombree debajo de la linea.
Para una linea vertical, las soluciones grandes estan a la derecha y las soluciones pequenas estan a la
izquierda. Un sistema de dos o mas desigualdades lineales pueden dividir el plano en formas mas

complejas.
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Ejemplo:

Grafiquey <2 x + |

________________________________________________________________________________________________________________||
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Ejemplo:

Grafique el sistema de desigualdades lineales.
< 1 + 4
—x
73

yz=—3x-1
y=ox+1

Graficando las tres lineas y sombreando la region encerrada, obtenemos la figura siguiente.
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2.2 sistemas lineales de ecuaciones

Introduccion

Estas notas estan basadas en las realizadas por el profesor Manuel Jesus Gago Vargas ~ para la
asignatura Métodos matematicos: *~ Algebra lineal * de la Licenciatura en Ciencias y Técnicas

Estadisticas.

Un problema fundamental que aparece en matematicas y en otras ciencias es el analisis y resolucion
de m ecuaciones algebraicas con n incognitas. El estudio de un sistema de ecuaciones lineales
simultaneas esta ‘intimamente ligado al estudio de una matriz rectangular de nimeros definida por los
coeficientes de las ecuaciones. Esta relacion parece que se ha notado desde el momento en que

aparecieron estos problemas.
L]
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El primer analisis registrado de ecuaciones simultaneas lo encontramos en el libro chino Jiu zhang
Suan-shu (Nueve Capitulos sobre las artes matematicas " ), (v'ease McTutor y Carlos Maza) escrito

alrededor del 200 a.C. Al comienzo del capitulo VI, aparece un problema de la siguiente forma:

Tres gavillas de buen cereal, dos gavillas de cereal mediocre y una gavilla de cereal malo se venden
por 39 pesos. Dos gavillas de bueno, tres mediocres y una mala se venden por 34 pesos. Y una buena,
dos mediocres y tres malas se venden por 26 pesos. ;Cual es el * precio recibido por cada gavilla de

buen cereal, cada gavilla de cereal mediocre, y cada gavilla de cereal malo?

Hoy en dia, este problema lo formulariamos como un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

3x +2y +z =39,
2x + 3y +z = 34,
x + 2y + 3z = 26,

Donde x, y y z representan el precio de una gavilla de buen, mediocre y mal cereal, respectivamente.
Los chinos vieron el problema esencial. Colocaron los coeficientes de este sistema, representados
por cahas de bambu de color, como un cuadrado sobre un tablero de contar (similar a un "Abaco), y
manipulaban las filas del cuadrado segln ciertas reglas establecidas. Su tablero de contar y sus reglas
encontraron su camino hacia Japon y finalmente aparecieron en Europa, con las canas de color

sustituidas por nimeros y el tablero reemplazado por tinta y papel.

En Europa, esta técnica llegd a ser conocida como eliminacion Gaussiana *, en honor del matematico

aleman Carl F. Gauss.

Como la técnica de eliminacién es fundamental, empezamos el estudio de nuestra materia
aprendiendo como aplicar este método para calcular las soluciones de los sistemas lineales. Después

de que los aspectos computacionales se manejen bien, profundizaremos en cuestiones mas teoricas.

Eliminacion Gaussiana y matrices ’

En lo que sigue consideraremos fijado un cuerpo k de coeficientes. En el texto nos referiremos a los

elementos del cuerpo como numeros * o escalares. El lector bien puede pensar que k es el cuerpo Q

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 30



EUDS |

Mi Universidad
o

de los nimeros racionales, R de los reales o incluso C de los complejos. Aunque debe tener en
cuenta que todo lo dicho sobre sistemas de ecuaciones lineales y matrices es cierto en general para

cualquier cuerpo k.

Sea n 2 | un nimero natural. Una ecuacion lineal * es una expresion de la forma
alxl +a2x2 + - - -+ anxn = b,
Donde al, a2, ..., an y b son nimeros conocidos y x| x2, ..., xn son incognitas. Los nimeros ai se

denominan coeficientes de la ecuacion, mientras que b es el término independiente.

Una solucién” de la ecuacion lineal anterior es una serie de nimeros al, 02, ..., on que la satisfacen,
es decir, que verifican

alal +a2a02 + - - -+ anan =b.

Definicion:
Sean m 2 | y n 2 | nimeros naturales. Un sistema lineal es un conjunto de m ecuaciones lineales y n

incognitas de la forma

IIxl +al2x2 + ...+ alnxn = bl
a2lx| +a22x2 +...+ a2nxn = b2

amlx| + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Donde las xi son las incognitas y los aij , bi son nimeros. Los nimeros aij se denominan coeficientes

del sistema, y el conjunto de los bi términos independientes " del sistema.

Una solucion” del sistema lineal anterior es una serie de nimeros al, a2, ..., an que satisface cada
ecuacion del sistema, es decir, que verifica

ailal +ai202 + - - -+ainan =biparai=1,...,n.

El problema es calcular, si es posible, una solucion comun a un sistema lineal como el anterior. Para

estos sistemas, existen tres posibilidades:

Solucion unica:

| —
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Existe uno y solo un conjunto de valores para las incognitas xi que satisfacen las ecuaciones
simultaineamente. Se dice entonces que el sistema es compatible determinado. Por ejemplo el sistema

formado por la “Unica ecuacién lineal 2x| = 3 es compatible determinado, su "Gnica solucion es x| =

3/2.

Infinitas soluciones:

Existen infinitos conjuntos de valores para las incognitas xi que satisfacen las ecuaciones
simultaineamente. No es dificil probar que si el sistema tiene mas de una solucion, entonces tiene
infinitas si k, el cuerpo de niumeros, es infinito. En este caso se dice que el sistema lineal es compatible
indeterminado. Por ejemplo, el sistema formado por la ecuacion lineal 2x| + x2 = 3 tiene como
soluciones x| = a, x2 = 3 — 2a, donde a es cualquier elemento de k, luego es compatible

indeterminado.

Sin solucion:

No hay ninglin conjunto de valores para las incégnitas * xi que satisfagan todas las ecuaciones
simultaneamente. El conjunto de soluciones es vacio. Decimos que estos sistemas son incompatibles.
Por ejemplo, el sistema dado por las ecuaciones 2x| = 3, x| = | es incompatible, pues no hay ningin

valor de x| que satisfaga ambas ecuaciones.

Gran parte del trabajo acerca de los sistemas de ecuaciones es decidir cudl de estas tres posibilidades
es la que se presenta. La otra parte de la tarea es calcular la soluciéon si es “Gnica o describir el

conjunto de soluciones si hay mas de una.

Definicion. Dos sistemas lineales con n incégnita se dicen equivalentes si tienen los mismos conjuntos

de soluciones.

Ejercicio:
Dar un ejemplo de dos sistemas de ecuaciones lineales equivalentes con distinto nimero de
ecuaciones.
La eliminacion Gaussiana es una herramienta que nos permitira tratar las dos primeras Situaciones. Es

un algoritmo que sistematicamente transforma un sistema en otro mas Simple, pero equivalente. La
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idea es llegar a un sistema lo mas sencillo posible, eliminando Variables, y obtener al final un sistema
que sea facilmente resoluble. Por ejemplo, uno triangular|l para el caso m = n. El proceso de
eliminacién descansa sobre tres operaciones Simples que transforman un sistema en otro equivalente.

Para describir estas operaciones, Sea Ek la k-"esima ecuacion

Ek: akix1+ akex2 + . . . + aknXn= bk

Y escribamos el sistema como

Ey
Ey

Em
Dado un sistema lineal S, cada una de las siguientes transformaciones elementales produce un

sistema equivalente S.

I. Intercambio de las ecuaciones i-'esima y j-'esima (I _i _j_ m). Esto es, si
E1 El
E, E;
S= : , entonces &’ = :
E, E,
Em Em

2. Reemplaza la i-"'esima ecuacion por un multiplo no nulo de ella. Esto es,

£y

§'=< aF;, . dondea #0.

3. Reemplaza la j-"esima ecuacién por la suma de ella misma con un multiplo de la
i-'esima ecuacion. Esto es,

________________________________________________________________________________________________________________||
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Ejercicio 1.2.2. Comprobar que estas operaciones no cambian el conjunto de soluciones. Es decir,
que los sistemas S y SO son equivalentes. El problema mas comun en la practica es la resoluciéon de un
sistema con n ecuaciones y n incognitas, lo que se conoce como un sistema cuadrado, con solucion
Unica. En este caso, la eliminacion Gaussiana es directa, y mas tarde estudiaremos las diferentes
posibilidades. Lo que sigue es un ejemplo tipico.

Ejemplo. Consideremos el sistema

2x+ty+z=1,
6x +2y +z=-1I,
-2x+2y+z=7.

En cada paso, la estrategia es centrarse en una posicion, llamada posicién pivote, y eliminar todos los
términos por debajo de la posicion usando las tres operaciones elementales. El coeficiente en la
posicion pivote se denomina pivote, mientras que la ecuacion en donde se encuentra el pivote se
llama ecuacién pivote. Solamente se permiten nimeros no nulos como pivotes. Si un coeficiente en
una posicion pivote es cero, entonces la ecuacion pivote se intercambia con una ecuacién por debagjo
para producir un pivote no nulo. Esto siempre es posible para sistemas cuadrados con solucién unica.
A menos que sea cero, el primer coeficiente de la primera ecuacion se toma como el primer pivote.

Por ejemplo, el elemento 2 del sistema es el pivote del primer paso:

2x+y+z=1,
6x +2y +z
-2x+2y +z

-

I
N

Paso |. Elimina todos los términos por debajo del pivote. Resta tres veces la primera ecuacion de la

segunda para generar el sistema equivalente:

________________________________________________________________________________________________________________||
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2x+y+tz=1,
—y—2z=-4 (E2 - 3EI)
—2x+2y+z=7.

Suma la primera ecuacion a la tercera para formar el sistema equivalente

2x+y+z=1,
—y—2z=-4
3y+2z=8 (E3 +EI).

Paso 2. Selecciona un nuevo pivote. De momento, seleccionamos un nuevo pivote buscando para
abajo y a la derecha. Mas adelante veremos una mejor estrategia. Si este coeficiente no es cero,
entonces es nuestro pivote. En otro caso, intercambiamos con una ecuacién que este por debajo de
esta posicion para colocar el elemento no nulo en la posicion pivote. En Nuestro ejemplo, —1 es el

segundo pivote:

xx+y+z=1,
-ly—2z=-4,
3y+2z=8.

Paso 3. Elimina todos los términos por debajo del pivote. Suma tres veces la segunda ecuacion a la

tercera para llegar al sistema equivalente:

2x+y+z=1,
-ly—-2z=-4
-4z=-4 (E3 + 3E2).
En general, en cada paso nos movemos abajo y hacia la derecha para seleccionar el nuevo pivote, y
entonces eliminar todos los términos por debajo de ‘el hasta que ya no podamos seguir. En este
ejemplo, el tercer pivote es —4, pero como ya no hay nada por debajo que eliminar, paramos el

proceso.

________________________________________________________________________________________________________________||
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En este punto, decimos que hemos triangularizado el sistema. Un sistema triangular se resuelve muy
facilmente mediante el método de sustitucién hacia atras, en el que la "ultima ecuacion se resuelve
para la “ultima incognita y se sustituye hacia atras en la penultima ecuacion, la cual se vuelve a resolver
para la penultima incognita, y continuamos asi hasta llegar a la primera ecuacién. En nuestro ejemplo,

de la "ultima ecuacion obtenemos

z=1.

Sustituimos z = | en la segunda ecuacion, y tenemos:
y=4-2z=4-2(1)=2.

Por ‘ultimo, sustituimos z = | y y = 2 en la primera ecuacion para obtener:

x=1/2(-y-2)=1/2(1-2-1)=~-1,

Unidad 3

3.1 parabolas y ecuaciones cuadraticas.
Definiciéon de parabola

La parabola se define como el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo en el
plano llamado foco y de una recta también fija en el plano llamada directriz. El punto medio entre el
foco y la directriz se llama vértice. La distancia del vértice al foco o de del vértice a la directriz se le
denota mediante la letra p . La siguiente figura muestra a una parabola que es paralela al eje x y que se

abre a la derecha:

________________________________________________________________________________________________________________||
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A
I
I,
IL'—"'— P(x.y)
|
I d,
|
|
| v -
| Foco X
| (p,0)
|
|
Diractriz :

La distancia que existe de cualquier punto P(y,x ) que pertenezca a la parabola al foco es:

dy =[(x= p)’ +(y-0)’

Por su parte, la distancia que existe de cualquier punto P( y,x ) que pertenezca a la parabola a la
directriz es:
d=x+p2

Ahora, por definicion: d; =d,

sustituyendo queda:

‘,Jf(x - ,r::r]2 +(y- lfl]2 =x+p
ahora, elevando al cuadrado se tiene:

(x=p)f +y? =(x+p)

________________________________________________________________________________________________________________||
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desarrollando:
> 2 -
x° —2xp+p + ¥ = x* +2xp+ p

eliminando términos gueda:
—2xp+ yi= 2xp

o bien:
v =2xp+2xp
que es igual a:

v =4px

Ecuacion conocida como ecuacion ordinaria o canénica de la parabola con vértice en el origen. A la
recta que pasa por el vértice y el foco se le conoce como eje de la parabola (EP). Cabe sefalar que en
una parabola la excentricidad siempre es uno porque la distancia que hay del vértice al foco es igual a
la que hay del vértice a la directriz. Similarmente, si el eje de la parabola también es el eje x , pero se
abre para la izquierda entonces el foco se ubica en F (0,— p) y la directriz tiene ecuacion x = p,

graficamente esto es:
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y |
|
I
da |
P{x.y) —
:
d-| I
|
| N
Foco v : X
l _p!“] I
|
: Diractriz
I x=p

Haciendo un analisis similar al anterior se obtiene que su ecuacion canonica es:

y* =-4px

Se conoce como lado recto (LR) de cualquier parabola a la longitud de una recta perpendicular al EP y

que pasa por su foco y que incluye a la parabola en ambos extremos.

________________________________________________________________________________________________________________||
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Lado recto

Sustituyendo P en la ecuacion se tiene: y? =4p[p}=4p2 = j}=i«.||4‘m'3 =+2p , por lo tanto

cada ordenada tiene un longitud de 2p , eso significa que el lado recto se calcula como:
LR =|4p|
Por ofra parte, si el eje de la parabola es el eje ¥, se tienen dos casos:

Si se abre hacia arriba se tiene gue el foco se ubica en F (ﬂ'.p) y su directriz es: ¥ =—p , tal y como se
muestra en la figura:

y

Foco

(0,p) gy
\ 7 Plxy)

v d, x
Directriz
y=p
Su ecuacion ordinaria es:
¥t =4py

Si se abre hacia abajo con foco en F (0,— p) y directriz en y = p, se tiene:

________________________________________________________________________________________________________________||
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y
Directriz
=p
dz
v X
P{x,y)
Foco
dy
(0,p)
Su ecuacion ordinaria es:
xt=—4 py

Ejemplos.
Hallar las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz v la longitud del lado recto de las siguientes parabolas:

1) y? =8x
Solucion.

4p=8 = p=—=2 EP:gjex.Signo (+), porlo que se abre hacia la derecha.

T oo

El foco se ubica en (2,0). La ecuacién de la directriz es: x = -2 . El lado recto es: LR = |4(2)| =8 u.

2) y‘j‘ =-12x
Solucion.
-12
dp=-12 = p= T =-3. EP: eje x . Signo (-), por lo que se abre hacia la izquierda. El foco se
ubica en F(=3,0). La ecuacién de la directriz es: X = 3 . El lado recto es: LR = |4(-3]| =12u.
3) x* =16y
Solucidn.

16
4p=16 = p= ? =4  EP: gje v . Signo (+), por lo que se abre hacia arriba. El foco se ubica en

F {0.4]_ La ecuacion de la directriz es: v=—4 _ El lado recto es: LR = |4(4}| =16u.
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UNIVERSIDAD DEL SURESTE 41



EUDS |

Mi Universidad
o

Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones de segundo grado son de la forma:

aX2+bX+C=0 a#0
|. Identificacion de coeficientes: Al empezar con las ecuaciones de segundo grado, resulta complicado
identificar los coeficientes a, b y c. Sin embargo, es muy facil. Presta atencion a los siguientes
ejemplos.
Ejemplos:
1) En las siguientes ecuaciones de segundo grado identifica los coeficientes a, b y c:

a) 2x2+3x+ =0 — solucion:a=2;b=3;c= 1.

b) x2-2x+5=0 —solucion:a=1;b=-2;c=5.

c) —5x2+4x-2=0—>solucion:a=-5;b=4;c=-2.

d) —2x2+x—-4=0—solucionia=—2;b=1;c=-4.

e) x2—-9=0—solucion:a=1;b=0;c=-9.

f) x2+5x=0—solucion:a=1;b=5;c=0.

Las ecuaciones como las a), b), c) y d), se dice que son completas porque ninguno de sus coeficientes

es cero. Las ecuaciones como la e) y la f), se dice que son incompletas porque alguno de sus
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coeficientes es cero. (Nota: el coeficiente 'a' nunca puede ser cero pues si lo fuera, la ecuacién no

seria de segundo grado)

3. Tipos de ecuaciones de segundo grado: Una ecuacion de segundo grado puede ser completa
o incompleta. En el siguiente cuadro puede verse claramente la clasificacion de ecuaciones de

segundo grado

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
ax’+bx+c=0, con a#0

Incnmpletas.[]] b=0 — ax’+ c=0
2) ¢=0 — ax +bx=0

Completas: b=0 y c=#0

Vamos a empezar por resolver las ecuaciones de segundo grado incompletas. Los métodos de

resolucion son distintos seglin que sea b=0 6 c=0.
4. Resolucién de la ecuacion incompleta

3.l La ecuacionax2 +c=0.
Para resolver:
1°) despejamos x 2

2°) tomamos la raiz cuadrada de ambos miembros.

|
) —C —c
ax’+¢c=0 - ax’=—¢c - X'=— 5 X=44—
a \"a
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3.2 La ecuacion ax 2 + bx = 0.
Para resolver:
[°) extraemos factor comun

2°) igualamos a cero cada factor.

[ x,= 0 «PRIMERASOLUCION

ax’+bx=0 - x(ax+b)=0 — b
l ax+b=0 — x,=— —SEGUNDASOLUCION

Veamos ahora casos concretos de resolucion de ecuaciones de los dos tipos.

Ejemplos: Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

[ X, = 2
ajx*-4=0 — x2=4 — X=x4 —
[ X,= 3
b)x*-9=0 — x2=9 oy x=+/9 — l
X,=-3

c)x?+25=0 —  x*==25 — X=%V—25 —>NO HAY SOLUCION.

=

d)2x*-32=0 — 2x*=32 — x*=16 — X=2x4

Rl
I
'

y por tanto — {

[xl=0
e)x?=3x=0 — x(x=-3)=0— 1

{x—3=0—>x3=3

[xl=o
fyx?+5x=0 —  x(x+5)=0 —

{ X+5=0 — X,=—5

________________________________________________________________________________________________________________||
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3.2 polinomios

Un polinomio en la variable x es una expresion algebraica formada solamente por la suma de
términos de la forma ax" , donde a es cualquier nimero y n es un nimero entero no negativo.

¢ Ejemplos:

) 3x -2

2)x4+5

3)2n2-5n+3

4) 5y3 + 4y2 - 3y + |

Nota: Los polinomios son expresiones algebraicas pero no toda expresion algebraica es un polinomio.
Término: Un término es una parte de una expresion algebraica. Los términos se separan entre si por
los signos de suma (+) o resta (-).

¢ Coeficiente numérico: es el factor numérico del mismo.

¢ Término constante: es el coeficiente numérico que no contiene variable.

Los polinomios se clasifican de acuerdo al niUmero de términos.

¢ Un polinomio que tiene un solo término se llama monomio.

¢ Si el polinomio tiene dos términos se llama un binomio

¢ Si tiene tres términos se llama trinomio

¢ Los polinomios formados por mas de tres términos no reciben ningin nombre en especial,

simplemente son polinomios con la cantidad de términos que contiene.

Si el polinomio es en una variable, el grado del polinomio esta determinado por el término que

contiene el mayor exponente.
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¢ Si tiene mas de una variable, se suman los exponentes de cada término y la suma mas alta

determina el grado del polinomio.

Oyt - 5y" 43y  +7y -2
r-4xt -6
ot =t
5x -1
8

3x3y5 + 5x2y? —7xy? +

6

Es de grado cuatro
Es de grado tres
Es de grado dos
Es de grado uno
Es de grado cero

Es de grado ocho

Los polinomios se ordenan escribiendo los exponentes en orden / descendente, es decir, de mayor a

menor /ascendente, es decir, de menor a mayor.

3x2-5x+8
8 — 5x + 3x2

Terminos semejantes

Orden descendente
Orden ascendente
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Dos términos son semejantes cuando ambos son numéricos o cuando tienen las mismas variables y

sus exponentes son respectivamente iguales

6 ; -11 6 -11x

-

x ; 3x x ; 3x2

-3X + 11x -31;111?’

Evaluacion de polinomios

Para evaluar un polinomio hacemos lo mismo que evaluar una expresion algebraica.

Simplemente sustituimos el valor asignado a la variable y efectuamos las operaciones indicadas en el

polinomio.

EvalGia cada polinomio para los valores asignados:
I) 2x4 — 3x3 + 6x — 8 cuando x = -2
2) x 2 +5x — 6 cuando x = -3

3) 3xy —xy +4 cuandox = | yy = -2
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Unidad 4

4.1 funciones radical y trascendente

Funciones en nuestro entorno

En casi todo fendmeno fisico se observa que una cantidad depende de otra. Por ejemplo, la estatura depende de
la edad, la temperatura depende de la fecha, el costo de enviar por correo un paquete depende de su peso
(véase figura |). Se usa el término funcién para describir esta dependencia de una cantidad sobre otra. Es decir,

se expresa lo siguiente.

e Laaltura es una funcién de la edad
e Latemperatura es una funcion de la fecha

e El costo de enviar por correo un paquete es una funciéon del peso

La Oficina Postal de Estados Unidos emplea una regla simple para determinar el costo de enviar un paquete con

base en su peso. Pero es facil describir la regla que relaciona el peso con la edad o la temperatura con la fecha

E

& fonzas) | Prangoes (ditaes)
I ] 037
Igan:2 060
Teigi3 083
Ygwi 4 LG
r R THE 129
5000 15 M 2% ' Lo 132

Edad {en afos)
La estatura es una funcién de la edad. La temperatura ¢5 una funcidn Eil franquen es una funcitn del peso.

de 1 fiacha.

{Puede pensar en otras funciones? Aqui hay algunos ejemplos.
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e Eldrea de un circulo es una funcion de su radio
e  El nimero de bacterias en un cultivo es una funcion del tiempo.
e El peso de un astronauta es una funciéon de su elevacion.

e El precio de un articulo es una funcion de la demanda de ese articulo.

La regla que describe como el drea A de un circulo depende de su radio r estd dada por la formula 4 = 7.7->.
Incluso cuando no esta disponible una regla o formula precisa que describe una funcién, se puede todavia
describir la funcion mediante una grifica. Por ejemplo, cuando se abre la llave del agua caliente, la temperatura

del agua depende del tiempo que el agua haya estado corriendo. Asi, se puede decir

e Latemperatura del agua de la llave es una funcion del tiempo

En la figura 2 se muestra una grafica aproximada de la temperatura T del agua como una funcién del tiempo t
que ha transcurrido desde que se abriod la llave. En la grafica se muestra que la temperatura inicial del agua es

cercana a la temperatura ambiente.

Cuando el agua del depésito de agua caliente llega a la llave, la temperatura T del agua se incrementa con
rapidez. En la fase siguiente, T es constante a la temperatura del agua en el depésito. Cuando se vacia el

deposito, t disminuye a la temperatura del suministro de agua fria.

Figura 2 - -
Grifica de la temperatura T del 60+ “”“” :”\\__" T
agua como una funcién del . - ' S
tiempo 1 0 )

Definicion de funcion
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Una funciéon es una regla. Para hablar acerca de una funcion, se requiere asignarle un nombre. Se emplearan
letra como f, g h.... para representar funciones. Por ejemplo, se puede usar la letra “f’ para representar una

regla como sigue:

“f’ es la regla “cuadrado del Nimero”

Cuando se escribe f (2), se entiende "aplicar la regla f al nimero 2". Al aplicar la regla Se obtiene f (2) = 2> = 4.

De manera similar, f 3) =32=9, f (4) =4*= 16,

Y en general f (x) = x%

“Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x en un conjunto A Exactamente un elemento, llamado

f(x), en un conjunto B.”

Por lo general, se consideran funciones para las cuales los conjuntos A y B son conjuntos de nimeros reales. El
simbolo f(x) se lee “f de X” o “f en x” y se llama el valor de f en x, o la imagen de x bajo f. El conjunto de A se
llama dominio de la funcién. El rango de f es el conjunto de los valores posibles de f(x) cuando x varia a través

del dominio, es decir

Rango de f = {f(x)‘x € A}

El simbolo que representa un nimero arbitrario en el dominio de una funcién f se llama variable independiente.
El simbolo que representa un nimero en el rango de f se llama variable dependiente. Asi, si se escribe y= f(x),

entonces (X) es la variable independiente y (y) es la variable dependiente.

Es util considerar una funcion como una maquina. Si x estd en el dominio de la funcién f, entonces cuando se
introduce x en la maquina, es aceptada como una entrada y la maquina produce una salida f(x) de acuerdo con
la regla de la funciédn. Asi, se puede considerar al dominio como el conjunto de las entradas posibles y al rango

como el conjunto de las salidas posibles.

Funcién racional (asintotas verticales y horizontales)

________________________________________________________________________________________________________________||
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Una funcion racional tiene la forma

_Fl)
)= o

Donde P y Q son polinomios. Se supone que P(x) y Q(x) no tienen factor en comun.
Aunque las funciones racionales se construyen de polinomios, sus graficas se ven bastante diferentes

de las graficas de funciones poligonales.

Funciones racionales asintotas

El “dominio” de una funcién racional consiste en los nimeros reales x excepto aquellos para los que
el denominador es cero. Al graficar una funcidon racional, se debe poner atencidén especial al

comportamiento de la grafica cerca de esos valores. Se comienza por graficar una funcién racional

muy simple

Ejemplo. Una funcion racional simple.

Bosqueje una grifica de la funcién racional f(x) = 1 .

Solucién: La funcion f no esta definida para x=0. En las tablas siguientes se muestra que cuando x es

cercana a cero, el valor de ‘f(x)‘ es grande, y mientras x se aproxime mas a cero ‘f(x)‘ se vuelve

mas grande

=il
=1
—(L0HET

Tiende 5 07

LY
.01
(L0001

14l
[ (K}
TOHh (0K

Tiende a 3!

Tieride 3 0

Este comportamiento se describe en palabras y simbolos como sigue. En la primera tabla se muestra

que cuando x tiende a 0 por la izquierda, los valores de y = f(x) disminuyen sin limite. En simbolos,
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f(x) > —o.cuando....x -0

Y atiende a menos infinito cuando x tiende a 0 por la izquierda”

En la segunda tabla se muestra que cuando x tiende a O por la derecha, los valores de f(x) se
incrementan sin limite. En simbolos,

f(x) > 0..cuando...x -0

“Y atiende a infinito cuando x tiende a 0 por la derecha”

En las dos tablas siguientes se muestra como cambia f(x) cuando ‘x‘ se vuelve grande

W N B gy

| =10 —A11 001
-100 =001 0000

| =000 00001 FO 000 (.00001

TieHele & —nd Tiende a (3 TieHda a o« Tiends 5 0

En estas dos tablas de muestra que cuando ‘x‘ se vuelve grande, el valor f(x) se aproxima cada vez

mas a cero. Se describe esta situacion en simbolos escribiendo

f(x) = 0...cuando....x — —o Y f(x)—0....cuando......x —

Usando la informacion de estas tablas y graficando algunos puntos mas, se obtiene la grafica mostrada
en la siguiente figura

________________________________________________________________________________________________________________||
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 52



EUDS |

Mi Universidad
o

f N TR, FT TR Y
i - i ] =@
X | AL |
f | Hal 2 Ll cuande x 08
IR SIS R
RIS BN 27 )= 0
i - 1y cUAnAD x =3 W
{ = | -7
E _ll i 2 T T T T } t L
o] R S
| b ‘ fix)— G T
q . | 1 cuande x — —x +
‘ | 7 Figura 1 i
9 F) >
flx) = Jr cuande x— -
En el ejemplo se uso la siguiente notacién de fechas.
= ]
Simbolo Significa
X =l x tignde a @ por la rzquierda ‘
X—a x tignde 4 @ por la derecha :
X =% =00 x tiende o menos infinito; es decir, r dismmuoye sin cota i
X = 00 xuende o inhnito; es decir, x = inceementa sin cota |

La recta x=0 se llama “asintota vertical” de la grifica de la figura anterior, y la recta y=0 es una
“asintota horizontal”. En términos informales, una asintota de una funcion es una linea a la que la
grafica de la funcién se aproxima cada vez mas cuando se va a lo largo de esta linea.

Definicion de asintotas verticales y horizontales

I. Larecta x—g es una asintota vertical de la funcién y = f(x) se y tiende a £ 00 cuando x
tiende a 4 por la derecha o la izquierda
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¥ — —tmuando x — @

2. larecta y=p es unaasintota horizontal de la funcion jy = f(x) si Jse aproximaa b cuando

x se aproximaa 100

_'!|='.||.

v — fcuando k¥ —s

Funciones irracional

Jlllu

,---"'Ff"’.

¥ = henando x — =%

Las funciones irracionales son aquellas cuya expresién matematica f(x) presenta un radical:

=)

Donde g(x) es una funcion polinémica o una funcién racional.

Ejemplos de esta se muestra en la tabla siguiente
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Algunas funcim.'l.es y sus graficas

Funciones lineales
flxh=mx+ b

Funciones exponenciales
flx} = x

Funciones de raiz
flxl = 4x

Funciones reciprocas
fixy=1/x

Funcitn valor absoluto

Fflx) A

fix) = +x

fixl=|x

Fx

=mx + b

L

fix) = 4%

Funcitn entero méximo

fix) =[x
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4.2 derivacion

Introduccion

En este capitulo vamos a investigar como varia el valor de una funcion al variar la variable
independiente. El problema fundamental del Calculo diferencial es el de establecer con toda precision
una medida de esta variacion. La investigacion de problemas de esta indole, problemas que trataban
de magnitudes que variaban de una amanera continua, llevd Newton al descubrimiento de los
principios fundamentales del Calculo infinitesimal, el instrumento cientifico mas poderoso del
matematico moderno

Incrementos

El incremento de una variable que pasa de un valor numérico a otro es la diferencia que se obtiene

restando el valor inicial del valor final. Un incremento de x se representa por el simbolo Ax, que se
lee “delta x”. El estudiante no debe leer este simbolo “delta veces x”

Es evidente que el incremento puede ser positivo o negativo segun que la variable aumente o
disminuya al cambiar de valor.

Asimismo

Ay Significa incremento de y

A ¢ Significa incremento de ¢
Af(x) Significa incremento de  £(x)

Si en y= f(x) la variable independiente x toma un incremento Ax, entonces Ayindicara el

incremento correspondiente de la funcion f(x) (O sea, de la variable dependiente }).

El incremento Ay siempre ha de contarse desde el valor inicial definido de ) que corresponde al

valor inicial arbitrariamente fijado de » desde el cual se cuenta el incremento Ax. Por ejemplo,
consideremos la funcién

2
y=x
Si tomamos X =10 como valor inicial de x, esto fija y =100 como valor inicial de )

Supongamos que x aumenta hasta x =12, es decir, Ax =2
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Entonces J aumenta hasta y =144, vy Ay =44
Si se supone que x decrece hasta x =9, es decir Ax =-1
Entonces J decrece hasta y =81, y Ay =—19

En este ejemplo, } aumenta cuando  aumenta, y )} decrece cuando  decrece. Los valores
correspondientes de Ax y Ay tienen un mismo signo. Puede acontecer que J decrezca cuando x

aumenta, o viceversa; Ax y Ay tendran entonces signos contarios

Comparacion de incrementos

Consideremos la funcién

() y=x

Supongamos que  tiene un valor inicial fijo y le damos después un incremento Ax. Entonces J

tomara un incremento correspondiente Ay, y tendremos

y+Ay:(x+Ax)2

O sea y+Ay:x2+2x'Ax+(Ax)2
Restando (1) V........ = X2 ........................
) Ay =...2x Av+(Ax)

Obtenemos el incremento Ay en funcién de » y Ax.

Para hallar la razén de los instrumentos, basta dividir los dos miembros de (2) por Ax, y resulta
A

D x4 Ax

Ax

Si el valor de x es 4, es claro que

fim 2

-~ =8
Ax—0 Ax

Observemos ahora con cuidada, mediante una tabla, como se comporta la razéon de los incrementos
de x y J cuando el incremento de x decrece
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Esta tabla pone de manifiesto que al decrecer Ax también disminuye Ay, mientras que la razén de

los dos incrementos toma los valores sucesivos 9, 8,8, 8,6 8,4 8,2 8,1 8,01. Esta sucesion de valores
. . Ay o
nos dice que podemos hacer que el valor de la razon = sea tan préximo a 8 como deseemos con
Ax

s6lo tomar a Ax suficientemente pequefio.
Definicion de derivada.

Derivada de una funcion de una variable
La definicion fundamental del Calculo diferencial es la siguiente:

La derivada de una funcion es el limite de la razén del incremento de la funcion al incremento de la variable
independiente cuando éste tiende a cero.

Cuando el limite de esta razon existe, se dice que la funcion es derivable o que tiene derivada.
La definicion puede darse mediante simbolos, en la forma siguiente:
Dada la funcion
(1) y=r()

Consideremos un valor inicial fijo de «
Demos a x un incremento Ax, siendo el valor final de la funcién

2) y+av=sflx+Ax)
Para hallar el incremento de la funcién, restamos (1) de (2); se obtiene

) Ay=sr+ax)-s(x)

Dividiendo los dos miembros por Ax, incremento de la variable independiente, resulta:

(4) Alzf(x+M)—f(x)
Ax Ax

El limite del segundo miembro cuando Ax — 0 es, por definicion, la derivada de f(x), o sea, seglin

(1), de ¥, y se presenta por el simbolo . . Luego, la igualdad

dx
(A) dl: lim f(x_'—Ax)_f(x)
dx A0 Ax

Define la derivada de y [o de f(x)] con respecto ax

De (4) obtenemos también
]
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l =Ilim l
dx &0 Ax

Asimismo, si , es funciéon de f, entonces,

dl: Iim Al= derivada de ,, con respectoa !
dt Ar—0 At

La operacion de hallar la derivada de una funcion se llama derivacion

Simbolos para representar las derivadas

Puesto que Ay y Ax son siempre cantidades finitas y tienen valores definidos, la expresion

Ay

Ax
Es una verdadera fraccion. Pero el simbolo

dy

dx

Ha de mirarse no como una fraccion, sino como el valor limite de una fracciéon. En muchos casos

veremos que este simbolo si tiene propiedades de fraccion, y mas adelante demostraremos el

L I , dy .

significado que puede atribuirse a dy ydx, pero, por ahora, el simbolo == ha de considerarse como
dx

conjunto.

Puesto que, en general, la derivada de una funcién de  es también funcidn de x, se emplea también
el simbolo f’(x) para representar la derivada de f(x). Luego, si

y=f(x)

Podemos escribir la igualdad
dy _ ..
—_— = X ),
=S )
Que se lee “la derivada de )} con respecto a x esiguala f* prima de x”. El simbolo

d
)
dx
Considerado por si mismo, se llama operador diferencial; indica que toda funcién que se escriba de él

ha de derivarse con respecto a . Asi,
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ay ®) iy indica la derivada de ) con respecto a x
dx dx

ny(x) Indica la derivada de f'(x) con respecto a x
X

Zy(sz + 5) Indica la derivada de 2x?> + 5 con respecto a
x

’

es una forma abreviada de dl . Luego, si

El simbolo 3 y
x

y= f(x),
Podemos escribir las identidades

. dy d d _ e
)’—E—ay—af(x)—l)xf(x)—f(x)

Debe hacerse hincapié en esto: en el paso esencial de hacer que Ax — 0, la variable es Ax y no . El

valor de x se supone fijo desde el principio. Para hacer resaltar que X =X, desde el principio hasta el

fin, podemos escribir:

f’(xo):g’f‘)of(xo +?_f(xo)

Funciones derivable

De la teoria de los limites se deduce que si existe la derivada de una funcion para cierto valor de la
variable independiente, la funcion misma debe ser continua para aquel valor de la variable.

Sin embargo, la reciproca no es siempre cierta: se han descubierto funciones que son continuas y, a
pesar de eso, no tienen derivada.

Pero tales funciones no son frecuentes en las Matematicas aplicadas, y en este libro se consideran
solamente las funciones derivables, es decir, las funciones que tienen derivada para todos los valores
de la variable independiente, con excepcion, a lo mas, de valores aislados.

Regla de los cuatro pasos

Regla general para la derivacion
Segun la definicion de derivada se puede ver que el procedimiento para derivar una funcion y = £(x)

comprende los siguientes pasos:
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Regla general para la derivacion

PRIMER PASO. Se sustituye en la funcién x por x + Ax, y se calcula el nuevo valor de la
funcion x + Ay

SEGUNDO PASO. Se resta el valor dado de la funcion del nuevo valor y se obtiene Ay
(incremento de la funcion)

TERCER PASO. Se divide Ay (incremento de la funcién) por Ax (incremento de la variable
independiente)

CUARTO PASO. Se calcula el limite de este cociente cuando Ax (incremento de la variable
independiente) tiende a cero. El limite asi hallado es la derivada buscada

El estudiante debe familiarizarse con esta regla, aplicando el procedimiento a muchos ejemplos. La
resolucion detallada de tres de estos ejemplos se da a continuacion.

Ejemplo | Hallar la derivada de la funcion 3x* +5

Resolucion. Aplicando los pasos sucesivos de la regla general, obtenemos, después de hacer
2
y=3x"+5
2
Primer paso y +Ay = 3()6 + Ax) +35
=3x% +6x-Av +3(Ax)’ +5

12,2 . 2
Segundo paso Y+ Ay =3x? +6x-Ax +3(Ax)* +5

Tercer paso & =6x+3-Ax
Ax
Cuarto paso. En el segundo miembro hagamos Ax — 0. Seglin (A) resulta:
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— =6x
dx

O bien V= j(?)xz + 5)= 6x
X

Ejemplo 2 Hallar la derivada de x*> —2x+7
3
Resolucion. Hagamos ¥ =X~ —2x+7

Primer paso y+Ay:(x+Ax)3 —2(X+AX)+7
=x’ +3x7 - Ax+3x- (Ax)’ +(Ax) —2x -2 Ax +7

Segundo paso y+hAy=x +3x° -AX+3x-(Ax)2 +(A’C)3 —2x-2-Ax+7

Tercer paso ix—y =3x” +3x-Ax+ (Ax)* -2

Cuarto paso. En el segundo miembro hagamos Ax — 0. Seglin (A) tendremos:

W30
dx

O bien y'=i(x3 —2x+7)=3x2 -2
dx

Ejemplo 3 Hallar la derivada de la funciéon %
x

. C
Resolucion Hagamos § = —
X
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Primer paso y + Ay =

(x + Ax)’
Segundo paso y+Ay=——
(x + Ax)
c
Veerrnnn =7
Ay = c i:—c-Ax(2x+Ax)

) ()

Ay 2x + Ax
Tercer paso —=—¢ REYARENRYE
Ax x(x + Ax)

Cuarto paso. En el segundo miembro hagamos Ax — 0. Segun (A) tendremos

dy_ . 2x _ 2 r_d[Cj__zc
dx xz(x)2 x° Y dx \ x? x°
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Bibliografia basica y complementaria:

Lenguaje Algebraico Ing. Gerardo Sarmiento agosto 2009
Desarrollo del pensamiento matematico Rodrigo Andrés Vasquez
CAPITULO | SIMBOLIZACION DE PROPOSICIONES

Algebra Lineal y Geometra
Curso2010/1 |.DepartamentodeAlgebra.http://www.departamento.us.es/da

Pre calculo Quinta Edicion, Matematicas para el calculo; James Stewart, Lothar Redlin, Saleem
Watson; Editorial Thomson.
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