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derecha formando los escalones al éxito. En la parte superior esta situado un cuadro

motivo de la abstraccion de la forma de un libro abierto.

Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser lider, trabaja

en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor y fortaleza son los

rasgos que distinguen.



ECUACIONES DIFERENCIALES

Objetivo de la materia: Aplicar los métodos de solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias para
resolver problemas que involucran sistemas dindmicos que se presentan en la ingenieria.

UNIDAD | ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN.
1.1.- Teoria preliminar.

1.2.- Ecuaciones diferenciales parciales.

1.3.- Solucién de ecuaciones diferenciales de primer orden.
1.4.- Solucién por integracion.

1.5.- Existencia y unidades de la solucion.

1.6.- Ecuaciones Separables.

1.7.- Ecuaciones homogéneas.

1.8.- Ecuaciones diferenciales exactas.

1.9.- Factores de integracion.

1.10.- Ecuaciones diferenciales Lineales.

1.11.- Ecuacién de Bernoulli.

UNIDAD Il ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR
2.1.- Teoria preliminar.

2.2.- Definicion de ecuacion diferencial de orden n.

2.3.- Ecuaciones Diferenciales lineales homogéneas de orden “n” con coeficientes constantes.
2.4.- Terminologia y estructura operacional.

2.5.- Principio de superposicion.

2.6.- Raices reales distintas.

2.7.- Raices reales repetidas.

2.8.- Raices complejas distintas.

2.9.- Raices complejas repetidas.

2.10.- Problemas de valor inicial.

2.11.- Teorema de existencia y unicidad.

2.12.- Métodos de coeficientes indeterminados para calcular la integral particular.
2.13.- Método de variacion de pardmetros.

2.14.- Ecuacion lineal de Cauchy-Euler.

2.15.- Solucién de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas.

UNIDAD I1l SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE.

3.1.- Definicion de la Transformada de Laplace.

3.2.- Funciones transformables.

3.3.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada de Laplace.

3.4.- Funcidn escaldn unitaria, funcién impulso y teorema de traslacion.

3.5.- Transformada inversa de Laplace.

3.6.- Uso de tablas para la transformada inversa de Laplace.

3.7.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada inversa de Laplace.

3.8.- Fracciones parciales para la transformada inversa de Laplace.

3.9.- Solucién de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas por el método de la transformada de
Laplace.

3.10.- Solucidn de ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas por el método de la transformada de
Laplace.



3.11.- Solucidn de ecuaciones diferenciales de 22. Orden.
3.12.- Solucidn de ecuaciones diferenciales de orden superior.

UNIDAD IV APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y SERIES DE
FOURIER

4.1.- Trayectorias Ortogonales.

4.2.- Problemas de Mecanica.

4.3.- Problemas de razén de cambio.

4.4.- Problemas en Circuitos Eléctricos.

4.5.- Problemas de Termofluidos.

4.6.- Problemas de Circuitos Hidraulicos y Neumaticos

4.7.- Métodos de solucidn para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
4.8.- Introduccidn a las series de Fourier.

4.9.- Series de Fourier.

4.10.- Ley de Senos y Cosenos

4.11.- Medio intervalo.



INDICE

UNIDAD I: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN. .....iiiiiiiiiiiieeeeeeeeereeeee e 10
0 e = To T o - I T =] [ 100 o - PP PSRN 10
1.2.- Ecuaciones diferenciales Parciales. .........eeeioccciiiiiii i e et e e e e eetrar e e e e e enbraaaeaeeeaes 10
1.3.- Solucién de ecuaciones diferenciales de primer orden. ........cccuuveiiiiiiciiiiiee e 11
R Yo (W ol o g I e Jo gl 0 A=Y -{ -1 Lo s VU UP PRSP 12
1.5.- Existencia y unidades de 12 SOIUCION. .......ccciiiciiiiee ettt e e et e e e e e e bt ae e e e e e enntaeeeaeeenns 12
1.6.- ECUACIONES SEPATADIES ..veiiiiiiiiiiiie ettt e e e et e e e e e e et taeeeeesenbtaeeeeeseastaseaeesennstaneaeesannes 13
1.7.- ECUGCIONES NOMOZENEAS «.eeiiietiieieeeeiititteee e e eeettteeeeesssestteeeeesssataeeeaesesasstaeeeessasssaaseeessassssaneeesssnnsseneeeesenns 14
1.8.- Ecuaciones diferenCiales @XaCtas.......ccuuiiiuiiiiiiiieeeiiiee ettt ettt e et e e st e e s st e e e sabeeessabaeessabreeeas 15
IS IR Tl o] =i e [ T Y A=Y =d = Tol Lo Yo WU PR PUPTNE 17
1.10.- Ecuaciones diferencial@s LINEAIES........cc..eiiiiiiiiiiiee ittt sttt s 19
1.11.- Ecu@Cion de BerNOUIli c....coouiiiiieiieeee ettt st st 20
UNIDAD Il ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR.......ccooiiiiiiiiiieieee et eeee e 22
N R = To Y A= T o] =] 110011 =Y SRS U PR 22
Ecuaciones Diferenciales lineales de orden SUPErior...........ccocuiiiiiiiiiiiiienieeseece e 22
Problema con valores iniciales para ecuaciones lineales............cccceeviiiiiiiiiiiniiiieeee e 23
2.2.- Definicidn de ecuacion diferencial de 0rden N.......oooiii i e 25
2.3.- Ecuaciones Diferenciales lineales homogéneas de orden “n” con coeficientes constantes................... 26
2.4.- Terminologia y estructura OPeraCional............ece i cciiiiie i i e e e e e e e re e e e e e e earae e e e e e eaneees 27
2.5.- PrinCipio d@ SUPEIPOSICION. ..eeiiiiiiiiiiiiee e ettt e ettt e e et e e e e e et aa e e e e e e e satbaaeeeeeasanbaeseeeeesaansteeeaeeennsseens 30
EJEMIPIOS ... ettt e ne et s sne e nane 31
Teorema de superposicion €n eleCtroniCa ...........cciiiiiiiiiiiiiiie e 31
Campos de fuerzas en MeCaNiCa NEWEONIANE ........eeruueerieerieeniieeaieesteesteesbeesaeeesabeesateesbeesbeesaseesaseenane 31
Problemas en mecanica de SOIIAOS ........coocuiiiiiiiiiiiie e e 31
Problemas en teoria de la elasticidad lin€al ..........ccocoeiiiiiiiiiiii e 32
2.6.- RAICES reales diSTINTAS. ...eiiiieiiieiiieii ettt sttt s e st e s e s e s b e e reeereeeas 35
2.7.- RAICES rEales rEPELITAS. ...uuviiiiie e ettt e e e e st e e e e e st e e e e e e s sabae e e e e e e e abraeaeeeennnrrees 37
2.8.- RAiCES COMPIEJAS ISTINTAS. ..veiiiiieiiiiiiiee ettt e e e et e e e e e ettt e e e e e e e s tbbee e e e e e aabreeeeeeeennssseeeaeeennnsenns 42
2.9.- Raices cOMPIE]as rEPELIAAS. ...ciiiiiciiiiiee ettt e e e et e e e e e e s ba e e e e e e e aabeeeeeeeeanrteeeaeeennneeees 44
Teorema de raiCes CONJUZAAAS .......cecueriiriiriienieeriienitesteente et et e e bt et sate s et et e sasesaeesbeesbeesbeesbeenbeenbeeseennes 45
2.10.- Problemas de Valor iNICIal........coooiiieiiiieee ettt e e s esare e e s as 48

2.11.- Teorema de existencia Y UNICIAAd. ......euiiiiiiieiiiiei e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s nnnnnennes 49



2.12.- Métodos de coeficientes indeterminados para calcular la integral particular..........cccceeeeiieeieennnnnen, 55

S T=] 10111 T PP P PP P S PPRRTRPTRPN 55
Ejemplo | (de nuevo): Resolver dZydx2 =y = 2X2 = X = 3. 56
2.13.- Método de variacion de PardmetrOs. ... i eiieieeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e nnaaraae 65
DDIOS MELOAOS ...ttt ettt e e bt e bt e bt s bt e e bt e e b et e s he e e ebe e e ab e e e at e e ene e e st e e saneenareenane 65
Variacion d@ PardMEtIOs ...........eoiiiiiiiiiiiesiee sttt ettt sttt e st s bt e st e st e e st e sab e st e sbeesar e narees 65
Comienza con la soluCion GeNeral ..o 66
Las soluciones fundamentales de 12 @CUACION ........ccciiiuiiiiiiiiiiiiiie ettt 66
2.14 Ecuacion lineal de CaUCNY-EUIBT. .......ooii ittt e e e e e e s e e e e et ae e e e e e e e nnraaeeaeeennnneens 77
Caso |: Raices reales y distintas...............coocuiiiiiiiiiiiiiiie e 78
Caso 2: Raices reales repetidas ................ccocociiiiiiiiiiiii 78
Caso 3: Raices complejas conjugadas...............cccceeiiiiiiiiiiiiiiniii 79
CaSO NO NOMOZENEO ..o et ettt r et ee e sanesanesaee s 82
2.15.- Solucidn de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas. .........ccccceeeeeeeciieeee e, 83
UNIDAD IlI: SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON LA TRANSFORMADA DE LAPLACE. ................. 85
3.1.- Definicion de la Transformada de Laplace. .....cuiiieeiiiieii ittt e e e e e 85
3.2.- FUNCIONES TransfOrmMabIes. ........ciiiiiiieee et s e e snr e e s as 88
3.3.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada de Laplace. ......ccccceecuviieeieicciiiieeee e, 89
3.4.- Funcidn escaldn unitaria, funcidon impulso y teorema de traslacion. .........cccccceeeecciiieee e, 90
3.5.- Transformada iNVersa de Laplace. ......uuiivuiiiiiei ettt e e e s srre e e e e e sab e e e e e e e s anraeeeaeeennnneees 90
3.6.- Uso de tablas para la transformada inversa de Laplace .........oeuviiiiiiiiiiiiiieec e 91
3.7.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada inversa de Laplace. ......cccccoecovieeeeeeccciieeeeceecnee, 92
3.8.- Fracciones parciales para la transformada inversa de Laplace. ......cccceeeeeeciiieii et 93

3.9.- Solucidn de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas por el método de la transformada de

12T o] F= ol TSP PPUPRN 93
3.10.- Solucién de ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas por el método de la transformada de

15T o] = ol TP PRSP 94
3.11.- Solucién de ecuaciones diferenciales de 22. Orden. ........coceeieiiiiniie et 94
3.12.- Solucidn de ecuaciones diferenciales de 0rden SUPEIIOr.........ciccccuieieeeeiiiiiieee e eerre e e e e e 95
UNIDAD IV: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y SERIES DE FOURIER.......c.ccovveerieenreenen. 96
4.1.- Trayectorias OrtOZONAIES. ......uiiii i e e e e e e e e s st e e e e e s ssbbeeeeeeessnbteeeeeesnnsseees 96
4.2.- Problemas de IMIECANICA. ....ueie ittt ettt s e e e st e e st e e s bee e e s ne e e e snb e e e s eare e e s anreeeseares 98
4.3.- Problemas de razdn de Cambi0. .....cooiiiiiieiiieeeee e e 101
4.4.- Problemas en CirCUITOS EIECEIICOS. . cocuutiriiieiiiiiieerteeee ettt 102
4.5.- Problemas de TermofluidOs. ......ccceoiiiiriiiiiieieeeeee et s 106

4.6.- Problemas de Circuitos Hidraulicos Y NEUMAtICOS .....uviiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieeee e ceciiieee e ssciieee e e s svreeeee s s eanes 106



4.7.- Métodos de solucién para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. .......cccccocevvieeeiiiiiiiieeeeennnns 108

4.8.- IntroducCion @ 1as SErieS e FOUIEN. ....coiuuiiiiiiiiieeeere ettt st s 112
4.9, SEIIES T8 FOUIBI .. uuiiiiitiee ittt ettt ettt ettt e e sttt e e s bttt e s bte e e s abeeesbbeeesabbeeesnbeeesanbeeesasbeeesnbeeesanreaesneeeesans 113
4.10.- LeY dE SENOS Y COSENOS ....cccceeeeieieeeiiitttttteerreeeeeeeeetaeaaaaaaaaaaeesaaaaaaaasnssssssssssssssassesseseaaeeaaaaaaaeeeeeeannans 114
4.10.- MEAIO INEEIVAI0. ettt ettt sttt e st e s e st e e sabe e s b e sab e e s be e e beesareeeanes 116

UNIDAD I: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE
PRIMER ORDEN.

l.1.- Teoria preliminar.

Las ecuaciones con las que generalmente el alumno ha trabajado responden, en su mayor parte, a la
necesidad de obtener los valores numéricos de ciertas magnitudes. Pero en las aplicaciones de las
matematicas surgen con frecuencia una gran clase de problemas cualitativamente diferentes:
problemas en los que la incognita es a su vez una funcién. Llegamos asi a las ecuaciones funcionales
y su naturaleza puede ser, en general, muy diversa. De hecho, puede decirse que ya se conocen
algunos ejemplos de ecuaciones funcionales: el cilculo de primitivas y las funciones implicitas.
Consideraremos ahora la clase mas usual e importante de ecuaciones que sirve para determinar
tales funciones: las llamadas ecuaciones diferenciales, esto es, ecuaciones en las que, ademas de la
funcion desconocida, aparecen también sus derivadas de distintos ordenes. Una posible clasificacion
de las ecuaciones funcionales esta recogida en la siguiente tabla en la que se ha expandido la rama
de las ecuaciones diferenciales:

ordinarias

Ernaciones diferenciales , )
en derivadas parciales

Ecuaciones funcionales Ecunaciones integrales
Ernaciones integro-diferenciales
(tras

La primera clasificacion que se puede dar para las ecuaciones diferenciales es dividirlas en ordinarias
y parciales, segiin que la funcion incognita dependa de una o de varias variables. Actualmente, las
ecuaciones diferenciales se han convertido en una herramienta poderosa para la investigacion de los
fenomenos naturales. La mecanica, la astronomia y la tecnologia han sido causa de numerosos
progresos en esta area.

1.2.- Ecuaciones diferenciales parciales.



Se llama ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.) a una ecuacion que liga la variable independiente x,
una funcion y = y(x) (que depende solo de la variable independiente) y sus respectivas derivadas y
0, y00, ..., y(n) . Es decir, una expresion de la forma:

dy  dy dy 9y Py
---- Oz, 2xy dr19xs’

iy dra
Es decir, una expresion de la formas:

P (J'l-----J Ay dy dy Py Py ): 0

T ... — — - ...
" day e A, Px,’ Oxridrs

A la funciom vy = ylay, ... . ry) la llamaremos funcidn incdgnita.

|.3.- Solucion de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Definicidn:
Dada la ecuacién diferencial de orden n

'g’r[”\" =f (.r.y.y" ..... y'" “) f:DcC IR" H o R
se dice que z=z(x) z:1C IR — IR es solucién de la ecuacion diferencial, si satisface:
1. z es n veces derivable en [I.

2. (f z(x), 2" (x),.. ., zln “{.f')) eD Wrel.

3. 2" z)=f (.r.z{.r).:"{.r) ..... 2" “[.;'}) Vr € 1.

Es decir, solucion de una E.D.O. es toda funcién que sustituida junto con sus derivadas en la ecuacién conduce
a una identidad.

Las soluciones de una E.D.O. pueden ser de tres tipos:

I. Solucion general: solucion de la ecuacion diferencial en la que aparece tantas constantes arbitrarias
como orden de la ecuacion. En nuestro caso, al ser de primer orden, la solucion general sera una
familia de curvas de la forma ®(x, y, C) = 0, siendo C una constante arbitraria.

2. Solucién particular: es una solucién que se obtiene al fijar los valores de las constantes arbitrarias
de la solucion general, en nuestro caso, al fijar el valor de la constante arbitraria C.

3. Solucién singular: es una solucion que no esta incluida en la solucion general; es decir, no se puede
obtener a partir de ella asignando un valor conveniente a la constante.

La solucién de una ecuacion diferencial puede venir dada de tres formas distintas:
I. En forma explicita si la incognita y viene despejada en funcién de la variable independiente x.

2. En forma implicita si la solucion viene expresada por una ecuacion que liga la incognita y y la
variable independiente x.

3. En forma paramétrica si la solucion viene dada en funcion de un parametro.



|.4.- Solucion por integracion.

En la busqueda de la resolucion de integrales, se recurre a diversos medios e incluso a las reglas de
derivacion. En el planteamiento de propiedades para la derivacion de funciones, se encuentra una
que versa sobre la multiplicacion de dos funciones y senala que, cuando se deriva el producto
de éstas, el resultado se obtiene por el producto “cruzado” de cada funcién involucrada con la
derivada de la otra funcién. Esto se muestra a continuacion:

d(uv) / dx = u d(v) / dx + v d(u) / dx; “u” y “v” son funciones de “x”  (e.l)

Si se busca aplicar la integracion de funciones a (e.l), se puede expresar de la siguiente manera:
[f(x) (dx) (e.2)

Al aplicar (e.2) a la ecuacion (e.l) y hacer que f(x) = u(x) v(x), de manera sintética “uv’:

[ (d(uv)/dx) (dx)= Ju (d(v)/dx)(dx) + [v (d(u)/dx)(dx) (e.3)

Al ser “dx” un término algebraico y encontrarse en numerador y denominador, (e.3) se simplifica
de la siguiente manera:

Jduv) =Jud) + [vdu) (e4)
Al despejar en (e.4) el primer término después del signo de igual se tiene lo siguiente:
Jud(v) =[d(uv) - vd(u) (e5)

Si se recuerda que la derivacion e integracion son funciones inversas, se pueden simplificar en
(e.5), lo que implica la eliminacion de la integral y derivadas indicadas de la siguiente forma:

[duv) =uv (e.6)
Por (e.6), la expresion (e.5) se resume como sigue:
Judv)=uv-vdu) (e7)

El objetivo de la expresion (e.7) es obtener una expresion mas facil de integrar; entonces, al aplicar
el método propuesto en la ecuacion original con el producto de dos funciones, ésta debe
descomponerse en dos expresiones. Una de ellas no requiere integracion (el término “uv”) y la
otra debe ser mas directa de resolver, ya sea porque algebraicamente se simplifica o la entrada de
la funcion compuesta es inmediata en las tablas integracion convencionales.

1.5.- Existencia y unidades de la solucion.

6 "

La “unicidad” significa que para todas las “x” hay un solo resultado, o dicho de otro modo a cada
valor de “x” le corresponde un solo punto en la curva. La “existencia” significa que todas las “x”

G "

deben tener un punto en la curva, si hay alguna “x” que no lo tiene entonces no es funcion.



Te ayudo aclarando los conceptos de “unicidad” y “existencia”. La “unicidad” significa que para
todas las “x” hay un solo resultado, o dicho de otro modo a cada valor de “x” le corresponde un

€ "

solo punto en la curva. La “existencia” significa que todas las “x” deben tener un punto en la curva,

€€ 9

si hay alguna “X” que no lo tiene entonces no es funcion.

Recordemos el concepto de dominio: El dominio es el conjunto valores numéricos que puede
tomar la “x”. Analicemos algunos ejemplos: Si tenemos | 2 f (x ) x +=, la “Xx” puede ser cualquier
numero, porque a todo nimero lo podemos elevar al cuadrado y sumarle |, entonces decimos
que su dominio son todos los numeros reales Y escribimos su dominio es . Si tenemos f ( x ) = 3x -
5, la “x” también puede tomar cualquier valor numérico, porque a todo nimero real lo podemos
multiplicar por 3 y restarle 5, su dominio son todos los reales. Y escribimos su dominio es . Si

tenemos | |

G

= x f x)( nos aparece un problemita, ya la “x” no puede valer |, porque haria que el denominador
fuera igual a 0, y no podemos dividir por 0, por definicion de division. Sin embargo cualquier otro
numero si podemos atribuirle a la “x”. Por lo tanto decimos que su dominio son todos los reales

menos el | y escribimos su dominio es
{1} Recordemos el concepto de codominio: El codominio es el conjunto de valores donde pueden
estar los resultados. Por ejemplo si | 2 f (x ) x += los resultados seran siempre numeros reales. Si
f(x)=3x
5 los resultados seran siempre nimeros reales. Si | |

= x f x)( los resultados seran siempre nimeros reales. Es decir el codominio de funciones con
numeros sera los reales. Recordemos el concepto de imagen: Mientras que el codominio es el
conjunto de valores donde pueden estar los resultados, la imagen es el conjunto de resultados.

1.6.- Ecuaciones Separables

Metodologia para resolver ecuaciones diferenciales separables

|. La ecuacion diferencial se escribe en la FORMA ESTANDAR propia de una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden:

dydx=f(x,y)

Ejemplo:

dydx=3x2+4x+22(y—1)

Donde:

f(x,y)=3x2+4x+22(y—-1)

2. SEPARAMOS LAS VARIABLES
Mdx=Ndy

Donde:

M=f(x) y N=f(y)



2. Por ultimo, INTEGRAMOS ambos miembros de la ecuacion mediante las formulas y ténicas
conocidas del calculo integral

1.7.- Ecuaciones homogéneas

Definicion:

Una ecuacion diferencial de primer orden que se puede llevar a escribir de la forma:

dy AT
=11
ax X/
se denomina ED de primer orden homogénea.

Una ecuacion diferencial puede ser homogénea en dos aspectos: cuando los coeficientes de los
términos diferenciales en el caso del primer orden son funciones homogéneas de las variables; o
para el caso lineal de cualquier orden cuando no existen los términos constantes.

Procedimiento

Procedimiento:

Para resolver una ecuacion diferencial homogénea se procede a efectuar las siguientes
sustituciones:

Ejemplo ilustrativo

Ejemplo ilustrativo:


https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_homog%C3%A9nea

(" + w)dx—x"dv =0
Solucion-Juan Beltran:
(" + w)dx—x2dv = 0,

Y | dy _yi+w _dy_(yY)
= YV oAwm-x——=0s == - ==\

d P dx

La (1) es una ecuaciondiferencial homogéneade grado dos, para resolverla, se hacen las siguientes sustituciones:
Sea

v—'—_"«::bg =v.r]
@
dv
= = v v —
a T aE
_dl’ 2 .
v+_\m:v +v {sustituyvendo (2) en (1)},
= \% =vevidv=xldv < [v'%fv: [.\"ld_\'@ —v'= 1n|_\'|+ C,
£l
7 ¥
= -1Z] :1n|_\'|+C V=t
L x) X

X tapf+C o —x= (1l +c)y:

X

"I=_1n|:;'|—f'

|1.8.- Ecuaciones diferenciales exactas



Ecuaciones diferenciales exactas

Definicidon: Sean P(x, y) v Q(x, y) funciones reales continuas en un dominio D. Se dice que
la ecuacion

P(x, y)dx+Q(x, y)dy=0

Es diferencial exacta si existe una funcién real F(x, y) tal que en el dominio D cumple:

aF

%2 — P@,v)
aF

By Q(z,y)

La funcién F(x, y) es una primitiva de la ecuacion y la integral general es:
F(x, y)=cte

Teorema.- La condicion necesaria y suficiente para que la ecuacién P-dx+Q-dy=0 sea
diferencial exacta en un dominio D, siendo P(x, y), Q(x, y) y sus derivadas parciales
continuas en D es que se cumpla:

oP 0Q

dy Oz



Ejemplos:

1 e"(y* +ay’ + 1) dz + 3y’ (ze” — 6)dy =0
Z—i =" (' + 'z) = e"P(1 + 1)

g =3y (e" +ze?) = " 3y’(1 + 1)
D=R’

Resolucion - Por |o anterior se sabe que:

I~ Pla,y) =€y’ +ay’ +1) = Fla,y) = /'?’I(y3 oy’ 41)de =

o -
=y +ay’ +1) - /EIyP’ dr = e* ()P +ay’ +1) — ey’ = e*(zy’ +1) +a(y)
dF 9 )

7 =Jzy’e” + a'(y)

deberd coincidir con

Qle,y) = 3y’ (we’ —6)dy =
= o'(y) = —18y* = ay) = 6y +cte

Por tanto,

F(z,y) = € (zy’ + 1) — 6y° +cte
La integral general

e'(zy’ +1) -6y’ =K

1.9.- Factores de integracion



Factores integrantes

Definicion.- Dada la ecuacion P(x, y)dx+Q(x, y)dy=0, se dice que es un factor integrante
en un dominio D, siendo P(x, y), Q(x, v) y sus derivadas parciales continuas en D, si
multiplicado por la ecuacion la convierte en diferencial exacta. Es decir si la ecuacion

u(x yIP(x, yldx+pu(x, y)Q(x, y)dy=0

es exacta. Por lo tanto debera de cumplir:

d(uP d
[;Ly ] _ E:IQ] ::-gyp+;'-ip = Q) + pQs, (*)

1. El factor integrante es solo funciéon de x

I.I-y=
fz =

N=#($]‘:’{

Sustituyendo en (*)

T Py — Qz
P— ) = ! —_ — = —
u(Py — Qz) = '@ i o)

Para poder integrar v obtener asi el factor integrante:
Py - Qz
Q

debe ser solo funcion de x
Ejemplo: {l—xzy}dx+x2(y—x}dy:1]
F, = 2%, Qr=2zy— 3z
No es exacta

Py —Qz 2x? — 2zy B 2r(z — y) 2
Q  zXy—z) o(y—z) T




Admite factor integrante. Integrando

1
]Il,u.=—2].ll;r=.‘rﬁ=—2
T

La ecuacion

1 1 1
—(1- aly)dz + —21.'2(_1;— z)dy = 0 = (—2 — y) dr + (y — z)dy
T T T

Exacta. Solucion

1 y? K
T W

2. El factor integrante es solo funcion de y
pz =0
o= p(y) = dp

Sustituyendo en (*)

. i’ Q: — By
#{Q:_Py:’=ﬁp=’j=T

B .
Para poder integrar y obtener asi el factor integrante 9 D *, debe ser solo funcion de

¥

Ejemplo. xzyzﬂx+ |[x3y+y+3]d}f=f::
P,=2yx?, Qy=3yx%. No es exacta

Q:— P, 32y — 2yx?

1
P anyr oy

Integrando

Inp=Iny=p=y

1.10.- Ecuaciones diferenciales Lineales

En matematicas, una ecuacion diferencial lineal es aquella ecuacion diferencial cuyas soluciones
pueden obtenerse mediante combinaciones lineales de otras soluciones. Estas Ultimas pueden
ser ordinarias (EDOs) o en derivadas parciales (EDPs). Las soluciones a las ecuaciones diferenciales
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lineales cuando son homogéneas forman un espacio vectorial, a diferencia de las ecuaciones
diferenciales no lineales.

Definicion

La ecuacion
p(z™, ... 2" z,t) =0

se llama lineal cuando la funcién ¢ es lineal a las variables z®

Una ecuacion diferencial lineal tiene la forma:
Ly=f
donde el operador diferencial L es un operador lineal, ¥ es la funcién incégnita o desconocida (una funcién que podria ser dependiente

del tiempo y(f)), v del lado derecho fes una funcién conocida de la misma naturaleza que y (denominada término de excitacion). Para
una funcion dependiente del tiempo se puede escribir la ecuacion mas detalladamente como:

Ly(t) = f(t)
y también se puede usar la notacion con corchetes:

Lly(#)] = f(t)
El operador lineal L puede ser de la siguiente forma:?

d'n,y a‘n—ly dy
L, =an(t) 50 tana(t)——7F + - t)— t
@) = an(®) g+ ana () o oo a6 g+ ao(t)y

0 sino:

L) =3 ax(2) DA (y)
k=0

La condicion de linealidad sobre L se da mientras no aparezcan productos de la funcion desconocida consigo misma, ni con ninguna de
sus derivadas. Es conveninente reescribir esta ecuacion en donde la forma del operador es:

Ly(y) = [an(t)D" + an 1 ()D" 1 + -+ a1 ($) D + ag(t)] ¥
donde D es el operador diferencial % (es decir, Dy = y', D2y =y"... ), ¥ a, son funciones conocidas. Se dice que |la ecuacion tiene un

orden n, si es el indice mas alto de |la derivada de y.

Estas ecuaciones tienen la propiedad de que el conjunto de las posibles soluciones tiene estructura
de espacio vectorial de dimension finita cosa que es de gran ayuda a la hora de encontrar dichas
soluciones.

Si f = 0 la ecuacion se denomina homogénea y sus soluciones se denominan funciones
complementarias. Esta solucion es muy importante para el caso general, y que cualquier funcion
complementaria puede sumarse a la solucién de la ecuacién cuando es inhomogénea (f # 0) y
resulta en otra solucion. Cuando los ak son nimeros, la ecuacion se dice que tiene coeficientes
constantes.

I.11.- Ecuacion de Bernoulli

{Qué es la ecuacion de Bernoulli?

La ecuacion de Bernoulli es esencialmente una manera matematica de expresar el principio de
Bernoulli de forma mas general, tomando en cuenta cambios en la energia potencial debida a la
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gravedad. Derivaremos esta ecuacion en la siguiente seccion, pero antes de hacerlo miremos como
es la ecuacion de Bernoulli, desarrollemos una idea de lo que dice y veamos como podemos usarla.

La ecuacion de Bernoulli relaciona la presion, la velocidad y la altura de dos puntos cualesquiera (|
y 2) en un fluido con flujo laminar constante de densidad \rhoprho. Usualmente escribimos la
ecuacion de Bernoulli de la siguiente manera:

J 1
P, + §pfuf + pghy = P + ipfug + pghs

Las variables P_IPIP, start subscript, |, end subscript, v_Ivlv, start subscript, |, end

subscript y h_Ihlh, start subscript, |, end subscript se refieren a la presion, la velocidad y la altura
del fluido en el punto |, respectivamente, mientras que las variables P_2P2P, start subscript, 2, end
subscript, v_2v2y, start subscript, 2, end subscript y h_2h2h, start subscript, 2, end subscript se
refieren a la presion, la velocidad y la altura del punto 2, como se muestra en el diagrama a
continuacion. En este podemos ver una eleccion particular de los dos puntos (1 y 2) en el fluido,
pero la ecuacion de Bernoulli es valida para cualesquiera dos puntos en el fluido.

Cuando usas la ecuacion de Bernoulli, ;como sabes donde escoger tus puntos? Tienes que
seleccionar uno de los puntos en donde quieres determinar una variable desconocida. De otro
modo, jcomo podras resolver la ecuacidn para esa variable? Tipicamente, escogeras el segundo
punto en una posicion donde se te ha dado alguna informacion o donde el fluido esta abierto a la
atmésfera, ya que la presion absoluta ahi es la presion atmosférica P_{atm}=1.01\times
[0A5PaPatm=1.01x105PaP, start subscript, a, t, m, end subscript, equals, |, point, Ol, times, 10,
start superscript, 5, end superscript, P, a.



Observa que la hhh se refiere a la altura del fluido por encima de un nivel arbitrario que puedes
escoger de cualquier forma que te resulte conveniente. Tipicamente, es mas facil escoger al mas
bajo de los dos puntos (I o 2) como la altura donde h=0h=0h, equals, 0. La PPP se refiere a la
presion en ese punto. Puedes escoger usar la presion manométrica o la presion absoluta, pero
cualquier presion que decidas usar (manométrica o absoluta) debes utilizarla en el otro lado de la
ecuacion. No puedes sustituir la presion manomeétrica en el punto | y la presion absoluta en el
punto 2. De mismo modo, si sustituyes la presion manomeétrica en el punto | y resuelves para la
presion en el punto 2, el valor que obtengas sera la presion manométrica en el punto 2 (no la
presion absoluta).

Los términos \dfrac{l}{2}\rho vA22 | pv2start fraction, |, divided by, 2, end fraction, rho, v,
squared y \rho ghpghrho, g, h en la ecuacion de Bernoulli se parecen a la energia

cinética \dfrac{l }{2}m v*22 I mv2start fraction, I, divided by, 2, end fraction, m, v, squared y la
energia potencial mghmghm, g, h, solo con el término de la masa mmm intercambiado por el de la
densidad \rhoprho. Asi que no debe sorprendernos que la ecuacion de Bernoulli sea el resultado
de aplicarle la conservacion de la energia a un fluido que se mueve. Derivaremos la ecuacion de
Bernoulli por medio de la conservacion de la energia en la siguiente seccion.

UNIDAD Il ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN
SUPERIOR

2.1.- Teoria preliminar
Ecuaciones Diferenciales lineales de orden superior

Como vimos en la primer entrada, una ecuacién diferencial de n-ésimo orden en su forma general
es

(DFeysy', =y (n))=0

Donde F es una funcion con valores reales de n+2 variables. La ecuacién (1) se puede escribir en
su forma normal como

(2)dnydxn=f(x,y,y",---,y(n—1))

Con f una funcién continua con valores reales. Para el caso en el que la ecuacién es lineal, una ED
de n-ésimo orden se puede escribir como

(3)an(x)dnydxn+an—1(x)dn—lydxn—[+---+al (x)dydx+a0(x)y=g(x)

Satisfaciendo las propiedades que ya conocemos. La ecuacion (3) es una ecuacion no homogénea,
en el caso en el que g(x)=0, decimos que la ecuacion es homogénea

(4)an(x)dnydxn+an—1(x)dn—lydxn—1+---+al (x)dydx+a0(x)y=0

Las ecuaciones (3) y (4) seran entonces el tipo de ecuaciones sobre la cual desarrollaremos esta
teoria preliminar.
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Para comenzar, estudiemos los problemas con valores iniciales y problemas con valores en
la frontera para el caso de ecuaciones diferenciales lineales.

Problema con valores iniciales para ecuaciones lineales
En la unidad anterior definimos lo que es una problema con valores iniciales, esta definicion fue

general, definamos ahora lo que es un problema con valores iniciales para el caso en el que la
ecuacion es lineal.

Definicion: Sea & un intervalo que contiene al punto x0, el problema de resolver la ecuacion
lineal

an(x)dnydxn+an—I(x)dn—Ilydxn—I[+---+al (x)dydx+a0(x)y=g(x)
Sujeta a que se cumpla
y(x0)=y0,y'(x0)=y,-+y(n=1)(x0)=yn-|

Donde y0,yl,---,yn—1 son constantes reales arbitrarias dadas, se llama problema con valores
iniciales (PVI) para ecuaciones lineales.

Para el caso de segundo orden ya hemos mencionado que geométricamente un PVl involucra
obtener una curva solucion que pase por el punto (x0,y0) y la pendiente en dicho punto sea m=yl.

Con fines de completez mencionaremos sin demostrar el teorema de existencia y unicidad que

contiene las condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una solucion de un PVI de n-
ésimo orden para el caso de ED lineales.

Teorema: Sean an(x),an—1(x),---,al (x),a0(x) y g(x) continuas en un intervalo §, y
sea an(x)#0, Vx€S. Si x=x0 es cualquier punto en §, entonces una solucion y(x) del problema con

valores iniciales para el caso de ED lineales existe en el intervalo y es unica.

Podemos enunciar el teorema de existencia y unicidad para el caso de ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden (n=2) de la siguiente manera:

Teorema: Sean a2(x),al (x),a0(x) y g(x) continuas en un intervalo §, y sea a2(x)#0, VYx€S.
Si x=x0 es cualquier punto en §, entonces existe una Unica solucion al problema con valores
iniciales
a2(x)d2ydx2+al (x)dydx+a0(x)y=g(x)
Sujeta a que se cumplan las condiciones iniciales
y(x0)=y0yy'(x0)=y

en el intervalo 6.
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No demostraremos este teorema pero es importante notar que dentro del enunciado hemos

escrito la definicion de PVI para el caso de n=2 (segundo orden). Veamos un ejemplo en donde

apliquemos este ultimo teorema.

Ejemplo: Probar que la funcién y(x)=3e2x+e—2x—3x es solucion al PVI
d2ydx2-4y=12x;y(0)=4,y'(0)=1

y ademas es Unica.

Solucién: Primero probemos que es solucion al PVI, para ello veamos que satisface la ecuacion
diferencial y ademas cumple con las condiciones iniciales.

Tenemos la funcion y(x)=3e2x+e—2x—3x, evaluemos en x=0:
y(0)=3e0+e0—-0=3+1=4=y(0)=4

Se cumple la primera condicion inicial. Ahora calculemos la primer derivada y verifiquemos la
segunda condicion inicial.

dydx=2(3e2x)—2(e—2x)—3=Y'(x)=6e2x—2e—2x—3
Evaluando en x=0:
y'(0)=6e0—2e0—-3=6-2-3=1=y'(0)=I

Se cumple la segunda condicion inicial. Para concluir calculemos la segunda derivada y veamos que
se satisface la ecuacion diferencial.

d2ydx2=2(6e2x)—2(—2e—-2x)=d2ydx2=12e2x+4e—-2x
Notamos que
d2ydx2—-4y=(12e2x+4e—2x)—4(3e2x+e—2x—3x)=|2e2x+4e—2x— | 2e2x—4e—2x+ | 2x=12x
Esto es, d2ydx2—4y=12x. Por lo tanto la funcién y(x)=3e2x+e—2x—3x es solucién al PVI.
Es claro que el intervalo de solucion es §=(—,2) y
que x0=0€6. Como a2(x)=1#0,a0(x)=—4 y g(x)=12x son funciones continuas en §, por el teorema
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden concluimos que la

funcion y(x)=3e2x+e—2x—3x es Unica.

Al haber aumentado el orden de las ecuaciones diferenciales aparece un nuevo problema que
estudiaremos a continuacion.



2.2.- Definicion de ecuacion diferencial de orden n

Ecuaciones diferenciales lineales
de orden n

Llamamos ecuacién diferencial lineal de orden n a:
an(2) Y™ + an 1(2) Yy + 4 as(2) Y + ar(2)y + ao(z) y = F(z)

Donde a,(x), a,-;(x),... @1(x), ag(x), f(x) son funciones reales y continuas en un cierto
intervalo (a, b)

Para que la ecuacidn diferencial sea de orden n, a,(x)#0, dividiendo toda la ecuacién por
este término la podemos poner de la siguiente forma:

( 1(T)
b’.l‘l—l{:s) = a:;n{i)

Y £ by 1 (2) Yy 4 L bo(2) Y + by (2)y + be(z) y = g(x)

_ag(z)
_ f(=)
| 9(@) = 5

Si g(x)+0, la la ecuacion se denomina completa y si g(x)=0, homogénea



Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de
orden n

Sea
Y " by 1y by by + by =0
Decimos que y,(x) es solucidn de la ecuacioén si:

™ by " by by’ Fboy =0, (%)

Sistema fundamental de soluciones

Llamamos sistema fundamental de soluciones a n soluciones de la ecuacién (*) linealmente
independientes.

Teorema I.- La ecuacidn (*) admite un sistema fundamental de scluciones.

Teorema II.-Si {y{, ¥5...y,+ €s un sistema fundamental de soluciones, cualquier solucién
de la ecuaciéon (*) se puede expresar de la forma:

y=Ciy1 +Coyo + ... + Coypp, C1,05..C, € R

€6 .99

2.3.- Ecuaciones Diferenciales lineales homogéneas de orden “n” con
coeficientes constantes

Al igual que pasa con los sistemas lineales de orden |, una ODE de orden n tiene n soluciones
linealmente independientes de manera que toda solucion de una EDO homogénea sera combinacion
lineal de estas soluciones. Por lo tanto, resolver la EDO consistira en encontrar estas n funciones.
Consideramos la EDOan-y(n)(x)+an—I-y(n—1)+...+al -y'+a0-y=0donde ai son constantes.
Ejemplo

Un ejemplo de EDO de orden n homogénea seria:y”+y=0

Entonces definimos el polinomio caracteristico de la EDO como:an-An+an—|-An—I+...+al-A+a0=0y
buscamos sus n raices.

El polinomio caracteristico es facil de escribir, basta canviar y por A y elevar al orden de derivacién
correspondiente.

Ejemplo

Por ejemplo, en la EDO que hemos dado antes, el polinomio caracteristico asociado es: A2+1=0.



Este polinomio tiene dos raices complejas conjugadas: Al =i, \2=—i
Entonces

e SiAesreal y simple dara lugar a la solucion: eAx
e Si A es real de multiplicidad m dara lugar a las m soluciones:eAx,x-eAx,x2-eAx,. ..,xm—| -eAx

porque siempre que existe una raiz compleja su conjugada también aparece)
e SiA=atbi es complejo de multiplicidad m, dara lugar a

Entonces, encontradas estas n soluciones, la solucion general de la EDO sera una combinacion lineal de
estas n soluciones.

Ejemplo

Retomemos el ejemplo del principio. Como nuestro polinomio tenia por raices dos complejos

las constantes se determinaran con las condiciones iniciales (en caso de tenerlas).

2.4.- Terminologia y estructura operacional.

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que incluye expresiones o términos que involucran a una
funcion matematica incognita y sus derivadas. Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

Y '=2xy+l|

La notacion () prima se usa para denotar el numero de la derivada siendo esta usada hasta tres
prima (""") de ahi en delante se utiliza notacion numérica (Y)

La anterior es una ecuacion diferencial ordinaria, donde (Y) representa una funcion no especificada
de la variable independiente (X), es decir

Y'= dy/dx
Es la derivada de Y con respecto a X.

(d*2 x)/(dtr2 ) + 16x = 0

Una ecuacion diferencial puede escribirse en diferentes notaciones para las derivadas. Se
ejemplifican las notaciones para primera, segunda y tercera derivada: Notacién de



Notacion de Liebnitz:

dy d°y d’y

dx  dx®  dx
Notacion de Lagrange:
fH(x), 7 (x), f17(x)
Nétacion de Cauchy 6 Jacobi:
Df.Df.D

Notacion de Newton:

L L L]

La resolucion de ecuaciones diferenciales es un tipo de problema matematico que consiste en
determinar la funcion que al derivarse cumpla una determinada ecuacion diferencial. Existen
métodos especificos para la solucion de las ecuaciones diferenciales de acuerdo con su
clasificacion, por lo que de inicio es importante identificar a las ecuaciones diferenciales de acuerdo
con su clasificacion.

Una ecuacion diferencial es una ecuacion matematica que relaciona una funcion con sus derivadas.
En las matematicas aplicadas, las funciones usualmente representan cantidades fisicas, las derivadas
representan sus razones de cambio y la ecuacion define la relacion entre ellas. Como estas relaciones
son muy comunes, las ecuaciones diferenciales juegan un rol primordial en diversas disciplinas,
incluyendo la ingenieria, la fisica, la quimica, la economia y la biologia.

En las aplicaciones de las matematicas, a menudo surgen problemas en los que se desconoce la
dependencia de un parametro con respecto a otro, pero es posible escribir una expresion para la
tasa de cambio de un parametro en relacion con otro (derivada). En este caso, el problema se reduce
a encontrar una funcion por su derivada relacionada con algunas otras expresiones.
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En las matematicas puras, las ecuaciones diferenciales se estudian desde perspectivas diferentes, la
mayoria concernientes al conjunto de las soluciones de las funciones que satisfacen la ecuacion. Solo
las ecuaciones diferenciales mas simples se pueden resolver mediante formulas explicitas; sin
embargo, se pueden determinar algunas propiedades de las soluciones de una cierta ecuacidn
diferencial sin hallar su forma exacta.

Si la solucion exacta no puede hallarse, esta puede obtenerse numéricamente, mediante una
aproximacion usando computadoras. La teoria de sistemas dinamicos hace énfasis en el analisis
cualitativo de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales, mientras que muchos métodos
numeéricos han sido desarrollados para determinar soluciones con cierto grado de exactitud.

Las  ecuaciones diferenciales  aparecieron por primera vez en los trabajos
de calculo de Newton y Leibniz. En 1671, en el Capitulo 2 de su trabajo Método de las fluxiones y
series inﬁnitas,' Isaac Newton hizo una lista de tres clases de ecuaciones diferenciales:

Resolvié estas ecuaciones y otras usando series infinitas y discutio la no unicidad de las soluciones.

Jakob Bernoulli propuso la ecuacion diferencial de Bernoulli en 1695. Esta es una ecuacion
diferencial ordinaria de la forma

para la que luego, en los siguientes anos, Leibniz obtuvo sus soluciones mediante simplificaciones.

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion que contiene una funcién de una variable
independiente y sus derivadas. El término ordinaria se usa en contraste con la ecuacion en derivadas
parciales, la cual puede ser respecto a mds de una variable independiente.

Las ecuaciones diferenciales lineales, las cuales tienen soluciones que pueden sumarse y ser
multiplicadas por coeficientes, estan bien definidas y comprendidas, y tienen soluciones exactas que
pueden hallarse. En contraste, las EDOs cuyas soluciones no pueden sumarse son no lineales, y su
soluciéon es mas intrincada, y muy pocas veces pueden hallarse en forma exacta de funciones
elementales: las soluciones suelen obtenerse en forma de series o forma integral. Los métodos
numéricos y graficos para EDOs pueden realizarse manualmente o mediante computadoras, se
pueden aproximar las soluciones de las EDOs y su resultado puede ser muy util, muchas veces
suficientes como para prescindir de la solucion exacta y analitica.

Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) es una ecuacion diferencial que contiene una funcion
multivariable y sus derivadas parciales. Estas ecuaciones se utilizan para formular problemas que
involucran funciones de varias variables, y pueden resolverse manualmente, para crear
una simulacion por computadora.

Las EDPs se pueden usar para describir una amplia variedad de fenédmenos tal como el sonido,
el calor, la electroestatica, la electrodinamica, la fluidodinamica, la elasticidad, o la mecanica cuantica.
Estos distintos fenomenos fisicos se pueden formalizar en términos de EDPs. Con ecuaciones
diferenciales ordinarias es muy comun realizar modelos unidimensionales de sistemas dinamicos, y
las ecuaciones diferenciales parciales se pueden utilizar para modelos de sistemas
multidimensionales. Las EDPs tienen una generalizacion en las ecuaciones en derivadas parciales
estocasticas.

Una ecuacion diferencial es lineal cuando sus soluciones pueden obtenerse a partir de combinaciones
lineales de otras soluciones. Si es lineal, la ecuacién diferencial tiene sus derivadas con maxima
potencia de | y no existen términos en donde haya productos entre la funcion desconocida y/o sus
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derivadas. La propiedad caracteristica de las ecuaciones lineales es que sus soluciones tienen la forma
de un subespacio afin de un espacio de soluciones apropiados, cuyo resultado se desarrolla en la
teoria de ecuaciones diferenciales lineales.

Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas son una subclase de las ecuaciones diferenciales
lineales para la cual el espacio de soluciones es un subespacio lineal, es decir, la suma de cualquier
conjunto de soluciones o multiplos de soluciones es también una solucion. Los coeficientes de la
funcion desconocida, y sus derivadas en una ecuacion diferencial lineal pueden ser funciones de la
variable o variables independientes, si estos coeficientes son constantes, entonces se habla
de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes.

Se dice que una ecuacion es lineal si tiene la forma:

Existen muy pocos métodos para resolver ecuaciones diferenciales no lineales en forma exacta;
aquellas que se conocen es muy comun que dependan de la ecuacion teniendo simetrias particulares.
Las ecuaciones diferenciales no lineales pueden exhibir un comportamiento muy complicado en
intervalos grandes de tiempo, caracteristica del caos. Cada una de las cuestiones fundamentales de
la existencia, unicidad, y extendibilidad de las soluciones para ecuaciones diferenciales no lineales, y
el problema bien definido de los problemas de condiciones iniciales y de contorno para EDPs no
lineales son problemas dificiles y su resolucion en casos especiales se considera que es un avance
significativo en la teoria matematica (por ejemplo la existencia y suavidad de Navier-Stokes). Sin
embargo, si la ecuacion diferencial es una representacion de un proceso fisico significativo formulado
correctamente, entonces se espera tener una solucién. '

Las ecuaciones diferenciales no lineales suelen aparecer por medio de aproximaciones a ecuaciones
lineales. Estas aproximaciones son validas unicamente bajo condiciones restringidas. Por ejemplo, la
ecuacion del oscilador armodnico es una aproximacion de la ecuacion no lineal de un péndulo que es
valida para pequenas amplitudes de oscilacion

2.5.- Principio de superposicion.

El principio de superposicidon o teorema de superposiciéon es una herramienta matematica
que permite descomponer un problema lineal o de otro tipo en dos o mas subproblemas mas
sencillos, de tal manera que el problema original se obtiene como "superposicién" o "suma" de estos
subproblemas mas sencillos.

Técnicamente, el principio de superposicion afirma que cuando las ecuaciones de comportamiento
que rigen un problema fisico son lineales, entonces el resultado de una medida o la solucién de un
problema practico relacionado con una magnitud extensiva asociada al fendmeno, cuando estan
presentes los conjuntos de factores causantes A y B, puede obtenerse como la suma de los efectos
de A mas los efectos de B.
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Propiedades a cumplir |editar]
Articulos principales: Aplicacion lineal, No linealidad y Sistema LTI
En matematicas una funcion lineal es aquella que satisface las siguientes propiedades:

o Aditividad: f(z + ) = f(z) + f(y)
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« Homogeneidad/Proporcionalidad: f(a @) = a f(x)
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Cualquier sistema fisico, modelo cientifico o problema matematico caracterizado por funciones
lineales que satisfacen las condiciones anteriores es susceptible de ser tratado parcialmente
mediante el principio de superposicion.

Ejemplos
Teorema de superposicion en electronica

En el teorema de superposicion en teoria de circuitos se establece que la tension entre
dos nodos de un circuito o la corriente que atraviesa una rama es igual a la suma de las tensiones o
de las corrientes producidas por cada uno de los generadores de tension y de los generadores de
corriente del circuito. En cada uno de los calculos parciales, se conserva uno solo de los generadores
y se remplazan los otros generadores de tension por cortocircuitos y los otros generadores de
corriente por circuitos abiertos.

Campos de fuerzas en mecanica newtoniana

En mecanica newtoniana el laplaciano del campo gravitatorio es proporcional a la densidad de masa;
eso hace que la igualdad de distribucion y a distancias idénticas el campo sea proporcional a la
densidad de masa (sin embargo, en teoria de la relatividad general, el campo gravitatorio viene
descrito en términos de ecuaciones diferenciales no lineales).

Otro ejemplo lo constituyen los campos electrostatico y magnetostatico, que tanto en mecanica
clasica como en teoria de la relatividad resultan lineales; es decir, el potencial eléctrico y el potencial
vector, fijada una distribucién de cargas, es proporcional al valor de estas.

Problemas en mecanica de sélidos

Las ecuaciones de equilibrio de un solido resistente que relacionan las fuerzas exteriores sobre un
solido con las tensiones internas son lineales; eso significa que para cualquier sélido que no
plastifique, si se duplica el valor de las fuerzas se duplicara el valor de las tensiones.
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Eso sucede con independencia de la ecuacion constitutiva del material, sea este o no elastico, siempre
y cuando el estado final no dependa del modo de aplicacion de las cargas. En problemas de plasticidad
esta condicién no se cumple en general, ya que el estado final depende de la "trayectoria”" que siga
el estado tensional; es decir, del modo, orden y velocidad con la que se aplican las cargas.

Problemas en teoria de la elasticidad lineal

Para un amplio rango de tensiones y deformaciones, en los materiales elasticos la tension es
proporcional a la deformacion (es decir, que las componentes de los tensores de deformacion y
tension estan relacionadas linealmente).

Si, ademas, las fuerzas sobre los cuerpos son moderadas y las deformaciones resultan pequenas (del
orden del 1020 107°), que es el rango de "deformaciones infinitesimales”, entonces los
desplazamientos de los puntos del sélido resultan, salvo por un movimiento de sélido rigido, casi-
proporcionales a las deformaciones. Este uUltimo hecho se usa cominmente en la resolucion de
problemas practicos en ingenieria, donde se usa muy extensivamente el principio de superposicion
en términos de fuerzas y desplazamientos.

El principio de superposicion es una idea general en la fisica donde un sistema se encuentra en
todos los estados posibles al mismo tiempo. Una vez que se mide, cae a uno de los estados base
en los que se forman la superposicion, destruyendo la configuracion original. Es a través de esta ley
que se explica la rareza cuantica observada a través de muchos experimentos de la fisica moderna.

Mediante la doctrina de superposicion, se explican algunos supuestos de la fisica y las leyes que
determinan el funcionamiento del universo. Tal es el caso de la doble rendija. Cuando hay dos
rendijas en una barrera que permiten el paso de los electrones, se encontrara un patron de
interferencia no predicho por la mecanica clasica.

A través de los procesos de la superposicion es que se explican los procesos de interaccion fisica
detras de la aparicion de franjas oscuras y brillantes registradas en los detectores de la salida de los
interferometros opticos. Del mismo modo, es a través de dicho principio donde se establece una
funcion que se puede ampliar como una combinacion lineal de los estados propios normalizados.
Siempre que sea un operador en particular que constituyen una base del espacio ocupado.
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Si quieres saber mas sobre el Principio de superposicion y cual es su aplicacion, te invitamos
a que te quedes hasta el final del articulo. A continuacion, explicaremos en detalle para que todos
puedan entender en qué se basa la superposicion y como afecta a la fisica en general. ;Te interesa?
jAcompananos!

{Qué es el Principio de superposicion?

El Principio de superposicion, como se ha mencionado anteriormente, es una idea aplicada en la
fisica que establece dos preceptos importantes: Cuando dos o mas ondas del mismo tipo se



interceptan en algiin punto, el desplazamiento resultante en ese punto es igual a la suma de los
desplazamientos. Esto debido a cada onda individual.

También se puede definir como un sistema, o funcidn, que responde a la entrada y salida de
sistemas lineales. La respuesta neta es causada por dos o mas estimulos, siendo la suma de las
respuestas que habria sido causada por cada estimulo individualmente.

Gracias al principio de superposicion se puede afirmar que cualquier sistema, o funcion, que respete
el principio dicho anteriormente, es un sistema lineal. Y, también, el principio de superposicion se
aplica a todos los sistemas lineales y funciones. Para tener una vision mas amplia, es importante
entender que el sistema se define como lineal si cumple una serie de propiedades.

Caracteristicas del principio de superposicion

En el principio de superposicion se establece que los desplazamientos se suman
vectorialmente. Sin embargo, las vibraciones y las oscilaciones ocurren dentro de un plano
individualmente, asi que dichos desplazamientos se agregan algebraicamente. Solo hay que incluir los
signo de mas, dividir y menos.

Otra caracteristica importante del principio es que el comportamiento depende de las lineas del
medio. Una vez que pasan por las ondas o cuando las partes del medio poseen un doble
desplazamientos. Es cuando este tendra el doble de fuerza de restauracion. En el caso de amplitudes
mas grandes, se suele romper obteniendo armonicos.

En el caso de las ideas y el lenguaje que se transfieran a ondas electromagnéticas, no habra
desplazamiento mecanicos del medio. Y, cuando las olas pasan mas alla de ese punto de interseccion,
separando nuevamente las olas que no cambian por completo. A menos que el medio se haya
estirado demasiado.

Una vez que se produzca lo que establece el principio de superposicién, las ondas mecanicas lentas
se observaran en amplitud. Para ondas que ocurran con mayor frecuencia, como el sonido de las
ondas, la intensidad se medira a través de la energia que es proporcional.

{Donde se puede visualizar la superposicion?



En general, la superposicion se puede ver en cosas mundanas y comunes. Tal es el caso de

las ondas en los charcos, ondas de las cuerdas y los auriculares con cancelacion del ruido. Cada
una de estas cosas muestra una superposicion. Una vez que las olas se encuentran, se superponen
e interactuan entre si.

De esta forma se suman mas ondas pequenas hasta que se logre a formar mas grande, o cancelandose
entre si. Los dos actos mencionados anteriormente pueden ocurrir al mismo tiempo y ser una
combinacion de ambos. Los auriculares con cancelacion de ruido, escucharan el ruido constante y
de su alrededor. Reproduciendo exactamente el sonido opuesto para cancelar los ruidos molestos.
Uno de estos ruidos molestos son los motores de los aviones, por no nombrar alguno.

Superposicion de las ondas

Cada vez que dos ondas se superponen entre si, dependera en cual fase en el punto de cruce para
dar una interferencia constructiva. También si se encuentran en antifaces en el punto de cruce, para
dar interferencia destructiva.

La superposicion ocurre en un instante en el tiempo y solo en una ubicacion. La amplitud es el mayor
del desplazamiento en una sola ubicacion. Para visualizarlo mejor, hay que ver un patron de
interferencia fijo o estacionarlo, viendo la amplitud en cualquier punto constante. Mientras que
el desplazamiento variara continuamente.

Principio de superposicion en la cuantica

En un ambito mas confuso, la superposicion y el principio en general, pueden significar algo
completamente diferente a lo establecido anteriormente. La superposicion cuando ocurre a
una escala cuantica, las particulas también se pueden considerar como unas ondas que se
superponen entre si. Dichas particulas existen en diferentes estados y estar en diferentes posiciones.
Asimismo, es normal que las particulas posean diferentes energias o moverse a un grupo desigual de
velocidades.

La mecanica cuantica es extrana, asi en lugar de pensar en que una particula se encuentra en un
estado en especifico o cambiando en varios estados, lo mejor, y lo establecido por los cientificos es
que estos se encuentran en todos los estados conocidos al mismo tiempo. Tal andlisis y evaluacién
de las particulas hace suponer que se aplique el principio, donde las olas se superponen entre si.
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La situacion descrita se conoce como superposicion de los estados. Si se piensa en términos de
particulas, significa que una particula puede estar en dos lugares al mismo tiempo. Aunque no tena
un sentido intuitivo, es una de las extranas realidades que se pueden observar en el mundo de la
fisica cuantica.



2.6.- Raices reales distintas.

Si x es un numero positivo o igual a cero, entonces la raiz sera un numero real, pero si x es un
numero negativo, la raiz sera un numero completo. El resultado de la raiz es un nimero
complejo.

Aunque, ;cuales son las raices reales?

Las raices de un polinomio pueden ser reales o complejas. En la grafica de la funcion polinomial
se identifican las raices reales como las intersecciones con el eje x (aquellos valores en que la
funcion vale cero). Ejemplo. ... Con lo cual se comprueba que 4, =1, 2 y 3 si son raices del
polinomio.

En la misma linea, jcomo saber cuantas raices complejas tiene un polinomio?

Para conocer si un polinomio tiene raices complejas y sus correspondientes conjugadas basta
examinar el cambio de signo de los coeficientes en sucesivas iteraciones, a partir, por ejemplo, de
la segunda.

Ahora, ;como saber si un numero es raiz de un polinomio?

RAICES DE UN POLINOMIO: Se dice que un valor x = a es raiz de un
polinomio P(x), cuando al sustituir dicho valor en el polinomio, el resultado es 0; es
decir, cuando P(a) = 0. Las raices de un polinomio, también se llaman ceros del polinomio.

La formula de la ecuaciéon de segundo grado tiene una raiz cuadrada, por lo que la naturaleza de
las raices viene determinada por el radicando b? = 4ac, que se se llama discriminante.

A qué llamamos Discriminante de un polinomio

Es una condicién que han de satisfacer los coeficientes de un polinomio, para que éste tenga raices
multiples. Asi el discriminante del polinomio cuadritico ax* + bx + ¢ (ecuacién de segundo
grado ax* + bx + c = 0) se simboliza por la letra griega delta A, y vale A =b’— 4ac.

Segun el valor del dicriminante A =b?-4ac sea mayor, igual o menor que cero se verifica:
- Si A =b>—4ac >0 entonces hay dos raices reales distintas.
- Si A=b*—4ac =0 entonces hay una raiz doble (dos raices reales iguales).

- Si A=b’-4ac <0 entonces no hay raices reales (dos raices imaginarias conjugadas).

Ejemplo I: Dada la ecuacién 2x> -3x + k + 2 = 0, determina el valor de k para que las raices
(soluciones) sean iguales.
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Tenemos a=2;b=-3;c=k+ 2;

Para que las soluciones sean iguales el discriminante ha de ser CERO: A = b? — 4ac =
0, sustituyendo los valores =>

A= (-3>-42(k+2)=0=>9-8k+2)=0=>9-8k-16=0 =>-8k-7=0 =>-8k=
7 =>k=-7/8
Si k=-7/8 las dos raices son iguales (una raiz doble).

Ejemplo 2: Dada la ecuacion 4x* — kx + 2k —7 = 0, estudiar sus soluciones segtn los valores de k
Tenemos a=4;b=-k c=2k-7.

Para ello, hallamos el discriminante A = b*—4ac = (- k)?— 442k —7) = k* — 16(2k — 7) = k* — 32k
+ 112

Este discriminante a su vez es una ecuacion de segundo grado en k; debemos encontrar los
valores de k que la hacen menor, igual o mayor que CERO.

Se hallan resolviendo la ecuacion de segundo grado: k*—32k + 112 =0, => los coeficientes
son a=1l;b=-32,c=112

Puesto que el coeficiente b es par y un nUmero no pequeno utilizamos la férmula mitad: b” = —
32/2 = -lé:

25
k=-(-16)£256 - 112 = 16+ /144 = 1612 == {4

Por tanto la descomposicién factorial es: k* — 32k + 112 = (k — 4)(k —28)

Si ponemos las raices entre (— <, «) en orden creciente -~ 4 28 <« obtenemos los
intervalos (-, 4), (4, 28) y (28, «)

Dando un valor cualquieraa k dentro de cada intervalo en la ecuacion k* — 32k + 112 = (k — 4)(k
—28) obtenemos un valor positivo o negativo en ese intervalo, que nos determina la naturaleza de
las raices.

En el intervalo (- <, 4) damos el valor k =0 => k> — 32k + 112 = | 12 > 0 (positivo)
En (4,28) damos el valor k=10 =>k*-32k + 112 =100 — 320 + 112 = — 108 < 0 (negativo)
En (28, ©) hacemos k =30 =>900-960 + 112 =52 > 0 (positivo)

Por tanto si k €(— =, 4) o k € (28, ) => A = b* — 4ac > 0 => Dos soluciones reales distintas
Si k=4 6 k=28=> A= 0=>Dos raices reales iguales (una raiz real doble).

Si k€ (4, 28) => el discriminante A < 0 => No hay soluciones reales (hay dos soluciones
imaginarias conjugadas).


http://www.ecoribera.org/ciencias/matematicas/1-bachillerato/102-ecuacion-de-segundo-grado-formula-mitad

2.7.- Raices reales repetidas.

Una raiz mdltiple corresponde a un punto donde una funcién es tangencial al eje x. Cuando la raiz
se repite como por ejemplo en x’=0, la raiz x=0 se repite. Graficamente las raices multiples se
pueden ver cuando la curva toca en forma tangencial al eje x. Las raices multiples se repiten un
numero par de veces cuando la funcién no cambia de signo, y un nimero impar de veces cuando la
funcion cambia de signo.

Su estructura es muy similar a la de Newton-Raphson, pero se requiere la segunda derivada y puede
operar cuando la derivada es cero, inclusive, la hace mas efectiva.

En este método partimos de la ecuacion que tenemos para Newton-Raphson y nuestra funcion ya
no sera f(x)=0 sino que sera u(x)=0, siendo u(x)=f(x) / f(x).

Teniendo u(x) como nuestra nueva funcion, sacamos su derivada asi:

f(x)
f(x)

u(x) =

_FE X)) X @)

() F@P

Metemos nuestra funcion y su derivada a la ecuacion de Newton-Raphson de esta manera:

(722)
9 =x— S D)
[CQF <7
T
£ x £1()
FOF ) X F')

9 =x—

Lo escribimos ahora de forma general para obtener la ecuacion de Newton modificado o raices
multiples con “x,.,” como la nueva mejor aproximacion a la raiz y con *“x,” como nuestro punto de
partida. La ecuacion queda de la siguiente forma:

y Yy f[:xn:]xfil[:xnj
LT I (xR = Fl) X ()

Pasos a seguir para utilizar el método de Newton modificado o raices mdltiples:

e A partir de la funcion f(x)=0 que se necesita solucionar, se realiza la derivada para hallar la
recta tangente al punto de partida que escogimos. Con f(x) y f(x) obtenemos u(x) y
haciendo al derivada de u(x) hallamos la recta tangente a nuestro punto de partida en u(x).
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e Larecta tangente cortara en alglin punto con el eje x y ese sera nuestra nueva
aproximacion. Se repite el proceso anterior desde la imagen de este punto hasta que se
encuentre la solucién o se cumpla alguno de los criterios de parada.

Ventajas del método de Newton modificado o raices mdltiples:

e Es de convergencia cuadratica.
e No necesita de un intervalo para trabajar.
e Se usan menos operaciones aritméticas.

Desventajas del método de Newton modificado o raices multiples:

e El método no siempre converge.
e La derivada debe ser ingresada por el usuario y éste puede no conocerla.
e Necesita de dos derivadas, lo que puede presentar problemas para el usuario.

llegaremos a una solucién, que es = Cuando las raices de la

+ (b a)m + c = 0 son iguales, el discriminante de los tiene que ser cero. De acuerdo con la
formula cuadratica, la raiz debe ser = -(b

Podemos formar ahora una segunda solucién, empleando (5) de la seccién 4.2. Primero
escribimos la ecuacion de Cauchy-Euler en la forma

e identificamos = e = x. Asi

.=(b

Entonces, la solucion general es

y = + X

Ecuacion de Cauchy-Euler: raices repetidas Resuelva + + y 0

SOLUCION La sustitucion y = da

cuando +4m + 1 =0, o (2m + = 0. Como la solucion general es

y=+Xn

Para las ecuaciones de orden superior se puede demostrar que si es raiz de multiplicidad
k, entonces

X, ..

son k soluciones linealmente independientes. En consecuencia, la solucion general de la
ecuacion diferencial debe contener una combinacion lineal de esas k soluciones.

CASO raices complejas conjugadas Si las raices de (1) son el par conjugado =

+ donde y 0 son reales, una solucion es



y=+
Pero cuando las raices de la ecuacion auxiliar son complejas, como en el caso de

ecuaciones con coeficientes constantes, conviene formular la soluciéon en términos de
funciones reales. Vemos la identidad

Seccion 4.7 Ecuacion de Cauchy-Euler
que, segun la formula de Euler, es lo mismo que
= Inx) + Inx).

De igual manera, = x) x).
Sumamos y restamos los ultimos dos resultados para obtener
+=2x)y 2i sen@ x),

respectivamente. Basindonos en = + es una solucion para todos los valores de las constantes
vemos, a la vez, para== 1y = [, = -1, que

Y

o bien = x) = x)

también son soluciones. Como In x)) 0, 0 en el intervalo (0, llegamos a la conclusion
=x)y=x

forman un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacién diferencial; por lo tanto, la
solucién general es

x) + X)]. 9
Un problema de valores iniciales Resuelva el problema de valor inicial
SOLUCIO N Tenemos que

cuando 2m + 3 0. Aplicamos la formula cuadratica y vemos que = -1 +y -1 Si identificamos -1 y de
acuerdo con la solucién general de la ecuacion diferencial es

y =x) +x)].

Al aplicar las condiciones I, y’(l) -5 a la solucion anterior, resulta que | y =2 Asi, la solucién al
problema de valores iniciales es

y =45

A continuaciéon mostraremos un ejemplo de solucion de una ecuacion de Cauchy-Euler de tercer
orden.



Ecuacion de Cauchy-Euler de tercer orden
SOLUCION Las primeras tres derivadas dey = son

asi que la ecuacion diferencial del problema se transforma en
+2)+++2)+1)8)

+4dm+8)=++4) =0.

En este caso vemos que = sera una solucion de la ecuacion cuando -2, =y = En consecuencia, la
solucion general es

y=+x)+x).n

Dado que el método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar a ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes, no es aplicable directamente a una ecuaciéon no homogénea de
Cauchy-Euler.

Método de variacion de parametros Resuelva la ecuacion no homogénea

+ =

Sustituimos y = y llegamos a la ecuacion auxiliar

Entonces = +

Antes de emplear variacion de parametros para encontrar una solucion particular = + recordemos
que las formulas =y (donde y son los determinantes definidos en la pagina |164) se dedujeron la
hipotesis de que la ecuacion diferencial se habia puesto en la forma reducida, y” + + por
consiguiente, dividiremos la ecuacion dada entre y, de

= Entonces, conx,y 00 == [ 3x2 2 x 3,, = = encontramos y 2x3

La integral de la dltima funcion es inmediata; pero en el caso de integraremos dos veces por
partes. Los resultados son + y por consiguiente,

== 4 4+ =

Por ultimo, llegamos ay + + + n

la semejanza entre las formas de las soluciones a las ecuaciones de Cauchy-Euler

y a las ecuaciones lineales con coeficientes constantes no es mera coincidencia; por

ejemplo, cuando las raices de las ecuaciones auxiliares de ay’’ + + oy + bxy’ + = 0 son
distintas y reales, las soluciones generales respectivas son

Yy



En vista de la identidad 0, la segunda solucion de (5) se puede expresar en la
misma forma que la primera:

donde = Este ultimo resultado ilustra otro hecho matematico: toda ecuacion

de Cauchy-Euler siempre se puede escribir en la forma de una ecuacion lineal

con coeficientes constantes, mediante la sustitucion x La idea es resolver la nueva
ecuacion diferencial en términos de la variable siguiendo los métodos de las secciones
anteriores, y una vez obtenido la solucion general, restituir = x. Dado que con este
procedimiento se repasa muy bien la regla de la cadena para diferenciacion, se
recomienda no dejar de resolver los problemas 35 a en los ejercicios 4.7.

En los problemas | a 22 resuelva la ecuacion diferencial respectiva.

1.2y =03.xy” +y’=05.+xy’+4y=07.2y=09.++y=0Il.+5xy’+4y =0 13. xy’ +
2y =015.++y=017.=02.+=0y4.xy”’y'=06.++=08.+4y=010. +4xy’ =0y + =
014.7xy’ +4ly=016. +xy’ +y =0 18. + xy’ = 0y 19. 20. 21. 22.

En los problemas 23 a 26 resuelva cada ecuacion diferencial, sujeta a las condiciones iniciales
indicadas.

23.+=0,=0,y'()=4
24.+=0,=32,=025.+xy’+yy() =1,y () =2
26.+=0,=5y()=3

En los problemas 27 y 28 resuelva la ecuacion diferencial respectiva sujeta a las condiciones
iniciales indicadas. [Sugerencia: sea

27.+=y0,==4

Seccion 4.8 Sistemas de ecuaciones lineales 177 Resuelva los problemas 29 a 34 por el
método de variacion de parametros.

29. xy” +y’=30. =

3l.++y=32.+=33.xy’ +y=2x34. + =x

En los problemas 35 a 40 use la sustitucion = para transformar la ecuacion respectiva de Cauchy-
Euler en una ecuacion diferencial con coeficientes constantes. Resuelva la ecuacién original a través
de la nueva ecuacion mediante los procedimientos de las secciones 4.4 y 4.5.
35.37.38.39.40.36.+==43x3y=1+2x++ 20y =

Problema para discusion

4]. El valor del primer coeficiente, de toda ecuacién de Cauchy-Euler es cero cuando



= 0. Se dice que 0 es un punto singular de la ecuacién diferencial (véase 6.2). Un punto singular
es potencialmente problematico porque las soluciones de la ecuacion diferencial pueden llegar a ser
no acotadas o presentar algin comportamiento peculiar cerca del punto. Describa la naturaleza de
los pares de raices y de la ecuacion auxiliar de (1) en cada uno de los siguientes casos: |) reales
distintas (por ejemplo, positiva y positiva); 2) reales repetidas, y 3) complejas conjugadas.
Determine las soluciones correspondientes y, con una calculadora graficadora o graficador, trace
‘esas soluciones.

2.8.- Raices complejas distintas.

El teorema fundamental del Algebra nos asegura que cualquier polinomio con coeficientes
de nimero real puede factorizarse completamente sobre el campo de los numeros complejos .

En el caso de los polinomios cuadraticos , las raices son complejas cuando el discriminante es
negativo.

Ejemplo I:

Factorice completamente, usando nimeros complejos.
3 2

x+10x° +165x

Primero, factorice una x .

2 +102° +169x = z(x* +10x+169)

Ahora use la formula cuadratica para la expresion dentro del paréntesis, para encontrar los valores
x+10x+169=0

de x para los cuales

Aquia=1,b=10yc=169.

_ ~bE b — dac

X
2a
L —10£./10% — 41169
B 2Ty

=10x100-8676
2
=10x~=576
2

Escriba la raiz cuadrada usando niumeros imaginarios.
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=10+ 24
2
=-5+1%

Ahora sabemos que los valores de x para los cuales la expresion
% +10x+169

esiguala O sonx=—2+14 y —5-12

Asi, el polinomio original puede factorizarse como

4100 4169 = xi(x— (=54+120) (x — (=5- 1210

Puede verificar esto usando el FOIL .

Algunas veces, puede factorizar un polinomio usando niumeros complejos sin usar la formula
cuadratica. Por ejemplo, la regla de la diferencia de cuadrados :

xg _az = {x+a}{x—a]

2
Esto también puede ser usado con nimeros complejos cuando % es negativa, como sigue:
2 +25=(x+5)(x— %)

El nimero de raices en un polinomio es igual al grado de ese polinomio. Por ejemplo, en los
polinomios cuadraticos, siempre tendremos dos raices contadas por multiplicidad. Estas raices
podrian ser reales o complejas dependiendo en el determinante de la ecuacion cuadratica.

A continuacién, aprenderemos sobre el teorema fundamental del dlgebra y el teorema de raices
conjugadas. Usaremos estos teoremas para aprender sobre las raices complejas de un polinomio.
Ademas, veremos algunos ejemplos para aprender a obtener las raices complejas de un polinomio
cuadratico usando la féormula cuadratica.

¢{Como saber cuantas raices complejas tiene un polinomio?

Para determinar cuantas raices complejas tiene un polinomio, tenemos que usar el teorema
fundamental del dlgebra. Este teorema nos dice que:

Teorema fundamental del algebra

Un polinomio de grado n con coeficientes complejos tiene, contado con multiplicidad,
exactamente n raices.

La parte “contado con multiplicidad” significa que debemos contar a las raices por su multiplicidad,

es decir, por las veces que se repiten. Por ejemplo, en la ecuacion ,
tenemos un polinomio de grado cuatro.
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Sin embargo, solo podemos contar dos raices reales. Esto se debe a que la raiz en es una
raiz multiple con multiplicidad de tres. Entonces, el numero total de raices, cuando contando con
multiplicidad, es cuatro.

Raices complejas de un polinomio cuadratico
Primero, empecemos considerando el teorema de raices conjugadas:
Teorema de raices conjugadas

Tenemos que es un polinomio con coeficientes complejos. Si es que el niumero complejo es una
raiz del polinomio p, entonces, su conjugado también es una raiz.

Del teorema fundamental del calculo, sabemos que cualquier ecuacion cuadratica tendra dos
raices. Y del teorema de raices conjugadas, sabemos que si es que el polinomio tiene coeficientes
reales y si es que no tiene raices reales, entonces, sus raices seran un par de conjugados
complejos.

Si es que tiene raices reales, puede o bien tener dos raices reales distintas o una raiz real repetida.
No es posible tener una raiz conjugada y una raiz real. Para distinguir entre estos casos diferentes,
tenemos el concepto de la discriminante

Discriminante

El discriminante de una ecuacidn cuadratica es definido como . Muchas veces,  es usado para
denotar a la discriminante.

2.9.- Raices complejas repetidas.

Las raices complejas conjugadas de un polinomio son aquellas raices complejas que son
conjugadas la una de la otra. Recordemos que los conjugados son dos nimeros complejos que
tienen la misma parte real y tienen a la parte negativa con un signo diferente la una de la otra.
A continuacion, haremos una revision de los nUmeros complejos conjugados. También,
conoceremos el teorema de raices conjugadas de un polinomio. Finalmente, veremos varios
ejercicios de raices complejas conjugadas para mirar la aplicacién de este teorema.

Las raices complejas conjugadas pueden ser descritas usando el teorema de raices conjugadas:



Teorema de raices conjugadas

Si es que el numero complejo es una raiz del polinomio en una variable con coeficientes
reales, entonces, el conjugado complejo también es una raiz de ese polinomio.

Este teorema resulta muy Util para encontrar raices de polinomios. Por ejemplo, supongamos
que estamos intentando encontrar todas las raices de un polinomio y a medida que vamos
resolviendo, encontramos que es una raiz del polinomio.

Sabiendo esto, automaticamente conocemos otra raiz mas. Por el teorema de raices
conjugadas, sabemos que si es que es una raiz, entonces, debe ser una raiz.

Por ejemplo, si es que encontramos que es una raiz de un polinomio, entonces, también es
una raiz de ese polinomio. Este teorema nos ahorra tiempo y esfuerzo al no tener que usar un
proceso adicional para encontrar esa raiz.

Raices reales y distintas
Un polinomio cuyas raices son reales y distintas es el caso mas simple que se nos puede

3 2 ,
presentar. Volvemos a estudiar el polinomio *" ~4x" + X+ 6 cyyas raices como se puede
comprobar facilmente por simple sustitucion son 3, 2,y -1. Creamos la tabla de las sucesivas
potencias

m (2™) Ay a, a, a;

0 (1) 1.0 -4.0 1.0 6.0

I (2) 1.0 4.0 49.0 36.0

24 1.0 98.0 1393.0 1296.0
3(8) 1.0 6818.0 1.6864 10° 1.6796 10°
4 (16) 1.0 43112 10’ 2.8212 10" 2.8211 10"
5 (32) 1.0 1.8553 10" 7.9587 10* 7.9587 10*
6 (64) 1.0 3.4337 10*° 6.334 10% 6.334 10%
7 (128) 1.0 1.179 10¢ 4,012 10” 4,012 10”
8 (256) 1.0 1.3901 10'* 1.6096 10'”° 1.6096 10'”°
9 (512) 1.0 1.9323 10** 2.5908 10°%® 2.5908 10%%

Los modulos de las raices reales, se calculan mediante la formula (4). Para hallar las raices con
gran exactitud tomaremos los coeficientes que figuran en la ultima fila, resultado de elevar el
polinomio a la potencia 512.

log ro=(log(a,)-log(a,))/2"

log ro=(log(1.9323 10***)-log(1))/512

ro sale 3

log ri=(log(a,)-log(a,))/2"

log r;=(log(2.5908 10°?®)-log(1.9323 10**))/512
r, sale 2

log r,=(log(as)-log(a,))/2"

log r,=(log(2.5908 10°*®)-log(2.5908 10°*%))/512
r, sale |
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Una raiz compleja y su conjugada
Los polinomios pueden tener también raices complejas, y sus respectivas conjugadas. El caso
mas simple es el del un polinomio x*+1 que tiene una raiz compleja y su correspondiente

conjugada. Sea el polinomio ** = 7x* + 25x =39 que tiene las siguientes raices exactas: 3, 2-3i,
2+3i.

Examinando en la tabla los valores y los signos de los coeficientes en las sucesivas iteraciones,
vemos que el segundo coeficiente a, cambia de signo en la tercera iteracidon, ademas el valor
del coeficiente en una iteracién no es aproximadamente igual al cuadrado de su valor en la
siguiente iteracion, sino la mitad de dicho valor, un comportamiento similar al de las raices
dobles. Al coeficiente a, le denominaremos coeficiente excepcional.

m (2") a, a a, a3

0(l 1.0 -7.0 25.0 -39.0

I (2) 1.0 -1.0 79.0 1521.0
24 1.0 -157.0 9283.0 2.3134 10°
3(8) 1.0 6083.0 8.1259 10° 5.352 10"
4 (16) 1.0 -1.5882 10° 5.952 10" 2.8644 10%
5(32) 1.0 1.3319 10" 4.4524 10% 8.2048 10°°
6 (64) 1.0 8.8358 10*° 1.9606 10" 6.7319 10"
7 (128) 1.0 3.886 10 3.8437 10'% 45318 10*®
8 (256) 1.0 74134 10'% 1.4774 10°% 2.0537 10*”
9 (512) 1.0 2.5411 10% 2.1827 10°"° 42177 10%"*

Dos raices complejas y sus conjugadas

Supongamos ahora el polinomio x-dxt 4 11xt +4x? - 10x-52 que tiene una raiz real 2,y
dos raices complejas y sus correspondientes conjugadas, 2+3i, 2-3i, -1 +i, -1-i. Examinando la
tabla vemos que los coeficientes segundo a, y quinto a, cambian de signo, y ademas, se
comportan de modo similar al de las raices dobles, signo inequivoco de una raiz compleja. Por
tanto, el polinomio tendra dos raices complejas y sus respectivas conjugadas, en total cuatro
raices que es el maximo nimero que permite este procedimiento.

m (2™) a a, a, a, ay as

0(l 1.0 -4.0 1.0 4.0 -10-0 -52.0

I (2) 1.0 -6.0 133.0 652.0 516.0 2704.0

2 (4) 1.0 -230.0 2.6545 10° 2.554 10° -3.2598 10° | 7.3116 10°
3(8) 1.0 -190.0 8.156 10° 2.3493 10" 6.8913 10" 5346 10"
4 (16) 1.0 -1.6312 10°  |6.6531 10" 1 4.3949 0% 2.2371 10 2.8579 10¥
5(32) 1.0 1.3301 10'®  4.4278 10%* 1.9018 10* 2.4926 10°° 8.1678 10°**
6 (64) 1.0 8.8357 10*° 1.9605 10" 3.6165 107 3.1066 10'° 6.6714 10'7
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7 (128) 1.0 3.886 10°' 3.8437 10'* | 1.3079 10'® 4.8255 10*° 4.4507 10*"”
8 (256) 1.0 7413410 |1.4774 10 | 1.7107 10°% 1.1643 10*" 1.9809 10**
9 (512) 1.0 2.5411 10*® [2.1827 10>° 2.9265 10"*  6.7774 10*°' 3.9238 10°"®

’ . . . + 417 + 3
Denotaremos las dos raices complejas y sus respectivas conjugadas como ¥1 =¥ y ¥ =¥3i,
Conocidos u, y u; se calcula v, y v, mediante las formulas

_ 1 _ 1 _ f2__2
vy =W T Vy T Ay Ty

Para determinar u, y u, se emplean las siguientes formulas

1)ty = —Hcoeficiente de 21 + suma de todas las raices re ales)
-1
ot pd = 0 a
e F1 Siproducte de todas las n -4 raices reales)
12
1

(sutna de las inversas de todas las n -4 raices reales)

2
Se trata de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de las que se despeja u; y u,
En la funcion denominada dosRaicesComplejas, la primera tarea sera la de calcular la suma de
todas las raices reales, el producto, y la suma de las inversas de dichas raices.
Después calcularemos los segundos miembros de cada una de las dos ecuaciones y los
guardaremos en las variables locales y y z
La solucion del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas es

2 2
Y T E —yry te
g = e =
1 .2 2 2 _ .2

lo que nos permite calcular u; y u, y posteriormente, v, y v,

Para determinar el signo de la raiz real, hallaremos el valor del polinomio para dos
valores raiz y -raiz, uno de los dos tiene que ser cero o muy proximo a cero. Una vez hallada
la raiz real, su valor absoluto y su signo, se guarda en el array raicesReales.

Raices reales dobles
En el apartado anterior, hemos supuesto que las raices de un polinomio son reales y distintas,
por lo que la aplicacion del método de Graeffe es inmediata. Supongamos el

polinomio x = Txt +16x- 12 que tiene una raiz doble 2, y una simple 3. Examinemos el
comportamiento de sus coeficientes en el proceso de elevacién al cuadrado en la tabla.
Observaremos que el segundo coeficiente a, se comporta como hemos descrito en el
apartado anterior, cada coeficiente en una iteracion es aproximadamente el cuadrado de la
iteracion precedente. Sin embargo, este comportamiento no se produce en el tercer
coeficiente a,, ya que se obtiene la mitad del valor esperado. Por ejemplo, el valor de a, en la
séptima iteracién es 8.024 10%° y su cuadrado es 6.4384 10'”’, sin embargo, se obtiene la mitad
3.2192 10'”. Lo mismo ocurre en octava iteracion el cuadrado de 3.2192 10"’ es 1.0363
10°*°, sin embargo, obtenemos la mitad de este valor 5.1817 10°*°. Al tercer

coeficiente, a, (indice 2), se denomina excepcional, y senala la presencia de raices reales
dobles.

m (2™) Ay a, a, a;

0 (1) 1.0 7.0 16.0 -12.0


http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/cursoJava/numerico/raices/graeffe/graeffe2.htm#Comprobaci%C3%B3n%20de%20las%20ra%C3%ADces

1 (2) 1.0 17.0 88.0 144.0

2(4) 1.0 113.0 2048.0 20736.0
3(8) 1.0 7073.0 3.4248 10° 42998 10°
4 (16) 1.0 43178 10’ 5.6465 10" 1.8488 10"
5 (32) 1.0 1.853 10" 1.5917 10* 3.4182 10%*
6 (64) 1.0 3.4337 10*° 1.2668 10*° 1.1684 10
7 (128) 1.0 1.179 10°' 8.024 10” 1.3652 10"
8 (256) 1.0 1.3901 10'* 3.2192 10" 1.8638 10
9 (512) 1.0 1.9323 10** 5.1817 10°*® 3.4737 10>

Para obtener la raiz doble, se ha de aplicar la siguiente formula que damos sin justificar. La
raiz repetida se puede hallar calculando la raiz 2*2™ de la razén de los coeficientes que
inmediatamente preceden y siguen al coeficiente excepcional. Si i es el coeficiente
excepcional, el médulo de la raiz doble se calcula mediante la férmula

In| = | L
3 (5)

2.10.- Problemas de valor inicial.

En matematica, en el campo de las ecuaciones diferenciales, un problema de valor
inicial (también llamado por algunos autores como el problema de Cauchy) es una ecuacion
diferencial ordinaria junto con un valor especificado, llamado la condicion inicial, de la funcion
desconocida en un punto dado del dominio de la solucidn. En fisica o en otras ciencias, es muy
comun que el modelado de un sistema utilice el problema de valor inicial para la resolucion; en este
contexto, la ecuacién diferencial es una ecuacion que evoluciona especificando como el sistema
evoluciona con el tiempo, dadas las condiciones iniciales.

En la mayoria de las aplicaciones estamos interesados no en la soluciéon general de una ecuacion
diferencial, sino en una solucidn particular que satisfaga ciertas condiciones dadas. Esto da origen a
los problemas de valor inicial.

Un problema de valor inicial es una ecuacion diferencial ordinaria que tiene un pre-requisito inicial
sujeto con la misma. Este pre-requisito es la salida de la funcion indefinida para algun valor que se

encuentra dentro del dominio de la ecuacion diferencial dada.

Se puede expresar como:

y'(t) = f(ty())

Los problemas de valor inicial ayudan a determinar una respuesta exclusiva a partir de las multiples
respuestas posibles para la ecuacion diferencial dada. Sin embargo, aunque es posible establecer una
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https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Cauchy
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial_ordinaria
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial_ordinaria
https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Condici%C3%B3n_inicial&action=edit&redlink=1
https://es.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
https://sites.google.com/site/portafolioecuacionescarlo/primer-parcial/problemas-de-valor-inicial/FG%20VI.png?attredirects=0

serie de pre-requisitos inicial es para una ecuacion diferencial en particular y sélo unos pocos de
ellos nos llevaria a una respuesta exclusiva para el problema dado. Por lo tanto, es posible concluir
que para algunos pre-requisitos iniciales pueden existir muchas o ninguna solucion. Por este motivo,
hacer una correcta eleccion del pre-requisito a ser establecido es la mayor confusion.

En la mayoria de las aplicaciones estamos interesados no en la solucién general de una ecuacion
diferencial, sino en una solucién particular que satisfaga ciertas condiciones dadas. Esto da origen a
los problemas de valor inicial.

Un problema de valor inicial es una ecuacion diferencial ordinaria que tiene un pre-requisito inicial
sujeto con la misma. Este pre-requisito es la salida de la funcion indefinida para algun valor que se
encuentra dentro del dominio de la ecuacion diferencial dada.

Se puede expresar como:

y'() = f(t,y(@)

Los problemas de valor inicial ayudan a determinar una respuesta exclusiva a partir de las maltiples
respuestas posibles para la ecuacién diferencial dada. Sin embargo, aunque es posible establecer una
serie de pre-requisitos inicial es para una ecuacion diferencial en particular y sélo unos pocos de
ellos nos llevaria a una respuesta exclusiva para el problema dado. Por lo tanto, es posible concluir
que para algunos pre-requisitos iniciales pueden existir muchas o ninguna solucién. Por este motivo,
hacer una correcta eleccién del pre-requisito a ser establecido es la mayor confusion.

2.11.- Teorema de existencia y unicidad.

En este articulo mostraremos un ejemplo que te permitira entender claramente el cobmo
interpretar el Teorema de Existencia de una solucién unica aplicado a las Ecuaciones Diferenciales
(ED) Ordinarias de Primer Orden.

En el caso de las Ecuaciones Diferenciales (ED’s), existen 3 casos particulares que se pueden
presentar al obtener las soluciones de una ED Ordinaria de Primer Orden, sobre todo si estas
soluciones no se encuentran dentro de los limites que enuncia el Teorema de Existencia y
Unicidad, y es en esta circunstancia particular, cuando se presentan los casos en donde la solucion
de las ED’s Ordinarias de Primer Orden, pueden ser:

— Una solucion Unica (como en el caso en donde la solucion si esta dentro de los limites del
Teorema de Existencia y Unicidad)

— Una infinidad de soluciones
— Ninguna solucion

Veamos estos casos para entender conceptos como el de intervalo de solucion (representado por
la letra ly la region de continuidad o definicion Rde los valores: f(x,y) (o lado derecho de una ED


https://sites.google.com/site/portafolioecuacionescarlo/primer-parcial/problemas-de-valor-inicial/FG%20VI.png?attredirects=0

Ordinaria de Primer Orden, dydx=f(x,y)) y dfdy (o derivada parcial del lado derecho de la ED
Ordinaria de Primer Orden).

RAZONAMIENTO INTUITIVO PARA ENTENDER EL TEOREMA DE EXISTENCIA'Y
UNICIDAD

Primero, recordemos las siguientes definiciones:

FORMA GENERAL DE UN ECUACION LINEAL DE |ER ORDEN

al (x)dxdy+a0(x)y=g(x)

Notacion Estandar de la forma general de un Ecuacion Lineal de ler
Orden

dydx+P(x)y=f(x) (1

Dénde:

P(x)=a0(x)al (x) y

fG)=g(x)al (x)

Otra forma de representar una Ecuacion Diferencial de ler Orden:

dydx=f(x,y)

Donde f(x,y), seria equivalente a:

fxy)=—P()y+(x)

Si despejamos la forma estandar para una EDO lineal representada por la ecuacion (1)
Ahora podemos leer con mas claridad el Teorema, para entenderlo:

Teorema de Existencia y Unicidad de una Solucion

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE UNA SOLUCION

“Supdngase que tanto la funcion f(x,y) y su derivada parcial dfdyson continuas
en algun rectangulo R en el plano xy que contiene el punto (x0,y0) en su
interior. Entonces, para algln intervalo abierto | conteniendo el punto x0, el
problema del valor inicial

dydx=f(x,y) , y(x0)=y0

Tiene una y solo una solucidn que esta definida en el intervalo I. (Como se
ilustra en la figura 1, el intervalo de solucion | puede no ser tan “ancho “en
continuidad como el rectangulo original R)”.



Los conceptos importantes a considerar son:
— Funcion de dos variables

— Continuidad de una funcion de dos variables, y

— Solucién de una ED Ordinaria de Primer Orden f(x,y) con y(x0)=y0; esto es un problema de
valores iniciales (PVI).

El teorema de existencia y unicidad establece las condiciones necesarias y suficientes para que
una ecuacion diferencial de primer orden, con condicién inicial dada, tenga una solucion y que
ademas dicha solucion sea la Unica.

Sin embargo el teorema no da ninguna técnica ni indicacion de como hallar tal solucion. El teorema
de existencia y unicidad se extiende también a ecuaciones diferenciales de orden superior con
condiciones iniciales, lo que se conoce como problema de Cauchy.

7
y(x) = 3e e(-x)

1 TEOREMA DE EXISTENCIAY UNICIDAD
d

S %Y —y con y(1) =3
dx

4 Como f(x,y) = —y es continua R*

. (1.3) La solucion y(x) existe
Como 8,f(z,y) = —1 es continua en R*

2
La solucion es unica.

1

0 1 2 IR 5 6 Yitiis ariiw i s

Figura |. Se muestra una ecuacion diferencial con condicion inicial y su solucion. El Teorema de
Existencia y Unicidad garantiza que es la Unica solucion posible.

El enunciado formal del teorema de existencia y unicidad es el siguiente:

“Para una ecuacion diferencial y’(x) = f(x,y) con condicion inicial y(a) = b, existe al menos una
solucion en una region rectangular del plano XY que contiene al punto (g,b), si f(x,y) es continua en
dicha region. Y si la derivada parcial de f respecto de y: g = df/ dy es continua en esa misma region
rectangular, entonces la solucion es uUnica en un entorno del del punto (g,b) contenido en la region
de continuidad de fy g.”
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La utilidad de este teorema radica primero en conocer cudles son las regiones del plano XY en las
que puede existir una solucion y ademas, saber si la solucion encontrada es la Unica posible o si
existen otras.

Para este teorema se conocen dos demostraciones posibles, una de ellas es la demostracion de
Charles Emile Picard (1856-1941) y la otra se debe a Giuseppe Peano (1858-1932) basado en los
trabajos de Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Es de notar que en la demostracion de este teorema participaron las mentes matematicas mas
brillantes del siglo XIX, por lo que se puede intuir que ninguna de las dos es sencilla.

Para demostrar formalmente el teorema se requiere establecer primero una serie de conceptos de
matematicas mas avanzadas, como funciones tipo Lipschitz, espacios de Banach, teorema de
existencia de Carathéodory y varios mas, que escapan del propésito del articulo.

Una gran parte de las ecuaciones diferenciales que se manejan en fisica tratan con funciones
continuas en las regiones de interés, por lo tanto nos limitaremos a mostrar la forma en que se
aplica el teorema en ecuaciones sencillas.

Ejemplos

- Ejemplo |

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial con una condicion inicial:
y'(x) =—y;, cony(l) =3

{Existe una solucion para este problema? ;Es la unica solucion posible?
Respuestas

En primer lugar se evalua la existencia de la solucion de la ecuacion diferencial y que ademas que
cumpla la condicién inicial.

En este ejemplo f(x,y) = —y la condicion de existencia requiere saber si f(x,y) es continua en una
region del plano XY que contenga al punto de coordenadas x=1, y=3.

Pero f(x,y)=-y es la funcién dfin, que es continua en el dominio de los nimeros reales y existe en
todo el rango de los numeros reales.

Por lo tanto se concluye que f(x,y) es continua en R? por lo que el teorema garantiza la existencia
de al menos una solucion.

Sabiendo esto, toca evaluar si la solucién es unica o si por el contrario hay mas de una. Para esto
es necesario calcular la derivada parcial de f respecto de la variable y:

ofidy = o(-y)ldy = -1

Entonces g(x,y) = -1 que es una funcién constante, que también estd definida para todo R’y
ademas es continua alli. Se sigue que el teorema de existencia y unicidad garantiza que este
problema de valor inicial si tiene una solucion Unica, aunque no nos dice cual es.

- Ejemplo 2

Considere la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de primer orden con condicion inicial:



y(x)=2Vy; y(0)=0.

{Existe una solucion y(x) para este problema? En caso afirmativo determinar si hay una o mas de
una.

Respuesta

Consideramos la funcion f{x,y) = 2. La funcion f esta definida Gnicamente para y=0, pues sabemos
que un numero negativo carece de raiz real. Ademas f{x,y) es continua en el semiplano superior de
R* incluido el eje X, por lo que el teorema de existencia y unicidad garantiza al menos una

solucion en dicha region.

Ahora bien, la condicion inicial x=0,y=0 esta en el borde de la region de solucion.
Entonces tomamos la derivada parcial de f(x,y) respecto de y:

ofloy = Ny

En este caso la funcion no estd definida para y=0, precisamente donde esta la condicion inicial.

{Qué nos dice el teorema? Nos dice que aunque sabemos que existe al menos una solucion el
semiplano superior del eje X incluido el eje X, como no se cumple la condicion de unicidad, no hay
garantia que exista una solucion Unica.

Esto significa que podria haber una o mas de una solucion en la region de continuidad de f(x,y). Y
como siempre, el teorema no nos dice cudles podrian ser.

Ejercicios resueltos

- Ejercicio |

Resolver el problema de Cauchy del ejemplo I:

y(x) =—y; cony(l) =3.

Hallar la funcion y(x) que satisface la ecuacion diferencial y la condicion inicial.
Solucion

En el ejemplo | se determiné que este problema tiene solucion y ademas es Unica. Para encontrar
la solucion, lo primero que debe notarse es que se trata de una ecuacion diferencial de primer
grado de variables separables, la cual se escribe de la siguiente manera:

dyldx =—y — dy =-ydx

Dividiendo entre y en ambos miembros para separar las variables nos queda:
dyly = —dx

Se aplica la integral indefinida en ambos miembros:

I(1ly) dy = = Jdx

Resolviendo las integrales indefinidas se tiene:

In(y) =x+C

donde C es una constante de integracion que se determina mediante la condicion inicial:



In(3) =-1 + C, es decir que C= | +In(3)
Sustituyendo el valor de C y reorganizando queda:
In(y) —In(3) =x + |

Aplicando la siguiente propiedad de los logaritmos:
La diferencia de logaritmos es el logaritmo del cociente
La expresion anterior puede reescribirse asi:
In(y/3) = | —x

Se aplica la funcion exponencial con base e en ambos miembros para obtener:
yl3=¢l""

Que equivale a:

y =3ee”

Esta es la solucion Unica de la ecuacion y’ = -y con y(1) = 3. El grafico de dicha solucion se muestra
en la figura I.

— Ejercicio 2

Hallar dos soluciones para el problema planteado en el ejemplo 2:
y() = 2() ; y(0) = 0.

Solucion

También se trata de una ecuacion de variables separables, que escrita en forma diferencial queda
asi:

dy /(y) = 2 dx

Tomando la integral indefinida en ambos miembros queda:
2Vy)=2x+C

Como se sabe que y20 en la region de solucion nos queda:
y = (x+Cy

Pero como debe cumplirse la condicion inicial x=0, y=0, entonces la constante C es cero y queda
la siguiente solucion:

y(x) = x%

Pero esta solucion no es unica, la funcién y(x) = 0 también es solucidn del problema planteado. El
teorema de existencia y unicidad aplicado a este problema en el ejemplo 2 ya habia predicho que
podia existir mas de una solucion.



2.12.- Métodos de coeficientes indeterminados para calcular la integral
particular.

El método de coeficientes indeterminados permite calcular una solucidn particular de una ecuacién
lineal de segundo orden no homogénea (ecuacién completa) de coeficientes constantes:

y"(x)*+py'(x)+qy(x)=g(x)

e Se basa en preparar una solucion inspirada en la forma de la funcion g(x). Sélo nos servira
para ciertos tipos de funciones g(x), asi que su uso es mucho mas limitado que el del
método de variacién de constantes; sin embargo, en los casos en que si pueda aplicarse,
facilita la resolucion pues no requiere calculo de primitivas. En la siguiente tabla se recogen
las funciones g(x) y las funciones yp(x) que les corresponden:

g() yp(x)
a0+alx+...+amxm xs(AO+AIx+...+Amxm)
aOcoskx+alsenkx xs(AOcoskx+A|senkx)
aOekx AOxsekx

e El niumero s se elige como el menor entero tal que ningun sumando de la solucion
particular sea solucion de la ecuacion homogénea asociada. Si la funcion g(x) fuera producto
de varias de las que figuran en la tabla, también la solucion particular se propondria como el
producto de la que correspondan a cada factor de g(x).

e Una vez que se ha escrito la forma de la solucion yp se deriva dos veces y se sustituye en la
ecuacion. Eso generara un sistema de ecuaciones algebraico en los coeficientes de yp.

Ejemplo I:
La ecuacién homogénea d’ydx* — y = 0 tiene como solucién general y = Ae* + Be™
La ecuaciéon no-homogénea d’ydx* — y = 2x* — x — 3 tiene como solucién particular
N —
y=-2x"+x-|
Entonces la solucion completa de la ecuacién diferencial d’ydx* =y = 2x* = x = 3 es
y = Ae* + Be™ - 2x*+ x — |
Verifiquemos que la respuesta sea correcta:
y = Ae* +Be™ - 2x*+ x — |

Primera y segunda derivada:

dydx = Ae* — Be™ — 4x + |



d’ydx* = Ae* + Be™ - 4

Entonces

diydx* -y

=Ae*+Be™ -4 - (Ae*+Be™ -2+ x - |)
=Ae*+Be™—-4—-Ae* - Be™*+ 22— x+ |
=2x* - x—3 Correcto v

Entonces, en este caso hemos demostrado que la respuesta es correcta, pero ;como encontramos
las soluciones particulares?

jPodemos intentar suponer o adivinar ...!
Este método solo es facil de aplicar si f(x) es una de los siguientes:

Ya sea:f(x) es una funcion polinomial.
O bien:f(x) es una combinacion lineal de funciones seno y coseno.

O:f(x) es una funcion exponencial.
Y aqui hay una guia para ayudarnos a hacer una buena suposicién:
f(x) y(X) suposicion/adivinando
ae®™ Ae™
a cos(cx) + b sin(cx) A cos(cx) + B sin(cx)

k" (n=0,1,2,..)  AX"+ A X" + ...+ A

Pero hay una regla importante que debe aplicarse:
Primero debes encontrar la solucién general a la ecuacion homogénea.
Veras por qué mientras continuamos.
Ejemplo | (de nuevo): Resolver d’ydx* =y = 2x* = x — 3
I. Encuentra la solucion general de
dydx* -y =0

La ecuacion caracteristicaes: r>— | =0



Factoriza: (r — I)(r+ 1) =0

r=1o-I

Entonces la solucion general de la ecuacion diferencial es
y = Ae* + Be™

2. Encuentra la solucion particular de
dydx* -y =2x*-x -3

Ahora hay que suponer la que podria ser la solucion:
Seay =ax*+bx + ¢

dydx = 2ax + b
d’ydx* = 2a

Sustituye esos valores en d’ydx* —y = 2x* = x = 3
2a- (@’ +bx+c)=2x>-x -3
2a-ax* - bx-c=2¢-x-3

—ax’—-bx+(a-c)=2x*-x—3

Iguala los coeficientes:

coeficientes con x*: -a=2=a=-2 (N
coeficientesconx: -b=-1=>b=1 .. (2)
Coeficientes 94— c = =3 3)
constantes:
Sustituye a = =2 de (I) en (3)
-4-c=-3
c=-1I
a=-2,b=1yc=-I, entonces la solucién particular de la ecuacién diferencial es
y==2x*+x- |

Finalmente, combinamos nuestras dos respuestas para obtener la soluciéon completa:

y = Ae* + Be™ — 2x*+ x — |



{Por qué supusimos y = ax’ + bx + ¢ (una funcién cuadritica) y no incluimos un término cubico (o
superior)?

La respuesta es simple. La funcion f(x) en el lado derecho de la ecuacion diferencial no tiene
término cubico (o superior); entonces, si y tuviera un término cubico, su coeficiente tendria que

ser cero.

Por tanto, para una ecuacién diferencial del tipo d’ydx* + pdydx + qy = f(x) donde f(x) es un
polinomio de grado n, nuestra suposicion de y también sera un polinomio de grado n.

Ejemplo 2: Resolver

6d’ydx* — 13dydx — 5y = 5x% + 39x* — 36x - 10

|. Encuentra la solucién general de 6d’ydx* — 13dydx — 5y = 0

La ecuacion caracteristica es: 6r* = [3r =5 =10

Factoriza: 2r = 5)(3r + 1) =0

r=52o0-13

De modo que la solucién general de la ecuacién diferencial es

y= AelIx 4+ Bel-13)x

2. Encuentra la solucién particular de 6d’ydx* = 13dydx — 5y = 5x® + 39x* — 36x — 10
Hay que suponer que la solucién es clbica porque 5x° + 39x> — 36x — 10 es clbica.
Seay =ax’ + bx* + cx + d

dydx = 3ax* + 2bx + ¢

d’ydx* = 6ax + 2b

Sustituye esos valores en 6d’ydx* = |3dydx =5y = 5x° + 39x* =36x - 10

6(6ax + 2b) — 13(3ax* + 2bx + c) = 5(ax’ + bx? + cx + d) = 5x* + 39x* — 36x — 10
36ax + 12b — 39ax’ — 26bx — 13c — 5ax’ — 5bx* = 5cx — 5d = 5x° + 39x*> - 36x — 10
—Sax® + (=39 = 5b)x + (36a — 26b - 5c)x + (12b — 13¢ - 5d) = 5x° + 39x% — 36x — 10
Iguala los coeficientes:

coeficientes con x> -5a=5=a=-|

coeficientes con x> -39a-5b=39=>b=0



coeficientes con x: 36a —26b -5c=-36=>c=0

coeficientes
constantes:

12b=13c=5d=-10=>d=2

Entonces la solucidn particular es:

y=-x+2

Finalmente, combinamos nuestras dos respuestas para obtener la solucién completa:
y = A% 4 Be1B3x — 33 49

Ejemplo 3: Resolver d’ydx? + 3dydx — 10y = —130cos(x) + 16e™

En este caso, necesitamos resolver tres ecuaciones diferenciales:
|. Encontrar la solucién general de d’ydx* + 3dydx — 10y = 0
2. Encontrar la solucién particular de d’ydx* + 3dydx — 10y = —130cos(x)

3. Encontrar la solucién particular de d’ydx* + 3dydx — 10y = |6e™

Entonces, asi es como se hace:

|. Encuentra la soluciéon general de d’ydx* + 3dydx — 10y = 0

La ecuacion caracteristica es: r* + 3r = 10 =0

Factoriza: (r —2)(r +5) =0

r=2o-5

Entonces la solucion general de la ecuacion diferencial es:

y = Ae>+Be

2. Encuentra la solucion particular de d’ydx”* + 3dydx — 10y = —130cos(x)

Haz una suposicion: dado que f(x) es una funcion coseno, supondremos que y es una combinacion
lineal de las funciones seno y coseno:

dydx = — asin(x) + bcos(x)



d’ydx* = = acos(x) — bsin(x)

Sustituye esos valores en d’ydx* + 3dydx — 10y = —130cos(x)
cos(x)[—a + 3b — 10a] + sin(x)[~b — 3a — 10b] = —130cos(x)
cos(x)[~11a + 3b] + sin(x)[— I Ib — 3a] = —130cos(x)

Iguala los coeficientes:

Coeficientes de

cor(x): ~1la+3b=-130 .. (I)

Coeficientes de
sin(x):

-lIb=-3a=0 .. (2)
De la ecuacion (2),a = —11b3

Sustituye en la ecuacién (1)

121b3 +3b=-130

130b3 = - 130
b=-3
a=-11(=3)3=1l

Entonces la solucion particular es:

3. Encuentra la solucién particular para d’ydx* + 3dydx — 10y = 16e>
Adivina.

Prueba con y = ce™

dydx = 3ce*

d’ydx* = 9ce™

Sustituye esos valores en d’ydx” + 3dydx — 10y = |6e*

9ce™ + 9ce™ — 10ce™ = |6e™

8ce® = |6e™



c=2

Entonces la solucién particular es:

y = 2>

Finalmente, combinamos nuestras tres respuestas para obtener la solucién completa:
Ejemplo 4: Resolver d’ydx* + 3dydx — 10y = —130cos(x) + 16e*

Esto es exactamente lo mismo que en el Ejemplo 3 excepto por el término final, que ha sido
reemplazado por |6e™.

Entonces, los pasos | y 2 son exactamente iguales. Continua con el paso 3:
3. Encuentra la solucién particular para d’ydx* + 3dydx — 10y = 16e™
Adivina.

Intenta con y = ce™

dydx = 2ce™

d’ydx* = 4ce™

Sustituye esos valores en d’ydx” + 3dydx — 10y = |6e*

4ce™ + 6ce”™ — 10ce™ = | 6e™

0= l6e>

iCaracoles! Parece que algo salié mal. ;Cémo puede ser que 16e> = 0?

Bueno, no se puede, y no hay nada de malo aqui, excepto que no hay una solucion particular para
la ecuacion diferencial d’ydx* + 3dydx — 10y = 16e™

...jEspera un momento!
La solucién general a la ecuacion homogénea d’ydx” + 3dydx — 10y = 0, que es y = Ae™ + Be™, ya
tiene un término Ae”™, asi que la funcién que supusimos y = ce® ya satisface la ecuacion

diferencial d’ydx* + 3dydx — 10y = 0 (era solo una constante diferente).

Entonces debemos probar con y = cxe®™

Veamos qué ocurre:



dydx = ce”™ + 2cxe™

d’ydx? = 2ce™ + 4cxe™ + 2ce™ = 4ce™ + 4cxe™

Sustituye esos valores en d’ydx” + 3dydx — 10y = |6e*
4ce™ + 4cxe™ + 3ce®™ + becxe™ — 10cxe™ = 16e™

7ce®™ = | 6™

c= 167

Entonces, en el caso actual, nuestra solucion particular es
y = 167xe*

Por lo tanto, nuestra solucion final completa en este caso es:

—2x

Ejemplo 5: Resolver d’ydx* — édydx + 9y = 5e
|. Encuentra la solucion general para d’ydx* — édydx + 9y = 0

La ecuacion caracteristica es: r* — 6r + 9 = 0

(r=3)=0

r = 3, que es una raiz repetida.

Entonces la solucion general de la ecuacién diferencial es y = Ae™ + Bxe™
2. Encuentra la solucion particular para d’ydx* — 6dydx + 9y = 5e™>

Haz una buena suposicion.

Prueba con y = ce™

dydx = —2ce™

d’ydx* = 4ce™

Sustituye esos valores en d’ydx* — 6dydx + 9y = 5>

4ce™™ + |2ce™™ + 9ce™ = 5e™*

25ce ™ = 5™



c=15

Entonces la solucién particular es:

y= 15>

Finalmente, combinamos nuestras dos respuestas para obtener la solucion completa:

y= Ae¥ + Bxe™+ |5e7>

Ejemplo 6: Resolver d’ydx* + édydx + 34y = 109cos(5x)

|. Encuentra la solucién general para d’ydx” + 6dydx + 34y = 0
La ecuacion caracteristica es: r* + ér + 34 =0

Usa la formula de la ecuacion cuadratica

r = —b £ \(b* - 4ac)2a

cona=1Il,b=6yc=34

Luego

r=—6 = \[62— 4(1)(34)]2(1)

r=—6+(36-136)2

r=—6 +(-100)2

r=-3%5i

Y se tiene:

2. Encuentra la solucién particular para d’ydx* + édydx + 34y = 109sin(5x)

Dado que f(x) es una funcién seno, asumimos que y es una combinacion lineal de las funciones
seno y coseno:

Adivina.

Nota: dado que no tenemos sin(5x) o cos(5x) en la solucion de la ecuacion homogénea (tenemos
e cos(5x) y e**sin(5x), que son funciones diferentes), nuestra suposicién deberia funcionar.
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Continuemos y veamos qué sucede:

—25acosii(5x) — 25bsin(5x) + 6[—5asinii(5x) + 5bcos(5x)] + 34[acosii(5%) + bsin(5x)] =
[09sin(5x)

cos(5x)[—25a + 30b + 34a] + sin(5x)[-25b — 30a + 34b] = 109sin(5x%)

cos(5x)[9a + 30b] + sin(5x)[9b — 30a] = 109sin(5x)

Iguala los coeficientes de cos(5x) y sin(5x):

Coeficientes de

cos(5): 92+30b=109 .. (I)

Coeficientes de
sin(5x):

9b-30a=0 .. (2)
De la ecuacion (2), a = 3b10

Sustituye en la ecuacion (1)

9(3b10) + 30b = 109

327b = 1090
b=103
a=|

Entonces la solucion particular es:



2.13.- Método de variacion de parametros.
Esta pagina trata sobre ecuaciones diferenciales de segundo orden de este tipo:
d’ydx? + P(x)dydx + Q(x)y = f(x)
donde P(x), Q(x) y f(x) son funciones de x.
El caso mas simple, cuando f(x) = 0:
d’ydx? + P(x)dydx + Q(x)y = 0

es "homogéneo" y se explica en Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden.
Primero aprende ese método, ya que te ayudara a comprender esta pagina.

Dos métodos

Hay dos métodos principales para resolver ecuaciones como esta
d’ydx? + P(x)dydx + Q(x)y = f(x)

Coeficientes indeterminados, que solo funciona cuando f(x) es un polinomio, una exponencial,
seno, coseno o una combinacion lineal de esas.

Variacion de Parametros, (el cual aprenderemos aqui), que es un método un poco mas
complicado pero funciona en una gama mas amplia de funciones.

Variacién de Parametros
Para simplificar las cosas, solo miraremos el caso:
d’ydx* + pdydx + qy = f(x)
cuando p y q son constantes Y f(x) es una funcion de x distinta de cero.
La solucion completa a tal ecuacion se puede encontrar combinando dos tipos de solucion:

o La solucién general de la ecuacién homogénea d’ydx* + pdydx + qy = 0
o Soluciones particulares de la ecuacién no-homogénea d’ydx* + pdydx + qy = f(x)

Toma en cuenta que f(x) podria ser una sola funcion o una suma de dos o mas funciones.
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Una vez que hayamos encontrado la solucion general y todas las soluciones particulares, la
solucion completa se encuentra sumando todas las soluciones.

Este método se basa en integracion.

El problema con este método es que, aunque puede dar una solucién, en algunos casos la solucion
debe dejarse como una integral.

Comienza con la solucion general

En Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden se puede aprender a encontrar
la solucion general.

Basicamente tomamos la ecuacion
d’ydx* + pdydx + qy = 0
y se reduce a su "ecuacion caracteristica":
r*+pr+q=0

La cual es una ecuacion cuadratica que tiene tres posibles tipos de solucion dependiendo del
discriminante p? = 4q. Cuando p? - 4q es

positivo, obtenemos dos raices reales, y la solucion es
y = Ae"* + Be')*
cero, obtenemos una raiz real, y la solucion es
y = Ae™ + Bxe™
negativo, obtenemos dos raices complejas r, = v + wi y r, = v = wi, y la solucion es

y = e”™ ( Ccos(wx) + iDsin(wx) )

Las soluciones fundamentales de la ecuacion

En los tres casos anteriores, la "y" consta de dos partes:

e y=Ae""+Be'", secomponedey, =e\*yy, =e"
e y=Ae™+ Bxe™ se componedey, =e™yy, = xe™
e y=e"”( Ccos(wx) + iDsin(wx) ) se compone de y, = e”cos(wx) y y, = e"”sin(wx)
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Y| Y Y, se conocen como las soluciones fundamentales de la ecuacién.

Ademas, se dice que y, y y, son linealmente independientes porque ninguna funcion es un
multiplo constante de la otra.

Las soluciones fundamentales de la ecuacién
En los tres casos anteriores, la "y" consta de dos partes:
e y=Ae' "+ Be', secomponedey, =e\*yy, =e"
e y=Ae™ + Bxe™ se componedey, =e™yy, = xe™
e y=e"”(Ccos(wx) + iDsin(wx) ) se compone de y, = e”cos(wx) y y, = e"”sin(wx)

Y1 Y Y2 se conocen como las soluciones fundamentales de la ecuacion.

Ademas, se dice que y, y y, son linealmente independientes porque ninguna funcion es un
multiplo constante de la otra.

El Wronskiano
Cuando y, y y, son las dos soluciones fundamentales de la ecuacion homogénea
d’ydx? + pdydx + qy = 0

entonces el Wronskiano W(y,, y,) es el determinante de la matriz

Es decir:

Wiy, y2) = yiy2 = yayi'

El Wronskiano lleva el nombre del matematico y filosofo polaco J6zef Hoene-VWronski
(1776—-1853).

Puesto que y, y y, son linealmente independientes, el valor del VWronskiano no puede ser igual a
cero.

La solucién particular

Usando el Wronskiano ahora podemos encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial
d’ydx? + pdydx + qy = f(x)

usando la formula:

¥o(X) = =y Y)Wy, y2)dx + yo(3)ly ()XW (Y1, y2)dx
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Ejemplo I: Resuelve d’ydx* — 3dydx + 2y = e**

I. Encuentra la solucién general de d’ydx* — 3dydx + 2y = 0

La ecuacién caracteristica es: r* = 3r +2 =0

Factoriza: (r = 1)(r —2) =0

r=1lo2

Entonces, la solucién general de la ecuacion diferencial es y = Ae*+Be™

Entonces en este caso las soluciones fundamentales y sus derivadas son:

yi(x) = e
yi'() = e
Ya(x) = e
y2'(X) = 2™

2. Calcula el Wronskiano:

3x

Wy, y2) =yiy) —yay' = 2> —e™ =e
3. Encuentra la solucioén particular usando la férmula:
Yo(x) = =11 ()WY 1, ya)dx + ya(0)ly, () W 15 ¥2)dx

4. Primero se resuelven las integrales:

Jy X)Wy 1, y2)dx

= [e¥e*e¥*dx

= Jedx

= [2e*

Por lo tanto:

Y10y (YWY, y2)dx = —(€)(12e™) = —12e™

Y también:



IYI(X)f(X)W(Yn y2)dx

= Je*e™e™dx
= Jexdx

= &

Luego:

Y200y (YW (Y1, y2)dx = (€)(e) =

Finalmente:

Yo(x) = Y109y W(Y 15 Y2)dx + Y20y (X)) W (1, y2)dx

= —[2e> + &

= [2e*

y la solucién completa de la ecuacién diferencial d’ydx* — 3dydx + 2y = e™ es

y = Ae* + Be™ + [2e™

Que se ve asi (valores de ejemplo de Ay B):

Ejemplo 2: Resuelve d’ydx* =y = 2x* = x — 3

I. Encuentra la solucién general de d’ydx* -y =0

La ecuacién caracteristica es: r* — | =0

Factoriza: (r = I)(r + 1) =0

r=1o-lI

Entonces, la solucion general de la ecuacién diferencial es y = Ae*+Be™

De modo que, en este caso, las soluciones fundamentales y sus derivadas son:

Yi(x) = €%



yi'(x) = e*

yax) = e™

y(x) = —e™

2. Calcula el Wronskiano:

W(ynya) Syiy) —yy)' = —€e™ - e™=-2

3. Encuentra la solucidén particular usando la formula:
Ys() = =710 yof WY1 ya)dx + 20y, () flx) Wy, y:)dx
4. Resuelve las integrales:

Cada una de las integrales puede calcularse empleando Integracion por Partes dos veces:

ly()fx) Wy, y2)dx

Je™ (2x*—x—3)=2dx

- 12 J(2x*-x-3)e™dx

—12[ =(2x*-x-3)e™ + [(4x—1)e ™ dx ]

—12[ —(2-x=3)e™ — (4x = 1)e™ + [4e™dx ]

= 12[ =(2x*-x=3)e™ = (4x = 1)e™ - 4e™ ]

e[ 2 - x =3 +4x—| +4]

= e™2[ 2x* + 3x ]

Luego:

10y IW (i, ya)dx = (~e)[e™2( ¢ + 3x )] = =120 + 3)
Y ahora esta:

lyi()fix) Wy, y2)dx

= Je* (2x*-x—3)—2dx

= - 12 J(2x*-x-3)e*dx
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= —[2[ (2x*-x-3)e* - [(4x—1)e*dx ]
= —12[ (2x*-x-3)e* — (4x — |)e* + J4e*dx ]

= —[2[ (2*—x-3)e* — (4x — |)e* + 4e* ]

—e2[2X* - x—3—4x+ | +4]

- 2[ 2x* = 5x + 2]

Luego:

Y209l (W1, y2)dx = (e™)[-€2( 2x* = 5x +2) ] = =12( 2" = 5x + 2)
Finalmente:

Yo() = =1 0ly2 (X)) WY1, y2)dx + ya(x)ly (%)) WY1, y2)dx

= —12(22 +3x) - 12(2% - 5x +2)

= 12( 43 - 2x +2)

=-2x*+x— |

y la solucién completa de la ecuacién diferencial dydx* —y = 2x* = x — 3 es
y=Ae +Be™-2x*+x - |

(Esta es la misma respuesta que obtuvimos en el Ejemplo | en la pagina Método de Coeficientes
Indeterminados).

Ejemplo 3: Resuelve d’ydx* — 6dydx + 9y =Ix

I. Encuentra la solucion general de d’ydx* — 6dydx + 9y = 0
La ecuacion caracteristica es: r* — ér + 9 =0

Factoriza: (r = 3)(r —3) =0

r=3

Entonces, la solucién general de la ecuacién diferencial es y = Ae® + Bxe’

Y asi, en este caso, las soluciones fundamentales y sus derivadas son:

yi(x) = e



yi'(x) = 3e™

ya(x) = xe™

y,'(x) = (3x + 1)e™

2. Calcula el Wronskiano:

3X — L 6x

W(y, v2) = viy2' = yayi' = (3x + )e™e™ — 3xe>e> = e

3. Encuentra la solucidén particular usando la formula:

Ye(X) = _YI(X)JyZ(X)f(X)w(YI) y2)dx + Yz(X)IYI(X)f(X)W(le Y2)dx

4. Resuelve las integrales:

JYZ(X)f(X)W(Yn Y2)dx

= J(xe®)x'e®*dx (Nota: Ix = x™")

= Je™>dx

=—]3e7™

Por lo tanto:

=10y IYW (Y1, y2)dx = =(e*)(-13e7>) = I3

Y ahora esta:

fy,(x)f(x)W(y,, y2)dx

- je3xx—le6xdx
= Je™*x'dx

Esto no se puede integrar, por lo que este es un ejemplo en el que la respuesta debe dejarse como
una integral.

Entonces:
y209ly i (f )W (Y1, y2)dx = (xe™)(Je™>x'dx ) = xe™Je™x'dx

Finalmente:



Y609 = =y1(ly(f W (1, y2)dx + y2()lyi(x)f) Wi(y1, y2)dx

= 13 + xe*Je™>x'dx

Entonces la solucion completa de la ecuacién diferencial d’ydx* — édydx + 9y = Ix es
y = Ae’ + Bxe®™ + I3 + xe™Je™x"'dx

Ejemplo 4 (un ejemplo mas dificil): Resuelve d’ydx* — é6dydx + |3y = 195cos(4x)

Este ejemplo usa las siguientes identidades trigonométricas

sin?(8) + cos*() = |

I. Encuentra la solucién general de d’ydx? — édydx + 13y =0
La ecuaciodn caracteristicaes: r> —6r+ 13 =0

Usa la formula de la ecuacién cuadratica

x = =b £ V(b* - 4ac)2a
cona=1,b=-6yc=13

Queda asi:

r=~(=6) £ \[(~6)" — 4(1)(13)]2(1)
= 6 +[36-52]2

=6 +V[-16]2

=6+ 4i2

=3+2i

De modoquea=3yfB =2
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=y = e”[Acos(2x) + iBsin(2x)]

Y en este caso tenemos:

yi1(x) = e*cos(2x)

y,'(x) = e*[3cos(2x) — 2sin(2x)]

y»(x) = e*sin(2x)

y2'(x) = e*[3sin(2x) + 2cos(2x)]

2. Calcula el Wronskiano:

WL ya) =yiys' =y

= e%cos(2x)[3sin(2x) + 2cos(2x)] — e€%sin(2x)[3cos(2x) — 2sin(2x)]
= e*[3cos(2x)sin(2x) +2cos*(2x) — 3sin(2x)cos(2x) + 2sin*(2x)]

=2e*

3. Encuentra la solucion particular usando la formula:

Yo%) = =y Y)Wy, y2)dx + Y2y () (X)W (y,, y2)dx

4. Resuelve las integrales:

ly()fx) Wy, y2)dx

= Je¥sinZ72x)[ | 95cos/7{4x)]2e*dx

= 1952[esin(2x)cos(4x)dx

= 1954[e™[sin(6x) — sin(2x)]dx ... (1)

En este caso, no haremos la integracion todavia, por razones que se aclararan en un momento.
La otra integral es:

fy ()WY 1, Y2)dx

= Je*cos(2x)[195cos(4x)]2edx

= 1952[e *cos(2x)cos(4x)dx



= 1954Je™*[cos(6x) + cos(2X)]dx ... (2)

De las ecuaciones (1) y (2) vemos que hay cuatro integraciones muy similares que necesitamos
realizar:

I, = Je*sin(6x)dx
I, = Je*sin(2x)dx
I; = Je*cos(6x)dx
I, = Je™*cos(2x)dx

Cada una de estas se puede obtener usando Integracion Por Partes dos veces, pero hay un
método mas facil:

I, = Je™sin(6x)dx = — | 6e *cos(6x) — 36Je *cos(bx)dx = — 16e *cos(6x) — I2I;
= 2l,+ ;== I3e>cos(6x) ... (3)
l, = Je™>sin(2x)dx = — [ 2e *cos(2x) — 32Je cos(2x)dx = — [2e *cos(2x) — 32,
= 2I,+ 31, = - e*cos(2x) ... (4)
I; = Je™>cos(6x)dx = |6 *sin(6x) + 36Je sin(6x)dx = |6e~sin(6x) + 12I,
= 2l,= I, = I13e™sin(6x) ... (5)
I, = [ecos(2x)dx = [2e™sin(2x) + 32Je >sin(2x)dx = 12e *sin(2x) + 321,
= 2l,- 3l, = e ¥sin(2x) ... (6)
Resuelve las ecuaciones (3) y (5) simultaneamente:
21+ I; == 13e™cos(6x) .. (3)
21— 1, = 13e7sin(6x) ... (5)
Multiplica la ecuacién (5) por 2 y sumalas (el término [, se neutralizard):
= 5I; = — [3e >cos(6x) + 23e~>sin(6x)
= 13e *[2sin(6x) — cos(6x)]
= I; = 115e~**[2sin(6x) — cos(6x)]
Multiplica la ecuacion (3) por 2 y réstalas (el término I; se neutralizara):
= 5, = — 23e™*cos(6x) — 13e *sin(6x)

= — [3e >[2cos(6x) + sin(6x)]



= I, == 115e™*[2cos(6x) + sin(6x)]
Resuelve las ecuaciones (4) y (6) simultaneamente:
2+ 31, = —e¥cos(2x) .. (4)
21— 3L, = e sin(2x) .. (6)
Multiplica la ecuacion (4) por 3 y la ecuacion (6) por 2 y suma (el término [, se neutralizara):
= 131, = —=3e *cos(2x) + 2e~*sin(2x)
=e >[2sin(2x) — 3 cos(2x)]
= I, = 113e*[2sin(2x) - 3cos(2x)]
Multiplica la ecuacion (4) por 2 y la ecuacion (6) por 3 y resta (el término I, se neutralizara):
= 131, = — 2e *cos(2x) — 3e ¥sin(2x)
=— e [2cos(2x) + 3 sin(2x)]
= I, = = 113e™**[2cos(2x) + 3sin(2x)]
Sustituye en (1) y (2):
ly2()f)W (y,, y2)dx
= 1954fe~*[sin(6x) = sin2x)]dx ... (1)

= 1954[— |15 >[2cos(6x) + sin(6x)] — [~ 13e™**[2cos(2x) + 3sin(2x)]]]

fy,(x)f(x)W(y,, y2)dx

= 1954Je™*[cos(6x) + cos(2x)]dx ... (2)

= 1954[ 1 15e™**[2sin(6x) — cos(6x)] + | 13e™**[2sin(2x) — 3cos(2x)]]



= |4[26cos(2x)cos(6x) + |3cos(2x)sin(6x) — 30cos?*(2x) — 45cos(2x)sin(2x) + 26sin(2x)sin(éx) —
| 3sin(2x)cos(6x) + 30sin?(2x) — 45sin(2x)cos(2x)]

= |4[26[cos(2x)cos(6x) + sin(2x)sin(6x)] + 13[cos(2x)sin(6x) — sin(2x)cos(6x)] — 30[cos*(2x) —
sin*(2x)] — 45[cos(2x)sin(2x) + sin(2x)cos(2x)]]

= [4[26cos(4x) + |3sin(4x) — 30cos(4x) — 45sin(4x)]

= [4[—4cos(4x) — 32sin(4x)]

Entonces la solucion completa de la ecuacién diferencial d’ydx* — 6dydx + 13y = 195cos(4x) es

y = e¥(Acos(2x) + iBsin(2x)) — cos(4x) — 8sin(4x)

2.14 Ecuacion lineal de Cauchy-Euler.
Definicion: Una ecuacién diferencial lineal de la forma
(Ianxndnydxn+an—Ixn—Ildn—1ldxn—I+:--+alxdydx+a0Oy=g(x)

donde los coeficientes an, an—1,-+-,a0 son constantes, se conoce como ecuacion de Cauchy-
Euler.

Enseguida puedes darte cuenta que los coeficientes bn(x)=anxn,---,bl(x)=alxI, bO(x)=a0x0, son
dependientes de x, es decir, son coeficientes variables, ademas la caracteristica importante de esta
ecuacion es que el grado k=n,n—1,---,1,0 de los coeficientes monomiales xk coincide con el

orden k de la derivacion dkydxk.

Como se ha hecho a lo largo de la unidad, vamos a desarrollar con todo detalle el método de
resolucion de la ecuacion de Cauchy-Euler para el caso de segundo orden, recordando que es

posible extender el método a cualquier orden n de manera analoga.

Iniciaremos nuestro analisis con un estudio detallado de las formas de las soluciones generales de
la ecuacion homogénea de segundo orden

(2)ax2d2ydx2+bxdydx+cy=0
con a, b y c constantes. Para resolver la ecuacion no homogénea

(3)ax2d2ydx2+bxdydx+cy=g(x)



con g(x)#0, basta aplicar el método de variacién de parametros (o de coeficientes indeterminados)
una vez que se ha determinado la funcion complementaria yc, es decir la solucion general a la
ecuacion homogénea (2).

Una consideracion importante es que el coeficiente ax2 de d2ydx2 es cero en x=0, para garantizar
los resultados fundamentales del teorema de existencia y unicidad y sean aplicables a la ecuacion
de Cauchy-Euler debemos encontrar soluciones generales definidas en el intervalo 6=(0,%). Las
soluciones en el intervalo (—,0) se obtienen al sustituir t=—x en la ecuacion diferencial.

Método de resolucion

En el caso de las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes propusimos como solucion
una funcion de la forma y=ekx, de manera similar, en este caso se prueba una solucion de la
forma y=xk, donde k es un valor que se debe determinar. Al sustituir xk, cada término de una
ecuacion de Cauchy-Euler se convierte en un polinomio en k veces xk, puesto que

anxndnydxn=anxn[k(k—=1)(k=2)---(k—n+1)xk—n]=[ank(k—=1)(k=2)---(k—n+I)]xk

Por ejemplo, cuando sustituimos y=xk y las respectivas derivadas en la ecuacion de segundo orden
se obtiene que

ax2d2ydx2+bxdydx+cy=ax2[k(k—1)xk—2]+bx[kxk—1]+cxk=ak(k— I )xk+bkxk+cxk(4)=[ak(k—1)+bk+
cIxk

Asi, y=xk es una solucion de la ecuacién diferencial homogénea siempre que k sea una solucién de
la ecuacion auxiliar

(5)ak(k- )+bk+c=00ak2+(b—a)k+c=0

Hay tres casos distintos a considerar que dependen de si las raices de esta ecuacion cuadratica son
reales y distintas, reales e iguales o complejas.

Caso |: Raices reales y distintas

Sean kl y k2 las raices reales de (5), tales que kl#k2. Entonces yl=xkl y y2=xk2 forman un
conjunto fundamental de soluciones. El Wronskiano esta dado como

W(xk I xk2)=|xk I xk2k I xk | = 1k2xk2— | [=k2x(k | +k2= )=k | x(k2+k 1 =)

Como W(xkl,xk2)=(k2—kI)xk|+k2—-1#0, ¥xE€S, entonces la solucién general a la ecuacién de
Cauchy-Euler para x>0, en el caso en el que las raices son reales y distintas, es

(6)y(x)=clxk|+c2xk2
Caso 2: Raices reales repetidas

Si las raices de (5) son repetidas, es decir kl=k2, entonces se obtiene sélo una solucién
particular, y=xk|=xk2=xk. Cuando las raices de la ecuacion auxiliar (5) son iguales, el discriminante


https://blog.nekomath.com/ecuaciones-diferenciales-i-ecuaciones-diferenciales-de-orden-superior/#existencia-unicidad

de los coeficientes necesariamente es cero, es asi que de la formula cuadratica se deduce que las
raices deben ser k=—(b—a)2a.

Cuando estudiamos el método de reduccién de orden vimos que conocida una solucion no

trivial yl, una segunda solucion y2, tal que yl y y2 formen un conjunto fundamental de soluciones,
puede ser determinada por la expresion

(7)y2(x)=y 1 (x)]e=IP(x)dxy12(x)
Para usar este resultado escribamos a la ecuacion de Cauchy-Euler en su forma estandar.
(8)d2ydx2+baxdydx+cax2y=0

Identificamos que P(x)=bax y Q(x)=cax2, vemos que

independientes. En correspondencia, la solucion general de la ecuacion diferencial debe contener
una combinacion lineal de estas r soluciones.

Caso 3: Raices complejas conjugadas

Si las raices de (5) son el par conjugado kl=a+if y k2=a-i, donde a y >0 son reales, entonces
una solucion es

(10)y(x)=Clxa+ip+C2xa-ip
De tarea moral muestra que W (xa+iB,xa-iB)=-2ipx2a-1#0, lo que indica que la solucién (10)

esta compuesta por las funciones del conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial
de Cauchy-Euler.


https://blog.nekomath.com/ecuaciones-diferenciales-i-metodo-de-reduccion-de-orden/#reduccion-orden

Tal como lo hicimos en el caso de coeficientes constantes, se desea escribir la solucion solo en
términos de funciones reales. Consideremos la identidad

De forma similar,

Debido a que (10) es una solucién para cualquier valor de las constantes, podemos notar que si
elegimos C1=C2=1y, por otro lado, CI=1,C2=-1, obtenemos las siguientes dos soluciones,
respectivamente

(15)y I=xa(xiB+x—iB)yy2=xa(xiB-x—iB)

que si usamos (14) podemos escribir como

concluye que

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacion diferencial. Asi, la
solucién general a la ecuacion de Cauchy-Euler para x>0, en el caso en el que las raices son
complejas conjugadas, es

Realicemos algunos ejemplos en los que apliquemos cada caso.

Ejemplo: Resolver la ecuacién de Cauchy-Euler: x2d2ydx2+23xdydx—29y=0.

Solucién: Consideremos la solucion y=xk, las respectivas derivadas son
dydx=kxk-lyd2ydx2=k(k—1)xk-2

Sustituimos en la ecuacién diferencial

x2[k(k— 1 )xk—2]+23x[kxk—1]-29xk=xk[k(k—1)+23k-29]=0



Como x#0, entonces la ecuacién auxiliar es
k(k—1)+23k-29=00k2-13k-29=0

Resolviendo para k obtenemos las raices k1=23 y k2=—13. Como las raices son reales y distintas,
de acuerdo a (6), la solucion a la ecuacion de Cauchy-Euler es

y(X)=cIx2/3+c2x—1/3

Ejemplo: Resolver la ecuacién de Cauchy-Euler: x2d2ydx2+3xdydx+y=0.
Solucién: Consideremos la solucion y=xk, las respectivas derivadas son
dydx=kxk—lyd2ydx2=k(k—1)xk-2
Sustituimos en la ecuacién diferencial
x2[k(k=1)xk=2]+3x[kxk—1]+xk=xk[k(k—1)+3k+1]=0
Como x#0, entonces la ecuacion auxiliar es
k(k—1)+3k+1=00k2+2k+1=0

Resolviendo para k obtenemos las raices kl=k2==1. Como las raices son reales repetidas, por (9)
concluimos que la solucion general a la ecuacién de Cauchy-Euler es

Ejemplo: Resolver la ecuacion de Cauchy-Euler: 3x2d2ydx2+6xdydx+y=0.
Soluciéon: Consideremos la solucion y=xk, las respectivas derivadas son
dydx=kxk-lyd2ydx2=k(k—1)xk-2
Sustituimos en la ecuacién diferencial
3x2[k(k=)xk=2]+6x[kxk—I]+xk=xk[3k(k—1)+6k+1]=0
Como x#0, entonces la ecuacion auxiliar es

3k(k—1)+6k+1=003k2+3k+1=0



Resolviendo para k obtenemos las raices kl==12+i123 y k2=-12-i123. Identificamos
que a=—12 y B=123. Las raices son complejas conjugadas de manera que la solucién esta dada por
(18), asi, la solucion general a la ecuacion de Cauchy-Euler es

Caso no homogéneo
Para resolver la ecuacion no homogénea (3) podemos aplicar el método de variacion de
parametros visto en la entrada anterior, pues basta encontrar el conjunto fundamental de

soluciones {yl,y2} de la ecuacion homogénea asociada y con ello aplicar la formula de la solucién
particular, esto es

(19)yP()==y1 ()]y2()g()W (y |,y2)dx+y2(x)ly | (<)g()W(y 1y2)dx
Recuerda que la funcidn g(x) se obtiene de la forma estandar de la ecuacion diferencial.
Realicemos un ejemplo.

Ejemplo: Usando el método de variacion de parametros, resolver la ecuacion de Cauchy-
Euler: x2d2ydx2—-xdydx+y=2x.

Solucién: Primero vamos a obtener la solucion complementaria considerando la solucion y=xk y sus
derivadas dydx=kxk—1 y d2ydx2=k(k—1)xk—=2. Sustituyendo en la ecuacion homogénea asociada
tenemos

x2[k(k~1)xk=2]~x[kxk— 1 +xk=xk[k(k—)~k+1]=0

Como x#0, entonces la ecuacién auxiliar es k2—2k+1=0, de donde kl=k2=1, asi la solucién
complementaria es

El Wronskiano es W=x. Para determinar la funcion g vamos a dividir por x2 la ecuacién diferencial
y asi escribirla en su forma estandar.

d2ydx2- I xdydx+ | x2y=2x



Vemos que g(x)=2x. Ahora podemos sustituir en la solucion particular (19)

La solucidn particular es

Por lo tanto, la solucion general a la ecuacion de Cauchy-Euler sera la superposicion de ambas
soluciones, esto es

2.15.- Solucion de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas.

Una Ecuacién Diferencial Ordinaria NO HOMOGENEAS se escribe de la siguiente forma

ao(x) y'+al(x) y = f(x)

Observemos que este tipo de ecuaciones son muy parecidas a las ecuaciones diferenciales
homogéneas a diferencia de que en el lado derecho de la igualdad en vez de tener 0 contamos
con una funcion f(x) adicional.

Este tipo de Ecuaciones pueden resolverse con el método de Factor Integrante visto
anteriormente en el parcial |, aun asi recordaremos este método en el siguiente video o puedes ir
al link de abajo para que veas este método paso a paso.

Ecuaciones Diferenciales De Bernoulli

Este tipo de Ecuaciones Diferenciales se escriben de la siguiente forma y son muy parecidas a las
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas.


https://sites.google.com/site/ecuacionesdiferenciales2015/parcial-2/1--ecuaciones-diferenciales-no-homogeneas/ej20.jpg?attredirects=0

ao(x) y' +al(x) y = fO)y"

y" elevada a una potencia "r" donde r puede ser cualquier nimero

Donde se tendra una variable
real incluido el 0.

Observacion:

Si la potencia r = 0 se obtendra una ecuacion diferencial lineal no homogénea de la forma debido a
que un numero elevado a una potencia 0 siempre sera igual a I.

ao(x) y' +al(x) y = f(x)

Para resolver este tipo de Ecuaciones Diferenciales existe un proceso especial.

| .-Multiplicamos la ED por y elevada a la -r, obteniendo lo siguiente:
ao(x) y "y +al(x) y' " = f(x)

2.-Dado que estamos buscando una ED lineal proponemos un cambio de variable de la siguiente
forma al que le denominamos u

u=y

3.-Ahora teniendo nuestra variable u, encontraremos su derivada u' obteniendo lo siguiente

w (¥,

Y o= = (1=l

I ]=r-

w={1-1)y
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Observemos que el valor de u' y de u son muy parecidos a los de la ED original por lo que
podemos poner nuestra ED en términos de u realizando ciertas compensaciones algebraicas, una
vez hecho esto la ED original quedara de la siguiente forma. .

ao(x) yy' +al(x) y' " = f(x)
ao(x)

a-n '+ al(x)u = f(x)

4.-En vista que ya tenemos una ED lineal podemos proceder a resolverla mediante el método de
factor integrante y al final se reemplaza el valor original de u en este caso siendo u =y elevado a la
[-r.

UNIDAD llI: SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
CON LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

3.1.- Definicion de la Transformada de Laplace.

Vamos a desarrollar un tema sobre la Transformada de Laplace y su aplicacién a la resolucién de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Estas
ecuaciones surgen de manera natural en el contexto de los circuitos eléctricos. Consideremos por

ejemplo el tipico circuito LRC de la figura:


https://sites.google.com/site/ecuacionesdiferenciales2015/parcial-2/1--ecuaciones-diferenciales-no-homogeneas/ej26.jpg?attredirects=0

donde la inductancia L, la resistencia R y la capacidad de condensador C se consideran constantes.

Se tiene entonces que la carga q(t) que circula por el circuito esta dada por la ecuacién:
Lq"(t) + Rg'(t) + q(t)/C = V(¢).
y dado que la intensidad I(t) es |la derivada de la carga, ésta puede calcularse por la ecuacién:
LI'(t)+ RI(t) + [ I(s)ds/C =V(t)
o equivalentemente con la ecuacién diferencial:
LI"(t)+ RI'(t) + I(t)/C = V'(t)

De forma similar, si tenemos un circuito con varias ramas y mas elementos, como por ejemplo:
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podemos deducir a partir de las leyes de Kirchoff que las intensidades que circulan por los hilos

eléctricos del circuito vienen dadas por:

”:JT] —IE—_!I_';.
'l."-'[#] — I{R| f I]I."I.(H]_ f IEH_:
0=—IR + ITL + I/ C,,

Si suponemos los elementos del circuito constantes, salvo a lo mejor el voltaje V (t), que
supondremos una funcidn derivable, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con

coeficientes constantes.

La Transformada de Laplace es una herramienta que permite transformar los problemas anteriores
en problemas algebraicos y, una vez resuelto este problema algebraico mas facil a priori de resolver,
calcular a partir de la solucién del problema algebraico la solucién del problema de ecuaciones

diferenciales.

Esta es la forma en que los ingenieros abordan el estudio de estos problemas, como pone de
manifiesto las referencias [Ogal], [Sen] o [Jam]. Ademads este método es explicado en algunos libros

de ecuaciones diferenciales como [BoPr], [Bra], [Jef] o [MCZ].



Sin embargo, para entender en su justa dimensidn la Transformada de Laplace hay que
dominar contenidos basicos de variable compleja que nuestros alumnos ya han estudiado

durante el curso (ver por ejemplo [Mur]). Asi, vamos a presentar la Transformada de Laplace
en un primer lugar usando los conocimientos que el alumno tiene de funciones de variable
compleja y una vez explicada ésta, procederemos a indicar algunas aplicaciones a las
ecuaciones y sistemas citadas anteriormente. Nuestros alumnos también deben conocer y
dominar contenidos relativos a integrales impropias que fueron explicados en la asignatura

de primer curso fundamentos matemadticos de la ingenieria.

A modo de introduccidn histérica, diremos que la expresion
Z 4oo
F(z) = e~7f(t)
S
fue acufiada en primer lugar por Pierre—Simon Laplace en 1782. Su utilizaciéon dentro de
la técnica se debe en su forma rigurosa a Thomas Bromwich, el cual formalizé utilizando
las funciones de variable compleja y la Transformada de Laplace un calculo operacional

inventado por Oliver Heaviside para la resolucion de circuitos eléctricos.

3.2.- Funciones transformables.

previamente a introducir la Transformada de Laplace, hemos de concretar qué tipo de
funciones vamos a considerar para nuestros problemas. Las funciones que van a ser de
importancia dentro de la ingenieria son aquellas llamadas continuas a trozos, que a continuacion
definimos.

Dados los numeros reales a < b, se dice que la funcion f: [a, b] — C es continua a trozos si
existe una particion de [g,b], a = t, <t, < .. <t,= b, de manera que f es continuaen (t,
t.), 0 <i <n, y existen y son finitos los limites laterales de f en cada uno de los puntos t, 0 <
i<n.

Una funcidn f: [0, +«) — C se dice que es continua a trozos si para cada intervalo compacto
[a, b] < [0, +°) se verifica que f : [a, b] — C es continua a trozos.

Uno de los primeros ejemplos de funcién continua a trozos es

h, : [0, +) — C,

donde a es un numero real mayor o igual que cero. Esta funcion esta definida por



it<
ha(t)= 0 sit<aq,

| sit2a,

y se conoce en ingenieria con el nombre de funcién de Heaviside.

3.3.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada de Laplace.

gea f: [0, +°) — C una funcion localmente integrable, esto es, existe la integral de
Riemann de fen todo intervalo compacto [0, a] € [0, +«). Se define la Transformada de

Laplace de f en z € C como

LIf(z) = e *f(t)dt, (1.1)

siempre que tal integral impropia exista. Como el alumno debe conocer, la convergencia

dela integral 7
+o0

le™f(t)|dt
0

implica la convergencia de la integral (1.1). Denotaremos por D, el dominio de L[f], es
decir, el subconjunto del plano complejo donde la expresion (1.1) tiene sentido.

A continuacion, vamos a ver ejemplos de Transformadas de Laplace de algunas funciones

elementales.

+ Funcion de Heaviside. Sea a 2 0 y consideremos la funcién de Heaviside h, definida
anteriormente. Entonces para todo z € C tal que Rez > 0 se verifica
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En particular, cuando a = 0 obtenemos

|
L[ho](z) =

z

+ Funcion exponencial. Sea w € C y consideremos la funcion exponencial f(t) = e .Set
verifica entonces para todo z € C tal que Rez > Re w

4o 4o )
Llfl(z) = [ e et dt = [ et g
Jo Jo
.  (2—w) , 1 g~z 1
= lim / e Tt = lim ( - ) = .
E—+00 f E—00 | F == () =W Z =
En particular, si w = 0 se verifica que f(t) = |, con lo que nuevamente

I
L[h](z) = ;-para todo z € C tal que Rez > 0.

3.4.- Funcion escaldn unitaria, funciéon impulso y teorema de traslacion.

Existen varias maneras diferentes de definir la funcion de Heaviside, no todas ellas equivalentes. Las
diferentes definiciones no equivalentes difieren solo en el valor H(0), que es convencional. La
mayoria de autores lo definen como H(0)=Iya que maximiza la simetria de la funcidn, y permite una

representacion de la misma a través de la funcién signo:

B
"
=

Hz) =

[l =
|
=

H(z) = 5 (1+ sen(z))

3.5.- Transformada inversa de Laplace.

.
Para determinar la transformada inversa de Laplace de una funcién F "/, es necesario aplicar lo

siguiente:

o
I. Se debe descomponer F(s) en términos mas sencillos, esto mediante una expansion de

fracciones parciales.
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ubos

2. Se debe utilizar una tabla de transformadas inversas de Laplace.

3. Si es necesario, se debe aplicar la propiedad de linealidad y se suman todas las
transformadas de Laplace parciales en una total.

o
Es importante verificar que el grado " = 171, con lo cual se garantiza que F(s) es una funcion

o
racional propia, donde los polos de F(s) se pueden expresar como:

n—1

D':"'J = a, 5" + 1,15 T T 18 T ap = E"“ - 1”]?'("“ - 1”2:'("' - pnj

en donde los P'n pueden ser reales o complejos.

3.6.- Uso de tablas para la transformada inversa de Laplace

Las transformadas de Laplace de las funciones que hemos estudiado se resumen en la tabla
siguiente:

F(s)=oJ0e—stf(t)dtF(s)=/0~e-stf(t)dt

afi(®)*ah(t) ciFi(s)rcrFy(s)

exp(a t) Is—als—a

cos(wt) ss2+w2ss2+w?2

sin(wt) ws2+tw2ws2+w?2

t’ n!sn+In!sn+|

exp(at) f(t) F(s-a)

exp(at) cos(wt) s—a(s—a)2+w2s—a(s—a)2+w?2
u(t-a) exp(-as)/s

u(t-a) f(t-a) exp(-as) F(s)

6(t-a) exp(-as)

f(t) (derivada primera) s ‘F(s)-f(0)

f'(t) (derivada segunda) s F(s)-s f(0)-s £(0)
g(t)=t/0f(t)dtg(t)=/0tf(t)d (integral) F(s)/s

fl)=f(t+p), (funcion periddica) | |—e—sppJOe—stf(t)dt| | —e—sp|Ope—stf(t)dt
f(at) laF(sa)laF(sa)
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t'f(t) (= 1)ndndsnF(s)(— I)ndndsnF(s)

3.7.- Teoremas sobre las propiedades de la transformada inversa de

Laplace.

Propiedad de linealidad
Fi(s)

Si “1y ©2 son constantes arbitrarias y

de J1(1)y J2(1), entonces,

LTFy(s) + Fy(s)] = ey - L7HFYs)] + g - L7 Fyfs)]

LTFy(s) + Fy(s)] = 1+ filt) + co - falt)
Tambien se aplica para mas de dos funciones.
Primera propiedad de translacién

si £ [F(s)] = J1t), entonces
L7F(s —a)] =™ f(t)

Segunda propiedad de translacion

si L7 [Fis) = [{1) entonces

Propiedad del cambio de escala

si L7 [F(s)] = [11), entonces
LF(k-s)] = % : _f'[%j:-

Donde / representa una constante.

y ! son las transformadas de Laplace

upns
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3.8.- Fracciones parciales para la transformada inversa de Laplace.

P(s)
Una funcién racional, @(5), donde 1'(*) y @(5) son polinomios en los cuales el grado de

Qs ', puede escribirse como una suma de fracciones racionales (denominados

Pls)

'es
el menor que el de
fracciones parciales) de la forma

A As+ B
(s + bym (052 + bs + o)™
donde " = 1. 2. 3. " Hallando sus transformadas inversas de Laplace, se puede

. P(s)

L —
determinar l” L5) }
Existe un método para hallar los valores de los coeficientes de cada fraccion racional y es utilizando
la evaluacion de limites. Para poder aplicar este método, es necesario desarrollar la funcion racional
en la suma de fracciones y la expresion que se indica en el denominador, se iguala a cero y se despeja
la variable 5; lo que indique el valor numérico, es el valor que se toma a evaluar en el limite. La
expresion que se iguald a cero, esa expresion debera ser multiplicada por el resto de la suma de
fracciones racionales con el fin de evitar una indeterminacion o un resultado infinito.

3.9.- Solucion de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas por el
método de la transformada de Laplace.

La transformada de Laplace se aplica a la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando
son lineales, de coeficientes constantes, van acompanadas de condiciones iniciales y el dominio de la
funcion incognita es el eje positivo. El método puede esquematizarse en los siguientes pasos:

I. aplicar la transformada a ambos lados de la ecuacion y utilizar la propiedad Pl sobre
linealidad,

2. utilizar la propiedad P5 sobre transformada de la derivada, lo que genera una ecuacion
algebraica con la funcion transformada como incognita,

3. despejar esa funcion transformada,
4. buscar su inversa.

Este método se aplica igualmente a sistemas de ecuaciones lineales de coeficientes constantes con
datos iniciales; en este caso la aplicacion de la transformada genera un sistema algebraico lineal de la
misma dimension que el sistema diferencial inicial. También es aplicable en algunos casos especiales
.|
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de coeficientes variables, pero entonces la ecuacion transformada no es algebraica, sino nuevamente
diferencial.

3.10.- Solucion de ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas por el
método de la transformada de Laplace.

Para detallar un poco mas el proceso anterior consideramos ahora el problema
o'+ +ey=gt) o) =u, V0=
y efectuamos los pasos anteriores:
1. apliar I transformada a ambos lados de I3 ecuacian y utlizar a propiedad P1 subre fnealidad; llamamos ¥(s) = L{y(t)] v G(s) = Llg({)]:
aly' ()] + 0L/ (1] + cH) = Gl
2, utlizarla propiedad P5 sobre transformada de [ derivada, lo que genera una ecuacin alogbraica con la funcidn transformada como incgnita:
(a8 4 s+ ¢)HTs)— (as + gy ~ 3, = C1o)

3, despefar esa funcion transformada;

)= s+ o + oG o Hl) =~

4, buscar su inversa.

La funcion H(s) se conoce como funcidn de transfrenciay slo depende de os cosicentes defa ecuzcidn y o deltémino g(). La funcidn £ (s e cenomin respuesta alimpulso, ya que e a soucidn el problema

o+ +ey=0it), 40)=0, ¥(0)=0

3.11.- Solucion de ecuaciones diferenciales de 2°. Orden.

Como hemos visto, la transformada de Laplace se aplica a la resolucién de problemas de valor inicial
cuya e.d.o. es lineal con coeficientes constantes, pues transforma una ecuacion de este tipo en una
algebraica lineal de la cual se despeja la transformada de la variable dependiente de la e.d.o. inicial.
Cuando se trata de resolver un problema de contorno cuya e.d.p. es lineal de coeficientes constantes
de dos variables, la aplicacién de la transformada transforma la e.d.p. en una e.d.o. cuya variable
dependiente es la transformada de la incognita de la e.d.p. inicial. Una de las ventajas de este método
es que es aplicable a ecuaciones no homogéneas. Las caracteristicas que permiten o aconsejan su
uso son
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e la e.d.p. sea lineal (condicion necesaria);

e la ecuacion tenga coeficientes constantes;

e una al menos de las variables independientes tenga dominio infinito;
e el problema presente una condicion inicial en esa variable;

e las operaciones de derivar respecto a una variable independiente y tomar transformada de
Laplace respecto de la otra sean intercambiables, lo cual es cierto en determinadas
condiciones de regularidad.

El procedimiento general de aplicacién de la transformada de Laplace a la resolucion de problemas
de contorno puede esquematizarse en los siguientes pasos:

I. transformar la e.d.p. dada mediante Laplace, respecto a una variable independiente de
dominio semi-infinito (sea por ejemplo t€[0,));

2. resolucion de la e.d.o. resultante; la variable independiente de esta e.d.o. es la otra variable
(sea por ejemplo la x) de la e.d.p.\ inicial y la incognita es la funcion transformada; en los
coeficientes de su solucion intervendra la variable s como parametro;

3. aplicar transformadas de Laplace a las condiciones de frontera en la variable x;

4. utilizar esas nuevas condiciones para determinar los coeficientes de la solucion general de la
e.d.o. anterior;

5. invertir la transformada de Laplace.

3.12.- Solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior.

Ejemplo Estudiar la existencia y unicidad de soluciones del sistema x ' = y/t, y ' = t/x. Las funciones
fl(t, x, y) = y/t, fly(t, X, y) = |/t son continuas salvo en el cero del denominador, t = 0. La funcion
f2(t, x, y) = t/x, f2,x(t, X, y) = —t/x2 son continuas salvo en el cero del denominador, x = 0. Las
funciones fl,x(t, %, y) = 0 = f2,y(t, X, y) son constantes y continuas. Recapitulando, el sistema tiene
solucién unica para cualquier conjunto de valores iniciales (t0, x0, y0) con t0 6= 0 6= x0. Por su
parte, el problema de valores iniciales para las ecuaciones diferenciales de orden n, x n) =ft, x, x',

., xn—1), x(t0) = x0, x' (t0) =x "0, ...xn—1)(t0) = x n—1) 0, (2.3) se puede reducir al problema
para un sistema de n ecuaciones diferenciales de orden uno, sin mas que realizar el cambio de

variables x| =x,x2=x",...xn=xn-I), que proporciona el sistemax 'l =x2 - - -x'n—| =xn
x'n=f1(t, xI, ..., xn), xI(t0) =x0, x2(t0) =x'0, ... xn(t0) = x n—1)(t0), (2.4) con lo cual el vector
de funciones del sistema es simplemente F = (x2, . . ., xn, f) t y el vector de condiciones iniciales,
x0,x'0,...,xn=1)0.
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UNIDAD IV: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES Y SERIES DE FOURIER

4.1.- Trayectorias Ortogonales.

Trayectorias Ortogonales

{Como encontrar la familia ortogonal de una familia dada?

Tenemos una familia de curvas de la forma:

y = ¢x?.

En donde c se comporta como una constante

upns
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Paso |:Despejamos "c

y

x2

=C

Paso 2: Calculamos la ecuacion diferencial asociada a esta familia de curvas

2x 2y
; Fx = }’ A R = —‘;3
) x4 X
Fx,y) == =

x2 1

Fv= .
J .\,2

Nota: Fx representa a la derivada de la funcién con respecto a x, mientras que Fy representa a la derivada de

Paso 3: Escribimos la ecuacion diferencial asociada a la familia ortogonal

2y
; Fy x3 2y
A A
¥ o )

x2

Paso 4: Para encontrar ahora la trayectoria ortogonal se debe obtener el reciproco negativo

dy Fy x
dl'_Ft - 2}’.
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Paso 5: El reciproco negativo siendo una ecuacion diferencial, se resuelve por alguno de los métodos conocic

dy X
—=—— =2ydy =—xdx =

dx 2)
=3 / 2ydy =
2 2
2, 1, X y

1
—/x dx = y? =—§x2+C =

La dltima ecuacion es la familia ortogonal de la primera familia de curvas

4.2.- Problemas de Mecanica.

Un helicoptero como el representado en la figura adjunta comienza a elevarse del suelo a una
velocidad constante v~ , al tiempo que las aletas principal y secundaria giran con velocidades
también constantes w~ lyw~ 2.
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Sobre el suelo se encuentra un observador que "ve" sobre una de las aspas principales un insecto
que se encuentra casi en el extremo de ella y se acerca a dicho punto con una velocidad
constante v_ |.

De igual forma, otro insecto se encuentra en las mismas circunstancias sobre una de las aspas
secundarias, siendo su velocidad respecto al eje de dicha aspa constante y de valor v’ 2 .

¢Cudl es la velocidad de cada uno de los insectos respecto al hombre?

En este tipo de problemas la mayor dificultad se presenta al elegir los ejes de coordenadas. Vamos
a resolver en primer lugar el caso primero, para lo cual tomamos como sistema inercial (SI) uno
ligado al hombre y como sistema no inercial (SIN) uno con origen en el eje de las aletas y de ejes
paralelos al SI.
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i’
LU_{
¥
w
. ? ;
{ z
v
F v
£ L

SEE

Segln las ecuaciones de la cinematica relativa, la expresion general de la velocidad de un punto
respecto a un sistema inercial vale:

v vV AW AF

y la aceleracion viene dada por:

a =a 'ta +tw A +twW AW AP ) 2w AVT)

para nuestro caso tenemos:

v =SV =V WS =w K =r L a =0,A=0w T=0

y sustituyendo en la expresion general, nos queda:

Universidad del sureste 100



ubos

v =V VK WAL =y VK =wlrlita” =wl KAWL -KC A L) 42w K AVE)===w2 I rl 2w r]

i
que son las expresiones que nos dan la velocidad y aceleracion del primer insecto respecto del
hombre.

Para el segundo caso hacemos de forma semejante pero considerando que ahora se tiene w = w, 1
Resulta entonces:

Vo =V VW2 AR =2 H(V-w2r2)k la” =w2-iTAW2-T AR +2(W2-i" Av2-j ) =l=-w22r2-j 2w
2r2-k”

que son las expresiones que nos dan la velocidad y aceleracion del segundo insecto con respecto al
observador que esta en el suelo.

4.3.- Problemas de razon de cambio.

PROBLEMA RESUELTO | Una piscina tiene 50 pies de largo y 20 pies de ancho. Su profundidad
varia de manera uniforme desde 2 pies en su parte menos profunda, hasta |2 pies en la parte
profunda, como se muestra en la figura. Si la piscina es vaciada utilizando una bomba de agua a
razén de 50 pies cubicos por minuto. ;A qué razoén esta disminuyendo la profundidad en la parte
mas honda, cuando la altura del agua ahi es de 6 pies? Solucion Observe que en este problema la
derivada conocida es la razon de cambio del volumen de agua en la piscina con respecto al tiempo.
Mientras que la derivada que se busca es la razén a la cual cambia la altura del agua. Si V es el
volumen de agua, entonces 3 pies 50 min dV dt = Si h es la altura del agua en la parte profunda,
debemos encontrar dh dt, cuando h = 6 . El volumen del agua esta dado por Area del triangulo
ancho de la piscina =(A) (20) V = x x Como se muestra en la figura siguiente, se utilizaran
triangulos semejantes para expresar el volumen en términos de h. 50 [0 505 10 xh hxh===
Ahora se puede expresar el volumen de agua en la piscina en términos de la variable h ()2 | 20
102 10550V xh xh hhh=-===0Observe que en este momento Yya se tiene una ecuacién que
relaciona las variables hy V. h es la variable cuya derivada se busca y V es la variable cuya derivada
se conoce. Derivando ambos lados de la ecuacion con respecto al tiempo () ()2D VD htt=>50
Como la variable independiente es el tiempo, se usa derivacion implicita para calcular la derivada
(100) 100ttttDVhDhDYVD hh == Ahora que ya se a calculado la razén de cambio de h,
solamente hace falta evaluar la derivada cuando h = 6 6 50 | pies 100 6 12 min.
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PROBLEMA RESUELTO 2 La parte superior de una escalera de 20 pies de largo resbala sobre una
pared vertical a razon de 0.5 pies por segundo. El otro extremo de la escalera resbala sobre una
superficie horizontal alejandose de la pared. a. Calcule la razén a la cual se mueve la parte inferior
de la escalera sobre el piso horizontal, cuando la parte superior se encuentra a una altura de 8 pies
sobre el suelo. b. Calcule la razén a la cual cambia el angulo formado entre la escalera y el piso,
cuando la parte superior se encuentra a una altura de 8 pies sobre el suelo Solucion a. La siguiente
figura muestra la escalera apoyada sobre la pared vertical, h representa la altura del extremo
superior de la escalera y x representa la distancia entre la pared y la parte inferior de la escalera La
parte superior de la escalera resbala a 0.5 pies por segundo, entonces 0.5 t D h = — El signo
negativo se debe a que h esta disminuyendo al aumentar el tiempo Se quiere calcular t D x cuando
h es igual a 8 pies. Utilizando el teorema de Pitagoras 2 2 2 x h + = 20 Derivando ambos lados de
la ecuacion y despejandotD x () ()2222022022ttttttttDxhDxDxhDhhDhD

XxXhDhDxx+=-+-=-=—.=—Como la derivada depende de x y de h hay que calcular el
valor de x cuandoh=8222222202040083364 2] xhxh +==—-=—-==_Calculando t D x
cuando h =88 (8) ( 0.5) pies 0.218 4 2| segt h D x =- —=— = b. En este caso debemos

relacionar el angulo formado entre la escalera y el piso con la altura h como se muestra en la figura
siguiente 6 h 20 sen 20 h 6 = Derivando respecto al tiempo ( ) sen 20 | cos 20 | 20costttttth
DDDDhDDhO000606()=| |\).==Para evaluar la derivada cuando h = 8 note que 4 2|
21 cos 20 20 5 x 6 = = = Ahora se puede evaluar la razon a la cual cambia el angulo 8 | | rad ( 0.5)
0.027 21 821 seg205th D 6 =—-=- — == — - El signo negativo indica que el angulo esta
disminuyendo cuando la escalera resbala sobre la pared.

4.4.- Problemas en Circuitos Eléctricos.

Dos resistencias conectadas en paralelo a | 10 V. consumen la misma potencia que conectadas en
serie a 220 V. Hallar la relaciéon entre las resistencias.

Conociendo la resistencia y la diferencia de potencial, la potencia vale:

P=V2R

La potencia es la misma en ambos casos y la resistencia equivalente en un circuito en paralelo y en
uno en serie es:

en paral. IRep=IRI1+I1R2=RI+R2RI-R2=>Rep=R|-R2R|+R2} en serie Res=R|+R2
de donde podemos hacer:
P1=P2;V21RI-R2R1+R2=V22R1+R2
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Y sustituyendo los valores numéricos de los voltajes se tendra:
(R1+R2)2R1-R2=4=>R21+2R|R2+R22=4RIR2

Y simplificando:

(R1-R2)2=0=R1-R2=0=R1=R2

es decir las dos resistencias deben ser iguales.

Hallar la resistencia equivalente del montaje de la figura entre A y F. Sl el montaje se conecta a una
tension de 16 V. Calcular la distribucion de intensidades entre las resistencias comprendidas entre
los puntos Cy D .

Por ser en paralelo, tendremos:

IRCD=13+16=918=RCD=20Q
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Calculamos la resistencia equivalente

A B

2,40 20
62 202

20 30 2Q)

entre B y el punto E, pero pasando por la resistencia que hemos calculado (E') que es en serie:
RBE'=2+2+2+3=9Q

Calculamos ahora la resistencia equivalente entre By E .

A B

2,4Q
6 Q2 20

F
20 F

Por ser en paralelo, tendremos:
IRBE=16+19=1554=RBE=5415Q

Finalmente, la resistencia entre Ay F,
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2,49

F
20

al estar en serie, valdra:

RAF=2,4+5415+2=8Q

Y esa sera la resistencia total equivalente del circuito, con lo que la intensidad valdra:
IT=VRAF=168=2Amp.

Al estar las resistencias del circuito final A-F conectadas en serie, la intensidad vale igual en todos
puntos. Si entre B y E hay una resistencia de (54/15 ohmios) la diferencia de potencial entre dichos
puntos valdra:

VB-E=5415%2=7,2V.

La parte B-E del circuito consta de 2 resistencias (una de 9 ohmios y otra de 6 ohmios)por lo
tanto, por la de 9 ohmios circulara una corriente de intensidad:

[9=5415%x2x19=45Amp.

Observamos que el circuito B-E' es el mismo que el B-E una vez desarrolladas en él todas las
resistencias. Al estar en serie, la intensidad vale igual en todos los puntos y la diferencia de
potencial entre D y C vale:

VDC=19=45x%2=85Voltios
Desglosando las resistencias entre D y C tenemos:
IR3=VR3=85x13=815A;IR6=VR6=85%16=415A

Y esa es la distribucion de intensidades entre las resistencias comprendidas entre los puntos C y D
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4.5.- Problemas de Termofluidos.

I. Hemos estudiado que la energia cinética de un cuerpo en movimiento esta relacionada con
su velocidad. ;Forma parte esta energia cinética de la energia térmica del objeto en
movimiento!?

2. jPor qué las particulas de un sélido solo pueden presentar movimiento de vibracién?

No, la energia térmica es un tipo de energia interna, asociada a la energia cinética y potencial de las
particulas en el interior del cuerpo. Por otro lado, la energia cinética global no es energia interna.

2.

En los solidos, las particulas se encuentran en posiciones fijas y proximas entre si, de una manera
ordenada y las fuerzas que las unen son grandes. Las particulas no pueden trasladar su posicion en
el interior de la sustancia facilmente, ni tampoco rotar. Simplemente pueden vibrar u oscilar en
torno a una posicion de equilibrio. Cuando esta oscilacion es muy grande, debido a que se les ha
suministrado mucha energia, se rompen algunos enlaces dando lugar al estado liquido, donde las
particulas pueden moverse con mayor libertad.

4.6.- Problemas de Circuitos Hidraulicos y Neumaticos
Ejercicio No | :
Se mueve un cilindro de simple efecto con un fluido. El diametro del piston es 75 mm y el

didmetro del vastago de 20 mm, la presion de trabajo es de 6x10° pa (I pa = IN /mm?) vy la
resistencia del muelle es de 60 N. su rendimiento es del 90% calcule:

J
T 20 mm

/5 mm| IR T
i

a) Lafuerza tedrica que el cilindro entrega en su carrea de avance.
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b) La fuerza real o efectiva del cilindro.

Diametro del vastago sobra porque es de simple efecto.

: 0.075% m*
Fteorica=S5,-P =7

2
6.10°—72650.72 N
2

Freal=1) (Fteorica- Fmuelle) = 0.9 (2650.72 N-60N)

=2331.65N

Ejercicio No 2 :

a)  Que caudal se necesitara para que un cilindro de simple efecto de 30 mm de diametro
recorra una distan sea de 250 mm en 0.8 segundos?

b) Dependiendo de su funcién, describa brevemente tres tipos distintos de valvulas hidraulicas.

Solucioén:

| i’ 25
3 C=5=SLt=n-0/4Lt= o
4 0.8/60min

dm3min

a) Escoger tres de estos 4 tipos:

@ Valvulas distribuidoras: determinar la apertura y cierre y las modificaciones en el sentido de flujo
del aire. Ej. 2/2, 3/2, 5/2, 5/3 ect.
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@ Vilvulas de bloqueo: corta el paso del aire comprimido. Son: antirretorno, selectora, de
simultaneidad, de escape rapido, estranguladora unidireccional.

@ Valvulas reguladoras de caudal: influyen en la cantidad de caudal que circulan son:
estranguladora bidireccional.

@ Valvulas reguladoras de presion: actuan sobre la presion del aire controlandola desde un valor
nulo hasta el maximo valor de alimentacion. Son :

Vilvula reductora de precio: se usan para fijar una presion de salida independientemente de
la presion de entrada.

Vilvula limitadora de presion: son valvulas de seguridad. Impide que la presion de un sistema
sea mayor que la fijada manualmente mediante un tornillo.

Vilvula de secuencia: el principio de funcionamiento es el mismo que el de limitadora, pero
en lugar de conectar a escape se conecta después de un deposito para temporizar y la salida de la
misma pilotaria una valvula 5/2.

4.7.- Métodos de solucion para sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales.

El método de Euler es el mas simple de los métodos numéricos resolver un problema del siguiente
tipo:

= f(z,y)
PVI = (:1:0} Yo

z;) =7

Consiste en multiplicar los intervalos que va de T'o a Lf en 1 subintervalos de ancho fi; osea:

ez

R e

T

de manera que se obtiene un conjunto discreto de 1t + 1 puntos: Fos L1y L2y weeeees y In del

[

intervalo de interes If]. Para cualquiera de estos puntos se cumlple que:

r; =x9+th,0<1<n
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La condicién inicial ¥(To) = Yo, representa el punto P, = (20, Yo) por donde pasa la curva

F(z) =y

solucién de la ecuacion de el planteamiento inicial, la cual se denotara como

Ya teniendo el punto Py se puede evaluar la primera derivada de F(I) en ese punto; por lo
tanto:

d
Fla)= 22| p = f(zo,0)

F(xp)

g ] ’/JF—\

Grafica A.

Con esta informacion se traza una recta, aquella que pasa por P, y de pendiente f(ID: yﬂ). Esta

recta aproxima F(I) en una vecinidad de Lo. Témese la recta como reemplazo de F(T') y
localicese en ella (la recta) el valor de y correspondiente a 1. Entonces, podemos deducir segun
la Grafica A:
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y - yﬂ
L = f(Im yﬂ)
I — Iy

Se resuelve para Y1:

Y1 = Yo+ (1:1 - Iﬂ)f(:rﬂ! yﬂ) = Yo+ hf{:r'ﬂ: yﬂ)

Es evidente que la ordenada Y1 calculada de esta manera no es igual a F(Il), pues existe un

F(x) en el

punto P = (x4, yl) y repetir el procedimiento anterior a fin de generar la sucesién de
aproximaciones siguiente:

pequefio error. Sin embargo, el valor Y1 sirve para que se aproxime

1= Yo+ h’f(i:ﬂ: yﬂ)
y2 =t + hf(z1, 1)

Yir1 = Yi + hf(zi,4:)

Un = Yn—1 T hf(Iﬂ—ls yﬂ—l)
Método de Euler Mejorado

Este método se basa en la misma idea del método anterior, pero hace un refinamiento en la
aproximacion, tomando un promedio entre ciertas pendientes.

La formula es la siguiente:

.yn+1 :.}',n +.tE’I-|:f(x”’y”)+f(xn+lﬂyn+l>:|
2
Donde
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y:+1=yn+h'f(xn?yn)

Para entender esta formula, analicemos el primer paso de la aproximacion, con base en la siguiente
grafica:

Cupva solucichs

o0op

15 ¢

my = Flxp)
H _om+m,
[ =
3 2
il m o= fixp0

i )
En la grafica, vemos que la
pendiente promedio ¢ corresponde a la pendiente de la recta bisectriz de la recta tangente a la

o e o e e e
curva en el punto de la condicion inicial y la "recta tangente" a la curva en el punto (7.)

donde “:es la aproximacién obtenida con la primera formula de Euler. Finalmente, esta recta
bisectriz se traslada paralelamente hasta el punto de la condicion inicial, y se considera el valor de

esta recta en el punto %= *lcomo la aproximacion de Euler mejorada.
Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un método genérico de resolucion numérica de ecuaciones
diferenciales. Este conjunto de métodos fue inicialmente desarrollado alrededor del afio 1900 por
los matematicos C. Runge y M. W. Kutta.

Los métodos de Runge-Kutta (RK) son un conjuntos de métodos iterativos (implicitos y explicitos)
para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente,
delproblema de valor inicial.

Sea
y(t) = f(t,y(t))

. T T
una ecuacion diferencial ordinaria, con fACRxR =R donde {2 es un conjunto
abierto, junto con la condicion de que el valor inicial de f sea

(f‘ﬂ! yﬂ) = Q.
|
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Entonces el método RK (de orden s) tiene la siguiente expresion, en su forma mas general:

Unt+1 = Yn + h Zb'ik‘é
=1

donde h es el paso por iteracion, o lo que es lo mismo, el incremento Aty entre los sucesivos

puntos tn y tn+1. Los coeficientes Ki son términos de aproximacion intermedios, evaluados en f
de manera local

ka':f tn‘l‘hﬂg,yn-l—hzmjkj 3'21,...,5.
j=1

con %ij» by, € coeficientes propios del esquema numérico elegido, dependiente de la regla de

cuadratura utilizada. Los esquemas Runge-Kutta pueden ser explicitos o implicitos dependiendo de
las constantes %ij del esquema. Si esta matriz es triangular inferior con todos los elementos de la

diagonal principal iguales a cero; es decir, %ij — 0 para J = ¥y -3 & los esquemas son explicitos.

4.8.- Introduccion a las series de Fourier.

La Serie de Fourier es una herramienta matematica que nos permite obtener informacion de una
funcion determinada mediante una transformacion (donde entenderemos por “transformacion” al
proceso que reduce la complejidad de una ecuacion). Por lo tanto, cuando se hace referencia a la
Serie de Fourier (sf), realmente hablamos de la transformacion que nos permite extraer
informacion sobre la frecuencia de un ciclo —puede ser cualquier funcion— cuando conocemos solo
una parte de su comportamiento.

La idea intrinseca de la sf nos indica que cualquier funcién, generalmente periddica, se puede
aproximar por medio de funciones simples sinusoidales'. De forma que cuanto mas coincide una
onda simple con el dato observado, mas peso tiene en la determinacion de la funcion original.
(Con este procedimiento es posible representar funciones deterministas o de indole aleatoria.)

Con la sf se adquiere un cambio en el dominio de la funcion; al pasar de la informacion contenida
en una senal, al dominio en el tiempo, para transitar al de la frecuencia y viceversa, de suerte tal
que se mejora el analisis de la senal (Carrillo, 2003). Asi que las sf son Uutiles en el estudio de
funciones periodicas, aunque, desafortunadamente, no aparecen con la misma frecuencia en la vida
real como las no periodicas.
|
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4.9.- Series de Fourier.

Definicion: Un polinomio trigonométrico de grado, a lo mas, n es cualquier funcion de la forma

(%) :%fg(% cos () + Bysen (x))...(1)

Donde r(x) es una funcion periédica de periodo 2m, ie,r(x)=r(x+21) para toda x€R con coeficientes

% —%gf(xn)...(l.l)

N-1
ak:% (x,)cos (kx, )k =1,2,..., N—1...(1.2)
|
b, =ﬁ2f(xn)sen(kxn)Vk=1,2,...,N—1...(1.3)
n=0

De (1) haremos las siguientes observaciones:eix=cos(x)+isen(x) y por Moivre se
tiene ei(kx)=cos(kx)+isen(kx), donde recordemos que para todo c€C c=a+ibt para todo g,b€R y si
adicionalmente en (1) iniciamos la suma desde,entonces podemos reescribir a (1) como:

N-1
r'(x)= chei(kx) —c, e+, .+ cNﬁlei(N_l)x...(2)
k=0

Con coeficientes
1 N-1 "™
¢ ==Y f(x,)e "™ Vk=12,.,N-1.(21)
N n=0
No debemos olvidar que r’(x) esta compuesto por coeficientes complejos, por lo
que r'(x)=Re(r'(x))+Im(r'(x)) , ademas r'’x"Re'rx” y por construccién tenemos la peculiaridad
de f(xn)=r(xn)=r’(xn)V.n=1,..,N-1
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4.10.- Ley de Senos y Cosenos

Teorema del seno

Cada lado de un triangulo es directamente proporcional al seno del angulo opuesto.
a b ¢

sen A sen B sen C

Aplicaciones

Este teorema es Util para resolver problemas si los datos dados entran en alguno de los siguientes
casos:

I Si tenemos las medidas de 2 lados de un triangulo, y el angulo opuesto a uno de ellos.

Aplicando el teorema inmediatamente puedo obtener el angulo opuesto al otro lado que
conocemos

2 Si tenemos las medidas de 2 angulos de un triangulo, y el lado opuesto a uno de ellos.

B =53.44°
A c=8 B

Aplicando el teorema inmediatamente puedo obtener el lado opuesto al otro angulo que
conocemos.
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3 También se puede aplicar cuando se conocen 2 angulos del triangulo y un lado que no es
opuesto a ninguno de ellos, sélo que requiere un paso extra, que es obtener el otro angulo del
triangulo.

B =53.44°

Esto es posible porque sabemos que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Por ejemplo, en la imagen de arriba, el angulo B se obtiene de restar los otros 2 angulos a 180:

AB=180 —a -3

Ignorando uno de los angulos dados originalmente, ya tenemos los datos de 2 angulos y el lado
opuesto de uno de ellos, como el segundo caso mencionado en las aplicaciones.

Teorema del coseno

En un triangulo el cuadrado de cada lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
menos el doble producto del producto de ambos por el coseno del angulo que forman.

a2 = b2 + ¢ — 2bccos A

Aplicaciones
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Este teorema es util para resolver problemas,

I Si tenemos la medida de un angulo y de los lados adyacentes a este.

Aplicando el teorema podemos obtener el tercer lado, es decir el lado opuesto al angulo que
tenemos, pues

a=vVb?+c2—2bccos A

2 Si tenemos la medida de los 3 lados de un triangulo

Aplicando el teorema podemos obtener cualquier angulo, pues

COs 1—52—“:2_&2 = 1= cos™! b+ —d’
T 2be T 2bc

4.11.- Medio intervalo.

Los intervalos se utilizan en las matematicas para una variedad de razones. Un intervalo es un
segmento especifico de un conjunto de datos. Por ejemplo, uno podria ser de 4 a 8. Los intervalos
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se utilizan en las estadisticas y en el calculo cuando se derivan integrales. También se utilizan cuando
se trata de encontrar el promedio de las tablas de frecuencias. El punto medio de cada intervalo se
necesita para completar este proceso y encontrar el promedio.

Encuentra el limite superior e inferior del intervalo. Por ejemplo, un intervalo de 4 a 8 tendria 4
como limite inferior y 8 como el limite superior.

Suma el limite superior e inferior. En nuestro ejemplo, 4 + 8 = |2.

Divide el resultado del paso 2 entre 2. El resultado es el punto medio del intervalo. En nuestro
ejemplo, 12 dividido entre 2 produce 6 como el punto medio.
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