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Marco Estratégico de Referencia

ANTECEDENTES HISTORICOS

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el afio de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento marco un
nuevo rumbo para la educacion de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra escuela fue fundada
por el Profesor de Primaria Manuel Albores Salazar con la idea de traer Educacion a Comitan, ya
que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para que siguieran

estudiando.

En el aho 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer bachillerato
tecnolégico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision en grande de traer
Educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente que trabajaba por la

manana tuviera la opcion de estudiar por las tarde.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia Albores
Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el Profesor
Manuel Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en septiembre de 1996 como chofer de
transporte escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integré como Profesora en 1998, Martha

Patricia Albores Alcazar en el departamento de finanzas en 1999.

En el ano 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar S.C.
para darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el aho 2004 funda la

Universidad Del Sureste.

La formacién de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la region
no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de una institucion
de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los jovenes que tenian
intencion de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir preparandose a través de

estudios de posgrado.

Nuestra Universidad inici6 sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4°

avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de

ubDs

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 3



cuarenta alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la
carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el
Corporativo UDS, este Ultimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos
operativos y Educativos de los diferentes Campus, Sedes y Centros de Enlace Educativo, asi como
de crear los diferentes planes estratégicos de expansién de la marca a nivel nacional e

internacional.

Nuestra Universidad inicio sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4*
avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de
cuarenta alumnos cada uno. En el afno 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la
carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el
corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos
operativos y educativos de los diferentes campus, asi como de crear los diferentes planes

estratégicos de expansién de la marca.

MISION

Satisfacer la necesidad de Educacién que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad Académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos, Profesores,
colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el proceso de

ensenanza-aprendizaje.

VISION

Ser la mejor oferta académica en cada regidon de influencia, y a través de nuestra Plataforma
Virtual tener una cobertura Global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas

innovadoras con pertinencia para la sociedad.

VALORES
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
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ESCUDO

El escudo de la UDS, esta constituido por tres lineas curvas que nacen de
izquierda a derecha formando los escalones al éxito. En la parte superior esta

situado un cuadro motivo de la abstraccion de la forma de un libro abierto.

ESLOGAN

“Mi Universidad”

ALBORES

ﬂ

‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser
lider, trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo

.’ valor y fortaleza son los rasgos que distinguen.

|
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Nombre de la materia

Objetivo de la materia:

Proporcionar los conocimientos basicos para el diseno de Sistemas de Control Difuso.

UNIDAD I

CONJUNTOS DIFUSOS Y CONJUNTOS CERTEROS
I.1.- Introduccion.

|.2. Conceptos basicos de Conjuntos Difusos.

|.3. Logica clasica y légica multivariada.

|.4.- Logica Difusa.

|.5.- Operaciones simples sobre los conjuntos difusos.
[.5.1.- Inclusion difusa.

[.5.2.- Igualdad difusa.

[.5.3.- Interseccion difusa.

[.5.4.- Union difusa.

1.5.5.- Negacion difusa.

UNIDAD Il
PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS DIFUSOS
2.1.- Conmutatividad.

2.2.- Asociatividad.

2.3.- Distributividad.

2.4.- Involucion.

2.5.- Idempotencia.

2.6.- Leyes de Morgan.

2.7.- Absorcion.

2.8.- Formulas de equivalencia.
2.9.- Ley de no contradiccion.
2.10.- Ley del tercero excluido.

UNIDAD Il

CARACTERISTICAS DE LOS CONJUNTOS DIFUSOS

3.1.- Soporte.

3.2.- Altura.

3.3.- Punto de cruce.

3.4.- Corte-alfa.

3.5.- Corte-alfa estricto.

3.6.- Escalamiento difuso.

3.7.-Impulso difuso.

3.8.- Convexidad.
|
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3.9.- Producto cartesiano.

3.10.- Relaciones difusas.

3.11.- Composicion.

3.12.- Principio de extension.

3.13.- Operadores alternos en la légica difusa.

3.13.1.- Normas-t.

3.13.2.- Conormas-t.

3.13.3.- Parejas de normas-t y conormas-t tipicas.

3.13.4.- Producto drastico. Producto acotado. Suma acotada.
3.14.- Producto einsteniano. Suma einsteniana. Suma algebraica.
3.14.1.- Producto de Hamacher. Suma de Hamacher.

3.14.2.- Operador minimo. Operador Maximo. Diferencia acotada.

3.15.- Criterios para seleccionar operadores apropiados de agregacion.

UNIDAD IV

RELACIONES DIFUSAS

4.1.- Ecuaciones certeras y difusas.

4.2.- Relaciones binarias.

4.3.- Relacion binaria sobre un conjunto simple.
4.4.- Relaciones de equivalencia y similitud.
4.5.- Relaciones de compatibilidad o tolerancia.
4.6.- Ordenamientos.

4.7.- Morfismos.

4.8.- Ecuaciones de relacion difusa.
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UNIDAD I
CONJUNTOS DIFUSOS Y CONJUNTOS CERTEROS

l.1.- Introduccion.

La logica difusa, como su nombre indica, es una logica alternativa a la logica clasica que
pretende introducir un grado de vaguedad en las cosas que califica. En el mundo real
existe mucho conocimiento no-perfecto, es decir, conocimiento vago, impreciso, incierto,
ambiguo, inexacto, o probabilistico por naturaleza. El razonamiento y pensamiento
humano frecuentemente conlleva informacién de este tipo, probablemente originada de la
inexactitud inherente de los conceptos humanos y del razonamiento basado en

experiencias similares, pero no idénticas a experiencias anteriores.

El problema principal surge de la poca capacidad de expresion de la logica clasica.
Supongamos por ejemplo que tenemos un conjunto de personas que intentamos agrupar
segun su altura, clasificindolas en altas o bajas. La solucion que presenta la logica clasica es
definir un umbral de pertenencia (por ejemplo, un valor que todo el mundo considera
que, de ser alcanzado o superado, la persona en cuestion puede llamarse alta). Si dicho
umbral es 1.80, todas las personas que midan 1.80 o mas seran altas, mientras que las
otras seran bajas. Seglin esta manera de pensar, alguien que mida 1.79 sera tratado igual
que otro que mida 1.50, ya que ambos han merecido el calificativo de bajas. Sin embargo,
si dispusiéramos de una herramienta para caracterizar las alturas de forma que las

transiciones fueran suaves, estariamos reproduciendo la realidad mucho mas fielmente.

Asimismo, no hay un valor cuantitativo que defina el término joven. Para alguna gente, 25
afos es joven, mientras que, para otros, 35 es joven. Incluso el concepto puede ser
relativo al contexto. Un presidente de gobierno o de 35 anos es joven, mientras que un
futbolista no lo es. Hay sin embargo cosas que estan claras: una persona de | ano es
joven, mientras que una de 100 anos no lo es. Pero una persona de 35 afnos tiene algunas
posibilidades de ser joven (que normalmente dependen del contexto). Para representar

este hecho, definiremos el conjunto joven de modo que cada uno de sus elementos

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 10
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pertenezca a él con cierto grado (posibilidad). De un modo mas formal, un conjunto

difuso A se caracteriza por una funcion de pertenencia:

A : U — [0,1]

que asocia a cada elemento x de U un numero pA(x) del intervalo [0,1], que representa el
grado de pertenencia de x al conjunto difuso A. A U se le llama universo de discurso. Por
ejemplo, el término difuso joven puede definirse mediante el conjunto difuso siguiente:

Edad | Grado de Pertenencia
<75 1.0
30 0.8
35 0.6
40 0.4
45 0.2
| =50 | 0 |

Es decir, la funcién de pertenencia del conjunto difuso joven viene dada por:
Wa(x) =1 six= 25, pa(30) = 0.8, ..., pal(x) = 0 si x=50.

Que podemos representar en la siguiente gréfica:

Liafx) . .
[ ]
.
-
N N [ [ [ S S M |
25 0 u
Figura 1. Funcidn de pertenencia del conjunto :h:ﬁr:iﬂ_,l'ﬂt'r."ﬂ

|
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Si el universo de discurso es continuo, tendremos funciones de pertenencia continuas:

LAl x)

Edad

Figura 2. Funcion de pertenencia de joven si U es continno

En general, si una funcidn de pertenencia se da especificando los valores correspondientes
a un conjunto discreto de elementos del universo de discurso, el valor asociado al resto
de los elementos se obtiene por interpolacion (utilizando la ecuaciéon de la recta que une

los dos puntos).

El origen del interés actual por la teoria de conjuntos difusos se debe a un articulo
publicado por Lofti Zadeh en 1.965. En la actualidad es un campo de investigacion muy
importante, tanto por sus implicaciones matematicas o tedricas como por sus aplicaciones
practicas. Prueba de esta importancia es el gran nimero de revistas internacionales (Fuzzy
Sets and Systems, |EEE Transactions on Fuzzy Systems..) congresos (FUZZ-IEEE, IPMU,
EUSFLAT, ESTYLF...) y libros (Kruse, 1994), (McNeill, 1994), (Mohammd, 1993), (Pedrycz,
1998) dedicados al tema.

{En qué situaciones es util aplicar la légica difusa?
e En procesos complejos, si no existe un modelo de solucién sencillo.
e Cuando haya que introducir la experiencia de un operador “experto” que se base
en conceptos imprecisos.
e Cuando ciertas partes del sistema a controlar son desconocidas y no pueden

medirse de forma fiable (con errores posibles).

® Cuando el ajuste de una variable puede producir el desajuste de otras.

ubDs
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En general, cuando se quieran representar y operar con conceptos que tengan
imprecision o incertidumbre Algunas aplicaciones importantes de la légica difusa
son:

Control de sistemas: Control de trafico, control de vehiculos (helicopteros...),
control de compuertas en plantas hidroeléctricas, centrales térmicas, control en
maquinas lavadoras, control de metros (mejora de su conduccion, precision en las
paradas y ahorro de energia), ascensores...

Prediccion y optimizacion: Prediccion de terremotos, optimizar horarios...
Reconocimiento de patrones y Vision por ordenador: Seguimiento de objetos con
camara, reconocimiento de escritura manuscrita, reconocimiento de objetos,

compensacion de vibraciones en la camara, sistemas de enfoque automatico...

Sistemas de informacion o conocimiento: Bases de datos, sistemas expertos...

1.2. Conceptos basicos de Conjuntos Difusos.

Para poder entender algunas de las aplicaciones de los nimeros difusos, primero hemos
de introducir algunos conceptos sobre la Teoria de Conjuntos Difusos. En la logica

tradicional o légica binaria Unicamente se presentan dos casos: o un elemento pertenece a

un conjunto o no pertenece. Sin embargo, como se nos comenta en [l], la pertenencia a
un conjunto difuso es gradual, segin la cual el valor de pertenencia O indica que el

elemento no esta en el conjunto y el valor | indica que se encuentra totalmente dentro

del conjunto. Por tanto, decimos que un elemento forma parte de un conjunto difuso con

un determinado grado de pertenencia.

Definicion | Se define variable lingtistica x como la nocion o concepto que vamos
a calificar de forma difusa. Ejemplos: altura, edad ...

Definicion 2 Se define universo de discurso como el conjunto X de todos los
posibles valores que puede tomar una determinada variable x. Ejemplo: x = Altura,
X =11.4, 2.3] Un conjunto clasico o crisp set es un conjunto empleado en la légica
binaria. Son los conjuntos que surgen por la necesidad del ser humano de clasificar
objetos y conceptos. Unicamente contemplan la pertenencia o no pertenencia al
conjunto.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 13
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e Definicion 3 Un conjunto difuso o fuzzy set es un conjunto que puede contener
elementos de forma parcial, es decir, que la propiedad de que un elemento x
pertenezca al conjunto A (x € A) puede ser cierta con un grado parcial de verdad.

Ejemplo I. Si hablamos de temperatura, tendremos que para una persona de Alaska el

concepto de caliente puede estar por encima de 10°C, mientras que para un mexicano

caliente estaria por encima de 30°C o en un proceso de fundicidn el concepto de caliente

seria para aquellas temperaturas superiores a 300°C. Por esta razon los conjuntos
» o

“Caliente”, “Tibio” y “Frio” son llamados conjuntos difusos ya que tienen limites borrosos
o “no muy bien” definidos.

Ejemplo 2. Supongamos que queremos clasificar a las personas de un pais o de una zona
en” Ricos” y "No Ricos”. Lo mas sencillo parece asignar un valor numérico y decir que
una persona pertenece al conjunto ricos o no dependiendo de si su fortuna sobrepasa esa
cantidad. ;Y si a una persona le faltaran 100e para llegar a este valor? ;Y si le faltaran 10e?
Aqui vemos un ejemplo de la representacion de los conjuntos aplicando la logica clasica y
la logica difusa.

COMIUNTOS NORMALES COMNJUNTOS DIFUS0S

PErsonas no rncas Personas no rcas

Lirnite difuso

Figura 2.1: Diferencia de limites entre los conjuntos crisp y fuzey.

ubDs
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Definicion 4 Sea A un conjunto difuso y sea v € X wun valor del conjunio universal. Su
funcion de pertenencia o funcidn de membresia g es una aplicacidn que indica el grado
de pertenencia de un valor a dicho congunio difuso:

pale): X — [0,1].
Asi pues, un conjunto difuso A puede definirse de la siguiente manera

A={{z.pal(z)) :x € X, palx): X — [0.1]},

HalX)

Figura 2.2: Funcidn de membresia en un Universo discreto.

WalXh

Figura 2.3: Funcidn de membresia en un Universo continuo.

donde pA(x) = | si x estd totalmente en A, pA(x) = 0sixno estaen Ay 0 < pA(x) < | si
x esta parcialmente en A. Este valor entre 0 y | representa el grado de pertenencia
(también llamado valor de pertenencia) de un elemento x al conjunto A. Cuanto mas
cerca esté pA(x) del valor |, mayor sera la pertenencia del objeto x al conjunto A. En
algunas ocasiones la funcion de pertenencia a un conjunto difuso A también se representa
sencillamente como A(x).

Otra forma de representar conjuntos difusos es la siguiente:

4= palx) N palxa) ot palrn) _ Zn: ;A.:.LJ':‘J.
' *n i1 i

& I

donde el simbolo “+” representa una enumeracién y no una operacién de suma. En esta
representacion no se tienen en cuenta los valores de X tal que pA(x) = 0. En el caso de

que la variable X tome valores continuos y no discretos tendriamos que
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donde la integral tampoco debe considerarse como una operacion algebraica sino como

una forma de representar los pares de valores.

Uno de los aspectos mas interesantes del uso de la logica difusa, es que podemos utilizar
palabras ambiguas para la generacion de calculos computacionales. Esta vision fue dada
por Zadeh[2] y podemos verla ampliada en [3], donde se plantea la idea del computo con

palabras.

Definicion 5 Los valores linguisticos son las diferentes clasificaciones que efectuamos
sobre la variable linguistica. Ejemplo: La variable x = Altura se puede clasificar en bajo,

medio y alto.

A diferencia de una variable numérica, la variable linglistica es ambigua, y esta
representada por un conjunto difuso. Por ejemplo, la variable numérica puede ser definida
como altura=180 ¢cm, mientras que la variable lingliistica estaria definida como altura=alto.
Por medio de estos valores lingliisticos sirven para modelar un fenémeno tal como se

puede ver en la Figura 2.4:

170 180 Altura en cms

Figura 2.4: Separacion de la variable altura en los conjuntos, o valores: bajo, mediano y alto.

1.3. Logica clasica y l6gica multivariada.

ups
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iQué es la légica clasica? Segiin algunos la logica clasica estaria constituida por
un conjunto de calculos logicos equivalentes al calculo presentado por
Bertrand Russell y Alfred N. Whitehead en sus Principia Mathematica (1910-
1913). Otro punto de vista es el que dice que la légica clasica es aquella que se
desarrolla desde Aristoteles hasta las aportaciones de Alfred Tarski, hacia
mediados de los anos 30 del siglo XX. Cualquiera de las dos definiciones nos viene bien,
pues resulta que todos los sistemas logicos a los que llamamos «logica clasica» comparten
la propiedad de ser equivalentes al calculo de Principiay, a su vez, todos ellos son
producto y han nacido gracias a las aportaciones realizadas por los logicos desde

Aristoteles a Tarski. Dicho esto, pasamos a profundizar en la logica clasica.
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PARTICULAERERS

Cuadro de la oposicion de los juicios. Se utilizaba para el estudio de las relaciones

formales entre los distintos tipos de juicios.

Varios son los calculos que caen bajo el dominio de la logica clasica, pero entre ellos
destacan la légica proposicional, la logica de predicados de primer orden y la légica de
predicados de segundo orden. Todos ellos comparten una serie de caracteristicas

comunes, las cuales a continuacion enumeramos.

|. Son légicas bivalentes, esto es, solo operan con dos valores de verdad: verdadero y

falso.

2. Todas ellas se basan en el principio de identidad, el de no contradiccion, en el

principio del tercero excluido y en el principio de explosién (ex falso quodlibet).

ups
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3. Son, como hemos dicho, equivalentes al calculo de Principiay, por lo tanto,

equivalentes entre si.

Proceso de formacion de la légica clasica

La logica clasica, los sistemas logicos a los que clasificamos como tal, no naci6 como
un corpus cerrado, sino que se fue construyendo a lo largo de la historia. Asi, la logica
clasica nace con Aristoteles, con su teoria del silogismo categorico, expuestas en
los Primeros andliticos. Alli el estagirita introduce de forma implicita las nociones que van a

constituir esta ciencia, a saber, las nociones de validez, la de deduccion y la de inferencia.

Por su parte, los logicos megaricos y estoicos identificaron las conectivas y
algunas reglas de inferencia, dandole el primer empujon de la historia al calculo
deductivo. Destaca la introduccion del antepasado de nuestro condicional material, en
aquel entonces conocido como condicional fildénico, y la del antepasado de nuestra
implicacion estricta, llamado en aquella época condicional dioddrico. También
introdujeron las reglas de inferencia asociadas al condicional material: Modus

Ponens y Modus Tollens.

Tras los avances de los logicos estoicos y de los megaricos, la logica queda
estancada, salvo por la teoria de la consequentia desarrollada durante la Edad
Media, sobre todo a partir de Boecio. Ya en el siglo XVII Leibniz publica Ars
combinatoria. En esta obra Leibniz plantea la creacion de un lenguaje artificial para
expresar el pensamiento puro sin la interferencia de las vaguedades propias del lenguaje
ordinario. Por su parte, en el siglo XIX Bolzano introduce algunas ideas que influyeron en

la formacion de la légica.

Y es en el siglo XIX cuando la légica clasica va a experimentar su mayor evolucion,
cuando sea matematizada. Los inicios de la matematizacion de la légica nos los
encontramos en las obras de Augustus De Morgan y de George Boole, quienes comienzan
a utilizar formulas algebraicas para expresar relaciones logicas. No obstante, no es hasta
finales del siglo XIX, cuando las bases definitivas de la légica clasica quedan
sentadas, alcanzando, asimismo, un alto grado de matematizacion. Este espectacular

avance se produce cuando Gottlob Frege publica Begriffschriff (Conceptografia)

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 18
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en 1879. Es la primera vez en la historia en la que un sistema logico aparece totalmente
formalizado. La propuesta de Frege sera perfeccionada por Russell y Whitehead

en Principia Mathematica.

Finalmente hay que anadir el programa formalista de Hilbert, comenzado en
1899, con la introduccién del concepto de metamatemdtica como nombre de una
disciplina formal que estudia desde un metalenguaje el lenguaje objeto de la matematica.
Por ultimo, hay que introducir las contribuciones al campo de la semantica de la
légica realizadas por Alfred Tarski, concretamente a sus investigaciones sobre el

concepto de verdad (1933) y el de consecuencia logica (1936).

|.4.- Logica Difusa.

La conocida como Fuzzy Logic es la légica que utiliza expresiones que no son ni
completamente ciertas ni falsas. Es una ldgica difusa. Actualmente, es una de las

disciplinas matematicas con un mayor nimero de seguidores.

La Fuzzy Logic se aplica a conceptos que pueden adquirir un valor cualquiera de veracidad

dentro de un conjunto de valores que oscilan entre dos extremos:

e La verdad absoluta

o La falsedad total

Es importante tener en cuenta que lo difuso no es la légica en si, sino el objeto que
se estudia. Esto se debe a la falta de definicion del concepto al que se aplica. La Fuzzy
Logic nos permite jugar con informacion que no es precisa. Por ejemplo, «temperatura

baja» o «estatura media», en términos de conjuntos que no son claros.

Este tipo de logica surge de la necesidad de utilizar en nuestra vida diaria esos
adjetivos del lenguaje natural con los cuales estamos cualificando y, de esta
manera, poder volcarlos o cuantificarlos de alguna forma. Esta cuantificacion de los

adjetivos sera la base que vamos a intentar tratar mediante la Fuzzy Logic.

{Como surge la Fuzzy Logic?

|
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La Fuzzy Logic nacio de la mano de Lofti A. Zadeh, un irani de nacionalidad americana,
matematico y catedratico de la Universidad de Berkeley de California. El autor sintio la
necesidad de aportar en el campo de la matematica una nueva logica multievaluada. Esto

significa que va mas alla de la légica booleana.

Zadeh presento la fuzzy logic como una forma de procesamiento de la informacion en la
que los datos podrian tener asociados un grado de pertenencia parcial a
conjuntos. Hacia 1970 se empezd a aplicar esta teoria en los sistemas de control vy,
desde entonces, el nimero de aplicaciones industriales y su ejecucion ha aumentado

exponencialmente.

Mediante esta logica el autor queria facilitar la expresion mediante las etiquetas del
lenguaje natural y poder acercarnos mas a ese tratamiento natural del lenguaje a la hora
de intentar cualificar y cuantificar dentro de lo que es el desarrollo de sistemas de

informacion.

{Para qué sirve la Fuzzy Logic?

Se trata de una disciplina que nos permite tratar informacion imprecisa. Veamos un
ejemplo. La temperatura se puede medir en grados centigrados. Es decir, podemos decir
que hace 16 grados y medio, pero también la podemos medir de una forma no precisa.
Por ejemplo, como «hace frio», «hace un poco de frio» o «hace un poco de calor». Dicho

esto, tenemos que establecer qué valores son los que abarcan frio, calor, etc.

Aqui es donde entra la fuzzy logic, ya que nos permite moderar este tipo de
informacion. Esta logica parte de la teoria clasica de conjuntos. Esta teoria dice
que un elemento puede pertenecer o no a un conjunto. Pero la fuzzy logic nos permite

establecer rangos de pertenencia mas alla del Oy I.

Es decir, en vez de decir «esto es frio» o «esto es calidoy, pues podemos decir: «esto es
0,5 unidades de frio» o «0,8 unidades de cilidoy». Esto es lo que nos permite moderar

frases del estilo «hace un poco de frio» o «eres altoy.

La pertenencia de un elemento a un conjunto borroso se calcula mediante su funcion de

pertenencia, que es una funcion a trozos que determina el grado de pertenencia en

ups
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funcién de intervalos. Otro de los elementos que conforman los conjuntos borrosos son
las particiones borrosas. También tenemos que definir el conjunto de particion
borrosa, que es un conjunto de conjuntos borrosos. Concretamente, es un conjunto de

todos los conjuntos que se han definido para una determinada variable.

Sigamos con el mismo ejemplo. Para la variable «temperatura» podriamos tener tres
conjuntos borrosos. Estos serian «calido», «templadoy» y «frio». Una particion borrosa
seria el conjunto de las tres. Estos conjuntos se relacionan en funciones de
pertenencia. Las formas mas tipicas para estas funciones son la trapezoidal, la

triangular y la singleton.

Por dltimo, hay que definir la variable lingiiistica. Esta variable es aquella que toma
valores que son términos del lenguaje natural como poco, mucho o bastante. Estas

variables sirven como etiquetas para el conjunto borroso.

Aplicaciones de la Fuzzy Logic

Las aplicaciones de la Fuzzy Logic podemos ampliarlas a los sistemas expertos o podemos
desarrollar controladores borrosos. Algun ejemplo de controlador borroso seria el
controlador de un termostato. Lo primero que tenemos que tener en cuenta para definir
un controlador borroso es que hay que definir las particiones. Generalmente, estas
particiones tienen que ser completas. Es decir, tienen que cubrir todo el rango de valores

posible para el problema que pretendemos resolver.

Por otro lado, también es habitual definir un solapamiento entre variables de entre un
20% o un 30%. En el ejemplo de las temperaturas, este solapamiento se encontraria, por
ejemplo, en los |19 grados. Los |9 grados pueden ser una temperatura templada pero

también podrian acercarse a ser una temperatura calida.

1.5.- Operaciones simples sobre los conjuntos difusos.

Como en la logica clasica, en la logica difusa se pueden aplicar diferentes funciones

basicas para trabajar con los conjuntos definidos. En este punto, s6lo vamos a hablar

ups
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de las tres operaciones base de la légica: La union, la interseccion y el inverso. Desde
un punto de vista subjetivo, se puede asegurar que el trabajar con estas operaciones

sobre estos conjuntos es mas facil que trabajar sobre légica clasica.

Operaciones numéricas

Las operaciones ya descritas, pueden ser realizadas de forma numérica, por ejemplo,

tenemos los conjuntos PA (x) y uB (x) representados por:

(X)_{.4+.7+.3+.8+.5+.2+.1+.8+.7+.3}
=T T T T2 "B 8 7 "8 °0 " 10

x _{.8+.3+.9+.6+.4+.1+.7+.6+.5+.1}
X =Tty tztptgtetatg gty

A partir de los conjuntos anteriores, podemos obtener la union de ambos:

X) = 1L, (X) U X)_{.8+.7+.9+.8+.5+.2+.7+.8+.7+.3}
rB) = mB VM) =yt gttt tst o™

Y en la misma forma, podemos obtener la interseccion:

. _{,4+,3+.3+.6+.4+.l+.1+.6+.5+.1}
e (X) = pa(X) ug()—1 R A T
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Como se puede observar en los ejercicios realizados, las operaciones de los

conjuntos difusos son de gran sencillez y simplicidad.

1.5.1.- Inclusion difusa.

Inclusion [inclusion] Un conjunto difuso esta incluido en otro si su funcion de pertenencia

toma siempre valores mas pequefos: A ¢ B & A(x) < B(x), VxeX

Si el universo es finito, podemos relajar la condicion de
inclusion para medir el grado en el que un conjunto
difuso esta incluido en otro (Kosko, 1992):

S(A,B) = card(A) — z max{0,A(x) — B(x)})

XeX

1
card(A) (A)

El cardinal, en el sentido de Zadeh, como suma de los
grados de pertenencia:

card(4) = Z A(x)

xeX
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EJEMPLO A = 0.2/1+ 0.3/2+ 0.8/3+ |/4 + 0.8/5 card(A) = 3.1 B = 0.2/2+ 0.3/3+ 0.8/4+ 1/5
+ 0.1/6 card(B) = 2.4 S(AB) = 1/3.1 (3.1 — (0.2+0.1+0.5+0.2+0+0) ) = 2.1 / 3.1 = 0.68
S(BA) = 1/2.4 (2.4 — (0+0+0+0+0.2+0.1) ) = 2.1 / 2.4 = 0.88

1.5.2.- Igualdad difusa.

Al igual que en la teoria de conjuntos tradicional, a los conjuntos difusos se les asocian
ciertas propiedades. Los conjuntos difusos que generalmente se utilizan en aplicaciones

practicas son convexos, es decir,

baU; [ 1,0]: (a (1 )b) min( (), (b)) V € VA € pA A+ — A 2 pA pA

Existen muchas formas de construir un conjunto difuso convexo, como por ejemplo los
que se ven en las Figuras 1.4 y I.5. Para aplicaciones de control en tiempo real se han
preferido funciones sencillas, o computacionalmente mas rapidas. Ejemplos al caso son las
funciones triangulares y trapezoidales, que podemos ver en la Figura 1.7, en tanto que en

la Figura 1.6 se ve un ejemplo de conjunto no-convexo.

ups
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Figura 1.5. Conjunto Convexo.
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Figura 1.7. Ejemplos de conjuntos difusos "baja" y "alta” utilizando funciones convexas de
tipo trapezoidal.
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1.5.3.- Interseccion difusa.
Interseccion

La interseccion de dos conjuntos difusos pA (x) y uB (x), puede interpretarse como

el valor minimo en el punto (x) de cada uno de ellos tal como se describe a

continuacion.

te(X) = min(py (X), X)) = pua(X) N pp(X)

Esta funcion también es representada por la expresion logica AND.

Suponemos que tenemos los conjuntos pA (x) y uB (x) que se muestran en la figura |

y a partir de ellos vamos a obtener:

pe(X) = ua(X) N pp(X)

Quedando como resultado el conjunto verde pC (x) de la figura 3:
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Me= pa (x) N He (x)
A

Fig. 3.- Interseccién de los conjuntos pA (x) y uB (x).

Como podemos observar en la figura 3, se fueron comparando en punto a punto los

dos conjuntos, y de cada par de puntos comparados, se fue marcando el valor

minimo.

1.5.4.- Union difusa.

Union
La unién de dos conjuntos difusos pA (x) y uB (x), puede interpretarse como el valor

maximo en el punto (x) de cada uno de ellos tal como se describe a continuacion.

ue(X) = max(py(X), us(X)) = pa(X) U pp(X)

Esta funcion también es representada por la expresion logica OR.

Suponemos que tenemos los conjuntos pA (x) y uB (x) que se muestran en la figura
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Fig. 1.- Conjuntos pA (x) y pB (x), utilizados como base para las operaciones de

union e interseccion.

Ahora, a partir de ellos vamos a obtener:

te(X) = pa(X) U pp(X)

Quedando el conjunto verde pC (x) de la siguiente figura:

ups
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Me (x) = pa (x) U He (x)
A

Fig. 2.- Union de los conjuntos pA (x) y pB (x).

Como podemos observar en la figura 2, se fueron comparando en punto a punto los
dos conjuntos, y de cada par de puntos comparados, se fue marcando el valor

maximo.

1.5.5.- Negacion difusa.
Inverso

El inverso de un conjunto difuso pA (x), puede obtenerse a través de la

operacion pB (x)=1- pA (x).

Suponemos que tenemos el conjunto pA (x) que se muestran en la figura 4 y a partir

del conjunto anaranjado pA (x), obtenemos pB (x) =1- pA (x).

ups

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 29


http://virtual.cuautitlan.unam.mx/intar/wp-content/uploads/2021/06/Union.jpg

ups

e (x) =1 - pa (x)

Fig. 4.- Representacion del inverso del conjunto difuso pA (x).

|
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UNIDAD II
PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS DIFUSOS

2.1.- Conmutatividad.
El orden de los factores no varia el producto.

Vamos a ver un ejemplo de la propiedad conmutativa.

10 x2 = 2 x {0
20 = A0

El resultado de multiplicar 10 x 3 sera igual que al multiplicar 3 x 10. Aunque

cambiemos el orden de los factores el resultado seguira siendo 30.

a)AUB=BUA
b)ANB= BNA

2.2.- Asociatividad.

El modo de agrupar los factores no varia el resultado de la multiplicacion.

Pongamos un ejemplo de la propiedad asociativa de la multiplicacion.

(3x2)x5 = 3 x(2 x 5)
6 x5 Ax A0
20 = 30

En este caso, como mostramos en la imagen, nos dard el mismo resultado si
multiplicamos 3 x 2 y después lo multiplicamos por 5, que si multiplicamos 2 x 5y

después lo multiplicamos por 3.

2 AUB UC)=(AUB) UC
B)ANB NC)=(ANB) NC

ups
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2.3.- Distributividad.

La multiplicacion de un ndimero por una suma es igual a la suma de las

multiplicaciones de dicho niumero por cada uno de los sumandos.

Pongamos un ejemplo: 2 x (3 + 5)

-2)((3"'5): T S ey

Segun la propiedad distributiva 2 x (3 + 5) serda igual a2 x3 +2 x5
Comprobemos si esto es cierto.

2x(3+5)=2x8=16

2x3+2x5=6+10=16

Ambas nos dan como resultado 16, por lo que queda demostrada la propiedad

distributiva de la multiplicacion.

Sacar factor comun

Es el proceso inverso a la propiedad distributiva. Si varios sumandos tienen un

factor comun, podemos transformar la suma en producto extrayendo dicho factor.

Pongamos un ejemplo de sacar factor comun. Si tenemos la operacion (2 x 7) + (3
x 7), que tiene como factor comun el 7, podriamos transformar esta operacion en

7x(2+3)

(Q.x?\ +<?> x 1= Fx (2+’3}

Comprobemos que da el mismo resultado:
2x7)+(3x7)=14+21=35

7x(@2+3)=7x5=35

ups
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Por lo tanto queda demostrada esta propiedad de la multiplicacién.

Si quieres repasar lo que hemos visto en este post, aqui te dejo estos videos

tutoriales sobre las propiedad conmutativa, la asociativa y la distributiva.

a)AN (B U C)= (ANB) U (ANC)
b)AU (B N C)= (AUB) N (A U C)

2.4.- Involucion.
Esta operaciéon tiene la propiedad de involucion, (dos negaciones implican su propia

anulacién): Aplicado a un sistema digital binario con dos elementos, el 0 y el I, nos dice

€69 6

que si una variable “a”’=0, su complemento es siempre =1, y al revés, si “a’=I, su

complemento = 0.

Doble negacion de una proposicion es una afirmacion.

~(~p)=p

Ley de doble negacion: Dentro de un sistema de logica clasica, la doble negacion, esto
es, la negacion de la negacion de una proposicidon p, eslogicamente equivalente a p.
Expresado simbolicamente, =(=p) < p. En logica intuicionista, una proposicion implica su
doble negacién, pero no al revés. Esto marca una importante diferencia entre la negacién
clasica e intuicionista. Algebraicamente, la negacion clasica es llamada una involucién de

periodo dos.

Sin embargo, en logica intuicionista, si tenemos la equivalencia entre ===p y =p. Es mas,
en el caso proposicional, una oracion es demostrable de forma clasica, si su doble
negacion es demostrable de manera intuicionista. Este resultado es conocido como

el teorema de Glivenko.

2.5.- Idempotencia.
En matematica y logica, la idempotencia es la propiedad para realizar una accidn

determinada varias veces y aun asi conseguir el mismo resultado que se obtendria si se
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realizase una sola vez. Un elemento que cumple esta propiedad es
un elemento idempotente, o un idempotente. De esta manera, si un elemento al
multiplicarse por si mismo sucesivas veces da él mismo, este elemento es idempotente.

Por ejemplo, los dos Unicos numeros reales que son idempotentes, para la operacion

producto (), son 0y |. (00=0,1 -I=1).

Cuando se esta frente a una disyuncion o una conjuncion cuyos dos
miembros estan constituidos por la misma proposicion, se puede prescindir de uno de
ellos y quedarse con el otro, como conclusion, ya que en realidad uno y otro son
equivalentes. Es decir, si las dos opciones a elegir en realidad son la misma, la conclusion

es esa opcion. Consideremos el siguiente ejemplo:

O tomas una paleta de limén o tomas una paleta de limon.

Tomas una paleta de limoén.

Se representa:

(WEVE

QE DPI

Y podemos decir que: EVEBaE

"DP" o “idem” es el signo para aludir a la ley de la idempotencia, también conocida

como ley de la simplificacion disyuntiva (cuando se aplica a una disyuncion).

Ejercicio

I. Resuelve los siguientes silogismos haciendo uso de la simplificacion disyuntiva y de la ley

del silogismo disyuntivo:
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1. (1)
2)
3)

2. (1)
2)
A3)

3. (1)
2)
A3)

4.(1)
(2)
©

2.6.- Leyes de Morgan.

Las leyes de De Morgan nos permiten reordenar o simplificar expresiones booleanas, asi

como la conversion entre compuertas AND y OR.

Primera ley de Morgan

AVB
“BaC

Aa C

-Ra-T
QV-R

Qa T

Aa-B
Ca-B

AVC

“WaT
DV-W

DaT
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El complemento de un producto de “n” variables es igual a la suma de los complementos
de “n” variables. En otras palabras, el complemento de dos o mas variables a las que se les

aplica la operacion AND es equivalente a aplicar la operacién OR.

X - Y=X+Y

Ejemplo primera ley

Suponiendo que tenemos la siguiente expresion:

A-B-C-D

Considerando A=I, B=0, C=1 y D=0.

Aplicando la primera ley de De Morgan:
A-B-C-D=A+B+C+D

Al sustituir los valores correspondientes de las letras obtenemos:
[ -0-1-0=1+0+1+0

Al realizar la multiplicacion del lado izquierdo de la ecuacién obtenemos “0” negado.
0=1+0+1+0

Aplicamos la negacion o inverso y el resultado seria:
l=0+1+0+1

Ahora bien al sumar los numeros logicos tenemos que | + | = | por lo tanto:

Segunda ley de Morgan

El complemento de una suma de “n” variables es igual al producto de los complementos
de “n” variables. En otras palabras, el complemento de dos o mas variables a las que se les

aplica la operacion OR es equivalente a aplicar la operacion AND.
.
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X+Y=X"Y

Ejemplo segunda ley

Suponiendo que tenemos la siguiente expresion:

A+B+C+D

Considerando A=1, B=0, C=1 y D=0

Aplicando el segundo teorema de De Morgan:
A+B+C+D=A-B-C-D

Al sustituir los valores correspondientes de las letras obtenemos:
[+0+1+0=1-0-1"-0

(‘I”

Al realizar la suma del lado izquierdo de la ecuacidon obtenemos negado, recordemos

que I + 1 =1.

I=1-0-1-0

Aplicamos la negacion o inverso y el resultado seria:

0=0-1-0-1I

Ahora bien, al multiplicar el lado derecho de la ecuacion obtenemos:

0=0

Compuertas obtenidas con el teorema de Morgan

Con esto demostramos las leyes de De Morgan, con estas dos leyes es posible llegar a

una gran variedad de conclusiones, por ejemplo:

Se puede obtener una compuerta AND al utilizar una compuerta NOR con sus entradas

negadas:
A -B=A+B

Se puede obtener una compuerta OR al utilizar una compuerta NAND con sus entradas

negadas:
______________________________________________________________________________|
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A+B=A "B

Se puede obtener una compuerta NAND al utilizar una compuerta OR con sus dos

entradas negadas, como indica la primera ley de De Morgan:
A-B=A+B

Se puede obtener una compuerta NOR al utilizar una compuerta AND con sus entradas

negadas, como indica la segunda ley de De Morgan:

A+B=A "B

2.7.- Absorcion.

Se le llamada ley de "absorcién" porque da la apariencia de que Q es absorbido por P

Como deciamos anteriormente la P es dominante ante las demas preposiciones por la

funcion de los (...) por tal motivo las preposiciones son iguales a: P
e pv(phq) =p
e pA(pvae=p

Si probamos la ley de absorcion del siguiente ejemplo obtenemos los siguientes

resultados.

Para reconocer una preposicion de absorcion es sencillo, solo debemos fijarnos en los

conectores logicos, el segundo conector debe de ser opuesto al primero.

Demostracion por tabla de verdad
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r Q P—(Q P—PAQ
v v v v
v F F F
F v v v
F F v v
Prueba formal
Proposicién Derivacion
P—=Q Implicacién
=PV Implicacién material
PV P Ley del tercero excluido
(-PVP)A(-PVQ) Conjuncién
PV (PAQ) Distribucion inversa
P— (PAQ) Implicacién material

2.8.- Formulas de equivalencia.

Dos formulas logicas son equivalentes si tienen los mismos valores de verdad para todos

los posibles valores de verdad de sus componentes atémicos.

Diremos que dos proposiciones P y Q son logicamente equivalentes si es una tautologia,

es decir, si las tablas de verdad de P y Q son iguales.

Equivalencia logica en la ley asociativa de la conjuncion

A modo ilustrativo demostraremos, a continuacion, que, en virtud de la ley asociativa de

la conjuncidn, la formula p(gr) es légicamente equivalente a (pq)r-.

ups
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Para ello no hay mas que hacer la tabla de verdad de cada una de esas expresiones y
comprobar si, en efecto, todas sus interpretaciones son iguales para la conectiva

dominante.
Equivalencia logica en la ley asociativa de la disyuncion

Te proponemos que rellenes la siguiente tabla con “Vs” y “Fs” donde proceda para
comprobar que, en virtud de la ley asociativa de la disyuncion, la formula p(qr) es

equivalente a (pq)r.

Si dos formulas logicas son equivalentes entonces la formula que se obtiene al operarlas

con la bicondicional es una tautologia.

EJEMPLO
Equivalencia logica en la ley asociativa de la conjuncién

A modo ilustrativo demostraremos, a continuacion, que, en virtud de la ley asociativa de

la conjuncidn, la formula p(qr) es légicamente equivalente a (pq)r-.

Para ello no hay mas que hacer la tabla de verdad de cada una de esas expresiones y
comprobar si, en efecto, todas sus interpretaciones son iguales para la conectiva

dominante.
Equivalencia logica en la ley asociativa de la disyuncion

Te proponemos que rellenes la siguiente tabla con “Vs” y “Fs” donde proceda para
comprobar que, en virtud de la ley asociativa de la disyuncién, la formula p(qr) es

equivalente a (pq)r.

Si dos férmulas logicas son equivalentes entonces la formula que se obtiene al operarlas

con la bicondicional es una tautologia.

P—=q)V(PpVr) pVoqVr

ubDs
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(p
— -p
P -p -q) v
P
B aq r —-q -P — W Vv -q
-q r (-p v
-q
W r
r}
5 v Vv F F F v v F vV
5 v F F F F F F F F
V F Vv v F v v v v v
N F F v F Vv F Vv v v
F v v F v Vv v Vv vV v
F v F F v v v v v vV
F F v v v Vv v Vv v vV
F F F v v v v Vv v Vv

2.9.- Ley de no contradiccion.
Ley de contradiccion

Ley de la logica, segun la cual dos proposiciones A y A que se niegan (Negacién) una a la
otra no puede ser al mismo tiempo verdaderas. El primero en formular dicha ley fue
Aristoteles. El principio de contradiccion puede enunciarse también del modo siguiente: la
proposicion A no puede ser al mismo tiempo verdadera y falsa. Su notacion simbdlica es:
A - A, donde - es signo de conjuncién, y el trazo encima de los simbolos es signo de
negacion. El principio de contradiccion desempena un importante papel en el pensar y en
el conocer. El razonamiento o la teoria cientifica en que se den contradicciones formales
resultan inconsistentes. El principio de contradiccion constituye un reflejo del caracter
cualitativamente determinado de los objetos en el pensamiento, refleja el simple hecho de
que, si hacemos abstraccion del cambio de un objeto, éste no puede poseer al mismo

tiempo propiedades que se excluyan mutuamente.

ups
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En logica, laley de no contradiccion (LNC) (también conocida como ley de
contradiccion, principio de la no contradiccion (PNC), o el principio de
contradiccion) establece que las proposiciones contradictorias no pueden ser ambas
verdaderas en el mismo sentido al mismo tiempo, p. gramo. las dos proposiciones "p es el
caso" y "p no es el caso" son mutuamente excluyentes. Formalmente esto se expresa como
la tautologia =(p A —p). La ley no debe confundirse con la ley del tercero excluido que

establece que al menos uno, "p es el caso" o "p no es el caso” sostiene

Una razoén para tener esta ley es el principio de explosion, que establece que cualquier

cosa se sigue de una contradiccion. La ley se emplea en una prueba reductio ad absurdum.

Para expresar el hecho de que la ley no tiene tiempo temporal y evitar equivocos, a veces
se modifica la ley para decir "las proposiciones contradictorias no pueden ser ambas

verdaderas "al mismo tiempo y en el mismo sentido' ".

Es una de las llamadas tres leyes del pensamiento, junto con su complemento, la ley del
tercero excluido y la ley de la identidad. Sin embargo, ningun sistema de logica se basa
solo en estas leyes, y ninguna de estas leyes proporciona reglas de inferencia, como modus

ponens o las leyes de De Morgan.

La ley de no contradiccion y la ley del tercero excluido crean una dicotomia en el
"espacio logico", donde las dos partes son "mutuamente excluyentes" y "conjuntamente
exhaustivo". La ley de la no contradiccion es simplemente una expresion del aspecto
mutuamente excluyente de esa dicotomia, y la ley del tercero excluido, una expresion de

su aspecto conjuntamente exhaustivo.

Interpretaciones

Una dificultad en la aplicacion de la ley de no contradiccion es la ambigliedad en
las proposiciones. Por ejemplo, si no se especifica explicitamente como parte de

las proposiciones A y B, entonces A puede ser B en un momento y no en otro.
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En algunos casos, se puede hacer que A y B suenen mutuamente excluyentes
lingliisticamente, aunque A puede ser en parte By en parte no Bal mismo
tiempo. Sin embargo, es imposible predicar de la misma cosa, al mismo tiempo y

en el mismo sentido, la ausencia y la presencia de la misma cualidad fija.

Heraclito

Segin Platon y Aristoteles, se dice que Heraclito negdé la ley de la no
contradiccion. Esto es bastante probable si, como senalé Platon, la ley de no
contradiccion no se cumple para cambiar las cosas en el mundo. Si una filosofia
del Devenir no es posible sin cambio, entonces (el potencial de) lo que va a
devenir ya debe existir en el objeto presente. En "Nos pisamos y no pisamos los
mismos rios; somos y no somos", tanto el objeto de Heraclito como el de Platén
deben, en algin sentido, ser simultaneamente lo que ahora es y tener el

potencial (dinamico) de lo que es. podria convertirse.

tan poco queda de Heraclito' aforismos de los que poco se puede decir con
certeza de su filosofia. Parece haber sostenido que la lucha de los opuestos es
universal tanto dentro como fuera, por lo tanto, ambos existentes opuestos o
cualidades deben existir simultaneamente, aunque en algunos casos en
diferentes aspectos. "El camino hacia arriba y hacia abajo es el mismo" implica que
o bien el camino conduce en ambos sentidos, o no puede haber ningun camino
en absoluto. Este es el complemento l6gico de la ley de no contradiccion. Segln
Heraclito, el cambio y el constante conflicto de los opuestos es el logos

universal de la naturaleza.

Protagoras

Solo se puede decir que las percepciones o juicios subjetivos personales son
verdaderos al mismo tiempo en el mismo aspecto, en cuyo caso, la ley de no

contradiccién debe ser aplicable a los juicios personales. El dicho mas famoso de
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Protagoras es: "El hombre es la medida de todas las cosas: de las cosas que son, que
son, y de las que no son, que no son". Sin embargo, Protagoras se referia a cosas
que son usadas por o de alguna manera relacionadas con los humanos. Esto hace
una gran diferencia en el significado de su aforismo. Propiedades, entidades
sociales, ideas, sentimientos, juicios, etc. se originan en la mente humana. Sin
embargo, Protagoras nunca ha sugerido que el hombre deba ser la medida de las

estrellas o el movimiento de las estrellas.

Parménides

Parménides empled una version ontoldgica de la ley de no contradiccion para
probar que el ser es y para negar el vacio, el cambio y el movimiento. También
refutd6 de manera similar las proposiciones contrarias. En su poema Sobre la

naturaleza, dijo:

las Unicas rutas de investigacion hay para pensar:

el que es y que no puede ser

es el camino de la Persuasion (porque asiste a la verdad)
el otro, que no es y que es correcto que no sea,

esto es un camino totalmente inescrutable

porque no podias saber lo que no es (porque no es ser logrado)

ni puedes senalarlo... Lo mismo es pensar y ser

La naturaleza del 'es' o lo que es en Parménides es un tema muy polémico.
Algunos lo han tomado como cualquier cosa que exista, otros como cualquier

cosa que sea o pueda ser objeto de investigacion cientifica.

|
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Sdcrates

En los primeros didlogos de Platon, Soécrates usa el método elénctico para
investigar la naturaleza o definicion de conceptos éticos como la justicia o la
virtud. La refutacion eléctica depende de una tesis dicotomica, que puede
dividirse exactamente en dos partes mutuamente excluyentes, de las cuales sélo
una puede ser verdadera. Luego Socrates pasa a demostrar lo contrario de la
parte comUnmente aceptada utilizando la ley de no contradiccion. Segun

Gregory Vlastos, el método tiene los siguientes pasos:

El interlocutor de Socrates afirma una tesis, por ejemplo, "El valor es Ia
resistencia del alma", que Socrates considera falsos y objetivos para la

refutacion.

Socrates asegura el acuerdo de su interlocutor con otras premisas, por ejemplo,

"Courage is a fine thing" y "La resistencia ignorante no es algo bueno".

Socrates argumenta entonces, y el interlocutor esta de acuerdo, que estas
premisas adicionales implican lo contrario de la tesis original, en este caso,

conduce a: "el courage no es la resistencia del alma".

Socrates afirma entonces que ha demostrado que la tesis de su interlocutor es

falsa y que su negacion es verdadera.

La sintesis de Platéon

La versién de Platén de la ley de no contradiccion establece que "La misma cosa
claramente no puede actuar o ser objeto de accién en la misma parte o en relacién
con la misma cosa al mismo tiempo., de manera contraria" (La Republica (436b)). En
esto, Platon expresa cuidadosamente tres restricciones axiomaticas

sobre acciéon o reaccién: en la misma parte, en la misma relacion, al mismo
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tiempo. El efecto es crear momentaneamente un estado congelado e intemporal,

algo asi como figuras congeladas en accién en el friso del Partenon.

De esta manera, logra dos objetivos esenciales para su filosofia. Primero, separa
l6gicamente el mundo platonico de cambio constante del mundo formalmente
conocible de objetos fisicos momentaneamente fijos. En segundo lugar,
proporciona las condiciones para que se utilice el método dialéctico para
encontrar definiciones, como por ejemplo en el Sofista. Entonces, la ley de no
contradiccion de Platdn es el punto de partida necesario empiricamente

derivado para todo lo demas que tiene que decir.

Por el contrario, Aristoteles invierte el orden de derivacion de Platon. En lugar
de comenzar con experiencia, Aristoteles comienza a priori con la ley de no
contradiccion como el axioma fundamental de un sistema filosofico analitico.
Este axioma necesita entonces el modelo fijo y realista. Ahora, comienza con
fundamentos l6gicos mucho mas fuertes que la no contrariedad de la accién de

Platdon en reaccion a las demandas en conflicto de las tres partes del alma.

La contribucion de Aristoteles

La fuente tradicional de la ley de no contradiccion es la Metafisica de Aristoteles

donde da tres versiones diferentes.

Ontologica: "Es imposible que la misma cosa pertenezca y no pertenezca a la

misma cosa al mismo tiempo y al mismo respecto." (1005b19-20)

Psicologica: "Nadie puede creer que lo mismo puede (al mismo tiempo) ser y no

ser." (1005b23-24)
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Logica (también la medieval Lex Contradictoriarum): "Lo mas cierto de todos los
principios basicos es que las proposiciones contradictorias no son verdaderas

simultaneamente." (1011b13-14)

Aristoteles intenta varias pruebas de esta ley. Primero argumenta que cada
expresion tiene un solo significado (de lo contrario, no podriamos
comunicarnos entre nosotros). Esto descarta la posibilidad de que por "ser
hombre", "no ser hombre" se significa. Pero "hombre" significa "animal de dos
patas" (por ejemplo), y asi si algo es un hombre, es necesario (en virtud del
significado de 'hombre') que debe ser un animal de dos patas, y por lo tanto es
imposible al mismo tiempo para que no sea un animal de dos patas. Por lo tanto,
"no es posible decir con verdad al mismo tiempo que la misma cosa es y no es
un hombre" (Metafisica 1006b 35). Otro argumento es que cualquiera que crea

algo no puede creer su contradiccion (1008b).

{Por qué no se levanta primero y entra en un pozo o, si encuentra uno, sobre un

acantilado? De hecho, parece bastante cuidadoso con los acantilados y pozos.

Avicena

El comentario de Avicena sobre la Metdfisica ilustra la opinion comdn de que la
ley de no contradiccién "y sus similares se encuentran entre las cosas que no
requieren nuestra elaboracion. &# 34; Las palabras de Avicena para "los
obstinados" son bastante graciosas: "él debe ser sometido a la conflagracion del
fuego, ya que 'fuego' y 'no disparar' son uno. Se le debe infligir dolor a través de
golpes, ya que 'dolor' y 'sin dolor' son uno. Y se le debe negar la comida y la
bebida, ya que el comer y el beber y la abstencion de ambos son uno [y lo

mismo]."
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Filosofia india

La ley de la no contradiccion se encuentra en la antigua légica india como
metarregla en los Shrauta Sutras, la gramatica de Panini y los Brahma
Sutras atribuidos a Vyasa. Mas tarde fue elaborado por comentaristas medievales

como Madhvacharya.

Leibniz y Kant

Leibniz y Kant usaron la ley de no contradiccion para definir la diferencia entre
proposiciones analiticas y sintéticas. Para Leibniz, los enunciados analiticos se
derivan de la ley de no contradiccién y los sintéticos del principio de razoén

suficiente.

Russell

El principio fue declarado como un teorema de logica proposicional por Russell

y Whitehead en Principia Mathematica como:

Dialeteismo

Graham Priest defiende la opinion de que, bajo ciertas condiciones, algunas
declaraciones pueden ser verdaderas y falsas simultaneamente, o pueden ser
verdaderas y falsas en diferentes momentos. El dialteismo surge de paradojas

l6gicas formales, como la paradoja del mentiroso y la paradoja de Russell.

Presunta imposibilidad de su prueba o negacion

Se alega que la ley de no contradiccion no es verificable ni falsable, sobre la
base de que cualquier prueba o refutacién debe usar la ley misma antes de llegar
a la conclusion. En otras palabras, para verificar o falsificar las leyes de la l6gica

se debe recurrir a la légica como arma, un acto que se argumenta como
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contraproducente. Desde principios del siglo XX, ciertos légicos han propuesto

l6gicas que niegan la validez de la ley.

Logicas conocidas como "paraconsistentes" son logicas tolerantes a la
inconsistencia en el sentido de que, de P junto con =P, no implica que se siga
ninguna proposicion. Sin embargo, no todas las logicas paraconsistentes niegan

la ley de la no contradiccion y algunas de tales logicas incluso la prueban.

Algunos, como David Lewis, se han opuesto a la légica paraconsistente sobre la
base de que es simplemente imposible que un enunciado y su negacion sean
verdaderos en conjunto. Una objecion relacionada es que la "negacién" en logica
paraconsistente no es realmente negacién; es simplemente un operador

formador de subcontrario.

2.10.- Ley del tercero excluido.

El principio del tercero excluido es uno de los tres principios fundamentales
de la ldgica clasica, junto con los principios de identidad y de no contradiccién,
de los que hemos hablado aqui ya. Aparece en el analisis de los valores de verdad en el
presente de los enunciados sobre el futuro realizado por Aristoteles en el De

Interpretatione. Lo que este principio dice es lo siguiente:

(1) Todo enunciado es o verdadero o falso y no cabe otra posibilidad.

Este principio se formula en logica proposicional asi:

AV—A

ups
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Principio del tercero excluido formulado en el lenguaje de la Idgica proposicional

La lectura de la férmula en el lenguaje natural es la siguiente: «A o no Ay. Se trata de una
tautologia. Este principio es exactamente el mismo que el principio de bivalencia, en
el cual se basa la logica clasica. Por ello, desde algunas de las logicas no clasicas, como las
l6gicas trivalentes, el principio del tercero excluido no ha sido aceptado. De modo que a

continuacion veremos algunas de las criticas realizadas a este principio.

Las excepciones de Kant al principio del tercero excluido

Sin llegar a rechazarlo del todo, Inmanuel Kant pensé en algunas excepciones a
este principio. En la Critica de la razén pura, en la parte dedicada a las antinomias
cosmoldgicas, el filésofo de Konigsberg distingue dos tipos de antitesis: por un lado, la
analitica, en la que el principio del tercero excluido tiene plena validez; por otro lado
estaria la oposicion dialéctica, en la no tiene lugar este principio. Y pone un ejemplo para

que quede claro. Este es, mas o menos, como sigue.

«El mundo es finito o infinito».

Si aceptamos la validez de la idea de mundo, entonces (2) sera una oposicion analitica y el
principio del tercio excluido nos dice que (2) es evidentemente verdadera. Ahora bien,
Kant piensa que la idea de mundo es algo que estda mas alla del alcance de nuestra
intuicion sensible, es un noumeno y, por tanto, carece de validez, por lo que si se ve (2)
como una oposicion dialéctica, entonces hay que rechazarla ya que, para Kant, el mundo

ni existe como un todo finito ni como un todo infinito.

Rechazo del principio del tercero excluido desde las logicas no clasicas
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Muchos légicos vieron defectuosa la légica clasica por diversas razones y
algunos de estos propusieron logicas trivalentes, es decir, logicas en las que las
formulas de aquellos lenguajes tuvieran tres valores de verdad y no dos. Esto por
supuesto conlleva un rechazo del principio de bivalencia y del principio del tercero

excluido.

Jan tukasiewicz

Uno de los que criticaron la logica bivalente sobre la base de importantes consideraciones
filosoficas fue Jan kLukasiewicz, quien criticé la logica bivalente llamando la
atencion sobre el hecho de que esta conllevaba el determinismo y el fatalismo.
Lukasiewicz piensa que los sistemas logicos bivalentes, como el de la légica
clasica, imponen unos esquemas deterministas en nuestro pensamiento, de
modo que en el caso del valor de verdad que tienen en el presente los enunciados sobre
el futuro, no deben ser considerados ni verdaderos ni falsos, sino «posibles» o
«indeterminadosy». De este modo, el logico polaco introdujo la primera logica no clasica,
el sistema t3. Este tenia dos conectivas primitivas (negacion y condicional) y el calculo de

tablas de verdad del sistema se caracteriza por incluir un tercer valor.
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UNIDAD lii
CARACTERISTICAS DE LOS CONJUNTOS DIFUSOS

3.1.- Soporte.
Soporte de un Conjunto Difuso (support): Elementos de X que pertenecen a A con

grado mayor a 0: Soporte(A) = {xiX | A(x) > 0}.

3.2.- Altura.

Altura de un Conjunto Difuso (height): El valor mas grande de su funcidon de
pertenencia: supxiX A(x).
Altura de un Conjunto Difuso (height): El valor mas grande de su funcidon de

pertenencia: supxiX A(x).

3.3.- Punto de cruce.
ADIMOT es la herramienta integral de gestion inteligente de la Movilidad desarrollada por

SICE aplicando los mas altos niveles tecnologicos y de ingenieria de trafico.

El sistema permite, ademas de la gestion centralizada semaférica de la ciudad, la
integracion y operacion de sistemas tales como control de accesos, priorizacion al
transporte publico, deteccién de infracciones (enforcement), informacion al usuario a

través de paneles de mensajes, camaras de vigilancia del trafico, etc.

La plataforma facilita el control centralizado total de la gestion de la movilidad de una
ciudad, mejorando los niveles de servicios y contribuyendo a la eficiencia energética al

disminuir las demoras y proporcionar informacion detallada en tiempo real a los usuarios.
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ADIMOT es una plataforma fundamental para un correcto mantenimiento y operacion del
sistema, enfocada tanto a operadores como a personal especializado en ingenieria de

trafico.

La plataforma estd pensada para cualquier tipologia de ciudad, grande o pequefa, ya que

se adapta a la resolucién concreta de los problemas de movilidad.

Esta basada en estandares mundiales en cuanto a protocolos de comunicacion con los
diferentes equipos de campo, y dispone de un sistema de gestion multialgoritmico en
donde pueden establecerse diferentes estrategias de funcionamiento tales como planes

horarios, seleccion dinamica, generacion, adaptativo, microrregulacion, etc.

3.4.- Corte-alfa.
Este elemento transforma las variables de entrada del modelo (y) en variables difusas. Para

esta interfaz se deben tener definidos los rangos de variacion de las variables de entrada y

los conjuntos difusos asociados con sus respectivas funciones de pertenencia.

3.5.- Corte-alfa estricto.
Contiene las reglas lingtisticas del control y la informacion referente a las funciones de

pertenencia de los conjuntos difusos. Estas reglas linglisticas, tienen tipicamente la

siguiente forma:
Six| es Ay x2 es B entonces ues C
donde A, B y C son los conjuntos difusos de las variables de entrada x| y x2, y de la

variable de salida u respectivamente.

Existen varias formas de derivar las reglas (Lee, 1990), entre las que destacan las basadas

en:
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- La experiencia de expertos y el conocimiento de ingenieria de control. La base de reglas
se determina a partir de entrevistas con el operador o a través del conocimiento de la

dinamica del proceso.

- La modelacion del proceso. Los parametros de la base de conocimiento se obtienen a

partir de datos de entrada y salida del proceso.

3.6.- Escalamiento difuso.
Estos modelos se basan en un conjunto de reglas heuristicas donde las variables

linglisticas de las entradas y salidas se representan por conjuntos difusos. La siguiente
figura muestra las principales componentes de un controlador difuso: interfaz de
fusificacion, base de conocimiento, motor de inferencia e interfaz de defusificacion (Lee,

1990).

P oo o e e e e e e ey

| |
| |
! Base de |
: conocimientos |
| |

¥ '. terfaz de Interfaz de || .“
| Illll]mﬁgmldn defusificacion |
|
! .
! Motor :
| inferencia |
| |
| |

3.7.-lmpulso difuso.
Realiza la tarea de calcular las variables de salida a partir de las variables de entrada,

mediante las reglas del controlador y la inferencia difusa, entregando conjuntos difusos de

salida.

Por ejemplo, dada una base de conocimiento con n reglas del tipo:

|
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Siul es Aiy u2 es Bi entonces y es Ci

La secuencia de calculos que realiza el motor de inferencia incluye:

- Determinar el grado de cumplimiento Wi de cada regla a partir de los grados de
pertenencia de las variables de entrada obtenidos en la etapa de fusificacién, es decir,

Wi = min(uAi ,uBi)

debido a que las premisas de la reglas estan unidos por operadores AND, definidos como
la interseccion de conjuntos difusos.

- Para cada regla se tiene una consecuencia "y es Ci", que tiene asociado una funcion de
pertenencia uCi . Por lo tanto, se tiene un conjunto de salida C'i , cuya funcion de
pertenencia es:

uC'i = min (Wi ,uCi)

donde Wi es el grado de cumplimiento para la regla i.

- Para evaluar el conjunto total de reglas, se unen los conjuntos difusos C'i resultantes de

cada regla, generandose un conjunto de salida con la siguiente funcion de pertenencia:
uui=l,..,nC" C'i=max()

De esta forma, se obtiene una salida difusa del controlador, con una funcion de

pertenencia uC'.

|
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3.8.- Convexidad.

Antes de definir propiamente lo que es un conjunto convexo, resulta conveniente

recordar algunos conceptos previos bien conocidos. Asi por ejemplo:

Definicion I.1. Se dice que un vector x de R n es una combinacion lineal de los vectores
xl, ..., xk si existen Al, . . ., Ak € R adecuados tales que x = Alx| + - - -+ Akxk.
Ademas:

— Si los Ai verifican Al + - - -+ Ak = |, entonces se dice que x es una combinacion afin de

los xi. — Si los Ai verifican Ai 2 0,i = 1, ..., k, entonces x es una combinacién positiva de
los xi. — Finalmente, si se verifican ambas condiciones a la vez, esto es, si Al + - - -+ Ak =
lyAi20,i=1,...,k entonces se dice que x es una combinacion convexa de los xi.

Definicion 1.2. Se dice que un conjunto K de R n es convexo si, dados dos puntos

cualesquiera de K, el segmento que los une esta totalmente contenido en el conjunto, es

decir, si la combinacion convexa (I =A)x +Ay E Kparax,y EKyO0sA< |,

Proposicion [.3. Un conjunto K es convexo si, y solo si, cualquier combinacion convexa
de puntos de K esta en K. Otro concepto interesante es el de cono convexo, que

podemos definir de la siguiente forma.

Definicion 1.4. Un cono (convexo) es un subconjunto A de R n que es convexo, no vacio
y tal que, si x esta en A, entonces Ax también esta en A para todo A 2 0.
En definitiva, un subconjunto no vacio A de R n es un cono convexo si es cerrado para la

suma Yy el producto por niumeros reales no negativos.

3.9.- Producto cartesiano.
Es una relacion entre dos o mas conjuntos difusos. Sea A un conjunto difuso en el

universo X y B un conjunto difuso en el universo Y, entonces, el producto cartesiano
entre los conjuntos difusos A y B resulta en una relacion difusa R, contenida dentro del

espacio de producto cartesiano:

ubDs
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AxB=Rc XxY

p (%, ¥) = g5 (x, ) = min (1, (x), 15 ())

3.10.- Relaciones difusas.
El concepto de relacién difusa es similar al de la matematica clasica. La diferencia radica en

el grado de pertenencia.

La relacion difusa es una transformacion que mapea de un espacio de entrada no difuso

(Ilamado universo de discurso) a un espacio de salida llamado conjunto difuso.

/‘\/\\ X

X,X,e,e, " | Légica Yoty oo
\ Difusa \
Espacio Espacio
de entrada de salida
F:In— F(In;)

Asociado a cada elemento de la relacion.

ups
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A R B
a 1
N /
b>«\2
c « 3

R = {(a,3),(b,2),(c,1)}

3.11.- Composicion.

Este elemento provee salidas discretas y deterministicas a partir de los conjuntos difusos

C' obtenidos como resultado de la inferencia.

Existen diferentes métodos de defusificacion, algunos de los cuales se describen a

continuacion:

- Método del maximo. La salida corresponde al valor para el cual la funcién de

pertenencia uC' alcanza su maximo.

- Media del maximo. La salida es el promedio entre los elementos del conjunto C' que

tienen un grado de pertenencia maximo.

- Centro de area. Genera como salida el valor correspondiente al centro de gravedad de

la funcion de pertenencia del conjunto de salida C'.

|
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3.12.- Principio de extension.

» Principio de Extension (Extension Principle): Usado para
transformar conjuntos difusos, que tengan iguales o distintos
universos, segun una funcién de transformacion en esos universos.

— SeanXe Ydos conjuntos yfuna funcion de transformaciéon de uno en
otro: ffX® ¥

— Sea A un conjunto difuso en X.

— El Principio de Extension sostiene que la “imagen” de A en ¥, bajo la
funcién fes un conjunto difuso B=f(A), y 0
definido como: i

B(y) =sup {A(x) |x1X,y=f)} B

— Ejemplo, representadograficamente:

— La funcién sup se aplica si
existen dos o mas valores de x
que tengan igual valor f(x).

+ Ese caso no ocurre en el
ejemplo.

Grado de Pertenencia de B

Y
Girado de Pertenencia de 4

« Se puede generalizar el Principio de Extension para el caso en
el que el Universo X sea el producto cartesiano de n Universos:
- X=X1xX2x_..xXn
— La funcién de transformacion: £ X ® Y, y=flx), con x=(x1,x2, ..., xn)
— El Principio de Extension transforma » Conjuntos Difusos A1, A2, ...y
An, de los universos X1, X2, ... y Xn respectivamente, en un conjunto
difuso B=f (A1, A2, ..., An) en ¥, definido como:
B(y) = sup { min[41 (x1), 42 (x2).... , An (xn)] | x 1 X, y=f(x) }
+ Ejemplos: SeanXe ¥, ambos, el universo de los nimeros naturales.
— Funcionsumar 4: y=f(x)=x +4:
« A=0.1/2+0.4/3+1/4 + 0.6/5;
« B=f(4)=0.1/6 + 0.4/7 + 1/8 + 0.6/9;
— Funcidonsuma: y=f(x1. x2)=x1+x2:
« A1=0.1/2+0.4/3 + 1/4 + 0.6/5;
d- A2=0.4/5+1/6;

« B=f(41,42) =0.1/7 +0.4/8 + 0.4/9 + 1/10 + 0.6/11;

1o
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3.13.- Operadores alternos en la légica difusa.

® Dado un conjunto borroso A={x, f,(x)}, el N(A) se

interpreta como el grado en que x no pertenece a A
Comp = N: [0,1] — [0,1]

* Frontera N(0)=1 y N(1)=0
® Monotonia N(a)=N(b)ifa<bhb
® Involucion N[N(a)]=a

A

0 4 5 8

’ fA(X]:l—fA[jX)

3.13.1.- Normas-T.

Intersection of fuzzy sets A and B:

[as(X) = T(f(x); fa(X))

¢  Commutativity: T(a, b) = T(b, a)
® Associativity: T(a, T(b, c)) = T(T(a, b), c)
* Boundary: T(a,0)=0,T(a, 1) = a
®* Monotonicity: T(a,b) <T(a,c)if b=c
faom, f ampl X :}:111111{}"A{x} ,fﬁ(x):-
0 4 5 8 X
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Ej. T-norm

® Interseccion estandar: Min(a,b) = min(a,b)
® Producto algebraico: Prod(a,b) =a-b

® Diferencia acotada: W(a,b) = max (0, a+b-1)
Lukasiewicz
o
® Interseccion drastica: a,sib=1;
Z(a,b) <\ b, si a=1;
.0 en otro caso.

Z < W< Prod <Min

3.13.2.- Conormas-T.

Union of fuzzy sets A and B
fAUB(X) — S(fA(X): fB(X)); T-conorm or S-norm

Commutativity: S(a, b) = 5(b, a)
Associativity:  S(a, S(b, c)) = S(S(a, b), c)
Boundary: S(a, 1) =1, S(a, 0) =a
Monotonicity: S(a,b)=S(a,c)ifb=c

fwf fas(X)=max{ f,(x), fz(x)}

¥
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Ej. T-conorm

®  Union estandar: Max(a; b) = max(a; b)
® Suma algebraica: Prod*(a; b)=a+b—-a.b
® Suma acotada: W*(a; b) = min(1;a + b)

dual de Lukasiewicz

®  Union drastica: [a, si b=0;
Z*(a,b) = b, si a=0;
1 en otro caso.

Max < Prod* < W*< 7%

3.13.3.- Parejas de normas-t y conormas-t tipicas.

Para representar la interseccion de dos conjuntos borrosos, buscamos funciones del tipo
T: [0,1] x [0,1] [0,1], que nos permitan obtener la funcion de pertenencia del conjunto

interseccion de la siguiente forma:

() = T(p(), 1o (), ¥ x €X

Si queremos que la interseccion sea conmutativa, asociativa, que tenga por elemento

neutro el conjunto X y sea monotona creciente, se debe verificar:

|
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Desde el punto de vista de las funciones de pertenencia se deben cumplir cuatro

propiedades:

v Conmutativa:
Iy Q(x) =u Qap(xl ¥ por tanto, T{uP (%), K (x)=T(u 2 (x)=pp (x)) ¥ x, con lo que T ha de ser conmutativa.

» Asociativa:
Her Q}HR{X) =l (Q,R}{XL entonces, T(T(yp (x),u 0 (x). by (x))= T(yp (x), T(uQ (};}4.1R (x))) ¥ x. por lo que T ha de ser asociativa.

» Elemento neutro el conjunto X:
ppﬂx(xj = yp(x) cott o que T{pp (x), I (x))= T(uP (x).1)= Iy (x) ¥ x stendo el 1 el elemento neutro de T.

» Monotona creciente:
S, (x) g (®)Vxy po (x) 2, (x) V' x. entonces, p, - (x) 2 Hons (X)Vx

De esta forma, T(pp (x), I, (%) =T(u 0 {x):p5 (x)) por lo tanto, T ha de ser creciente.

3.13.4.- Producto drastico. producto acotado. suma acotada.
Definicion: Decimos que una funcién esta acotada superiormente si existe un valor

K tal que no es superado por ningln valor de la funcion, es decir: f(x)<K para todo valor

de x perteneciente al dominio, como podemos ver en la siguiente imagen:

|
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f 1

Al valor K se le denomina cota superior de f(x). Si lo interpretamos geométricamente
quiere decir que toda la grafica de la funcion se encuentra debajo de la recta y=K, como

se puede apreciar en la imagen anterior.

Observacion: Cualquier nUmero que sea mayor que K, también es una cota superior de la
funcion f(x). Por ejemplo, K’ también es una cota superior de f(x), es decir, forma parte

del conjunto de cotas superiores de la funcion.

FUNCION ACOTADA INFERIORMENTE

Definicién: Decimos que una funcion esta acotada inferiormente si existe un valor k
tal que no hay ningun valor de la funcién que sea inferior a k, es decir: f(x)=k para todo

valor de x perteneciente al dominio, como podemos ver en la siguiente imagen:

|
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Al valor k se le denomina cota inferior de f(x). Analo al caso anterior, si lo
interpretamos geométricamente, quiere decir que toda la grafica de la funcion se
encuentra por encima de la recta y=k, como se puede ver en la imagen anterior.
Observacion: De igual forma al caso anterior, cualquier nUmero menor que k, también es
una cota inferior de f(x). Es decir, si k'<k, entonces, k' también es cota inferior de f(x),

formando parte del conjunto de las cotas inferiores de la funcion.

FUNCION ACOTADA

Definicién: Decimos que una funcién esta acotada, cuando estd acotada superior e
inferiormente.

En caso contrario, diremos que no esta acotada.

Por tanto una funcién esta acotada cuando existe un valor K tal que la grifica de la
funcién no esta por encima de él, y un valor k, tal que la grafica de la funcién no esta por

debajo de él, es decir, k<f(x)<K, para todo x perteneciente al dominio de la funcion.

Si lo interpretamos geométricamente, quiere decir que la grafica de la funcidon se

encuentra entre las rectas y=K e y=m.

|
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Ejemplo: Un ejemplo claro de funciones acotadas son las funciones trigonométricas f(x)= sen x

y f(x)= cos x. Ambas tienen como cota superior K=1, y como cota inferior k=-1.

PROPIEDADES:

y=1

@ senty

»

Sean f(x) y g(x) dos funciones acotadas, entonces:

I) La funcidén resultante de la suma de las dos, y=f(x)*+g(x) también es una funcion

acotada.

2) La funcién resultante del producto de las dos, y=f(x)-g(x) también es una funcién

acotada.

3) Por tanto el conjunto de funciones acotadas tiene la misma estructura que el conjunto

de funciones reales de variable real.
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3.14.- Producto einsteniano. suma einsteniana. suma algebraica.

Como los espacios vectoriales que nos interesan suelen estar formados por funciones, las
aplicaciones lineales entre ellos transforman unas funciones en otras, y es muy habitual llamar
“operadores™ a las transformaciones de este tipo. Asi pues, un operador lineal es, simplemente,
una aplicacion lineal de un espacio vectorial en otro, ambos sobre el mismo cuerpo K.

La continuidad de un operador lineal entre espacios normados puede caracterizarse de varias
maneras, entre las que destacamos la mas (til, para luego comentar las restantes.

Caracterizacion de la continuidad. Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un
operador lineal. Entonces T es continuo si, y solo si, verifica la siguiente condicion:

AMEeRy : T < Mllx| VxeX (1)

Demostracion. Notese que, siguiendo una sana costumbre, denotamos de la misma forma
a las normas de X e ¥, lo que no tiene por qué causar confusion alguna.
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Supongamos primere gque T es continue, para comprobar (1), Por ser T continuo en cero,
existe & = 0 tal que, para u € X con | u|| £ & setiene ||T(u)|| = 1. Dado x & X\ {0} . podemios
tomar u = Bx / |lx|| . para obtener 8| T(x)[| / |lxl| = [IT(w)|| < 1. estoes, [T(x)] < (1/8) |lx].
Como esto es vilido para todo x = X\ {0}, ¥ obvio para x = 0. tenemos (1) con M = 1/&.

Reciprocamente, si existe M < B wverificando (1), para cualesquiera w. v © X se tiene
claramente ||T{u] — T{v)|| = M ||u —v|. luege T es una aplicacidn lipschitziana de X en ¥,
de donde se deduce la continuidad uniforme de T, v por tanto su continuidad. |

Conviene destacar toda la informacidn obtenida en la demostracidn anterior, gue no estd
recogida en el enunciado. Para ello fijamos un operador lingal T : X — ¥, domnde X e ¥ son
espacios normados.

En la primera parte de la demostracidn anterior, para probar (1), no se usa la continuidad
de T en todo punto de X | sino tan solo la continuidad en cero. Asi pues, 51 T es conlinuo en
cero, deducimos que T es continwo en todo punto de X . Pero ademads, si suponemos que T es
continuo en un punto cualquiera xg X, de laigualdad T(x) = Txg+ x) — T (xg). vilida para
odo x X | dedocimos claramente gque T es continwo eén cero, ¥ por tanto en todo punto de X .
En resumen, si un operador lineal entre espacios normados no es conlinuo, entonces no puede
ser continwo en ningln punto del espacio de partida.

Por otra parte, de la condicidn (1), no silo hemos deducido que T es continue, sino gue
es una aplicacidn lipschitziana, luego uniformemente continua. Asi pues, la continuidad de
un operador lineal entre espacios normados equivale a su continuidad uniforme, gue a su vez
equivale a que el operador sea una aplicacidn lipschitziana. La linealidad es esencial para que se
verifigue esta equivalencia, pues incluso en el caso X = ¥ = [E conocemos abundantes ejemplos
de funciones continuas de X en ¥ que no son uniformemente continuas, asi como de funciones
uniformemente continuas gque no son lipschitzianas.

En otro orden de ideas. es natural decir gque una funcidn f : X — F estd acotada en un
conjunto A < X cuando f{A) es un subconjunto acotado de ¥ . Si nuestro operador lineal T es
continwo, la condicidén (1) nos dice que T estd acotado en cada conjunto acotado A < X | o si
se quiere, que T preserva la acotacidn. En efecto, si K ¢ B verifica ||x|| < K para todo x € A,
de (1) se deduce obviamente que ||v|| < MK para todo v & T{A).

Reciprocamente, si T preserva la acotacidn, en particular T estard acolado en la bola unidad
de X es decir, existe M € Fy tal que |[T(u)| < M para todo « € X que verifique ||uf| = 1.
Dado x & X tenemos x = ||x||w con we X y ||u| = 1, luego ||Tix)|| = ||« [|T(=)]| = M||x].
y hemos probado (1), gue equivale a la continuidad de T . Asi pues, T es continuo si. ¥ s6lo si,
esld acotado en cada subconjunto acotado de X . para lo cual es suficiente que esté acotado en la
bola unidad de X . Es por esto que a los operadores lineales continuos entre espacios normados
s les spele llamar también operadores lineales acotados.

Comentemos un caso particular del resultado anterior que ya conociamos. i || ||y v |||z
son dos normas en un espacio vectorial X | la topologia de ||- ||} contiene alade || |7 si, y sdlo
s, la identidad en X . que obviamente es un operador lineal, s continua como aplicacion de X
con lanorma ||+ |[;.en X con || ||z. El resultado anterior nos dice que esto ocurre si, y sdlo si,
existe M € B 1al que |x||; = M||x||, para todo x € X que es exactamenie lo que probamos
£ S0 MOMmento, como paso previo para ¢l criterio de equivalencia entre dos normas.

|
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3.14.1.- Producto de hamacher. suma de hamacher.

Observemos que la lincalidad v la continuidad son propiedades gque se conscrvan al hacer
sumas de funciones ¥ productos por escalares. Para ello, dado un conjunto no vacio X v un
espacio vectorial ¥, consideremos el espacio vectorial ¥¥ de todas las funciones de X en ¥,
con las operaciones puntuales, es decir, para f,g € ¥* y L € K, se tiene:

(f+e)lx) = flxl+elx) y  (Af)x)=Rflx)  VxeX
Cuando X también es un espacio vectorial, es evidente que f+ g v A f son lineales, siempre
que [ vy g lo sean, es decir, los operadores lineales de X en ¥ forman un subespacio de ¥*.

Algo similar ocurre con la continuidad. 5i X es ahora un espacio topoldgico e ¥ un espacio
normado, la continuidad de la suma v el producto por escalares de ¥ implican claramente que.
si f.g€¥X son funciones continuas v A € K, entonces f+ g v Af también son continuas.
Vemos por tanto que las funciones continuas de X en ¥ también forman un subespacio de ¥¥.

Pues bien, si X e ¥ son espacios normados, denotamos por L(X.¥) al conjunto de todos
los operadores lineales continuos de X en ¥ que, por lo dicho anteriormente, es un subespacio
de X7, por ser la interseccitn de dos subespacios. Por supuesto, las operaciones en el espacio
vectorial L(X.Y) siguen siendo las puntuales, es decir, para TS € L(X.Y) y L € K se tiene:

(T +8)(x) = T(x) +8(x) ¥ (AT)(x) = AT(x) YreX

Fijado ahora un operador T € L{X.Y), v usando la caracterizacidn de la continuidad antes
obtenida, cabe pensar en hacer que la desigualdad que aparece en (1) sea la mejor posible, es
decir, en considerar la minima constante M € B que la verifique. Observamos claramente que,
para M £ B se tiene

IT(x)]| = M|x|| ¥xEX = |[T(u)=TW)|| =< Mlu—v| YuveX
luego la minima constante que buscdbamos no es ofra que la contante de Lipschitz de T .

Adelantando acontecimientos, definimos la norma de un operador T € L(X.Y) como su
constante de Lipschitz, o lo gue es lo mismo,

IT|| = min {MeR] : |T(x)]| < M|lx]| YseX} (2)

Para x € X\ {0} tenemos obviamente ||T(x)|/|x]| = ||T{x/|x]|})]| ¥ estd claro que el
conjunto {x/[|x]| : x €X' {0}} es laesfera unidad de X, es decir, § = {z € X : [|z]| = 1}.
Por tanto la igualdad (3) equivale a

IT] = sup { IT(2) : z.€ S} = sup { |T()]| : z€ X, | =1} )
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El conjunto que aparece en el segundo miembro de (4) aumenta obviamente si sustituimos
la esfera unidad § por la bola unidad B = {x £ X : |x]| £ 1}, pero su supremo no varia, pues
para x € B se tiene x = ||x||z con z € §, y por tanto |T{x)|| = |[«|| ||T(z)]| = ||T{z)] - Asi pues,
podemaos escribir

ITll = sup {IT(x)]| : x€ B} = sup {|IT(x)]| : x€ X, [ <1} (5)

3.14.2.- Operador minimo. operador maximo. diferencia acotada.

Todo lo dicho anteriormente sobre operadores, es cierto en particular cuando el espacio de
llegada es el cuerpo escalar, cuya norma es el valor absoluto o el mddulo. 51 X es un espacio
vectorial formado por funciones, una aplicacidn de X en K asocia un ndmero a cada funcidn
de X. por logue el iérmino “operador”™ deja de ser adecuado y se suele sustituir por “funcional ™.

Asi pues, un funcional lineal en un espacio vectorial X no es mds que una aplicacidn lineal
de X en [. Repasemos los resultados obtenidos anteriormente para operadores, en el caso
particular de los funcionales, que es el que ahora nos inlerasa.

Para un funcional lineal f en un espacio normado X, es equivalente ser continuo en algdn
punto, ser continue en todo punto, ser uniformemente continwo ¥ ser una funcidn lipschitziana.
Cualguiera de las propiedades de [ recién mencionadas equivale a la existencia de una
constante M € R verificando que
\flx)] < M| VxeX

Esto a su vez ocurre si. y s0lo si, f estd acotado en cada subconjunto acotado de X, para lo cual
es suficiente que f esté acotado en la bola unidad de X

|
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La complitud de ¥ nos asegura que X° es siempre un espacio de Banach, gue se conoce
como ¢l espacio dual del espacio normado X, y también es habitual decir que la norma de X*
€5 la norma dual de la norma de X. Hasta gué punto existe una anténtica dualidod entre un
espacio normado X v su dual X*, es algo que discutiremos a fondo mis adelante. De momento
lenemos cierta asimetria, pues X* es completo aungue X no lo sea.

Comentemos también gue, si M es un subespacio denso en un espacio normado X, entonces
la aplicacidn f j’lM es un isomorfismo isométrico de X* sobre M* . Destaquemos sobre todo
la sobreyectividad de dicha aplicacion: cada g € M* es la restriccidn a M de un dnico g € X*.

Veamos ahora una propiedad de los funcionales lineales que va no es caso particular de un
resultado referente a operadores lineales en general. Para ello, veamos gue un funcional lineal f
en un espacio vectorial X, queda determinado por su nidcleo ker f = {x€ X : fx) =0}, salvo
un factor de proporcionalidad, es decir: si g es otro funcional lineal en X con kerg = ker [,
existe A € K tal que g = Af. Enel caso f =0 se tiene kerg = ker f =X, luego g =0y
podemos usar cualquier A € K. En otro caso, existe u € X tal que f(u) = 1 con lo que, para
todo x € X, se tiene x— f(x)u € ker f = ker g, luego g(x) = fx) glu). Tomando A =glu) € K,
se tiene por tanto g = Af, como queriamos.

Es bien ficil convencerse de que el resultado andlogo al anterior, para operadores lineales
cualesquiera, estd muy lejos de ser cierto. Pero volviendo a los funcionales lineales, no es de

extrafiar ahora gue, en un espacio normado, la continuidad de un funcional lineal se caracterice
en rminos de su ndcleo, como vamos a comprobar.

n Un firncional lingal én un espacio normado es conlingo s1, ¥ sdlo i, su adcleo es cerrado.

51 X es un espacio normado v f & X*, estd claro gque ker f ha de ser un subconjunto cerrado
de X. Reciprocamente, sea [ un funcional lineal en X' v supongamos que ker [ es cerrado, para
probar gque f es continuo. 51 = 0 no hay nada que demostrar, ¥ en otro caso fijamos z € X
con f(z) = =1.Como ker [ es cerrado, tenemos 1 ¢ k::r_f luego existe un entorno de 7 cuya
interseccidn con ker f es vacia. Tenemos por tanto r € B tal que (z + r/) Mker f =0,
donde [7 es la bola abierta unidad de X .

SizeX y f(x) #0,setiene z+ (x/f(x)) €ker . luego z + (x/fi(x)) € (z4+rU).0l0
que es lo mismo, x/f(x) ¢ rU . Esto significa que |[x/ f(x)|| = r, es decir, |f{x)| = (1/r)||x]|.
Esta desigualdad es obvia cuando f(x) = 0, luego es vilida para todo x € X, y prueba que f
€5 Conlinuo, Como se queria. n

Conviene resaltar una consecuencia facil del resultado anterior. 5i un funcional lineal f.
en un espacio normado X, no es continwo, entonces ker © es denso en X . En efecio, hemos
visto que ker f no puede ser cerrado, pero entonces ker [ es un subespacio de X gue contiene
estrictamente a ker [, de donde se deduce claramente gue Wj’ =X.

|
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3.15.- Criterios para seleccionar operadores apropiados de

agregacion.

I. Seleccion de alternativas: aqui se busca el conjunto solucidon de alternativa/s que
mejor se adecue a los objetivos perseguidos en el problema de Decision. En este

proceso distinguimos dos fases:

(i) Una fase de Agregacion en la que se combinan las preferencias
individuales de criterios y/o expertos para obtener una preferencia
colectiva sobre las alternativas del problema.

(ii) Una fase de Explotacion en la que a partir de las preferencias colectivas
se aplicara un grado de seleccion para generar un conjunto solucion de

alternativas para el problema.

2. Consenso: El proceso de selecciéon de alternativas en proble : mas de decision con
multiples expertos puede dar lugar a soluciones que no son aceptadas como
buenas por parte de algunos expertos, por lo que el estudio del Consenso se ha
convertido en un campo de investigacion de gran importancia dentro de la TD.
Podemos decir que el Consenso es un proceso de discusion en grupo e iterativo
que es coordinado por un moderador que ayuda a los expertos del problema a
acercar sus opiniones. El consenso se ha definido clasicamente como el acuerdo
total y unanime de todos los expertos que participan en un problema, debido a
esta definicion primero se utilizaron medidas de consenso absolutas para
posteriormente evolucionar hacia medidas difusas (Soft Consensus) que ofrecen
una mayor flexibilidad para expresar una medida vaga “per se” como es el

consenso.

para ensenar la habilidad hace uso de multiples procedimientos y operaciones, adecuando
el método mas general a las condiciones especificas concretas del colectivo de
estudiantes, enriqueciéndolo y particularizandolo segun las variadas situaciones que

implica cada problema o situacion especifica en cada escolar. De ahi que los métodos de

|
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ensenanza y aprendizaje son mucho mas ricos, variados y multifacéticos que la habilidad

que encierra el objetivo.

|
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UNIDAD IV RELACIONES DIFUSAS

4.1.- Ecuaciones certeras y difusas.
Las Ecuaciones Diferenciales Difusas surgen por la necesidad de modelar y resolver

problemas en donde las condiciones iniciales de la ecuacion diferencial presentan

incertidumbre y no se conoce el valor exacto.

4.2.- Relaciones binarias.
La importancia en matematicas de las relaciones binarias, se debe a que una gran parte de

las asociaciones entre elementos de conjuntos, tanto numéricos como no numéricos, se
hace de dos en dos elementos, tanto si son elementos de un Unico conjunto o de dos
conjuntos distintos, en el esquema se puede ver algunas estructuras algebraicas o subtipos

de relacién binaria.

En primer lugar, diferenciamos las relaciones binarias homogéneas, de las heterogéneas.
En las primeras, la relacion binaria se establece entre los elementos de un Unico conjunto,
por lo que, en realidad, lo que determina es su estructura interna, mientras que en las
segundas se establecen relaciones entre dos conjuntos distintos, lo que da lugar a
operaciones o funciones matematicas de calculo. Una relacion homogénea puede ser

tratada como heterogénea con los mismos subtipos, pero no al contrario.

4.3.- Relacion binaria sobre un conjunto simple.
Llamamos relacion binaria a la relacion R existente entre dos elementos a y b, de dos

conjuntos A y B respectivamente. Indicando que el elemento a estd relacionado con b.

Esta relacion se puede denotar de diversas formas:

I- Como pares ordenados (a, b).
2- Indicando que aRb.

3- Como una mezcla entra los dos anteriores R(a,b).

Al conjunto de todos los elementos relacionados mediante la relacion R en un conjunto

lo denotamos como R(M)

ups
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4.4.- Relaciones de equivalencia y similitud.
En teoria de conjuntos y algebra, la nocion de relacion de equivalencia sobre un conjunto

permite establecer una relacion entre los elementos del conjunto que comparten cierta

caracteristica o propiedad.

Esto permite reagrupar dichos elementos en clases de equivalencia, es decir, «paquetes»
de elementos similares. Esto posibilita la construccion de nuevos conjuntos «anadiendo»
todos los elementos de una misma clase como un solo elemento que los representara y

que define la nocion de conjunto cociente.

4.5.- Relaciones de compatibilidad o tolerancia.
https://www.youtube.com/watch?v=BY2BxpOCgdO

*Investigacion y Ejercicios enteramente practicos

4.6.- Ordenamientos.
ordenamiento con arbol binario es un algoritmo de ordenamiento, el cual ordena sus

elementos haciendo uso de un arbol binario de busqueda. Se basa en ir construyendo
poco a poco el arbol binario introduciendo cada uno de los elementos, los cuales
quedaran ya ordenados. Después, se obtiene la lista de los elementos ordenados

recorriendo el arbol en inorden.

Complejidad:

Insertar elementos en un arbol binario de busqueda tiene una complejidad O(log n).
Entonces, agregar n elementos a un arbol cualquiera da como resultado una complejidad
O(n log n). Ademas, recorrer los elementos del arbol en inorden tiene complejidad O(n).

Caracteristicas:

Tiene un buen rendimiento.

Es estable (no cambia el orden relativo de elementos iguales).
_____________________________________________________________________
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 75


https://www.youtube.com/watch?v=BY2BxpOCgd0

ubDs

No requiere espacio de almacenamiento extra.

Puede ordenar listas tal cual las recibe.

4.7.- Morfismos.
En matematicas, un morfismo es una estructura de preservar mapa de una estructura

matematica a otra del mismo tipo. La nocion de morfismo se repite en gran parte de la
matematica contemporanea. En la teoria de conjuntos, morfismos son funciones; en
algebra lineal, transformaciones lineales; en la teoria de grupos, grupo Homomorfismos ;

en la topologia , las funciones continuas , y asi sucesivamente.

En la teoria de categorias, morfismo es una idea muy similar, pero algo mas abstracto: los
objetos matematicos involucrados no tienen por qué ser conjuntos, y la relacion entre
ellos puede ser algo mas general que un mapa, aunque tiene que comportarse de manera

similar a los mapas, por ejemplo, tiene que admitir composicion asociativa.

El estudio de morfismos y de las estructuras (llamados "objetos") sobre las que se definen
es central en la teoria de categorias. Gran parte de la terminologia de morfismos, asi
como la intuicion que subyace a ellos, proviene de categorias concretas, donde los
objetos son simplemente sets con alguna estructura adicional, y morfismos son las
funciones que preservan la estructura. En la teoria de categorias, morfismos veces

también se llaman flechas.

4.8.- Ecuaciones de relacion difusa.
Llamamos relaciones entre dos conjuntos porque existe una propiedad que las vincula,

generalmente las relaciones son un conjunto de pares ordenados capaz de correlacionar

algunos elementos entre dos conjuntos siendo este es el tema principal de la seccion.

Las relaciones binarias dependen de los conceptos de pares ordenados y producto

cartesiano anteriormente estudiados, pero aqui solo me limitaré a exponer sus
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definiciones como teorias preliminares y continuar con el tema principal del curso actual.

Sin mas que decir, comencemos.

Recursos
Ecuaciones Difusas

https://www.youtube.com/watch?v=Q1310JzJ2lo
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