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Marco Estratégico de Referencia

ANTECEDENTES HISTORICOS

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacién en el ano de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento marcé un
nuevo rumbo para la educacion de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra escuela fue fundada
por el Profesor de Primaria Manuel Albores Salazar con la idea de traer Educacion a Comitan, ya
que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para que siguieran

estudiando.

En el ano 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer bachillerato
tecnolégico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision en grande de traer
Educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente que trabajaba por la

manana tuviera la opcién de estudiar por las tarde.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia Albores
Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el Profesor Manuel
Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en septiembre de 1996 como chofer de transporte
escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integré como Profesora en 1998, Martha Patricia Albores

Alcazar en el departamento de finanzas en 1999.

En el afio 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. para
darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el ano 2004 funda la Universidad

Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la region
no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacién de una institucion
de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los jovenes que tenian
intencion de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir preparandose a través de estudios

de posgrado.

Nuestra Universidad inicié sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4°

avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de cuarenta
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alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la carretera
Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el Corporativo
UDS, este dltimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos operativos y
Educativos de los diferentes Campus, Sedes y Centros de Enlace Educativo, asi como de crear los

diferentes planes estratégicos de expansion de la marca a nivel nacional e internacional.

Nuestra Universidad inicié sus actividades el I8 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4*
avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de cuarenta
alumnos cada uno. En el afio 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la carretera
Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el corporativo
UDS, este dltimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos operativos y
educativos de los diferentes campus, asi como de crear los diferentes planes estratégicos de

expansion de la marca.

MISION

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad Académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos, Profesores,
colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacién de tecnologias en el proceso de ensenanza-

aprendizaje.
VISION

Ser la mejor oferta académica en cada region de influencia, y a través de nuestra Plataforma Virtual
tener una cobertura Global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas innovadoras

con pertinencia para la sociedad.

VALORES
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
ESCUDO
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El escudo de la UDS, esta constituido por tres lineas curvas que nacen de

izquierda a derecha formando los escalones al éxito. En la parte superior esta

situado un cuadro motivo de la abstraccion de la forma de un libro abierto.

(t

ESLOGAN

“Mi Universidad”

ALBORES

ﬂ

‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser lider,
trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor y

-’ fortaleza son los rasgos que distinguen.
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Nombre de la materia

Objetivo de la materia: Conocera la teoria y técnicas basicas generales para el

analisis de seiales, vistas como sistemas lineales.
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Unidad |
OBJETIVOS DE PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

l.1.- Importancia.

El area de la Ingenieria Electronica denominada “Procesamiento Digital de Senales” (DSP) se
concentra en el analisis y en el procesamiento de senales representadas en forma digital, es decir,
discretizadas en el tiempo y en la amplitud.

DSP se ha desarrollado en forma sostenida durante los ultimos 40 anos, desde que la disponibilidad
de computadores hizo posible la aplicacion practica de algoritmos que previamente soélo habian
podido ser evaluados en forma manual.

Los continuos avances en las tecnologias de integracién de circuitos electrénicos han permitido
reemplazar en forma paulatina los circuitos analogos por circuitos digitales que ocupan un menor
volumen, y que estan libres de los problemas de tolerancia de los componentes, calibracion, y deriva
térmica que afectan a los primeros.

El procesamiento digital requiere de 2 componentes basicos: un algoritmo y una maquina
calculadora.

Este libro contiene una introduccion a la teoria y a los algoritmos clasicos de DSP, en las areas de
analisis espectral y de diseno e implementacion de filtros digitales. No cubre el funcionamiento de
las maquinas o de los procesadores DSP, pero contiene ejemplos y aplicaciones en el lenguaje
MATLAB, desarrollado por la empresa The MathWorks. La mayoria de los programas incluye
comentarios, para facilitar su comprension y su adaptacion a los requerimientos del lector. Los
archivos de los programas estan disponibles en Internet, tal como se detalla en el Apéndice |.
Algunas de las funciones realizadas por los programas incluidos en el libro son:

* Estimacion del espectro de frecuencia de una senal periddica, correspondiente a la corriente de
linea en una carga no lineal (Seccién 8.3.6).

* Estimacion del espectro de potencia de una senal aleatoria estacionaria sumada con sinusoides, y
deteccion de sinusoides inmersas en ruido (ejemplo 8.16).

* Estimacion y representacion del espectro de potencia de una sefal aleatoria no estacionaria,
proveniente del eco de radar de un trasbordador espacial (ejemplo 8.17).

* Diseno de un filtro digital FIR pasabajos casi ideal mediante el método de la ventana (ejemplo 9.5).
14 Juan Vignolo Barchiesi * Diseo de filtros digitales FIR pasabajos y multibanda mediante el método
optimo (ejemplos 9.7 y 9.8).

* Diseno de filtros digitales IIR pasabajos y pasabanda mediante la transformacion bilineal (ejemplos
10.7 y 10.8).

* Reduccion del ruido de linea en un electrocardiograma mediante un filtro FIR y un filtro IIR, y

comparacion de los resultados (ejemplo 10.9).
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Debe tenerse presente que los ejemplos desarrollados en MATLAB no son simulaciones, tal como
ocurre cuando un sistema andlogo es simulado en un computador digital. Dado que los
computadores digitales operan en tiempo discreto, los resultados obtenidos son los mismos que se
obtendrian en procesamientos reales. De hecho, en muchos casos, el procesamiento digital real se
realiza en MATLAB.

Es conveniente (aunque no imprescindible) que el lector tenga conocimientos basicos de analisis de
senales y de sistemas andlogos, incluyendo operaciones tales como la convolucidon continua, la
Transformada de Fourier y la Transformada de Laplace.

Existe un gran nimero de libros que cubren tépicos de DSP. Sin embargo, muchos de estos libros
estan escritos en inglés, lo que dificulta su comprension por parte de nuestros estudiantes. Otros
libros han sido traducidos al espanol en un 100%, privilegiando la pureza del idioma por sobre el
aprendizaje de los términos utilizados frecuentemente en la mayoria de las referencias, las cuales
estan escritas en inglés. Como consecuencia de esta metodologia, no ayudan al alumno a conocer
la terminologia empleada mayoritariamente en la literatura original de DSP. En este libro se incluyen
algunas palabras y expresiones en inglés, para familiarizar al lector con la terminologia comun de
DSP.

Algunos libros de DSP cubren un gran nimero de tépicos en forma exhaustiva, pero con pocas
explicaciones. Aparentemente el autor supone que no se requieren mas explicaciones,
probablemente porque los topicos le resultan obvios. Por ejemplo, cuando describe una operacion
matematica tal como la convolucién o una transformada, presenta la definicion, una lista de

propiedades, y varios ejemplos, pero no explica como o porqué funciona la operacién descrita.

Como resultado de lo anterior, los alumnos generalmente aprenden la mecanica de las operaciones
matematicas utilizadas en DSP, pero no aprehenden su esencia, y no se sienten cdmodos con ellas.
Sabido es que la memoria humana tiende a olvidar lo que no entiende, y por lo tanto, se olvidan
facilmente los procedimientos mecanicos que no se ejercitan frecuentemente. Sin embargo, los
conceptos que han sido incorporados a la mente no se olvidan tan facilmente.

En este libro introductorio no se cubren los topicos en forma tan amplia como en la mayoria de los
textos de DSP, pero se intenta explicar como funcionan algunas de las operaciones usadas
comunmente en DSP. Algunos de los topicos explicados e ilustrados con cierto detalle son:

» Significado de las senales complejas (Seccion 2.2.6).

* Importancia de las frecuencias negativas en senales reales (seccion 2.3.2) y en senales complejas
(ejemplo 4.7).

* Significado de “no causalidad”, y ejemplos de sistemas reales no causales (Seccion 3.2.4).

* Justificacion conceptual de la férmula de la convolucién discreta (Seccion 3.4.5).
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* Principio de funcionamiento de la Transformada Discreta en el Tiempo de Fourier, o DTFT
(Seccion 4.2.1).

* Implicaciones del Principio de Incertidumbre en Analisis Espectral (Seccion 4.4.3 y ejemplo 8.18).
* Principio de funcionamiento de la Transformada Discreta de Fourier, o DFT (seccion 6.1) y
equivalencia de la DFT con un banco de filtros pasabanda (Seccién 8.3.3).

* Analisis de un filtro digital FIR pasabajos de bajo orden y equivalencia del filtro con un promedio
movil (Seccion 9.2).

* Analisis de un filtro digital |IR pasabajos de primer orden y equivalencia del filtro con la
promediacion con decaimiento exponencial (Seccion 10.2.1).

* Principio de funcionamiento de la Transformada Z (Seccion 10.3.6).

* Distorsion generada por un filtro digital lIR, ilustrada por medio de las anomalias introducidas en
la forma de onda de un electrocardiograma (ejemplo 10.9).

Una de las diferencias entre este libro y algunos libros de DSP esta en la forma en la cual se presenta
la Transformada Z (TZ). Esta operacion matematica aparece generalmente en el segundo o tercer
capitulo de algunos libros, antes de tépicos tales como analisis espectral, o diseno de filtros digitales.
De esta forma, puede quedar la impresion de que la TZ es una herramienta esencial para
comprender casi cualquier topico de DSP. Sin embargo, no es asi; muchos procedimientos
empleados en DSP se pueden explicar recurriendo solamente a combinaciones de multiplicaciones
y sumas.

En este libro se presenta el topico del analisis espectral clasico para senales periodicas y aleatorias,
el calculo de la respuesta de frecuencia de los filtros digitales FIR e IR, la metodologia para filtrar
con ellos, el diseio de los filtros FIR, y el disefio de los filtros lIR de primer orden, sin utilizar la TZ,
la cual so6lo es descrita en el Ultimo capitulo, para poder explicar uno de los métodos de diseiio de
filtros IR de orden mayor que |I.

Por ultimo, en algunos libros de DSP se encuentran ocasionalmente expresiones frustrantes tales
como “resulta evidente que”, “se desprende directamente de”, “es obvio que”, a pesar de que para
muchos estudiantes no resulta necesariamente asi. El lector puede estar seguro de que en este libro

no encontrara ninguna de dichas expresiones.
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1.2.- Aplicaciones.

Significado de ‘“Procesamiento Digital de Sefnales”

Las sefiales eléctricas son tensiones o corrientes que contienen informacion. Ademas de las
senales eléctricas existen otras, de naturaleza magnética, hidraulica, neumatica, luminosa, etc.

Las senales pueden ser generadas en forma natural o artificial. Algunos ejemplos de senales naturales
son la radiacion electromagnética de una estrella, la altura de la marea y la velocidad del viento.
Algunos ejemplos de senales artificiales son la emisién de un canal de TV, las ondas emitidas y
recibidas por radares, teléfonos celulares, sonares, etc.

Las senales se representan matematicamente como funciones de una o mas variables
independientes.

La variable independiente mas comun es el tiempo, y algunas senales que dependen de él son, por
ejemplo, la voz, una onda de radio, un electrocardiograma, etc.

Otras senales, tales como las imagenes, son funciones de 2 variables independientes, ya que
contienen informacion de brillo o de colorido en funcién de las coordenadas X e Y de un plano.
Procesamiento de Sefales es un area de la Ingenieria Electronica que se concentra en la
representacion, transformacion y manipulacion de senales, y de la informacion que ellas contienen.
El primer tipo de procesamiento electronico que se desarrollé y se aplicd extensivamente fue el
procesamiento analogo, el cual se lleva a cabo mediante circuitos compuestos por resistores,
capacitores, inductores, amplificadores operacionales, etc.

Procesamiento de Senales en Tiempo Discreto (Discrete-Time Signal Processing) se refiere al
procesamiento de sefales discretas en el tiempo o en el espacio. Esto implica que solo se conoce
el valor de la sefal en instantes o en puntos especificos. Sin embargo, la amplitud de la sefal es
continua, es decir, puede tomar infinitos valores diferentes.

Procesamiento Digital de Seiiales (Digital Signal Processing o DSP) afnade a la caracteristica
anterior la de manejar la amplitud en forma discreta, la cual es una condicion necesaria para que la
senal pueda ser procesada en un computador digital. La amplitud de la sefal sélo puede tener un
numero finito de valores diferentes.

En el ejemplo |.1 se ilustra la diferencia entre los distintos tipos de procesamiento.

Ejemplo 1.1: en la Figura I.1 se muestra un filtro pasabajos implementado con 3 tecnologias

diferentes, que procesan la senal en las 3 formas descritas anteriormente.
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(&) Filtro analogo RC (b} Filro de capacitor {c) Filtro digital
conmutado (SCF)

Figura 1.1. Filtro pasabajos analogo (a), en tiempe discreto (b) y digital (c).

Para describir el funcionamiento de los 3 filtros se supondra que todos los voltajes son cero hasta
el instante inicial, momento en el cual se aplica una tension de | V en la entrada (Vi). Esto se conoce
como la “respuesta escalén” del filtro.

(a) Filtro analogo RC: la tension de entrada hace fluir una corriente a través del resistor R,
cargando al capacitor C. A medida que Vo aumenta, disminuye la diferencia de potencial en R,
disminuyendo la corriente y la velocidad de crecimiento de Vo, el cual se aproxima asintoticamente
a | V, siguiendo una curva exponencial creciente.

(b) Filtro de capacitor conmutado (SCF): cuando el conmutador S se encuentra en la posicion
izquierda, el capacitor Ci se carga con Vi; cuando S conmuta a la posicion derecha, Ci transfiere
parte de su carga a C, elevando el voltaje de este ultimo. Como Ci es bastante menor que C, cada
conmutacion de S eleva Vo en un peldaiio de pequena magnitud. Ademas, a medida que Vo aumenta,
la transferencia de carga desde Ci a C es cada vez menor, haciendo que Vo se asemeje a una escalera,
con una velocidad de elevacion decreciente.

() Filtro digital: esta constituido por una formula y una maquina calculadora. La formula dice: la
salida actual se obtiene sumando un 10% de la entrada actual con un 90% de la salida anterior. Por lo
tanto, la primera salida sera 0.1 V, la segunda sera 0.1 -1 + 0.9-0.1 = 0.19V, etc. En este ejemplo la
maquina recalcula la formula 100 veces por segundo.

Las salidas de los 3 filtros estan graficadas en la Figura 1.2.

Se aprecia que las respuestas son virtualmente idénticas.

El circuito (a) es un filtro analogo. Las senales estan definidas para todo instante de tiempo, y pueden

tomar infinitos valores diferentes.
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El circuito (b) discretiza la senal en el tiempo, pero no en la amplitud, ya que el voltaje en el capacitor

C puede tomar infinitos valores diferentes, dependiendo de Ila entrada aplicada.

(a) filtro ' ' ' : ' '
RC
05+ 4
D 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 mseg
(b) SCF
350 mseq
(c) fitro ! ; ; - ' 7 SO
digital
05k T 4
DQQTTTTT
] 50 100 150 200 260 300 380 mseg

Figura 1.2. Respuesta escalon de los 3 filtros anteriores.

1 ——
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La ecuacién del filtro (c) se ejecuta en un computador digital, por lo que existe discretizacion en el
tiempo y en la amplitud.

La discretizacion en el tiempo es la diferencia mas importante entre el procesamiento digital y
el procesamiento andlogo. La discretizacion en el tiempo modifica las formulas de las transformadas,
convolucion, correlacion, etc., e introduce un posible problema que no existe en el mundo analogo,
denominado dliasing, el cual se origina cuando la tasa de muestreo es insuficiente, generando una
pérdida irrecuperable de la informacion contenida en la senal.

La discretizacion en la amplitud puede ser casi imperceptible, como cuando se efecttan los
calculos en punto flotante con doble precisién (alrededor de |5 decimales) en un lenguaje de
programacion de alto nivel, o notoria, si se cuantiza la sehal con pocos bit. La discretizacion en la
amplitud puede provocar algunos efectos indeseados, tales como:

* Si proviene de la conversion A/D de la senal, es equivalente a sumarle un cierto tipo de ruido, el
cual se denomina “ruido de cuantizacion”.

* Si afecta a los calculos, y es significativa, puede producir errores importantes, e incluso inestabilidad
en algunos sistemas.

Como se habia mencionado anteriormente, el filtro digital del ejemplo .| esta constituido por una
formula y por una maquina calculadora. Si se modifica la férmula, cambia la respuesta del filtro, pero
si se reemplaza la maquina calculadora, la respuesta se mantiene (siempre que la maquina no
introduzca errores significativos, y que sea capaz de realizar los calculos en el tiempo disponible).
Por lo tanto, el elemento mas importante del filtro digital es la formula, no la maquina usada para
resolverla, la cual puede ser un microprocesador de propésito general, un procesador DSP
especializado, un computador personal, o incluso el cerebro humano, si el proceso es
suficientemente lento.

En este libro se presentan los fundamentos del procesamiento digital de las senales,
independientemente del dispositivo que se utilice para implementarlas. Para ensayar las técnicas
descritas se usa MATLAB *, un lenguaje de programacién de alto nivel que permite al usuario
concentrarse en los algoritmos, aislandolo de los detalles relacionados con el hardware y con el
sistema operativo.

MATLAB (abreviacion de matrix laboratory) puede efectuar una gran variedad de operaciones
matematicas con vectores y matrices, dibujar graficos sofisticados, y ejecutar un sinnimero de
algoritmos de DSP con un minimo de instrucciones. El lenguaje puede ser ampliado mediante
toolboxes (conjuntos de instrucciones) adicionales. Algunos ejemplos incluidos en este libro
requieren funciones contenidas en el Signal Processing Toolbox.

En el Apéndice | se indica como obtener los archivos correspondientes a los ejemplos.

Comparacién entre DSP Y ASP
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El Procesamiento Analogo de Senales (ASP) es generalmente mas simple que el procesamiento
digital, el cual requiere tipicamente de un filtro andlogo antialiasing, un conversor A/D, un
procesador DSP, un conversor D/A y un filtro andlogo para suavizar la salida.

Sin embargo, el procesamiento anidlogo es incapaz de realizar muchas funciones que el
procesamiento digital si puede realizar (ver Seccion 1.4).

Algunas de las ventajas del procesamiento digital con respecto al analogo son:

* El envejecimiento de los componentes y las derivas térmicas no afectan al resultado del proceso.
* Todos los dispositivos fabricados se comportan en forma idéntica, ya que la tolerancia de los
componentes no influye en el procesamiento.

* Se puede reconfigurar un dispositivo modificando los valores de algunos coeficientes; no es
necesario ajustar potenciometros, o reemplazar componentes.

* El procesamiento andlogo de sefales de muy baja frecuencia se dificulta debido al requerimiento
de capacitores de gran capacidad y muy baja corriente de fuga. En el caso del procesamiento digital
no existen limitaciones; se pueden procesar senales con periodos de horas (tales como las mareas)
e incluso de anos (manchas solares).

* El procesamiento digital es capaz de realizar tareas muy complejas (ver Seccién |.4).

Algunas de las desventajas del procesamiento digital con respecto al analogo son:

* Mayor limitacién en frecuencias altas, ya que normalmente se requieren conversores A/D capaces
de tomar muestras a una tasa varias veces mayor que la de la frecuencia de la senal aniloga, y
procesadores capaces de efectuar muchas operaciones por cada muestra recibida. Por ejemplo, un
filtro digital FIR con una respuesta impulso de 1000 coeficientes, operando a una tasa de 10106
muestras por segundo, requeriria un procesador capaz de efectuar al menos 10 -109 multiplicaciones
y sumas por segundo.

* El diseno es generalmente mas complejo, ya que incluye aspectos de hardware y de software.

* El rango dinamico en la amplitud (razon entre la senal mas grande y la mas pequena que pueden
ser procesadas) es mas limitado, debido a la discretizacion en la amplitud. Sin embargo, la
disponibilidad actual de conversores A/D de alta resolucion (18 a 24 bits) y de procesadores capaces
de efectuar cilculos en punto flotante con un gran nimero de decimales, puede eliminar esta
desventaja en muchos casos.

* El rango dinamico en la frecuencia también es mas limitado. Por ejemplo, un filtro analogo sencillo
podria procesar simultaneamente componentes de | Hzy de | MHz, a pesar de que las 2 frecuencias
estan separadas por 6 6rdenes de magnitud. Para realizar la misma tarea con un filtro digital, seria
necesario procesar un gran niumero de muestras, ya que se deberia discretizar la sefal a una tasa
minima de 2 -|06 muestras por segundo, por lo que se necesitarian 2 -| 06 muestras para representar

solo | ciclo de la componente de | Hz.
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1.3. Historia de DSP

Dado que el procesamiento digital de una senal sélo requiere efectuar ciertos calculos a partir de
los datos disponibles, y que en muchas ocasiones dichos calculos pueden ser efectuados en forma
manual, se puede afirmar que DSP se practicé durante varios siglos, mucho antes de la aparicion de
los computadores, en situaciones tales como el analisis y la prediccion del movimiento de cuerpos
celestes, o en el andlisis y la prediccion de las mareas.

Uno de los primeros avances formales en DSP fue el articulo “Certain topics in Telegraph Transmission
Theory”, publicado por Harry Nyquist en 1928, en el cual se present6 el efecto producido en el
espectro de frecuencia de una senal analoga al ser discretizada en el tiempo, y se planted que, para
preservar la informacién original, la tasa de muestreo debia ser mayor que el doble de la maxima
componente de frecuencia contenida en la sefal andloga.

Posteriormente, en 1949, Claude Shannon publicé el articulo “Communications in the Presence of
Noise”, donde demostroé que es posible reconstruir perfectamente una senal analoga a partir de sus
muestras, si se dispone de un filtro pasabajos analogo ideal. (Si bien no es posible fabricar un filtro
de este tipo, es posible aproximarse bastante a él en muchas situaciones practicas).

El procesamiento digital de una senal requiere (en muchos casos) de la realizacién de un gran
numero de célculos, haciéndolo inviable si no se dispone de una maquina calculadora de gran
velocidad o de un computador. Este problema dificultd el avance en el area de DSP hasta los ahos
60y 70, época en la cual progresé rapidamente, gracias a la disponibilidad de grandes computadores
(mainframes) en las instituciones. Algunos de los topicos abordados fueron:

* Diseno e implementacion de filtros digitales.

* Invencion y optimizacion del algoritmo de la FFT.

* Compresion de voz.

* Procesamiento de imagenes (fotos tomadas por satélites y naves espaciales).

1 ——
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* Sismologia (busqueda de minerales y de petroleo).

En esa época las aplicaciones de DSP al procesamiento de senales en tiempo real (tales como radar,
sonar, cancelacion de ecos, modems) eran muy limitadas. Los procesadores DSP se construian con
centenares de circuitos integrados TTL, tenian un costo prohibitivo (excepto para aplicaciones
militares) y eran muy complejos. Por lo tanto, la mayoria de los trabajos consistia en desarrollar y
ensayar algoritmos en los grandes computadores que poseian las universidades, empresas y otras
instituciones.

La capacidad de efectuar multiplicaciones en forma rapida es el requerimiento mas importante para
poder realizar algoritmos de DSP en tiempo real. Las CPU de esa época no eran capaces de
multiplicar en forma directa, sino que lo hacian en base a sumas y desplazamientos.

La multiplicacién en hardware requeria de una gran area en la pastilla de silicio. A principios de los
anos 80 se logré reducir el tamano de los transistores lo suficiente como para poder fabricar un
procesador DSP capaz de multiplicar 2 nimeros en | ciclo de maquina (800 nseg). Con el progreso
de la tecnologia de integracién, este tiempo ha disminuido actualmente a unos pocos nseg.

El desarrollo de conversores A/D y D/A cada vez mas rapidos, de mayor resolucion (N° de bits),
menor tamano y menor costo, también ha contribuido a reemplazar el procesamiento analogo por
el procesamiento digital.

El progreso en la velocidad de calculo de los microcomputadores personales (PC) ha permitido
usarlos en tareas cada vez mas exigentes, tales como grabacién y reproduccién de audio y video,
procesos que deben efectuarse en tiempo real. Los primeros computadores personales, fabricados
a finales de los anos 70, sélo podian efectuar algunos centenares o miles de operaciones de punto
flotante por segundo (flops). La velocidad de calculo de los PC actuales ya ha superado los mil
millones de flops. Muchos equipos electronicos complejos se construyen actualmente usando como

base un PC industrial, aprovechando el bajo costo del hardware y del software asociado.

Aplicaciones de DSP

En las ultimas décadas se ha producido una migracion cada vez mayor desde el procesamiento
analogo hacia el procesamiento digital. Al mismo tiempo, han surgido muchas aplicaciones y técnicas
nuevas, que nunca existieron en el mundo andlogo. A continuacién se mencionan algunas
aplicaciones actuales de DSP.

* Verificacion de la calidad del suministro eléctrico: deteccién de transientes, medicion de
valor efectivo, potencia, factor de potencia, contenido arménico y flicker. * Radar: medicién de la
distancia y de la velocidad de los contactos. Compresion del pulso, lo que permite incrementar la

longitud de los pulsos para aumentar el alcance, manteniendo la resolucién en distancia.
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* Sonar: formacion de haces, para orientar electrénicamente el arreglo de transductores; en modo
activo, medicién de la distancia, la demarcacion y la velocidad de los contactos; en modo pasivo,
clasificacion de los contactos en base al ruido emitido por ellos.

* Medicina: reduccion de ruido y diagnéstico automdtico de electrocardiogramas vy
electroencefalogramas; formacion de imagenes en tomografia axial computarizada (scanner),
resonancia magnética nuclear y ecografia (ultrasonido).

* Analisis de vibraciones en maquinas, para detectar tempranamente el desgaste de rodamientos
o engranajes, comparando el andlisis espectral de las vibraciones con un espectro de referencia
obtenido cuando la maquina no tiene defectos.

* Oceanografia: alerta temprana de maremotos o tsunamis cuando se propagan en el océano
abierto, en base a las caracteristicas de esas ondas que las diferencian de las olas y de las mareas;
andlisis armonico y prediccion de mareas; medicion de la energia de las olas con el objeto de
dimensionar muelles y otras estructuras sumergidas.

* Astronomia: deteccion de planetas en estrellas lejanas, en base al movimiento oscilatorio que
inducen en las estrellas alrededor de las cuales orbitan.

* Radioastronomia: busqueda de patrones en las senales recibidas por los radiotelescopios, para
detectar inteligencia extraterrestre (SETI).

* Imagenes: mejora del brillo, contraste, colorido y nitidez, restauracion de imagenes borrosas
debido al movimiento de la cdmara o del elemento fotografiado, compresion de la informacion.
Telefonia: conmutacion (plantas telefonicas), decodificacién de discado por tonos (DTMF),
modems, canceladores de ecos, teléfonos celulares digitales (PCS) y teléfonos satelitales.

* Audio: ecualizacion, reverberacion artificial, compresion de la informacion (MP3), cancelacion
activa de ruido ambiente (inyectando ruido en contrafase).

* Voz: compresién de la informacion, identificacion de personas, y reconocimiento de voz (dictado
por voz).

* Television: cancelacion adaptiva de multipath para eliminar los “fantasmas”, filtros “peineta” para
mejorar la separacion de luminancia y color en la sefal de video compuesto, TV digital de alta
definicion (HDTV), compresion de la informacion.

* Industria automotriz: control de la inyeccion y del encendido del motor para maximizar el
rendimiento y minimizar las emisiones; control de la transmisién automatica para maximizar la
economia de combustible o la aceleracién del vehiculo; control del flujo de energia en los vehiculos
hibridos.

* Sismologia: localizacion de hipocentros de sismos, blisqueda de minerales y de petréleo

analizando los ecos subterraneos generados por pequenas explosiones. Estas son solo algunas
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aplicaciones de DSP. Su nimero estd en constante aumento, a medida que la tecnologia de

integracion progresa, y se desarrollan nuevos algoritmos.

|.3.- Definiciones (sistemas lineales deterministicos, etc.).

Muchos sistemas se pueden describir por un conjunto de ecuaciones diferenciales simultaneas de la

forma:

x(t) = f[x(0), u(t), t] (L1)
Donde

x(t) : vector de estado del sistema

u(t) : vector de entrada o control

f(.) : funcién real y vector valuada

(1.1) se denomina ECUACION DIFERENCIAL DE ESTADO.

y(t)=g[x(t),u(t), t] (12)
v(t) : vector de salida del sistema

(1.2) se denomina ECUACION DE SALIDA DEL SISTEMA

Si f y g son funciones lineales, entonces:

1 ——
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x(t)= A(t) x(t) + B(t)u(t) (1.3)

Donde

x(t) : vector de estado del sistema

u(t) : vector de entrada o control

y(t)=C(t)x(t)+ D(t) u(t) (1.4)
v(t) : vector de salida del sistema

A(t), B(t), C(t) y D(t) : matrices variantes en el tiempo

Si las matrices A, B, C y D son constantes, el sistema es invariante en el
tiempo

Linealizaciéon

Supongamos:

x, () =F[x, (t) u_(t),t] t <t<t, (1.5)

Donde x,(t) es una trayectoria nominal
u,(t) es una entrada nominal

Suponiendo que el sistema estd operando cercano a condiciones nominales. Por
lo tanto, podemos escribir:

u(t) =u, (t)+u(t) t, <t<t, (1.6)
x(t,)=x,(t,)+x(t,)
x(t) =x, (t)+ x(1) 1.7)

donde &(t),;:{tu] Y ;:(t) son perturbaciones pequeiias.

Realizando una expansion en serie de Taylor, se tiene que:
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%{xn{mi(t)1=f[xn{t),ua{t), t]+ 3 [x, (©), u, 1), t]x(t)

+J_[x, (), u, (0), tJu®) + h(t) t, <t<t, (L8)

Donde : J_y J, son las matrices Jacobianas de f

con l'E'S[]ECtI] AXVIL

Despreciando h(t) se obtiene:

% x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) t, St<t, (1.10)

donde A(t)=J, [Iu(t), u, (t],t]
B(t)=1J,[x,(®),u,(0),]
La

ecuacién (1.10) se denomina: ECUACION DIFERENCIAL DE ESTADO LINEALIZADA.

Transformacion de estado

1 ——
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Consideremos el sistema lineal e invariante en el tiempo:

%x(t} = Ax(t) + Bu(t) (1.11)
y(t)=Cx(t)

Se define:

x'()=Tx(t) (1.12)

Donde T es una matriz de transformacion no singular constante.
x(t) =T'x'(t) (1.13)

T %x’(t}= AT'x(t)+ Bu(t) (1.14)
y(t)=CT"x(t)

%x'(t)=TAT"x'(t)+TBu{t} (1.15)

y(t)=CT"x(t)

La transformacion es equivalente al sistema original.

|.4.- Repaso de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes.
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Una ecuacién diferencial lineal de orden n tiene la forma

a0(x)y (n) + a1(x)y (n-1) + - - - + an—-1(x)y O + an(x)y = b(x) (4.1)

Vamos a presuponer que a0(x) 6= 0 para todo x, de modo que estudiaremos las ecuaciones
diferenciales lineales de la forma

y (n) +al(x)y (n—=1) + - - -+ an—1(x)y 0 + an(x)y = b(x) (4.2)

Definicion | La ecuacion diferencial lineal 4.2 se dice que es homogénea si b(x) = 0. En caso contrario
se dice que es completa o no homogénea.

A menudo denotaremos por L(y) o L[y] al primer miembro de 4.2

Ly) =Lyl =y (n) +al(x)y (n=1)+ - - -+an=I(x)y 0 + an(x)y =D n +al(x)D n=I + - - -an—1(x)D
+an(x)y

Donde en este “Ultimo caso D = d dx se utiliza como un ente algebraicol. Asi se puede representar
la ecuacion diferencial lineal homogénea por L[y] = 0, donde L[] es un operador lineal, i.e.

L [cldl(x) + c202(x)] = cIL[$1(x)] + c2L[$p2(x)] (4.3)

En este tema estudiaremos las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, i.e.
al(x), ..., an(x) son constantes.

Comenzaremos estudiando el caso particular de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden (n = 2) y luego lo generalizaremos para n cualquiera.

Estudiaremos en primer lugar la ecuacion homogénea, puesto que la resolucion de la ecuacion no
homogénea se basa en el método de resolucion de la ecuacion homogénea.

Ecuacion homogénea

Una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden tiene la forma

Lly] =y 00 +aly 0 + a2y = 0 (4.4)

Donde al, a2 € R y b(x) es una funcion continua en un intervalo | c R.

La ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden y 0 + ay = 0O tiene solucién, como
ecuacion diferencial ordinaria de variables separadas, y = ce—ax . Seria bueno buscar soluciones
exponenciales para 4.4.

Basandose en esa idea se trata de buscar soluciones del tipo y = e rx, que substituyendo en 4.4
queda

Llerx]=r2erx+alrerx +a2erx=erxr2+alr+a2=0

Debido a que e rx 6= 0, se tendran soluciones para las raices del polinomio caracteristico q(r) = r
2 +alr + a2. Este polinomio tendra dos soluciones rl, r2. Consideramos las tres posibilidades:
Sirl, r2 son reales y rl 6= r2 se tiene que las soluciones de 4.4 son ¢1(x) = e rix ¢2(x) = e r2x
Si rl =r2 son reales, entonces las solucion de 4.4 son §1(x) = erix ¢2(x) =x -erl

Si rl, r2 son complejas conjugadas, rl = a + i3, r2 = a — i3, a, B € R, entonces las soluciones de

4.4 son
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¢ 1(x) = e ax cos bx

$2(x) = e ax sen bx

Notese que las soluciones son linealmente independientes, seg’un se entiende por la siguiente
definicion

Definicion 2

Dadas ¢1(x), . . ., ¢n(x) funciones definidas en un intervalo | € R, se dice que son linealmente
independientes si se verifica que para todo x cl$pl(x) + - - -+ cndn(x) = cl = - - -=cn =0 (4.5)
Dondecl,...,cn €

Para resolver una ecuacién diferencial lineal de orden n se necesitan n condiciones generales. En
general, dada una f(x, y, yO ) = O si la desarrollamos en serie de potencias en un entorno de un
punto x0,
Dada la condicion inicial f(x0, y0, yO (x0)) = O se puede despejar y 0 . Una vez conociday 0, con
otra condicion inicial adicional se podria despejar y 00, y con otra mas se podria despejar y 000 .
Asi, para una ecuacion diferencial lineal de orden n se necesitan n condiciones iniciales.
Dado que toda solucion de una ecuacion diferencial lineal es combinacion lineal de soluciones de la
misma, la solucién general seria una combinacion lineal de soluciones linealmente independientes.
Proposicion |
Dado el Problema de Cauchy para cualquier x0 € R

y' 4+ ary +ay =10

PC=q ylrg) =yo =0
Y (xo) =yp =5

Siempre existe solucion (“Unica) cualesquiera que sean los parametros @, 3. Definicion 3 Sean ¢ 1(x),
..., dn(x) funciones (n — 1)-derivables, se define el Wronskiano como

También suele denotarse como W(dl1, ..., ¢)(x), W [d1(X), ..., dn(x)] "o W(x).

1 ——
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Proposicion 2 Sean ¢1(x), $2(x) soluciones de la ecuacion y 00 + aly 0 + a2y = 0 con x € | un
intervalo, al, a2 € R. Entonces

P 1(x), 2(x) son linealmente independientes si y solo si W(¢ 1, $2)(x) 6=0V x €1

Proposicién 3 (Formula de Jacobi-Liouville) Sean ¢ 1(x), $2(x) soluciones de la ecuacién y 00 + aly

0 +a2y =0, x0 € 1, entonces

p1(x) w(z) PnlT)
A T - .'|!'] FL
Won....on=| F@ 7,(x) .
;Llu—n{ ] ;Fzrl_l'][. ] T?-J;Jn—l:[ }

W(I, $2)(x) = W(dI, $2)(x0)e —al (x—x0) (4.8)
Notese que si 3 x0 € | tal que W(1, $2)(x0) = 0, entonces W(dI, $2)(x) =0 V x €, esto es, o se

anula W(¢1, $2)(x) en todo | o no se anula en ningun x € I.

En general,
e1(x) w2(x) e PnlT)
f pilz) wh(z) - ¢hlx)
W) =| o G (4.9)
Fli“_j]{-]'] ;.}"_2][.1"] L T?Ln—z.[lr]
V@) ) - el

Proposicion 4 Sean ¢1(x), $2(x) dos funciones. Si §l(x), $2(x) son linealmente dependientes,
entonces W(b1, ..., dn)(x) = 0.

Notese que el reciproco no es necesariamente cierto; no se puede garantizar que si W(¢l1, . . .,
¢n)(x) = 0 entonces P 1(x), $2(x) son linealmente dependientes. Lo que si es cierto es que si W(¢|1,

..., ®n)(x0) 6= 0 en cierto x0, entonces §1(x), $2(x) son linealmente independientes. UNIVERSIDAD

DEL SURESTE 29
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Proposicion 5

Sean ¢1(x), $2(x) funciones en el intervalo I. Si para todo x € | se verifica que W(¢1, ..., dn)(x) =
0y $2(x) 6= 0, entonces §1(x), $2(x) son linealmente dependientes

Proposicion 6

El conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
de orden n es un espacio vectorial de dimensién n.

Proposicion 7

Si la ecuacion diferencial y 00 +aly 0 +a2y = 0, al, a2 € R, tiene una solucién compleja y = u(x) +
iv(x), entonces Re(y(x)) = u(x) y Im(y(x)) = v(x) son también soluciones.

Proposicion 8

Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea real y 00 + aly 0 + a2y = 0, con al, a2 € R. Si las
condiciones iniciales son reales, entonces la solucion general es real.

Proposicion 9

Sea una ecuacion diferencial lineal homogénea y 00 + aly 0 + a2y = 0, con al, a2 € R. Dadas las
soluciones ¢1(x) con las condiciones iniciales y(x0) = y0l, y0O (x0) =y 0 Ol y ¢2(x) con las
condiciones iniciales y(x0) = y02, yO (x0) = y 0 02 se verifica que, si las condiciones iniciales son
linealmente independientes, entonces las soluciones ¢1(x), $2(x) son linealmente independientes.
Ecuacién completa

De forma similar a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, si se tiene una solucion
general de la ecuacion homogénea y una solucion particular de la ecuacion completa, se obtiene la
solucion general de la ecuacion completa.

Siempre que se tenga yh la solucién general de la ecuacion homogénea y yc una solucion particular
de la ecuacién completa, yh + yc seria solucion de la ecuacién completa.

Liyh(x) + ye(9] = LIyh(x)] + Llye(x)] = 0 + b(x) = b(x)

Asi mismo, la diferencia de dos soluciones particulares ycl, yc2 de la ecuacion completa, es solucién

de la ecuaciéon homogénea. UNIVERSIDAD DEL SURESTE 30
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LIyel (x) +yc2(x)] = L[ycl ()] + LIyc2(x)] = b(x) = b(x) = 0

Proposicion 10

El conjunto de las soluciones de una ecuacion diferencial lineal completa es un espacio a fin con
espacio vectorial el conjunto de las soluciones de su ecuacion homogénea.

Métodos de resolucién

Existen varios métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales lineales completas (y
homogéneas). A continuacion estudiaremos el método de variacion de las constantes y el método
de los coeficientes indeterminados.

Método de variacion de las constantes

Se trata de determinar cl(x), c2(x) tales que yp = cl(x)y | (x)+c2(x)y2(x) sea una solucién particular
de la ecuacion completa, donde ygh = clyl(x) + c2y2(x) es la solucion general de la ecuacién

homogénea. Exigiendo las condiciones

cx)in(x) + ch(x)ya(z) = 0
& (@), (x) + y(a)ph(x) = b(x)

Se obtiene que la soluciéon particular de la ecuacion completa es

%=mm[%%%%~mm[%%§% (4.10)

Donde W(x) = W(yl, y2)(x). Si la ecuacion fuera de la forma a0y 00 + aly 0 + a2y = b(x), entonces

el coeficiente a0 apareceria en la solucion general

v [ inlz)blz) . ya(z)b(z)
”“”m/wﬂwﬁr“m/@ﬂﬂﬁ (411)

Método de los coeficientes indeterminados
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Este método solo puede aplicarse si b(x) es una exponencial, un polinomio, seno, coseno o

combinacion de “estas (aditiva o multiplicativa).

b(x) =a- e bx
b(x) = Pm(x)
b(x) = a - cos(gx)

b(x) = b - sen(gx)

El Principio de Superposicion dice que dada la ecuacion diferencial lineal y 00+aly O+a2y =
fl(x)+2(x)+ - - +fn(x) la solucion general es y = ygh+ypl+ - - +ypn, donde ygh es la solucion general
de la ecuacion homogénea e ypi es una solucién particular de:

y 00 +aly 0 + a2y =fi(x) paracadai=1,...,n.

Segln la forma de b(x) = fi(x) se obtiene una solucién particular para la ecuacion completa, que
debe multiplicarse por x m donde m es la multiplicidad de la raiz excepcional (si “esta existiera). El
cuadro 4.| resume como tratar con las distintas formas de b(x).

Todos estos resultados para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y no homogéneas con

coeficientes constantes de segundo grado, pueden generalizarse para un orden n cualquiera.

bir) Up raiz exc.
a A (zA si la raiz es () 0
ar™ Agz™ 4+ -+ A, ]
Rll:'r} z'l[]:'-l"" oo -’ln 0
ae™ Ae™* m
Fo(x)e™ (Agz"™ + -+ 4+ Ay )e™ m
bsen(qr) Acos(gr) + B sen(qr) +ig
a cos(qr) Acos(gr) + Bsen(qr) +ig
ae™ sen(gr) (Acos(gr) + B sen(qgr))e™ p*ig
aeP cos(gr) (Acos(gr) + Bsen(qx))e™ pxig
B, (r)e* sen(gr) | [(Agz™ + --- + A, ) cos(gr) + (Byz™ + --- + B, )sen(gx)]e™ | pLig
P, (x)er* cos(gr) | [(Agz™ + --- + A, ) cos(gx) + (Bgz™ + - -- + B, ) sen(gx)]e™ | p£ig
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Cuadro 4.1: Relacion de soluciones particulares yp y sus raices excepcionales para distintos
coeficientes independientes b(x) de la ecuacion diferencial lineal completa.

Proposicion | |

Sirl,r2,..., rsson las raices reales del polinomio caracteristico con orden de multiplicidad ml,
m2,...,ms respectivamente, entonces para cadai = I, ..., s las funciones XjerixVj< mi son
soluciones de la ecuacién y (n) + aly (n—1) + - - -+ an—1y 0 + any = 0 y la solucién general sera:

s m—1

y=(x) = Z Z c;j T en® (4.12)

i=1 j=0

Con cij € R Constantes.

Definicion 4

Un sistema fundamental de soluciones es un conjunto de soluciones linealmente independientes
cuya combinacion lineal es la solucion general.

Ecuaciones de orden n

Proposicion 12 Si rl = al + iBl, ..., rl = al + ifl son las 2| raices complejas del polinomio
caracteristico con orden de multiplicidad m1, .. ., ml respectivamente r2l+1, r2[+2, .. ., rs son las

raices reales del polinomio caracteristico con orden de multiplicidad m2I+1, m2l+2, . .., ms,

eMT s Gy, xe™Tcos iz, ..., ™ le®Teos
eMTgen r, Te™Tsen fr, ..., ™ e TgenFT
€% oog . Te™F cos Fpr, ... ™ le®nT ong 3o
e Fgen 3, r, re™send T, ™ le® T gon 3 1
eT2+1T FETA+1T ... pmaly L—J-PJ'EI +1T
Put petsE o Irr:-e,.—lf,r_h.r
Son las n = Pl j=I 2mj + Ps j=2l+] mj soluciones ¢1(x), . . ., dn(x), que seran linealmente

independientes si y solo si W(¢1, ..., ¢n) 6=0.
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El conjunto de las soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n es un espacio
vectorial de dimensién n. El conjunto de las soluciones de una ecuacion diferencial lineal no
homogénea (completa) de orden n es un espacio afin de dimension n asociado al espacio vectorial
del conjunto de las soluciones de la ecuacion homogénea asociada.

Método de variacion de las constantes

Hemos estado hablando de y (n) + aly (n—1) + - - - + any = b(x), tenemos la solucion general de la

ecuacion homogénea ygh, necesitamos una solucién particular de la completa yp.

Ygh(T) = crpr(x) + -+ + cagnlx)

.U!J{‘T} = rﬂ.r];.l:.r} b f'n(-r)#n{ﬂ"}

Necesitamos hallar las n funciones cl(x), . . ., cn(x) y para ello necesitamos n condiciones iniciales.

Imponemos las condiciones.

¢y (x)er(z) 4 b e, (x)ga(T) 0

A (z)@y(z) + - + c(@)gh(z) = 0
Az)e @) + - + (2)p P z) = 0
G@el V(@) + - + @) V) = b(x)

Y obtenemos el sistema

Yp = r'll{.]"]l,]:l{ﬂ"} F oo+ (T )in {T}
.U;J = r'l{.T];i{T} b f'rl[-r]‘;:. {T}
n-1 __ r—1) _ Lin—1]
' = al@e’ @)+ +eal@)en (@)

Substituimos en la ecuacion diferencial con las derivadas y obtenemos UNIVERSIDAD DEL SURESTE 34

ci(@)el" (@) + - + &y ()l (x) = b(x) (4.13)

1 ——
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 31



oUDS

Mi Universidad

Anadiendo esta condicion a las n — | anteriormente impuestas, obtenemos un sistema de n
ecuaciones (jcuales?) con n incognitas ¢ 0 | (x), ..., c0 n (x) cuyo determinante es W(¢lI, . . .,
on)(x) 6= 0. Asi, las soluciones son

Wi(z)- b(x)

() = — (4.14)
g W(pr,...,oa)(x)
Donde Wk tiene (0, ..., 0, I) en la columna k-"estima y el resto de columnas coinciden con W(¢|1,
.« » Pn)(x). Luego,
Wi(x) - blx) _
ciplz) = [ - dr (4.15)
J Wigr, ... ¢n)(z)
Asi que la solucion particular de la ecuacién completa sera
- c Wi() - b(E)
klS) .
Yp = oklT) - df (4.16)
s g ) | Wion . ) ()
Notese que si la ecuacion diferencial es de la forma aOy (n) + aly (n—1) + - - - + any = b(x), entonces
en la soluciéon hay que dividir por a0, i.e.
- W) - blE) -
w=Y 0@ [ — ¢ (4.17)
' EH Juy a0W (1, - .- | on)(€)

Como siempre, el método de variacion de las constantes es tedricamente bonito y se puede aplicar
siempre, pero la dificultad estriba en resolver las integrales. Por otra parte, el método de los

coeficientes indeterminados, solo es aplicable para ciertas formas de b(x).

1 ——
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|.4.- Modelos para sistemas fisicos.

Tipos de modelos:

I. Modelos mentales: son los propios de las personas. Son imprecisos, dificiles de comunicar y
borrosos.

2. Modelos fisicos: son costosos en tiempo y en dinero.

* Modelos estaticos: — Modelos a escala; modelos de imitacion.

* Modelos dinamicos: — Analogias o modelos analogos; prototipos.

3. Modelos simbdlicos:

* No matematicos:

— Lingtiisticos, ya sean verbales o escritos.

— Graficos o esquematicos: mapas, diagramas de flujos...

* Matematicos:

— Relaciones entre las distintas variables del sistema a modelar en la correspondiente estructura
matematica (ecuaciones).

Modelos matematicos:

Construccion de un modelo matematico. Etapas.
Sistema Real a1 Modelo Formal -
Modelc
Computerizado

Observacion del
Comportamiento +

Prediccion del
Comportamiento

I Comparacion .
= Ajuste de

Observacion Me i
e i Prediccion = L

1 ——
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Modelo computarizado:

Etapas a seguir para su elaboracién:

|.- Descomposicion del sistema en subsistemas.

2.- Aplicacion de leyes de conservacion (masa, momento, energia,...) en cada subsistema []
obtencion de las ecuaciones caracteristicas de cada subsistema.

3.- Particularizacion de las expresiones obtenidas para los valores de los parametros caracteristicos
de los elementos del subsistema.

4.- Programacion de ecuaciones del modelo a través de software apropiado (Simulink, Modelica,...).
Conceptos basicos:

— Ley de Ohm:

La corriente eléctrica (I) en un conductor (o circuito), es igual a la diferencia de potencial (V) sobre

el conductor (o circuito), dividido por la resistencia (R) que opone a su paso.

'n

nl‘!ﬁ —"‘Eh* o |+
{

(1)

L

Leyes de Kirchoff: (ley de conservacion)

I. La suma de las tensiones en un lazo cerrado es igual a cero.

1 ——
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T — — — —

(@) ey +ep+ ey =00r
¢|' =€n 0(2'

1 ——
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Leyes de Kirchoff:

2. La suma de las corrientes que entran en un nodo es igual a la suma de las corrientes que salen

Sr,=>1 wmp>1,->1=0

ia+tig+ic=0or
iz®=ig=ic

C t,c

del mismo.

Elementos constitutivos:

1 ——
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de tensién

h

== ®
Resistencia

Bobina |\

()

gt

Mi Universidad

Generador de
i=load . ‘.“ corriente
—— — —
14 r w -
+ (n (1)
€y = load
B ki ‘lf 5 V'O,“.”
2) | ) J
e, is positive when
¢|. > ¢2'
i€ when ¢,, is positive
1
‘e e,=—-|i.-dt
ig e, = R‘!‘R ic=dqc/di 12 C _[ C
- 7o | L b
R 2) i) L] 2)
1} e | o for [ 1= et
L = (g =
\ Condensador
/I Transformador
L L =
. ho - o (3) PR
h =1
L 2 }":; . Lg&‘ g" i n *
I Coa @e Vim oW ey = ne,,

n = ratio of wms between (3) and (4)

10 trms between (1) and (2)

1 ——
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L R
O————YYYY AN O
&; cC=F o

i
O O

Circuito LRC

la ecuacidn de conservacion:

Aplicamos

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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d 1 ¢
L-E+R-:(r)+E-J‘z(r)dr=el.(r)

eﬂ(r)zé-Ii(r)-df

Circuito LRC

Aplicamos la transformada de Laplace a las ecuaciones diferenciales:
1 I(s E (s
L-S-[(S)+R-](S)+E-(—)ZEI.(S)- I(s)= (s)
s Ls+R+—
Cs
1(s)
E (s)=—=
(5) Cs
Circuito LRC
Construimos el diagrama de bloques
E(s) 1 1 1(s) 1 E(s)
Ls+R+— Cs
Cs Cs

Y obtenemos la funcion de transferencia del circuito, reduciendo dicho diagrama.
E,(s) 1

o 2
E(s) L-C-s"+R-C-s+1

G(s)=

1 ——
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Impedancias complejas:
La impedancia compleja Z(s) de un circuito de dos terminales es el cociente entre la transformada
de Laplace de la tension existente entre los terminales, E(s), y la transformada de Laplace de la

corriente a través del circuito, I(s), bajo la suposicién de que las condiciones iniciales son cero.

J (S) E (_5')

L i
N
)
f—
L4

ESQUEMA Sl RS L
R E(s)=R-1(s) > 28 - L 2(5)=2) _ g
Y, - E(s) R I(s)
E(s) 1(s) o g O
e(t)=R-i(1) —s R [ 5 — —>
—L.s. Is) _ 1 _EG) _
) KLﬁx E(s)y=L-s-1(s) > EG) Los Z(s) 1) L-s
. 1(s) E(s)
e(t) = L-? @, 1/Ls jﬂ — s
i
_ I(s) _ . CE(s) 1
CL_ E(s) s I(s)—> £Gs) C-s Z(s) = 16) S
1 . I(s) E(s)
)= [i-ai Es) oo 11® 2 es L5

1 ——
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Impedancias complejas:
L R
oO— YV — AW————— O o— Z,| O
e ) ck o EEp o Zy | %
i
O O o o
Z=L-s+R
L, =——
-8
Funcién de transferencia de circuito seria:

Z,(s)

1

Z(5)+Z,(s) L-C-sS+R-C-s+1

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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Funciones de transferencia de elementos en cascada:

Muchos  sistemas  realimentados tienen  componentes que cargan a  oOtros:

1

Loe . . ‘
R R, aj(zl —1,)dt + Rji, = e,
e . -1
o G o —j(:z —1i,)dt + R, +—I£2df =0
. T . C, G,

C%_[izdt =e,

Aplicando la Transformada de Laplace (suponiendo condiciones iniciales nulas) la funcion de

D=

transferencia

E,(s) _ I
Ei(s) R,CiR,Cys* +(R,Cy + R,Cy + R,C,)s +1

seria:

Funciones de transferencia de elementos en cascada:

No obstante, considerando las dos mallas independientes, se obtendria el siguiente modelo

alternativo.
Ry ERz
‘ T OeT C E(s) (RCs+1) (R,C,s+1)
MR K50 I |
l RC.R,C,s* +(RC,+R,C,)s+1
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La funcion de transferencia (errénea) obtenida asi difiere de la obtenida anteriormente bajo
suposicion de carga entre componentes.

Amplificadores operacionales (AO)

Son dispositivos electronicos base de la electronica analdgica lineal y no lineal

:"_

Propiedades del AO ideal:

|. Tierra virtual o corto virtual: e + = e — [ La tension entre los terminales de entrada + y - es
nula. 2. Impedancia de entrada infinita: i + =i — = 0 [ La corriente entre los terminales de entrada
+y - es nula. 3. Impedancia de salida nula: Salida como fuente de tensién ideal. 4. Ganancia infinita:
eo = A(e + - e —) [ A infinita.

Amplificadores operacionales (AO)

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 43



Mi Universidad

Amplificador inversor:
Z;
12
Z, | e =e =0 i =0
Vi e
i .
. >_— 1,=V/Z; 1,=-V,/Z,
- *
it et Vo 1, =1,
V (s) Z,(s
G(S) —_0 __ 2( )
Vi(s)  Zi(s)
Amplificador inversor (cont.):
Configuraciones frecuentes.
Z, Z, Gi(s)
R, R, _R
e g R,
| 1
R 1 e
s s, RC,s
—_— Rz _
ECI -I |_ A RJEIS
R e -, /R
R _ s LR
e 1+ sR,C, _{-{ - 1+ sR,C,
1 R, s+1/RC,
o Brse b R
= 2 1
v"\.,
R,
I +sR‘ C, }—I_ et ~RC G+
"\., R, e
1+er }—I_ 1+ sR,C, 'L{-]_ C, {“ }/{
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-

Bl
I

Amplificador
I 1
1
12

sumador
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inversor:

L =V/IZ; 1,=V,/Z;;...;1, =V IZ;

1,=-V,/Z,:

I, =ifj;
i=1

inversor:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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Amplificador sumador NO inversor:
L=W-e)z:L=(i-¢)/ 2.0, =V, -¢" )1 2,
e =¢';:
(e -V)/Z, =-e/Z;
S 1,=0.3 (0, -¢")z, =0,
J=1 =1
" [_I
Z_J
Vo = [1-1-&) J:I ZI
z 31
1=l z.r
Seguidor de tension:
12
.._
- V,=V,
Vo
—

il 1l

| —

1 ——
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1.5.- Solucién de ecuaciones diferenciales lineales en el dominio del
tiempo.
Basicamente, las propiedades dinamicas de las plantas pueden ser aproximadas por las caracteristicas
temporales de sistemas mas simples. Se entiende por modelos simples, aquellos que definen su
dindmica por ecuaciones diferenciales lineales de primer o de segundo orden.
Como se vera en el siguiente capitulo, los modelos de los equipos pueden ser abordados por
funciones de transferencias sencillas. Este paso se da en una doble vertiente. Desde el punto de
vista del andlisis, al reducir el modelo se podra predecir sus caracteristicas temporales, empleando
expresiones matematicas de los modelos sencillos.
Por otro lado, desde la vision del diseno, se suele emplear las medidas de las caracteristicas
temporales de los modelos simples para fijar los requisitos del comportamiento dinamico de los
sistemas a compensar.
Por todas estas razones, este tema pretende analizar el comportamiento dinamico temporal de los
sistemas simples, fijando su evolucion temporal asi como de tantos parametros como exija, para su
determinacion matematica.
Sistemas de primer orden
Se denomina orden de un sistema al grado de su polinomio caracteristico, esto es, al nimero de
polos que tiene el sistema en su conjunto. La funcion de transferencia de un sistema de primer
orden es:
M e

Gls) = Ns)

(s+a) (6. 1)
Donde N(s) es el polinomio del numerador de coeficientes constante al ser de tipo LTI. Por el
principio de causalidad, el grado de N(s) es uno o cero, bien es una constante o es un cero de
primer orden. Considérese el caso mas simple, el numerador corresponde a una ganancia. La
relacion entre la entrada y salida del sistema vendra dada por una ecuacion diferencia ordinaria de

primer orden:

T(e)+ y(e) = k) (6.2)

1 ——
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Donde x(t) representa la senal en la entrada e y(t) es la salida. Aplicando a ambos lados de la igualdad

la transformada de Laplace y considerando condiciones iniciales nulas, se conseguira la FDT de los

Gls)= ;{T} = A = k?;
(s) 1+7Ts b
T (6.3)

sistemas de primer orden:
El valor de k serad la ganancia estatica del equipo y T serd la constante de tiempo. En general,
denominando ai y bi a los coeficientes de los polinomios del denominador y del numerador,

respectivamente, de grado i, las dos FDT de primer orden de los sistemas causales seran:

- b
ayta,y=bx — Gls)= —2—
as+a, (6.4)
a, j-‘+ a,y=bx+bx = G'{:;}:M
i, +a,8 (6. 5)

Sin embargo, para determinar la respuesta dinamica del sistema de primer orden se empleara el
modelo de la ecuacion (6. 3). En el caso de que tuviera un cero de primer orden, desde luego, su
dinamica cambiara. Pero desde el punto de vista metodolégico, se planteara como la adicion de un
cero al sistema simple definido en la ec. (6. 3). Estos aspectos seran tratados en el capitulo siguiente.
Por tanto, se va a tratar de definir la respuesta dinamica de un sistema simple de primer orden y si
poseyese un cero, su efecto se vera como una adicion a la dinamica del sistema simple.
Respuesta temporal ante la entrada en escalén
Para analizar la dinamica del sistema de primer orden se requiere conocer qué tipo de entrada
excitara al equipo. Como a priori no se conoce la naturaleza de esta senal, tal cual se comento en
el anterior capitulo, se emplearan las senales de pruebas. En el dominio temporal se definieron tres
entradas normalizadas: escalon, rampa y parabola. Por dicha razén, la caracterizacion de los sistemas
de primer y segundo orden en el dominio temporal se dara con estas excitaciones unitarias.
Suponiendo un sistema de primer orden simple caracterizado por su ganancia k y su constante de
tiempo T, al ser estimulado por una senal de entrada en escalén unitario evolucionara a partir de la
convolucion entre la entrada y el sistema. Aplicando las transformadas de Laplace y haciendo
descomposicion en fracciones simples, la respuesta transformada valdra:

}'h—}:'— ki1 |k, &

s 1+sT 5 H_l
S+ (6. 6)

1 ——
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Empleando el calculo de los residuos sera facil de determinar la anti transformada y por ende la

evolucién temporal de la senal de salida, en funcién de sus dos parametros caracteristicos, ky T:

k, = [-"" }’{3 }]F:l =k
0)=kll-e"") (6.7

Pero antes de representar la evolucion temporal de un sistema de primer orden simple con una
entrada en escalon, véase la correlaciéon entre el dominio complejo y el temporal. Utilizando el
teorema del valor final sobre la transformada de Laplace de la salida y haciendo el limite cuando el

tiempo tiende a infinito en la ec.(6. 7), los resultados son idénticos. La salida alcanzara, en el régimen

permanente, el nivel de la ganancia estatica del sistema, k:
Valor final:  limsY(s)=k lim y(t) = k
s—+l e

Noétese que si el médulo de la ganancia, |k|, es mayor que uno el sistema amplifica, en caso contrario,
atenua, esto es, la amplitud de la salida es mas pequena que la entrada. Para resolver el valor inicial
solo basta con aplicar el teorema del valor inicial sobre la ec.(6. 6) o hacer tender el tiempo a cero
en la ec. (6. 7):
Valor inicial: lims¥(s)=0 limy(t)=0
=) 1=l
La constante de tiempo del sistema, T, define la rapidez del equipo. De hecho, cuando el intervalo

de tiempo recorrido desde el inicio de la estimulacién hasta la constante de tiempo, la senal de

salida ya ha alcanzado una buena parte de su recorrido:

Valort = T': we=T)=kll-e")=0.632k (6. 8)

Se define el tiempo de establecimiento, ts, como el que necesita el sistema para alcanzar el régimen
permanente. El valor de la senal del permanente no es exactamente el valor final. Atendiendo a la
ec. (6. 7) y si se pusiera la condicion de lograr el valor de nivel de k ante una entrada en escalén
unitario, el tiempo seria infinito y no habria medida de comparacién entre estos sistemas sobre su
velocidad de respuesta. Por dicha razoén, se suele emplear el error del 5% o el 2% del valor final. En
este curso, se empleara el 5% de error del valor del régimen permanente. Para un valor de tres
veces la constante de tiempo del sistema de primer orden, T, coincide con llegar al 5% de error del
valor final:

1 ——
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Valor t = 3T': y(t=3T)=k(1-e7)=095k (6.9)

Por tanto, para sistemas de primer orden simples, el tiempo de establecimiento es de tres veces la
constante de tiempo. Si la definicion esta dada con el 2%, entonces el tiempo de establecimiento es
de cuatro veces la constante de tiempo.

Concluyendo, si el sistema es de primer orden simple, los valores caracteristicos pueden ser
determinados experimentalmente ante la respuesta de una entrada en escaldn unitario. La ganancia
estatica, k, sera el valor final de la sefal de salida y la constante de tiempo, T, esta dada por el tiempo
en que alcanza 0.632 veces el valor de k o tres veces su valor coincidira con el tiempo de

establecimiento, ts, esto es, el tiempo en alcanzar la  senal  0.95k.

i
0.95k

x(t)

X(t) G(S} }f_t}-. 0. 63:-

X(s) y(s)

(=)
R e e

aT
Tiempa (s)

Figura 6. 1. Respuesta de un sistema de primer orden simple ante una entrada en escalon
unitario

1 ——
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Respuesta impulsional

La respuesta impulsional de un sistema coincide con su propia funcion de ponderacion, g(t). De
hecho, esta propiedad es empleada como técnica experimental para realizar la identificacion de
sistemas. La forma de demostrarlo consiste en determinar la transformada de Laplace de la
excitacion impulsional y luego aplicar el teorema de la convolucion continua. Se define una entrada
impulsional, aquella que en un tiempo infinitesimal, €, da un pulso de energia que tiende a ser infinito,

I/€.

/e O0<t<e¢
Slt)=
0 t<0 o t=¢ (6. 10)

g=)

Su transformada de Laplace coincide con la unidad:

£ ] ) I E—.‘-.‘ e I ] H SE—.H'
Lol )= Fdt==|—| =—|l-e"|= =1
[ {}] L?E g E|l —5§ a;[ ¢ 5 {ﬁ_ 11}

]

Concluyendo que al dar una entrada de este tipo, la sefal de salida coincide con la propia naturaleza
de la planta, y(t)=g(t), por el teorema de la convolucion. Para el caso que ocupa de sistemas simples

de primer orden, resultara:

N B k ) _E 1T _
Ve)=Gb)=177 = =g =gl) (6.12)
y(s)=—k - KT
1+sT 1
s+ (6. 13)

Ademas, para sistemas LTI, la respuesta al impulso es la derivada de la salida al escalén:

k

Vo 1)= k=€) Jou )= 7™ = 50) (6. 14)

La aplicacion de los teoremas del valor final y del inicial debe de coincidir con la respuesta de la

excitacion impulsional de los sistemas de primer orden, definido por la ec.(6. 12):

1 ——
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Valor final:  y(t —=e)=0 -|~1—r=];:51l.l+si'":u 6. 15)
L k . k k
Valor imcial: vt = 0)=— hms-1- =—
H0)=7 s asT T (6.16)

Los valores caracteristicos de la salida cuando el tiempo coincide con la constante de tiempo o
cuando el tiempo es de tres veces la constante de tiempo del sistema estan dados por la ec.(6. 12),

simplemente sustituyendo:

Feyra al arpebn

kT

LT [

Figura 6. 2. Respuesta impulsional de un sistema
simple de primer orden
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1.6.- Solucion de diferencia lineal.

En temas anteriores hemos estudiado técnicas para encontrar soluciones explicitas de ecuaciones
diferenciales de variables separadas. Aunque muchos problemas interesantes conducen a ecuaciones
de tipo diferencial, la mayor parte de ellas no pueden separarse. En este tema estudiaremos uno de
los procedimientos usuales para resolver ecuaciones diferenciales lineales. De forma general, estas
ecuaciones seran del tipo:

dy /dt=g(t) "y +r(y)

Ecuaciones diferenciales lineales

Una ecuacién diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse en la forma,

dy /dt=g(t) -y +r(t)

Donde g(t) y r(t) son funciones arbitrarias de t.

Un ejemplo puede ser,

dy /dt=t2 -y + cos(t)

Donde g(t) =t 2 y r(t) = cos(t).

A veces es necesaria alguna operacion previa para determinar si una ecuacion es de tipo lineal. Por
ejemplo, ty + 2 = dy dt — 3y

Puede reescribirse como,

dy/ dt = (t+ 3)y + 2.

Algunas ecuaciones caen en varias categorias simultaneamente. Por ejemplo,

dy /dt=-2y +8

es lineal con g(t) = -2, r(t) = 8.

La ecuacién también es separable por ser una ecuacién autébnoma.

La palabra lineal en el nombre de la ecuacion se refiere al hecho de que la variable dependiente y
aparece en la ecuacién elevada solo a la primera potencia. La ecuacion

dydt=y:

No es lineal ya que no puede ser reescrita en la forma

dy /dt=g(t) 'y + r(t).

Otros ejemplos de ecuaciones lineales son,

dP/ dt = e 2tP - sin(t)

1 ——
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dw /dt = sin(t) ‘w

Un ejemplo de ecuacion no lineal es,

dz /dt =t sin(z)

Para resolver una ecuacion diferencial lineal, la reescribimos primero como
dy /dt + a(t) -y = r(t)

Donde a(t) = —g(t). Esto se parece a la derivada de un producto. Para tener la derivada de un
producto, podemos multiplicar toda la ecuacion por p(t)

» (1) dy dt + p(t)a(t)y = u(or(t)

La regla del producto para la derivada dice que,

d(i(®t) - y(t)) de = du(t) dey(t) + p(t) dy(t) dt

¢ Como encontrar p(t)?.

Para encontrarlo disponemos de dos condiciones:

d(k(t) -y(t) dt = du(t) dey(t) + p(t) dy(t) de d(u(t)

"y(1) dt = pu(t) dy de + p(r)y(t)a(e)

Puesto que queremos que L(t) satisfaga ambas condiciones, hacemos

H(t) dy dt + du(t) dt y(t) = p(t) dy dt + p(t)y(t)a(t)

Cancelando el primer término, obtenemos:

du(t) dey(t) = r(e)y(t)a(e),

1 ——
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Que es otra ecuacion diferencial de variables separadas y cuya solucion es,

p(t) = e R adt

Donde hemos elegido como constante de integracién 0.

Una vez que conocemos p(t), podemos reescribir la ecuacion inicial

K() dy dt + u(©a(t)y = u(Or()

Como, d(u(t) - y(v) dt = u(Or(o).

Integrando ahora ambos miembros de la ecuacion, botemos que p(t) - y(t) = Z p(t)r(t)dt

Yy, por tanto

y(®) = 1 u(t) Z u»r(tde.

Siguiendo esta estrategia hemos encontrado una funcion p(t), denominada factor de integracién o
factor integrante. El motivo es que si multiplicamos la ecuacion original por este factor, podemos
resolverla por integracién.

Para calcular la solucién explicita de una ecuacion lineal del tipo,

dy dt +a(t)y = r(t),

Procedemos seg’un los siguientes pasos:

|.- Calculamos el factor de integracion

u(t) =eRa(t)dt.

2.- Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion diferencial lineal por dicho factor de integracion.
3.- Procedemos a su integracion.

dy/dt+2ty=t-1

1 ——
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Supongamos un estanque que inicialmente tiene un volumen inicial v0. En el instante inicial t = 0 el
agua del estanque esta limpia. El estanque tiene 2 corrientes de entrada que fluyen hacia ‘el, la Ay
la B. Una tercera corriente C, fluye fuera del estanque.

Supongamos que de la corriente A fluye un volumen VA por dia hacia el estanque. De la corriente
B fluye un volumen VB por dia hacia el estanque. A través de la corriente C se desaloja el agua que
entra través de Ay B, de forma que el volumen de agua que hay en el estanque es siempre constante.
El agua aportada por la corriente A esta contaminada. El contaminante tiene una concentracion en
el agua de CA. Asumimos que la concentracion de contaminante en cada instante de tiempo es
constante dentro del estanque (el agua esta bien mezclada con el contaminante).

Aparte de esto, un dia empieza a arrojarse al estanque un volumen Vt de tierra, que va reduciendo
el volumen del estanque dia a dia.

Para que el estanque no se desborde, se ajusta el volumen que sale por Ca VC. ;Cual es la cantidad

de contaminante que hay en el interior del estanque en un instante t?

1.7.- Soluciéon no homogénea de ecuaciones de diferencia no lineales.

Toda funcion yP libre de parametros arbitrarios que satisface la ecuacion (7) se llama solucion
particular o integral particular de la ecuacion; por ejemplo, se puede demostrar directamente que
la funcidn constante yP = 3 es una solucion particular de la ecuacion no homogénea

y” + 9y = 27.

Siyby2,. . ., yk son soluciones de la ecuacion (6) en un intervalo Zy vy, es cualquier solucion particular

de la ecuacion 7) en Z, entonces, la combinacion lineal

v o= ayl(x) « cyax) o ayel(x) . ve (10)

1 ——
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También es una solucion de la ecuacion (7) no homogénea. Si el lector lo medita tiene sentido, ya
que la combinacion lineal ctyl(x) + czyy~(x) + . . + ckyk(x) se transforma en 0 mediante el operador
L=uD” + u,&*“- + ...+ alD + ac, mientras que yP se convierte en g(x). Si usamos R = n soluciones
linealmente independientes de la ecuacion (6) de orden n, la expresion (10) viene a ser la solucion
general de (7).

Sea y,, cualquier solucién particular de la ecuacion diferencia lineal, no homogénea, de orden n,
ecuacion (7), en un intervalo |, y sean yr,'y2, . . ., yn un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial homogénea asociada (6), en |. Entonces, la solucion general de la ecuacion en

el intervalo es:

y = cyilx) « cayalx) + 0 . 4 CayalX) + yp,

en donde las ¢, 7= 1,2, . .., M son constantes arbitrarias.

DEMOSTRACION
Sea L el operador diferencial definido en (8) y sean Y(x) y y&) soluciones particulares de la ecuacion

no homogénea L(y) = g(x). Si definimos u(x) = Y(x) - y&), por la linealidad de L se debe cumplir:
L{u) = L{Y(x) = y,(x)} = L(Y(x)) = L(y,(x)) = g(x) = g(x) = 0.

Esto demuestra que u(x) es una solucion de la ecuacion homogénea L(y) = 0; por consiguiente,
segun el teorema 4.5, u(x) = CV,(X) + c~yz(x) + . + cny,( y asi
¥(x) = yp(x) = ciyfx) + cayalx) + +++ + ¢, ya(x)
0 sea Y(X) = e pi(x) + eya(x) + v 0+ eapalx) + yolx).

1 ——
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Funcion complementaria En el teorema 4.6 vemos, que la solucion general de una ecuacion lineal

no homogénea consiste en la suma de dos funciones:

y = alx) + caya(x) + oor ¥ Ca¥ulX) + Yp(x) = yelx) + y,(x).

La combinacion lineal yC = c~yt(x) + czyz(x) + . .. + cnyn(x), que es la solucion general de (6), se
llama funcién complementaria para la ecuacion (7). En otras palabras,.para resolver una ecuacién
diferencial lineal no homogénea primero se resuelve la ecuacion homogénea asociada y luego se
determina cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea. La solucion general de la

ecuacion no homogénea es, entonces,

|.8.- Superposicion y convolucion en sistemas de tiempo discreto.

* Las senales discretas se representan con una secuencia de nimeros denominados muestras.

* Una muestra de una sefal o secuencia se denota por x[n] siendo n entero en el intervalo — « <
n < (x[n]=x[nT])

* X[n] esta definida unicamente para valores enteros de n.

* Una senal en tiempo discreto se representa como {x[n]}

* Las senales discretas se pueden representar como una secuencia de nimeros entre paréntesis
{x[n]} = {- 0.2, 2.2,1.1,0.2,— 3.7, 2.9}%; x(n) = (| 4)n 1

* La flecha findica la muestra con indice n=0 La representacion grafica de una secuencia discreta es

la siguiente:

La representacion grafica de una secuencia discreta es la siguiente:

[-5]
N

x[n]

T TT 3456789101]12TT
O O n
~10-9-8-7-6-5-4-32-1 01 2 J ERRERVRERTRY
/!

3]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K. Mitra
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En muchas aplicaciones la secuencia discreta se obtiene muestreando una senal continua xa(t) a

intervalos de tiempo regulares:

J(ﬂl" —5T) \

/xaf t)

T

-ST 3T -T 0T

X,(37)
Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. 5. K. Mitra
T es el periodo de muestreo y su inversa se denomina frecuencia de muestreo. Si T esta en segundos
las unidades de la frecuencia de muestreo son ciclos por segundo o Hertzios.
Independientemente de que la secuencia {x[n]} se haya obtenido por muestreo o no, se dice que
x[n] es la n-ésima muestra de la secuencia.
Si todos los valores de la secuencia {x[n]} son reales se dice que la secuencia es real, en otro caso

se dice que se trata de una secuencia compleja. UNIVERSIDAD DEL SURESTE 61
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Una secuencia compleja {x[n]} puede escribirse como:

{x[n]} {x [n]} i{x [n]}
Siendo x [n] re y x [n] im las partes reales e imaginarias de la secuencia {x[n]}

El complejo conjugado de una secuencia se denota por

{<*[n]} {x [n]} j{x [n]}

Ej. Secuencia Real:
{x[n]} ={cos0.25n}
Ej Secuencia Compleja:

(V[n]} = {’%"} = {c0s0.3n + jsin0.3n} = {cos0.3n} + j{sin 0.3n}

{,[n]} =1{cos0.3n} . {vy,,[1]} = {sin 0.3n}

La secuencia {w[n]} = {cos0.3n}~ j{sin 0.3n} = {e-psn}es la conjugada de y[n],

es decir {w[n]} ={y *[n]}
Una senal discreta se dice que es finita o de longitud finita si esta definida
Unicamente en un intervalo finito | 2N <n <N con | —0 <N, <22NyIl2N<N.

La longitud o duracion de una secuencia e | 2 | N = N - N +

Ej:

La secuencia: x[n]=n", -3 <n<4es finita de duracion 4—(-3)+1=8

La secuencia {n]=cos(0.4n) es una secuencia infinita

La longitud de una secuencia finita puede incrementarse anadiendo muestras de valor cero (zero

padding).

Ej:

(] nz, —3=<n=4
x,[n]=
¢ 0, 5<n<8

Es una secuencia de longitud 12 obtenida anadiendo 4 ceros a la
secuenciax[n]=n’, -3<n<4

1 ——
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Se dice que una secuencia es derecha si para | n < N las muestras son cero.

_H_D_G_Hﬁ?l i |£'| l ll lﬁ 7t

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. 5. K. Mitra

Si 0, | N 2 se dice que la secuencia es CAUSAL

Se dice que una secuencia es izquierda si para 2 n > N las muestras son cero.

a9 oo
u (]

T ..'.'-l\ﬁlz
i 00— ]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K. Mitra

Si 0, 2 N < se dice que la secuencia es ANTI-CAUSAL UNIVERSIDAD DEL SURESTE 63
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1.9.- Operaciones con la convolucion.
x[1] —— Sistema | 7]
) Discreto .
Secuencia de Secuencia de

Entrada Salida

Un sistema discreto realiza operaciones sobre una secuencia de entrada y proporciona una
secuencia de salida que ha modificado sus propiedades de acuerdo con nuestras necesidades p.
ejemplo eliminando ruido. Las operaciones basicas con secuencias son las siguientes:

Producto o Modulacion: y[n] = x[n]-w[n]

x[n] —6P—- yln]

wn]

Una de las aplicaciones es obtener una secuencia de longitud finita a partir de una secuencia de

infinitos términos. La secuencia finita por la que se multiplica se denomina VENTANA y al proceso

1 ——
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ENVENTANADO.

Sumador: V[7]= x[n]+w[n]

x[n] HC?—» y[nl

w|n]

Producto por un escalar: V[7]= A -x[n]

A
x[#] yln]

Desplazamiento temporal: V[#n]=x[n—N] (N>0: Retardo, N<0
Adelanto)

Retardo de 1 muestra:

1l — 2! [ st

Adelanto de 1 muestra:

x[n) — Z —— ]

Inversién temporal: V[n] = x[—n] (Se obtiene una secuencia reflejada respecto
de n=0)

1 ——
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Bifurcacion: Permite obtener copias de una secuencia

x[n] — I > x|n]

x|n]

Ejemplos:
= 4 6 -9 O}@UL=2 -1 4 5 -3

{c[n]} = {a[n]-b[n]} = {? -4 24 —-45 0}
{d[n]} = {a[n]+bln]} = {% 3 10 -4 -3}
{eln]} =3laln]} = {41"5 6 9 —-135 0}

{fIn]} = {a[-n} = {0.-9.6.4. 31‘}

Para
hacer operaciones con secuencias es necesario que ambas tengan el mismo nimero de elementos.
Si esto no se verifica siempre es posible igualar el nUmero de elementos mediante la técnica de
anadir ceros (zeropadding).

Combinacion de operaciones basicas:

Podemos tener sistemas mas complejos mediante la combinacion de operaciones basicas. La

representacion grafica se denomina DIAGRAMA
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DE BLOQUES e indica las operaciones realizadas y el sentido de flujo de los datos.

x[n] z

x[n —1]
>

x[n - 2]'

-1

x[n - 3]

N

-

y[n]

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. 5. K, Mifra

vin]=ax[n]+a,x[n—1]+ayx[n -2+ a,x[n—3]

4
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Modificacion de la frecuencia de muestreo:

Dada una secuencia x[n] muestreada a una frecuencia FT nos permite obtener una secuencia y[n]
muestreada a una frecuencia FT’

La relacion entre frecuencias es:

_ F; <« Frec.Final
F; <« Frec.Original

Si R>1 se habla de INTERPOLACION “Afadimos muestras”
Si R<| se habla de DIEZMADO. “Eliminamos muestras”
INTERPOLACION

S1 mcrementamos la frecuencia de muestreo por un factor L>1, siendo L un
entero, insertamos L-1 ceros entre muestras consecutivas.

. J\ s[n/L]. n=0+L +2LA .r[n]—-“ L }—~ x,, |7]

0, €N Otro caso

Entrada Salida
1 T T T 1

0.8r E 0.k

‘RN E Rl
:E:i:luwl llHi; o I | | l

-06F -0.6f

Amplitud

Amplitud

) ¥:]8 R -0.8r
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Posteriormente mediante un proceso de filtrado las muestras de valor cero se sustituirdn por

valores interpolados entre las muestras existentes.

DIEZMADO

S1 decrementamos la frecuencia de muestreo por un factor M>1. siendo M
un entero, tomamos una de cada M muestras de la senal original y
descartamos las M-1 intermedias.

y[n]=[nM] x|rn] — M—- y|n]

Entrada Salida

o.ar 1 0ar
0.6

Ak 4 AL

?E;i: Ql’j ﬂl 1\ [P’i ?ii H l Ll ll w ik

1.10.- Calculo de la secuencia respuesta al impulso.

Las secuencias se pueden clasificar atendiendo a diversos criterios

Simetria:
SECUENCIA CONJUGADA SIMETRICA: x[n] = x*[-n].

X[0] es un nimero real. Si x[n] es REAL se dice que se trata de una secuencia PAR.

Ej. Secuencia PAR

T T TV 07 [

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. 5. K. Mitra

SECUENCIA CONJUGADA ANTISIMETRICA: x[n] = —x *[~n]

x[0] es un nimero IMAGINARIO PURO. Si x[n] es real se dice que se trata de una secuencia

IMPAR, en este caso x[0]=0.

Cualquier secuencia se puede poner como suma de dos secuencias una conjugada simétrica y otra

conjugada antisimétrica.
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x[n]=x_[n]+x_[n]

x.[n]= %(:r[n] +x*[-n])

x, [n]= %[:r:[n] — x*[-n])

Si particularizamos para secuencias reales, la propiedad nos dice que cualquier secuencia real se

puede  poner como suma de una  secuencia par y otra  impar.

x[n]=x,,[n]+x,,.[7]

impar

o (1] = (sl + (1)

Y e [ = (<] {1

Ejemplo:

Consideremos la secuencia &7l = 0. 4. —2+j3. 4"T32- —5-j6. —j2. 3}

{g *[n]} ={0. 1-j4. —-2—j3. 4+j2. —5+j6. j2. 3}
T

{g *[-n]} = {3. j2. —5+j6. 4+j2. —2—j3. 1-j4. 0O}
T
La secuencia conjugada siméfrica es:

|
{g.[n]}= 3 {g[n]+g*[-n]} =as o05:3 354545 4. -35-j45. 05-j3. 15)

{g..[nl} = % {gln]—g*[—nl} =15 o055 15715 —j2 15715 0545 15)

- - Fh A ]l — o [ v 1] = —o® [—p
Se puede verificar facilmente que gcs[u]— gm[ n] 'y gm[u] gm[ 1]

Periodicidad

1 ——
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Una secuencia x[n] se dice que es periddica si se verifica que x[n] = x[n £ N]. El menor valor de N
que verifica esta propiedad se denomina periodo fundamental.

Si no se verifica la propiedad anterior se dice que la secuencia es aperiédica.

2
1.5

S A B K B S TN N A R KX

-
6 -5 4 -3-2-1 01 2 3 4 56 7 8 9 101112 13 14 15

Extraido de: Digital Signal Processing. A computer-based approach. S. K. Mitra

I.11.- Funciones singulares y respuesta de seinales de tiempo

continuo.

Energia de una secuencia:

E=Y

s=—00

2
.1‘[??]‘

Una secuencia infinita puede tener energia finita o no. Una secuencia finita siempre tiene energia
finita.

Una sefal de Energia Infinita y Potencia media finita se dice que es una sefial de Potencia. Por
ejemplo una senal periddica.

Una senal de Energia Finita y Potencia media cero se dice que es una sefial de Energia. Ej.

Cualquier secuencia de duracion finita.
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x(n) = il%w} E =36

Ejemplos: x(n)=0.5"u(n) E=2
x(n)=u(n) E=w

K
. . : . T 1 2
Potencia media de una secuencia aperiodica: £ = lim Z‘x[”]‘
K—x Nt
Si definimos la Energia de una secuencia en un intervalo finito ~K <n <Kk,

3 x[n]

EX,K = Z

n=—K

2

podemos expresar la potencia media como

Para una secuencia periddica de periodo N se define la Potencia media

) N-1 »
como: L, = TZP“[”]‘

n=0

La potencia media de una secuencia infinita puede ser finita o infinita.

Ejemplo: Consideremos la secuencia causal

3(-I". n=z=0
x[n] =
0. n<0

E,= Yl =X 51| =S =

P =lim 1 921 _im 25D 4
5= QK +1\ 43 E—se 2K +1

Una senal de Energia Infinita y Potencia media finita se dice que es una senal de Potencia. Por ejemplo

una senal periédica.

Una senal de Energia Finita y Potencia media cero se dice que es una senal de Energia. Ej. Cualquier

secuencia de duracion finita.
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que se pueda realizar la suma es necesario que |r

-
_“‘

Caso particulares:

®
Suma = Zﬂn =
n=0

NOTA:
Suma de terminos de una progresion aritmetica: a, =a, +n-d:
JV'S
Suma = Za = ——2|(N, - N, +1)
n=N; y
0 -5+9) . |
Ej: Suma = ZZH—I :[f (5—(=2)+1)=16
n=—2 =~ /
Suma de términos de una progresion geométrica: ¢, =a,-7" n=0
X, Ay, Ty, _ o
Suma = Zﬂ 1 ~ s1 alguno de los limites, ~,,N,es mfinito, para
n=N,

Ej:

oo

= =7 e | (37)-1

Suma = 22{3‘1 .]"_2 =2 .(:3—1 )‘2 ib—l ')” - 5 .(3—1 ']—2 (3_1 )x - [3'1 - _

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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Otras clasificaciones

Secuencia acotada: ‘x[n]‘ <B <o

Ej. |x[n]‘ :‘0080.37&3‘ <1

w

Secuencia absolutamente sumable: Z x[n]| <@

H=—"C

03 =0 > [0.3"| - —— —1.42857 <0
0. n<0 = 1-03

Ej: y[n]= {

Secuencia cuadrado sumable: Z\x[n]\2 <o

H=—uc

Ej: h[;:]:M Esta serie no es absolutamente sumable pero si
oy

P
e
cuadrado sumable.(La suma es ?)

Secuencias Discretas Basicas

1 ——
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. n=0
Sn]=
0. n=0
1
————o—0 o——a—o—o——o—0 i
<4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
. : . nz0
Escaldn unidad: uln] = .(causal)
0. n<0
1
I L L
o—0o—0—0 n
4 3 =2 -1 0o 1 2 3 4 5 6
0. n=0
u[-n—1]=< (anticausal)
. n<0

1 ——
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Rampa unidad: rlnl=n-umn)= {”' =20
0. n<0
: Rampa unidad .
4.5
sl
3.5
3l
E25
ol
1.5¢
1L
0.5
% 5
n
Secuencia sinusoidal: x[n]= Acos(@,n+ @)
o: frecuencia angular en radianes/muestra
A: Amplitud
¢: Fase
@'ﬂ =1
2 iy £
@ 4 )

ey JL& |

-2 - ' —
0 10 20 30 40
Time indsx n
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i
Secuencia exponencial: x[?’?] =Aa",—0o<n<ow

: o (oo+jo,) 4 _ i : .
Si escribimos =€ ° ', A= ‘A‘em y separamos en parte real e imaginaria
x[n]= ‘A‘eme(%”w‘)” = X,,[n]+ j x,,[n]. obtenemos las secuencias:

J— o—an

x, [1] —‘A|e cos(@, n+ @)
_ Tn _:

x, [n]= ‘A|e sin(@,n+¢)

Las partes reales e imaginarias son sinusoides puras para ¢,=0. crecientes
para 6,>0 y decrecientes para G,<0

Zeal pact Lnzginary fail

¥ 13 1] ) v
Time bz o

¢ 1 X 33 40

An|=exp(—+j D

Exponenciales Reales: x[n]=Ada” —» <n<»n 4, aecR

T2 = QP
=1 " bl
T ]
an - - al n; ,
| i - nd
tE 5 E -
? I l‘é_l'] o
LD ; En
¥ o < O
n i ak | 3 ’ Lo _— 1
D TFPeagmm. -
_IMEQE_-;DQG;L"CJ'HD:"q:"frr‘? ]- | ‘- L . ik ‘ | " | “ rTr | i .-1‘1':'?"#1':1\: '_
[ 2 i 15 o % o [u] k| 1 13 b1} 1% Al
I Indez “Timea inches n

Las secuencias sinusoidales, Acos(w,n+¢) v las secuencias exponenciales
complejas Bexp(jeo,n) son senales periodicas de periodo N si o, N=2m,
siendo N vy r enteros: es decir. la frecuencia digital es un niumero racional

r
f=%

S1 no se cumple la relacion anterior la secuencia es no periodica. Ej:

x[n]=sin(/3n+ ?).
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Secuencia sin c:
El secuencia es muy utilizada en procesado de senales. Se trata de una secuencia no causal de

duracion infinita.

_ sinanT,
sinc (nl )= ' —oco < < oo
a 5
nl

A sinc (nT)
a@o

) RS R S
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Representacion se secuencias arbitrarias mediante impulsos.
Cualquier secuencia discreta puede ser representada como una suma ponderada de secuencias

impulso retardado.

1.5

RO I O

— O O

4 -3 -2 -1 0 1 3

x[n]=0.50[n+2]+1.50[n—-1]-0[n—-2]+[n—4]+0.756[n - 6]

1.12.- Superposiciéon y convolucion en sistemas de tiempo continuo.

Un sistema discreto procesa una secuencia de entrada x[n] para obtener una secuencia de salida

y[n] modificando su propiedades (salvo el sistema y(n)=x(n)).
J1stema
x[m] —— — y[#]
Ihscreto -
Secuencia de Secuencia de

Entrada Salida

El nimero de entradas y salidas puede ser uno, como en un multiplicador, o mdltiple como ocurre
en un bloque sumador o modulador, retardo, etc.
Ejemplos: y(n) = 0.5(x(n) + x(n —1))

Sistema acumulador: La salida en un instante es la suma acumulada de las muestras anteriores.

W] = Z D= S 2[W+ xln] = y{n— 1]+ x{n]

La relacion entre la entrada y la salida también se puede escribir como:

v[n]= 2 XA+ i x[A]=v[-1]+ i x[A. n>0

y[-1] se denomina condicién inicial. La ultima expresion en la que n esta definida para valores

positivos se denomina acumulador causal
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Promediado de M muestras (prom. movil): la salida en un determinado instante es el promedio de

1 M-1
ynl=— Z x[n—k]
M=
la muestra actual y las M-| muestras anteriores.
Este tipo de promediado se utiliza para eliminar ruido de una senal.
8 T T T T B8 T T T T
— d[n] — s[n]
— - 5[n] — — yinl
7L T cxm] (
4 A
1o
i X
=] A- T
i 1
.I. -||:
5k 1 ' .
A
i "
: i
8 4 A T ks
2 ' o =
= | "y =
g 5l Y 4 z
[ \
i A
' N
2k Y -
! .
L
! N
1f Mo
ho :
: W\m/ ¥ I 'Iff\.'“*WW’\'
|
_1 1 1 1 1 n 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Time index n

Time index n
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Unidad 2
INTRODUCCION

2.1 Senales de variable discretas

Sea x(n) una senal de variable discreta, es decir, una funcién definida para n entero. La
ficura 2.1 muestra una tipica representacion grifica de una senal de este tipo. A n se le
denomina nimero de muestra y a x(n) la n-ésima muestra de la senal |

z(n)

Figura 2.1: Representacidn grafica de una funcién real de variable discreta z(n).

Nétese que x(n) no estd definida para n no entero. Un error comiin es considerar que la
senal es cero “entre” las muestras, cuando en realidad alli simplemente la funcién no esta
definida. La suposicién de que la senial es cero entre muestras es valido solo para una senal
de variable real 2(t), que es otro concepto diferente.

Ademas de la representacion grafica se utilizan aqui otras tres notaciones:

1. Funcional:

1 para n = 1
rn)=95—-n para2<n<4
0 el resto

Esta representacion es la forma méds compacta de representar senales cuyo comporta-
miento puede ser expresado directamente por expresiones algebraicas cerradas.

1 ——
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2. Tabular
n o [... -1 0123435

zm)|... 001 3 2 10
En programas computacionales como MatLab[12] u Octave|5] las sefiales se representan

con esta notacién, donde las dos filas de la tabla se interpretan como dos arreglos de
datos independientes.
3. Como secuencia.
Una secuencia de duracién infinita con el origen en n = 0 (indicado con “1") se
representa como
z(n) = {-..,0,0,1,3,2,1,0,...}

5i la secuencia es ) para n < 0 se suele representar como
(n) = {0,1,3,2,1,0,...}
v =i es finita
z(n) = {0,1,3,2,1}
5i la secuencia inicia en cero, entonces usualmente se omite la Hecha:
zr(n)=1{0,1,3,2,1}

Por su brevedad y simpleza notacional, ésta serd la representacidn de sefiales de prefe-
rencia en el presente texto.

2.1.1 DManipulaciones elementales de senales de variable discreta

Se describen a continuacion algunas transformaciones elementales para sefiales de variable
independiente discreta (o tiempo discreta). Estas transformaciones son la base de operacio-
nes mis complejas en el procesamiento digital de sefiales y se utilizardn a menudo en éste y
los signientes capitulos.

Desplazamiento
La sefial z(n) se desplaza k muestras sustituyendo la variable n por n — k. 51 k = 0 la sefial
se retarda k muestras v si k < 0 la sefial se adelanta k muestras.

En la manipulacién fuera de linea {off-line) ambos tipos de desplazamiento son posibles; sin
embargo, en sistemas de tiempo real o en linea (on-line), solo el retraso de la funcién es
realizable.

Ejemplo 2.1 Utilizando desplazamientos exprese el escalén unitario u(n) en términos de
una suma de impulsos §(n) desplazados.

Solucion:

Mi Universidad
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u(n) =d(n) +dn—1)+dn—-2)+...= Y dn—i)

Reflexidn
Consiste en “plegar” la senal z(n) en el instante n = 0, sustituyendo la variable n por su
inverso aditivo —n.

Nétese que las operaciones de reflexion y desplazamiento no son conmutativas, es decir, no
es lo mismo reflejar una senal y luego retardarla k unidades que retardar la sefial ¥ luego
reflejarla, puesto que:

z((—n) -k} = z(—n — k) # z(—(n - k)) = x(—n + k)

Reflexion, Desplazamiento,
Desplazamicnto Reflexidn

Escalado de variable o submuestreo

En el escalado de variable o submuestreo (en inglés dounsampling) se sustituye la variable
discreta n por kn con £ € INT,

Si la sefial analdgica original z,(t) fue muestreada de forma homogénea con el intervalo de

muestreo T entonces x(n) = z,(nT'), de donde se deriva que x(kn) = r(n(xT)). Esto
implica que el submuestreo equivale a utilizar un intervalo de muestreo de mayor duracicn,
igual a «T.

Suma, multiplicaciéon y escalado de secuencias

Todas estas operaciones afectan la amplitud de las muestras de una secuencia.

o Escalado de amplitud: y(n) = Ax(n)
# Suma de secuencias: y(n) = zy(n) + z3(n)

¢ Producto: y(n) = zy(n)za(n)

Ejemplo 2.2 Dadas las secuencias
zi(n) = u(n) = {0,1,2,3,4,5,6,...}

rain) = (—1)"u,(n) = {0,—1,2,—-3,4, -5,6,._.}
z3(n) = {0,0,1}

1 ——
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Caleule la secuencia

r4(n) = 2ry(2 — n) — 21(2n — 1} + 2[4 — n)u(n)

Solucidn: El primer término 2x4(2 — n) corresponde a una reflexion seguida por un atraso
(de la reflexion), escalado por un factor 2. Esto resulta en

27r3(2 —n) = [%}
El segundo término representa un submuestreo retrasado:
z(2n—1) = {0,1,3,5,7...}
El primer factor del tercer término contiene una inversion atrasada:
ra(d—n) = {...,6,-5,4,-3,2,—1,0}

v al multiplicarlo por el escalén unitario w(n) se eliminan todas las muestras anteriores a
n=10O
Tz{"—i - ﬂ-]ﬂ-(ﬂ-:l - {‘.4 _3.'2'-_1'- D}

Finalmente, se deben combinar estos tres resultados parciales aditivamente:

z4(n) = {6,—4,—1,-6,-7, -9, —11,—13...}

2.1.2 Clasificacién de senales de variable discreta

La tabla 2.1 presenta cinco propiedades que caracterizan a las sefiales de variable discreta.

Tabla 2.1: Propiedades de senales de variable discreta.

Propiedad Clasificacién

Energia Semial de energia Sefial de potencia
Periodicidad Senal periddica  Senal aperiodica
Simetria Sefial simétrica  Sefial asimétrica
Acotacion Semial acotada Sefial no acotada
Longitud Senial finita Sefial infinita

Senales de energia v potencia

La figura 2.2 muestra el calculo de potencia instantanea p(t) v de energia disipada e(f) en un
circuito eléctrico simple. El valor de resistencia R representa una constante que inicamente

1 ——
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Caleule la secuencia

ry(n) =274(2 —n) — (20 — 1) + T2(4 — n)u(n)

Solucién: El primer término 2x4(2 — n) corresponde a una reflexidn seguida por un atraso
(de la reflexién), escalado por un factor 2. Esto resulta en

273(2 — n) = [%}
El segundo término representa un submuestreo retrasado:
(2 — 1) = {?:1,3,5__?_.}
El primer factor del tercer término contiene una inversion atrasada:

ra(4 —n) = {...,6,-5,4,—3,2,—1,0}

v al multiplicarlo por el escalén unitario u(n) se eliminan todas las muestras anteriores a
n=0
ra(4 — m)u(n) — {4,-3,2,—1,0}

Finalmente, se deben combinar estos tres resultados parciales aditivamente:

z4(n) = {6, -4, —1,—6, -7, -9, —11,-13.. }

2.1.2 Clasificacién de senales de variable discreta

La tabla 2.1 presenta cinco propiedades que caracterizan a las sefiales de variable discreta.

Tabla 2.1: Propiedades de sefiales de variable discreta.

Propiedad Clasificacion

Energia Sefial de energia  Sefial de potencia
Periodicidad Senal periddica  Sefnal aperiddica
Simetria Sefial simétrica  Sefial asimétrica
Acotacion Senal acotada Sefial no acotada
Longitud Senal finita Senal infinita

Senales de energia v potencia

La figura 2.2 muestra ¢l calculo de potencia instantanea p(t) v de energia disipada e(t) en un
circuito eléctrico simple. El valor de resistencia ? representa una constante que 1inicamente

1 ——
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Ejemplo 2.3 Especifique si el escaldn unitario u{n), la rampa u.(n) y la sefial exponencial
z(n) = Ae™"™ son sefiales de energia o potencia.

Solucian:

1. 8i r(n) = u(n) entonces

N
o ,
P = .N.-!En-.-o—sz - ngwr |ue(me)|

N
1
NS TN +1 ;
N+1
1 —
N—ac2N +1

1

2
lo que implica que u(n) es una sefial de potencia.

2. Para la senal rampa unitaria u (n) se tiene que

P

N
. 1 2
A e ) ;ﬁlu{nﬂ

N
3 1 2
AN T g“
o 1 N(N+1)(2N+1) N
~ANREN 11 6 -

por lo que no es ni sefial de energia ni sefal de potencia al ser tanto £ como P infinitas.

3. La sefial x(n) = Ae’™", A £ IR, tiene una potencia media

P

N
. 1 2
pmir 3 )

N
. 1 .
Ry ZD 4
|A]?

.
lim — (N + 1)]A = 120
Ry s L 2

v es por lo tanto una sefial de potencia.

Senales acotadas y no acotadas

Una sefial z{n) se dice ser acotada (en inglés bounded signal) s existe un niimero real positivo
finito M tal que |z(n)| < M para todo n. Por el contrario, =i la magnitud de cualquier
muestra es infinita, entonces la sefial no es acotada. Esta propiedad es fundamental para el
concepto de estabilidad de sistemas, que se revisard con detalle posteriormente.

1 ——
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Senales periddicas y aperiddicas
Una senal es periodica con periodo N (N = 0) si y solo si

x(n + N} = z(n), para todo n (2.1)
El valor mas pequefio de N para el que se cumple lo anterior se denomina periodo funda-

mental. Si no existe ningan N que satisfaga (2.1} la sefial es entonces aperiodica.

Se demostrara en la siguiente seccion como ejemplo particular que la sefial =(n) = cos(27 fyn)
es periddica si y solo si ff es un mimero racional fj = ;—:—, donde =i k y N son primos relativos
entonces el periodo es exactamente N.

5i una sefial periddica no toma valores infinitos (es decir, es una sefial acotada) entonces es
a su vez una sefial de potencia, por ser su potencia promedio finita e igual al promedio en

un perioda:
| b
P ()P
7 m=0
Senales pares e impares
Una senal es simétrica o par =i
xr(n) = x(—n) (2.2)
Se dice ser asimétrica o impar si
z([—n) = —z(n) (2.3)

en cuyo caso siempre debe cumplirse que x(0) = 0.

Asimase que toda senal z(n) se puede expresar como la suma de una senal par z,(n) y otra
sefial impar x;(n), de forma que

z(n) = zy(n) + zi(n) (2.4)

Considerando la naturaleza par e impar de las componentes se debe cumplir

z(—n) = z(—n) + zi(—n)

zp(n) — xi(n) (2.5)

Sumando vy restando (2.4) ¥ (2.5) se despeja

z(n) + x(—n) z(n) — z{—n)

ryln) = T xi(n) = S (2:6)

Ejemplo 2.4 Dada una sefial x(n) = {?, 1,2} encuentre sus componentes par € impar.

Solucidon:

1 ——
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Para ecaleular la componente par se realiza la suma de la sefial con su reflexion, v luego se
divide por dos:

r(n) = { 0 0 I%I_, L 2}
r{—n) = { 2 1, I%I_, 0, o}
zin)+=x(-n) = { 2, 1, I%I_, 1, 2}
zp(n) = ZHFER = {1, 172, 0, 1/2, 1)
Para caleular la componente impar se le substrae la reflexidn a la sefial, v luego se divide
por daos:
T(mn) = { 0 o, o0 1, 2}
I(—ﬂ-j - { 2: ]'J g'- 0.‘ 0 }
r(n)—z(-n) = { -2, -1, 0, 1, 2}
wi(n) = ol — {1 1200, 12, 1)
Se comprueba directamente que se cumple ®(n) = z5(n) + x;(n). =]

Senales hermiticas y anti-hermiticas

Una sefial de valor complejo se denomina hermitica (simétrica conjugada o par conjugada)
si cumple
r(n) = x"(—n) (2.7)
de lo que se deduce que
|z(n)| = |z(—n)|
Re{z(n)} = Re{x(—n)}

es decir, tanto la magnitud como la parte real de una sefial hermitica tienen simetria par.
Por otro lado

argr(n} = —argz(—n)
Im{z(n)} = — Im{x{—mn)}

lo gue indica que el argumento (angulo o fase) y la parte imaginaria de una senal hermitica
son sefiales impares.

La senal es anti-hermitica (asimétrica conjugada o impar conjugada) si cumple
z(n) = —x*(—n) (2.8)
de lo que se deduce que

|z(n)| = |z(—n)|
Im{z(n)} = Im{x(—n)}

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 86



Mi Universidad

es decir, tanto la magnitud como la parte imaginaria de una senal anti-hermitica tienen
simetria par. Por otro lado

argr(n) =7 —argr(—n)

que no tiene exhibe ninguna simetria, aunque si se multiplica ambos lados de la ecuacidn
por dos se obtiene

Zargr(n) =27 — 2arg r(—n)
Zargr(n) = —2arg r(—n)

ez decir, el doble del dngulo tiene simetria impar.

Para la parte real de la funcidén anti-hermitica se cumple
Re{z(n)} = — Re{z(—n)}

. ) . . . . .
es decir, tiene simetria impar. Asimase ahora que es posible realizar una descomposicion
lineal de cualquier funcion =(n) de valor complejo en una componente hermitica =y (n) v otra
anti-hermitica zy(n), de forma que

r(n) = zpin) + rx(n) (2.9)
Considerando la naturaleza hermitica v anti-hermitica de las componentes se debe cumplir

r*(—n} = °4(—n) + 2*4(—n)
= rpin) — rxln) (2.10)

Sumando v restande (2.9) v (2.10) se despeja

ry() = 220 rafm) = 220 (2.11)

1 ——
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2.2.- Descripcion con variables de estado de sistemas de tiempo

discreto.

DEFINICIONES

Estado:

El estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequeno de variables de modo que el
conocimiento de estas variables en t=t0, junto con el conocimiento de la entrada para t>=t0,
determina por completo el comportamiento del sistema para cualquier tiempo t>=t0.

Variables de estado:

Las variables de estado de un sistema dinamico son las que forman el conjunto mas pequefo de
variables que determinan el estado del sistema dinamico. Si se necesitan al menos n variables xlI,
x2... xn para describir por completo el comportamiento de un sistema dinamico (por lo cual una
vez que se proporciona la entrada para t>=t0 y se especifica el estado inicial t=t0 el estado futuro
del sistema se determina por completo), tales n variables son un conjunto de variables de estado.
Vector de estado:

Si se necesitan n variable de estado para describir por completo el comportamiento de un sistema
determinado, esta n variable de estado se consideran los n componentes de un vector x. Tal vector
se denomina vector de estado. Por tanto un vector de estado es aquel que determina de manera
Unica el estado del sistema x(t) para cualquier tiempo t>=t0, una vez que se obtiene el estado en
t=t0 y se especifica la entrada u(t) para t>=t0.

Espacio de estados:

El espacio de n dimensiones cuyos ejes de coordenadas estan formados por el eje xI, eje x2..., eje
xn se denominan espacio de estados. Cualquier estado puede representarse mediante un punto en
el espacio de estados.

FORMULACION DE LA ECUACION DE ESTADO DE UN SISTEMA

En el andlisis en el espacio de estados, nos concentramos en tres tipos de variables en el modelado
de sistemas dinamicos:

*Variables de entrada

*Variables de salida

*Variables de estado

Suponemos que un sistema de entradas y salidas multiples contiene n integradores. También
suponemos que existen r entradas y m salidas. Definimos n salidas de los integradores como

variables de estado. El sistema se describe mediante:
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Kl(t:' =£ ()220, 00,u08)

2 ry

2':1:} ylmy,®g om0 0y 00 0)

H

}fh(t] =f, (2, %y -, Ky Uy, 0 -, 0 1)

Las sahdas del sisterna se obhenen mediante
RETUEE-T1¢.716 PRI AT PREER M
Tolt) =gy =y, my = x 0,0y 00 1)

H

Y, ) =g, Gy, ®q= =, K, 0p,ug ==, u,;t)

51 defimimos
2, (1) Fyla sy e iupug e 0 t)
() = HJ.(ﬁ' fix, u, 1) = f:(xpxz'"-“ni‘-'p“:"'-“:'-t}
x, 1) b (g suy uy e 0 )
vy () ESLC SIS PRTEN ST PRITN ) uy(E)
g01) = Y:U o U, §) = S:(xlrx:“'vxn:'r‘-‘l-“:"'-“:'-t} oft) = u:(ﬂ
F.(t) 8 (X, Xy oer Xyl Uy, Uy e, 0 1) u,(t}

laz ecuaciones se convierten en

=(t) =fiz, u, 1)
yit) =glx, u,t)
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En donde la primera es la ecuacion de estado y la segunda la ecuacion de salida. Si las funciones
vectoriales f y g involucran explicitamente el tiempo t, el sistema se denomina sistema variante con
el tiempo.

Si se lineal izan las ecuaciones alrededor del estado de operacion, tenemos las siguientes ecuaciones

de estado y de salida lineal izadas.

2(t) = A =20 +BO  uld
y(t) = C(t) - =(t) + D() - ult)

A(t) matriz de estado

B(t) matriz de entrada

C(t) matriz de salida

D(t) matriz de transmision directa

Si las funciones vectoriales f y g no involucran el tiempo t explicitamente, el sistema se denomina

sistema invariante con el tiempo. En este caso las ecuaciones son:

%() = A=) +B u)
vi) =C. =2(t) + D ult)

En la figura se representa el diagrama de bloques del sistema de control lineal en tiempo continuo

representado en el espacio de estados.

™ D)
— _H () — X
> E{t}—'{+\.3—" s 2o o) —P‘i+j1.|—h
ut) L | ! - vl

A

2.3.- Ecuaciones diferenciales en las cuales no contiene derivada de
excitacion
Representacion en el espacio de estados de sistemas de n-ésima orden representados mediante

ecuaciones diferenciales lineales en las cuales no contiene derivadas de la funcién de excitacion.

y™ +ay" ™ +eta, yha,y=u
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=y
i, =¥
Xy = F:n-"
Definimos:
A continuacion, la ecuacion se escribe como
:{2 = 3.{1
}\'.3 = 1'\.'.2
I'.in—'l = H“
Kn = —@ K] =+ — 8K, +U
o bien
::: = Ax + Bu
en donde
] 1 ] 0 ]
ESY
1] o 1 0 (]
] . . .
=] A= i H : E =
’ 0 0 0 1 ]
xn
— Ay —ap — Ay —ay 1

La salida sze obtiene medante

ES1
y=[1 0 .. o]|%2
Hn
o bien
v=0Cx

2.4.- Ecuaciones diferenciales en las cuales contiene derivada de
excitacion
Representacion en el espacio de estados de sistemas de n-ésima orden representadas mediante

ecuaciones diferenciales lineales en las cuales contiene derivadas de la funcién de excitacion.

- . L .
¥y +ay +--ta,  yta,y=b,u+b; u +--+b,_utb,u
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No se puede usar el método directo que utilizamos cuando no contenia derivadas de la funcion de
excitacion. Esto se debe a que n ecuaciones diferenciales de primer orden en donde x|=y, pueden
no conducir a una solucién Unica.

Una forma de obtener una ecuacién de estado y una ecuacion de salida es definir la siguiente n

variables como un conjunto de n variables de estado:
2 =¥ = Fyu
%y =y Fpu-fu=n-pFu

2y, =¥ Bpu—Bu—Bu==x2—Fu

Xn-1= [, _ju

b=t
b
]

Con esta eleccion de variables de estado esta garantizada la existencia de una Unica solucién de la
=%, +pu

¥21=%; +fu

Ena =¥, + [ u

¥n==a ¥, —a, %, = =% +pu
K]. [] L xl Bl
%3 0 1 s X, ﬁ'i
=| i : i : : N B !
En-l 0 0 0 1 | ﬁn—l
En | TEy TEygy Tayg cvtoTE | Ey | L ﬁn i
S|

g=[1 0 w0} 2 |+pu

xl’l
o bien
%= Ax+Bu
v=Cx+Du

Enestecaso D =RB0=b0

ecuacion de estado.
1

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 92



oUDs

Mi Universidad

2.5.- Correlacion entre funciones de transferencia y ecuaciones en el

espacio de estados

A continuacion mostramos como obtener la funcidon de transferencia de un sistema de una sola
entrada y una sola salida a partir de las ecuaciones en el espacio de estado.

Consideramos el sistema cuya funcion de transferencia se obtiene mediante
Yis)
Uis)

= Gs)

Este sistema se representa en el espacio de estado mediante las ecuaciones siguientes:

x=A x+B u
y=C-2+D-u

En donde x es el vector de estado, u es la entrada y y es la salida. La transformacion de Laplace de

las ecuaciones anteriores se obtienen mediante:

ty = 0
sX(3) = x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s) = CX(s) +DU(s)

Dado que la funcion de transferencia de definid antes como el cociente entre la transformada de
Laplace de la salida y la transformada de Laplace de la entrada, cuando las condiciones iniciales son
0, suponemos que x(0) es cero. Por tanto tenemos:

ty=0

52(s) = A¥(s) + BU(s)

Y(s) = CX(s) +DU(s)

s3(5) - A%(s) = BT(s)

(sI - A)X(s) = BU(s)

Arreglando la ecuacidn obtenemos

His) = (sI- &)Y BU(s)

Susttuyo la ecuacidn antenor en la de salida
T(s) =[C6I- &) B+D] U
Comparando

1 ——
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Y(s) =[CI- &) B+D| Us) y E(‘; = G(s)

5

ahbtensmoes

G(s) =C(sI- A) B+D

Esta es la expresion de la funcion de transferencia en términos A,B,C y D.

2.6.- Enfoque de la transformada de laplace para la soluciéon de las

ecuaciones de estado.

Partiendo de la ecuacién diferencial escalar homogénea se extiende a la ecuacién de estado

homogénea:
x(t) = Ax(1)
Tomando la Transformada de Laplace de ambos miembros, obtenemos

sX(s)— =(0)= AX(s)

en donde X(s) = L[x] (sI - A)7!
Por tan to obtenemos
(sI- A)X(s)==(0) H(s) = (sI- A) T x(0)

Pre multiplicando ambos miembros de esta ultima ecuacion por

(sI- A)7
obtenemos

X(s) = (sI- &) x(0)

La transformada inversa de Laplace de X(s) produce la solucién x(t)

2(t) = L7 (sT - 4)7 | (0)
observamos que

2
(sI- 4)~ =1+£2+*3‘—3+---
g = g

Por tanto la Transformada inversa de Laplace produce:

AP A% &
-+ 3| A=

La solucién de la ecuacion se obtiens como
z(t) = ez (0)

L (sI- A)|=T+At +

1 ——
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2.7.- Senales sinusiodales y el concepto de frecuencia

El estudio clisico de senales se basa en su representacion como combinacion de una serie
de sefiales elementales con un comportamiento conocido o predecible en los sistemas con
que se trabaja. En cursos anteriores se han introducido conceptos del andlisis de Fourier,
transformada de Laplace, donde las sefiales elementales se caracterizan por su frecuencia
v fase respecto a alguna referencia comun. El concepto de frecuencia sera revisado en
las siguientes secciones, donde se apreciaran las diferencias que existen entre los dominios

discreto y continuo. El punto de partida para el andlisis seran la funciones sinusoidales,
como representantes espectrales “puras”.

Seiial sinusoidal continua

Una oscilacion armonica simple se describe; matematicamente a través de la senal continua

[15]:
z,(t) = Acos(Qt +8), —oco<t<oo (2.12)

donde el subindice a indica gque es una senal analdgica. A representa la amplitud de la senal,
Q es la frecuencia angular en radianes por segundo (rad/s) y ¢ es la fase en radianes. Es
también comin utilizar la frecuencia F' en ciclos por segundo o Hertz (Hz) con

(}=2rF

con lo que (2.12) se puede expresar como

To(t) = Acos(2nFt +48), —oo <t < o0.

Si F es constante, entonces x, es periodica

2,(t +T,) = z4(t)
con periodo fundamental T, = 1/F (figura 2.3).

z(t)
g
ll,-"ﬁ.“'\_l A T __I.-_'f\-_ll ll..f
I' Acosd . I
0 ! T ¢
'-_.\_ Y, "\- z
T, =1/F

Figura 2.3: Ejemplo de una senal analdgica sinusoidal.
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Seiial sinusoidal discreta

La senal sinusoidal en tiempo discreto se expresa como
r(n) = Acos(wn+#), —oco<n<oo (2.13)
con la variable entera n € Z (también denominada nimero de muestra), A la magnitud, w

es la frecuencia en radiantes por muestra v # la fase en radianes. De forma similar al caso
continuo, puede utilizarse w = 27 f para reescribir (2.13) como

z(n) = Acos(2w fn+46), —oo<n<oo. (2.14)

En este caso las dimensiones de la frecuencia son ciclos por muestra, v tal como estas unidades
lo indican, usualmente tiene valores menores que la unidad. La fisura 2.4 muestra un ejemplo
con f=1/12y#=m/3.

x(n)

IlHH ‘Il l‘"

Figura 2.4: Ejemplo de una sefal sinusoidal discreta (w = 7/6 v 8 = 7/3) [15].
Periodicidad de un sinusoide discreto

Por definicidn una sefial de variable discreta z(n) es periddica con periodo N(N = 0) si y
solo si
z(n+ N)==z(n) paratodon (2.15)
El menor valor de N para el que se cumple (2.13) se denomina periodo fundamental. Una
sefial sinusoidal de frecuencia f; es periddica s
cos (27 fa(N + n) + 0) = cos (27 fon + &)
lo que se cumple solo si existe un entero k tal que

27 fu N = 2kn

o, en otros términos
k
= — 216
fo= 5 (2.16)

que es siempre un nimero racional. Esto quiere decir, que una sefial sinusoidal discreta con

un valor irracional de frecuencia no es periddica.

Para determinar el periodo fundamental de una senal sinusoidal se expresa su frecuencia
como en (2.16) y se simplifican los factores comunes de tal forma que k ¥ N formen mimeros
primos relativos. Por ejemplo si f; = 5/32 = 0,15625 el periodo fundamental es N = 32,
pero si la frecuencia es fo = 4/32 = 0,125 el periodo fundamental es N = 8 (figura 2.5). Esto
quiere decir que aiin cuando los valores de frecuencia se encuentren relativamente cerca, sus
periodos pueden cambiar radicalmente.

Equivalencia de frecuencias en sinusoides discretos

Considérese de nuevo la sefial sinusoidal cos{wgn + #). Es ficil de obtener que:
cos ((wp + 2m)n + 8) = cos(wpn + 2an + ) = cos{wen + &)
_________________________________________________________________________________________________|
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xin) z(n)

(a) (b)

Figura 2.5: Comparacidn de dos frecuencias cercanas en senales de variable discreta. (a) Fre-
cuencia f = 5/32, periodo N = 32. (b) Frecuencia f = 4/32, periodo N = 8. La
linea punteada denota una senal continua con frecuencia equivalente para simplificar
la comparacidn.

por lo que todas las secuencias sinusoidales

ri(n) = Acos(wgn+8), k=10,1,2,...

W = wp + 2kw

son idénticas. Por otro lado, las secuencias de cualesquiera dos sefiales sinusoidales discretas

con frecuencias en el rango —7 < w < w (0 —% < [ < 3) son diferentes. Combinando los

resultados anteriores se obtiene que cualquier secuencia sinusoidal de frecuencia |w| > 7 (0
|f| = 3) tiene una sefial equivalente con |w| < 7 (6 |f] < 3). A las frecuencias |w| < 7 (&
|fl = 3) se les considera frecuencias fundamentales v a las frecuencias |w| = 7 (6 |f] = 3)
se les denomina alias.

Equivalencia de frecuencias entre sinusoides continuos y discretos

Para analizar la relacidn entre frecuencias continuas y discretas asimase que una sefial
analdgica r,(f) = cos(2rF'f) se muestrea cada T, unidades de tiempo para dar origen a la
sefial en tiempo discreto x(n) = x,(nT},) = cos(2rfn). La igualdad es posible solo =i los
argumentos de las sefiales cosenoidales son ignales, por lo que

27 fn = 25 FnT,

v definiendo la frecuencia de muestreo F, = 1/T, entonces
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de donde se deriva el nombre de frecuencia normalizada para f.

De modo similar se deriva para las frecuencias angulares con 12, = 27 F, que

Tasa maxima de oscilacion

Considéress ahora la secuencia sinusoidal zp(n) = cos(wpn) para el rango de frecuencias
wp £ [0,7w]. La figura 2.6 muestra algunos casos particulares como ejemplo. Se puede
apreciar que la tasa de oscilacion anmenta conforme la frecuencia aumenta.

Tin) x{n) xin)

0

lml l“ [ [)

wp=0(f=10) wp=w/6(f=1/12) wp=w/3(f=1/6)

QLML
il

wo = m(2(f =1/4) wo =m (f=1/2)

x(m) z(n)

Figura 2.6: Secuencia sinusoldal con diferentes frecuencias,

Ahora, para analizar el caso de frecuencias angulares mayores que 7 considérese el caso
especial de wy = 27 —wy. Si wy € [0, 7] entonces wy € [7, 27| de tal forma que si wy aumenta
wy disminuye.

Debido a que

riin) = Acos{wyn) = Acos([27 —wyn) = Acos(—wpn) = zg(n)

1 ——
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la frecuencia angular wy es un alias de wp. De agui se concluye que si la frecuencia angular
aumenta de 7 hacia 27 la tasa de oscilacion se reduce, al representar estos alias frecuencias
que bajan de w a 0.

De forma similar al caso de senoides de variable continua puede utilizarse la identidad de
Euler en el caso discreto para introducir el concepto de frecuencia negativa:

#(n) = Acos{wn + ) = %e—ﬂ:"’""’ﬂ} + %e'j{"’“_m
Debido a que las senales sinusoidales de variable discreta con frecuencias separadas por un
entero miltiplo de 2 son idénticas, entonces todas las frecuencias en un intervalo [wo, wo+27]
representan todas las frecuencias existentes para estas senales. En otras palabras, el rango de
frecuencias distinguibles para sinusoides de variable discreta es finito con un ancho de banda
de 27. Usualmente se utilizan los rangos de frecuencias angulares w € [—m, 7] (f € [-3,1])

317
ow € [0,2x] (f £ [0,1]) y reciben el nombre de rango fundamental.

2.2.3  Exponenciales complejos relacionados armdnicamente

Las seniales de variable continua
sp(t) = efFilat — p3mkFat L0 41 42 ..

sz denominan sefiales exponenciales relacionadas arménicamente.  El periodo fundamen-
tal de la sefial sp(t) es 1/(kFy) = T,/k, lo que equivale a una frecuencia fundamental de
kFy. Puesto que una sefial periddica con periodo T,/k es también periddica con periodo
k(T,/k) = T, con k € & entonces todas las senales si(f) tienen como periodo comin T,. El
nombre proviene de la relacidn de estas funciones con las oscilaciones de una cuerda, que
tienen relaciones “arménicas” [mantienen los nodos externos fijos) cuando las frecuencias
son multiplos enteros de una frecuencia fundamental.

En este easo de variable continua, para ky # ks se cumple siempre que sg, (1) # 8,(f), 0 en
otros términos, existe un nimero infinito de senales complejas relacionadas armdnicamente
con el 2ot

Para el caso de sefiales exponenciales complejas de variable discreta, puesto que son sefiales
periddicas solo si su frecuencia es racional, se escoge fi = 1/NV v =e define el conjunto de
sefiales relacionadas arménicamente como

sp(n) = efkom — giZnkfon L0 41 432 . (2.17)

A diferencia del caso continuo se tiene para by = k+ N

spen(n) = 2SN _ iRt _ R ()

Esto significa que en el caso discreto solo existen N senales complejas relacionadas armonica-
mente, donde todos los miembros del conjunto descrito en (2.17) tienen como periodo comiin
N muestras.

1 ——
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2.8.- Sistemas en tiempo discreto

A los dispositivos que operan sobre sefiales de variable discreta (o tiempo discreto) se les
denomina sistemas discretos. En general, reciben una sefial de entrada x(n) para producir
una senal de salida y(n). Se dice que el sistema transforma x(n) en y(n), lo que se expresa
como

y(n) =T [z(n)]
donde T [-| representa al operador de transformacion o procesamiento realizado por el sistema
sobre x(n) para producir y(n).

2.3.1  Descripeidn entrada-salida de sistemas

La descripcion de entrada-salida define la relacion entre z(n) y y(n). La estructura interna
del sistema es desconocida o ignorada, es decir, el sistema se considera como una cajo ne-
gra cuyo funcionamiento interno no interesa, sino el comportamiento especifico ante cierta
entrada (figura 2.7).

Sistema
*(n) Dhisereto ¥(n)

Figura 2.7: Entrada-salida de un sistema discreto

Ejemplo 2.5 Determine la salida de los signientes sistemas para la entrada

{3—|ﬂ.| para —2 <n =< 2
z(n) =

0 en el resto

G Ll b =

e
.-_\-\..-—\-\..-_\-\..-5\-\..-_\-\..-_\-\.
e

Il

-

=

+

[

6. y
Solucidn:

1. Alsistema y(n) = x{n) se le denomina identidad, pues su salida es idéntica a la entrada:
y(n) ={1,2,3,2,1}

2. El sistema y(n) = x(n — 2) retarda la entrada dos muestras: y(n) = {]1_,2__ 3,2, 1L

3. El sistema y(n) = z(n + 1) adelanta la senal una unidad y solo puede ser realizado

fuera de linea, por ser imposible en un sistema de tiempo real determinar el valor de
una muestra en el futuro: y(n) = {1, 2,3, ?, 1}

1 ——
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4. El filtro de media mobil y(n) = 2 [z(n + 1) + z(n) + z(n — 1)] calcula el promedio de
tres muestras: y(n) = {1/3,1,2,7/3,2,1,1/3}.
1
5. El filtro de rango y(n) = max {z(n + 1),r(n).z(n — 1)} entrega el valor maximo de
la muestra actual, la anterior y la futura: y(n) = {1,2,3,3,3,2,1}. Este filtro puede
considerarse como filtro paso bajos.

6. El acumulador y(n) = Y5 ___ x(k) realiza la “integracién” discreta de la entrada:
y(n) = {1,3, lTi, 8,9,9,...}. Note que el acumulador puede reescribirse como

yn) = 3 z(k)= Y z(k)+z(n) = yln—1) + z(n)
k=—ac k=—cc
wr—1]

En general, la salida y(n) en el instante n puede depender no solo de la muestra actual
r(n), sino también de la senal en instantes anteriores v posteriores a n. Ademas, la salida
de un sistema puede depender de un estado interno. Por ¢jemplo, en el acumulador y(n) =
y(n—1)+z(n) si una secuencia de entrada se aplica en dos instantes de tiempo distintos, las
dos reacciones del sistema difieren, dependiendo de la historia anterior del sistema “y(n—1)".
Para determinar la salida del acumulador en un instante ng es necesario conocer y(ng — 1).
El cileulo de la secuencia de salida y(n) para todo instante n = ng tiene como condicidn
inicial al valor y(ng — 1), que en cierta forma resume todo el pasado del sistema.

Si todas las condiciones iniciales son cero se dice que el sistema estaba en reposo. Siempre
58 asume que en n = —oo todo sistema estuvo en reposo. La salida de un sistema en
reposo puede expresarse entonces utilizando unicamente la sefial de entrada, puesto que por
definicion todas las salidas anteriores son cero.

En la literatura se encuentra el término condiciones de reposo iniciales (IRC, Initial Hest
Conditions) para indicar que se asume y(n) = 0 para n < ny donde la entrada deja de ser
cero justo en ng vy x(n) = 0 para n < ng. Ademais, se utiliza el concepto de condiciones
de reposo finales (FRC, Final Rest Conditions) para indicar el caso contrario, es decir, se
asume que y(n) = 0 para n > ny, v la entrada se hace cero justo después de ny, es decir,
z(n) =0 para n > ng.

Ejemplo 2.6 Determine la salida del sistema acumulador para la entrada z(n) = nu(n)
con condicion inicial y{—1) = a.

Solucidn:

n -1

yn)= 3 zk)= 3 2k)+ Y k=a+ _”{”; )
k=0

k=—oc k=—mc

p—l=a  2inti)
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Recuerde que
Y r ok = 1 + 2 + 3 + ...+ =
Y r ok = n + n—-1+n-2 4+ ... + 1
2% p gk = mn+l 4+ md+l + nt+l + ... 4+ ntld

2"k = n(n+1)
Ypok - Az

2

2.3.2 Diagramas de blogues

En el capitulo anterior se indico que un sistema estd conformado por subsistemas, es decir,
bloques de procesamiento de senal con tareas especificas dentro del sistema total. FEste
concepto se aplica recursivamente, de tal modo que un subsistema se descompone a su
vez en otros subsistemas mas sencillos, que a su vez pueden estar constituidos por otros
subsistemas, y asi sucesivamente, hasta llegar a ciertos componentes elementales descritos a
continuacion.

Sumador
El sumador es un bloque sin memoria, que se representa como lo indica la figura 2.8. Tal y

£1(n) e, o
. y(n) = z1(n) 4+ x2(n)
#J.I—I_)—L

ra(n) -~

=

Figura 2.8: Diagrama de un sumador.

como lo indica su nombre, su tarea es sumar dos senales 0 mas sefiales muestra por muestra.

Multiplicador por constante

El multiplicador por constante es un bloque sin memoria, que se representa como lo indica
la figura 2.9. Se utiliza para escalar toda una secuencia por un mismo factor.

(n) a y(n) = ar(n)

Figura 2.9: Diagrama de un multiplicador por constante.

1 ——
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Multiplicador de senal

El multiplicador de senal es un blogue sin memoria, que se representa como lo indica la
figura 2.10, ¥ que genera una nueva secuencia a partir de los productos entre muestras de

ry(n) L y(n) = ryin)rain)
e

T3(m)
Figura 2.10: Diagrama de un multiplicador de senales,

las sefiales de entrada correspondientes a un mismo instante n.

Retardador de un elemento

El retardador es un blogue con memoria de longitud 1, representado como lo indica la
figura 2.11. Es uno de los elementos de procesamiento digital mas utilizados. Su simbolo esta

x(mn) 1 yin) =x(n—1)

Figura 2.11: Diagrama de elemento retardador.

muy relacionado con las propiedades de la transformada = que se analizaran posteriormente.

Adelantador de un elemento

El adelantador no es realizable fisicamente y solo existe en sistemas de tratamiento de sefiales
fuera de linea. Se representa como lo indica la figura 2.12.

B y{n; =x(n+ 1)

x(m)

Figura 2.12: Dagrama de elemento adelantador.

Ejemplo 2.7 Realice el diagrama de blogues para

y(n) = 3yl — 1) + gz(n) + 32(n 1)

Solucion:

Métese primero que esta expresion puede reescribirse de la siguiente forma:

y(m) = qyln— 1) + 5 (z(n) + 2(n ~ 1)) (2.18)

1 ——
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4 an yn)
xin) ‘“»._l_f-“ L
e I'— =1
Z 1 Z
K

Figura 2.13: Diagrama de bloques de la ecuacidn 218,

con lo que se deriva facilmente el diagrama mostrado en la figura 2.13.

2.3.3 Clasificacion de los sistemas discretos

Un sistema se dice tener una determinada propiedad, s dicha propiedad se cumple para todas
las sefiales de entrada posibles. Un contraejemplo basta para descartar que un sistema posea
una determinada propiedad. La tabla 2.2 resume las propiedades de sistemas discretos, que
se detallan a continuacion.

Tabla 2.2: Propiedades de sistemas discretos.

Propiedad Clasificacion

Memaoria Sistema estatico Sistema dindmico

Varianza Sistema variante en el tiempo  Sistema invariante en el tiempo
Linealidad  Sistema lineal Sistema no lineal

Causalidad  Sistema cansal Sistema no causal

Estabilidad Sistema estable Sistema inestable

Sistemas estaticos y dinamicos

En un sistema estatico, o sin memoria, la salida y(n) depende solo de la entrada =(n) en el
mismo instante n, ¥ no de las entradas pasadas o futuras. Todos los otros casos son sistemas
dinamicos.

Si la salida y(n) depende de las entradas de x(n — N) a z(n) se dice que el sistema tiene
memoria de duracion N, donde N puede ser finita o infinita.

Por ejemplo, y(n) = azin) + nz®(n) + br®(n) representa un sistema estdtico, mientras que
y(n) =3[ jarz(n — k) es un sistema dinamico.

Sistemas variantes e invariantes en el tiempo

Un sistema T en reposo es invariante en el tiempo o invariante al desplazamiento si y solo si

r(n) Lyn) = zn—k) 5 yln—k)
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En el diagrama de blogues de la figura 2.14 el sistema T es invariante en el tiempo si y solo
gi la salida d{n) es cero para todas las entradas »(n) v para todos los valores de retardo k.

[ N e el

Figura 2.14: Verficacidn de la invarianza en el tiempo.

Ejemplo 2.8 Determine =i los siguientes sistemas son o no invariantes en el tiempo:
l. yin) ==z(n) — x(n — 1)
2. yln) = z(n) cos{wyn)

Solucidn:

El sistema y(n) = z(n) — z(n — 1) es invariante en el tiempo. Para demostrarlo se caleula la
respuesta del sistema en reposo a la entrada desplazada z{n—FE), que resulta en yp(n) = z(n—
k)—z({n—k—1). Larespuesta a r(n), retrasada k muestras es y(n—k) = r(n—k)—z(n—k—1).
Como y(n — k) = y(n) el sistema es invariante en el tiempo.

El sistema modulador y(n) = x(n) cos{wyn) es variante en el tiempo, puesto que su respuesta
yein)arin—k)es yin) = z(n — k) cos{wyn), v la repuesta a z(n), retardada k muestras es
yin—k) = z(n — k)cos{wp(n — k) que es diferente a g (n).

Sistemas lineales y no lineales

Un sistema es lineal =i satisface el teorema de superposicion, es decir, para cualesquiera dos
constantes a;, a; y para toda senal z({n} ¥ rz2(n) se cumple

T |ayzi(n) + azra(n)] = ayT [z1(n)] + azT [r2(n)] . (2.19)

La figura 2.15 ilustra un esquema de verificacion de linealidad, donde el sistema es lineal =i
v solo =i para todo par de entradas 7(n) v r2(n) v para cualesquiera dos constantes ajp, as
siempre la salidad d(n) es cero.

Como consecuencia de (2.19) todo sistema lineal cumple la propiedad multiplicativa o de
escalado

T layzi(n)] = a1 T [zy(n)] (2.20)
v la propiedad aditiva

T [z1(n) + z2(n)] = T [z1(n)] + T [z2(n)].
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ryin) ——-j
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< d(n)

+ 11—
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Figura 2.15: Verificacidn de linealidad.

El principio de superposicion puede generalizarse para M senales como

M M
z(n) =Y arze(n) = y(n) = Y axT [za(n)]
k=1 k=1

Die la propiedad de escalado se deduce ademis que un sistema lineal en reposo con entrada
cero (r(n) =0, n € &) debe tener como salida una senal nula y(n) = 0.

5i para un sistema la propiedad de superposicion no se cumple, entonces el sistema se dice

seT no lineal,

Ejemplo 2.9 Compruebe si los signientes sistemas son lineales.

L. y(n) = nr(n)

2. y(n) = z(n?)

3. y(n) = r’(n)

4. y(n) = Az(n)+ B

5. y(n) = =™
Solucién:

1. Para el sistema 1 se obtiene primero la respuesta del sistema a una entrada igual a la
suma ponderada de dos sefiales 71(n) v T2(n), es decir, para una entrada fotal x(n) =
mr(n) + azra(n) ¥ se obtiene yr(n) = n{a;ri(n) + azra(n)) = aynzy(n) + aznza(n).
Ahora, la suma ponderada de las salidas del sistema para =1(n) ¥ r2(n) por separado
es yg(n) = aiyn(n) + azya(n), con yi(n) = nzi(n) ¥ y(n) = nra(n), lo que es ignal a
yg(n) = aynry(n) + aznra(n). Como yrin) = yg(n) se puede afirmar que el sistema
yin) = nrin) es lineal.

2. Para y(n) = r(n?) las salidas yr(n) = a;71(n®) + azra(n®) v ys = ayr1(n?) + azra(n®)
son idénticas y por tanto el sistema es lineal.

3. Para y(n) = r%(n) la salida yr(n) = (aiz1(n) + agza(n))? = alzi(n) + adi(n) +
Zayagry(n)ra(n) v la salida yg(n) = afri(n) + airi(n) evidentemente son diferentes y
por tanto el sistema no es lineal.

4. Para y(n) = Az(n) + B la salida yr(n) = Alayzi(n) + azrz(n)) + B y la salida
ygin) = Aayry(n) + B+ Axa(n) + B = Aayri(n) + Awxs(n) + 2B difieren para todo
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B 3£ 0 y por tanto el sistema, a pesar de su apariencia, no es lineal.
5. Para y(n) = ™ la salida yp = em=tinHtaazmaln) _ ganin)goanin) o 1y galida yg =
grEtin) | gazxain) gon diferentes y por tanto el sistema tampoco es lineal.

[4]

Sistemas causales y no causales

Un sistema es causal si y(n) depende tinicamente de las entradas presentes vy pasadas
(z(n),z(n — 1),z(n — 2),...), y salidas pasadas (y(n — 1),y(n — 2),...), pero no de las
entradas o salidas futuras (z(n+ 1), z(n+2),..; y(n+1),y(n+2),...). En caso contrario,
el sistema es no causal.

Sistemas que funcionan “en linea” deben ser causales por la imposibilidad de determinar el
valor de la entrada o la salida en el futuro.

A una senal z(n) que es cero para n > 0 y diferente de cero para n < 0 se le denomina
senial anticousal. Las implicaciones de la causalidad junto con la linealidad e invarianza en
el tiempo no son triviales, y se profundizara en ellas en los proximos capitulos.

Sistemas estables e inestables

Un sistema arbitrario en reposo se denomina estable de entrada acotada - salida acotada
(BIBO: bounded input — bounded output ) si toda entrada acotada produce una salida acotada:

|z(n)| < M, < 00 —+ |y(n)| < M, <ca, ¥nelk

Basta con que alguna entrada acotada produzea una salida no acotada (es infinita), para
que el sistema sea inestable.

2.3.4 Interconexion de sistemas discretos

Hay dos maneras fundamentales de interconectar sistemas discretos: interconexion en cas-
cada (o serie) e interconexion paralela (figura 2.16). La interconexion en cascada se
describe con sistemas de la forma:

y(n) = TT[x(n)]| = Tlz(n)]

En general, el orden de los blogues para la conexion en cascada es relevante. Sin embargo, si
los sistemas son lineales e invariantes en el tiempo entonces T, es a su vez lineal e invariante
en el tiempo, ¥y 7,|T;[-]] = T2[T7,]-]]. La interconexion en paralelo se describe por

y(n) = Ti[z(n)] + Blz(n)) = Gx(n)].
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yim)
- T -l T, — — o
x(m) ! yi(m 2 y(n) x(n) '\$ yim)
T
- yaim)

(m) (b)

Figura 2.16: Interconexidn de sistermnas discretos. (a) Cascada. (b) Paralelo

2.9 Analisis de sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo
2.4.1 Técnicas de andlisis

Existen dos métodos basicos para el analisis del comportamiento de un sistema:

1. Descomposicion de la sefial de entrada en senales elementales, cuya respuesta es cono-
cida.
2. Solucion de la ecuacién de diferencias.

La solucidn de la ecnacidn de diferencias se revisara en la seccidn 2.5.

El concepto fundamental del anilisis de sistemas lineales por descomposicion es el siguiente:
supongase que la entrada r(n) puede expresarse como una suma ponderada de funciones

elementales {ry(n)}

z(n) =Y " crza(n)

k

donde ¢ son los coeficientes de ponderacion o pesos de la descomposicion de la senal z(n).
Si la respuesta del sistema en reposo a ri(n) es yp(n), es decir

ye(n) = T |[z(n)]

entonces con la propiedad de linealidad se obtiene

y(n) =T [z(n)] =T [E .:,:Ik{n]] =Y T [zeln)] = ¥ crywln)
k k

k

En otras palabras, si el sistema es lineal, la respuesta y(n) del sistema a una entrada z(n)
es igual a la suma ponderada de las repuestas yi(n) a cada una de las componentes xi(n)
en que se puede descomponer r(n), donde ademas los coeficientes ¢y de ponderacion de las
salidas corresponden a los coeficientes de ponderacion de la entrada.
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En esta descomposicidn, la eleccidn de las funciones elementales dependerda de las carac-
teristicas de las sefiales a evaluar. Dos clases de funciones son usuales: impulsos (4(n — &)}
v funciones exponenciales complejas e™*" | esta tiltima utilizindose frecuentemente en el lla-
mado andlisis frecuencial (ver capitulo 4). En los altimos anos ha cobrado fuerza el uso de
otras familias de funciones elementales caracterizadas a partir de la teoria de wavelets, tema
que sin embargo excede el marco de este curso.

2.4.2 Descomposicidon de una senal en impulsos

Utilizando impulsos desplazados como funciones elementales puede expresarse cualquier sefial
zin) como:

Ejemplo 2.10 Descomponga la sefial
Tl{'il'l!-] = {g1 1:12.' _1*_1.1'{2:! 1}

en sus impulsos.
Solucidn:

Esta zenal puede expresarse como

T{nj=1-ﬁ[n—l)+2-ﬁ{n—2}—1-5{n—3}—%~&{n—4}l+l--:’fl{n—El}

2.4.3 Convoluciéon

5i se denota con R'(n, k) la respuesta del sistema a un impulso desplazado & unidades 6(n—k)
Rin k) =T [6(n — k)]

entonces la salida de un sistema lineal puede caleularse con las repuestas elementales a dichos
impulsos desplazados:

y(n) =3 eye(n) =y (k)H(n, k)

k k
donde se han utilizado zp(n) = #(n — k) como entradas elementales y por lo tanto los
coeficientes cp = z(k).
Si el sistema es ademds invariante en el tiempo, entonces con fi(n) = T [d(n)| se tiene que
Rin k) = hin — k) v por lo tanto

o

y(n) = Y x(k)h(n — k) = x(n) + h(n)

k=—ac
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que se denomina sumatoria de convelucidn. Se dice entonces que la respuesta del sistema
LTI y(n) a una entrada x(n) es igual a la convolucion de z(n) con la respuesta al impulso

hin).

Esto quiere decir que en un sistema LTI en reposo su respuesta a cualquier entrada puede
determinarse con solo conocer dicha entrada vy la respuesta al impulso h(n).

El eileulo de la convolucion inveluera cuatro pasos:

1. Reflerion de h(k) con respecto a k = 0 para producir k(—Ek).

2. Desplazamiento del origen de h(—k) hacia el punto n que se desea calcular.

3. Multiplicacion de z(k) y h(n—k) para obtener la secuencia producto v, (k) = z(k)hin—
k).

4. Suma de todos los valores de v, (k) para obtener y(n).

Loz pasos del 2 al 4 deben realizarse para todo instante n que se deseé calcular.

Ejemplo 2.11 Determine la respuesta a la senal de entrada

z(n) = {1,2,3,1}

de un sistema LTT con respuesta al impulso

h(m) = {1,21,~1}

Solucidn:

Siguiendo el procedimiento indicado, primero se caleula la reflexion de la respuesta al impulso

h{_kj - {_l:l 1."‘121 1} :

Los pasos signientes se resumen en la tabla 2.3

Con lo que resulta la senal de salida en

y{ﬂ} - {1.'".!1 31833:_21_1}

[24:]

Ejemplo 2.12 Para el caso en que la entrada =(n) v la respuesta impulsional h(n) sean de
longitud finita, caleule la longitud de la salida en términos de las longitudes de x(n) v hin).

Solucidn:

Una senal finita tiene longitud N =i el intervalo mas pequefio con muestras diferentes de cero
tiene N muestras.

Asuma que los indices menor y mayor de la entrada x(n) son k; ¥ ky respectivamente, y los
de la respuesta impulsional h(n) son [; y I (figura 2.17).
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Tabla 2.3: Ejemplo de convolucién de dos secuencias finitas.

2. Desplazamiento 3. Multiplicacidn 4. Suma
por z(k) = {1,2,3,1}

hl{_l_k]_{_l 1?‘1}' ‘J_|_1=‘IDJE|_,D._%_,H._DJD}* y—l.=1
h(1 — k)={-1,1,2,1} n={0, %,4._3,3} =8
hl:z_k]={ __1'12'1}' 113={—‘1.2,E,1} y3=8
hl:3—k]={?,—l].,2.l} i"a-:{?:l _2:1 312:’ y3=3
hl:4—k]={?,ﬂ,—].1. 211} i"d={?:ﬂ:_3:1=' yl1='?
h(5 —k)={0.0,0,-1,1,2,1}  vs—{0,0,0,-1) ys=1
() h(n)
TR ko T

Figura 2.17: indices de las sefiales de entrada y repuesta impulsional.

La longitud de z(n) es entonces N; = ky — & + 1, y la longitud de la respuesta impulsional
es IV, =I_f—f,-+1.

El desplazamiento menor n,;, para el que puede haber salida es (figura 2.18):

Timin = ki + 1

El desplazamiento mayor n,,, para el que puede haber salida es (figura 2.19):

Mar =kf+£_f

La longitud de la senal de salida es entonces

Ny = oz — Aimin + 1

(kg 0} — (B + L) +1+(1-1)
= (kp—ki+ 1)+ (I —L+1) -1
=N, + N, — 1

es decir, el resultado de la convolucidon tiene una longitud que es tan solo una muestra menor
que la suma de las longitudes de las dos senales sobre las que ella opera. (2]

En el ejemplo anterior se observa que para los valores ng, ¥ Mmar, €8 decir, los limites del
intervalo de muestras donde existe salida no nula, es irrelevante qué funcion representa la

1 ——
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 111



Mi Universidad

} Tlk)

——
—
———
——s
—
—

{ hin — &)

}

—
—
T
r

L
o

|
&

BN

il -

L

Figura 2.18: Menor desplazamiento para ol que puede haber salida.

(k)
Al
k, ks k
|y h(n—k)
- iy T
Timaz =k_r+i_r'_

Figura 2.19: Mavor desplazamiento para el que puede haber salida.

entrada y qué funcion representa la respuesta al impulso del sistema. FEsto indica cierta
simetria en la convolucion. Con un simple cambio de variables es posible demostrar que la
convolucion es de hecho totalmente conmutativa, ¥ no solo el valor de sus indices:

y(n) = z(n) + h(n) = Y z(k)h(n — k) - > z(n—m)him)

I
[
=
Lo
A
3
|
x

I
-
L)
#*
L.
2
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Ejemplo 2.13 Encuentre a través de la convolucion la respuesta de un sistema con res-
puesta exponencial al impulso:

hin) = a™u(n), |a|=1.
ante el escalén unitario u(n).

Solucidn:

mlne con lo que se establece la relacién con los sistemas analdgicos

Obsérvese que a™ = e
de respuesta exponencial hy(t) = e %7 (figura 2.20). Para encontrar més detalles de esta
relacion asimase que la senal h,(f) se discretiza en el tiempo con un intervalo de muestreo

T

n T
ha(nT) =TT gnlra o Ing— —— = g=¢T/7
T

LU
L s
W L o

l'cmff.:l = 5{!:]] == l”’ﬂ:{t:‘ Ugad = %e_f.lr:r, — RC

Figura 2.20: Circuito analédgico con respuesta exponencial al impulso.

Puede ohservarse que este tipo de sistemas analdgicos solo permiten a = 0, mientras que los
sistemas discretos permiten ademas @ < 0 sin ninguna complejidad computacional adicional.

Para determinar la salida y(n) del sistema con la entrada escalén unitario u(n) se utiliza la
sumatoria de convolucion:

y(n) = Y x(n—kh(k) = Y u(n—k)h(k) (2.21)
kE=—oo k=—nc
Puesto que las secuencias producto son 0 para n < 0 entonces y(n) = 0 para n < 0.

Evaluando entonces (2.21) para varios n se obtiene:

y(0) = h(0) =1

y(1) =h(0)+h(l)=1+a

y(2) = h(0) + A(1) + h(2) =1 + a + a®

y(m) = D h(k) = 3t

k=0 =
Recordando
E::ﬂ'ﬂ‘k = 1 4+a +a*® +... +a"
a}poa = a +a? +... +a" +a"t!
{1 - E]Z:=u at = 1 —g™t!

1 ——
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 113



Mi Universidad

con lo que se deriva

l — n+1
D=
e Il —a
Si la| < 1 entonces lim a™*! = 0 lo que implica que y(oc) = . La figura 2.21 muestra un

ejemplo de la respuesta para a = 0,9.

Tjimn)
12 i

1— - N R 3
T : ; y 4 anl

et T
a'- i -
]
T ;
[
54 L
p

51 [
21
RS
a1
14
L 1 T

T
0 2 4 B 38 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 0

Figura 2.21: Respuesta al sistema exponencial con a = (0.9,

Notese la similitud con la respuesta del sistema analogico al escalon continuo de la forma
k(1 — e™*/7). Mis tarde en el curso se retomaran estas similitudes. 313

2.4.4 Propiedades de la convolucion

Clonmutatividad

y(n) = z(n)*hin) = hin) = r(n)

r(n) yin) hin) yimh
—| fin) [—= — rin) [—=

Figura 2.22: Representacidn de la propiedad de la convolucidn de conmutatividad.

Asociatividad

[2(n) * hy(n)] * ha(n) = z(n) * [hy(n) * ha(n)]
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x(n) r(n)

—| fyin) = fia(n] [ —» hyin) = ha(n) ——=

Figura 2.23: Hepresentacidn de la propiedad de la convolucién de asociatividad.

Distributividad

r(n) * [y (n) + hy(n)] = z(n) + hy(n) + z(n) * hy(n)

™ hy(n) i
x(m) r(n) : T

yin] A vim)
—=| hy(n) + hafn) ——= |~|—j|—|-
A

hain) J

Y

Figura 2.24: Representacidn de la propiedad de la convolucidn de distributividad.

Las tres propiedades pueden generalizarse para méas de dos subsistemas.

2.4.5 Sistemas LTI causales

En un sistema causal la salida en n = np depende solo de valores de entrada z(n) para
n = ng, es decir, de valores pasados. Como

ylng) = Y hik)z(ng —k) =Y h(k)z(ng — k) + h(k)z(ne — k)
k=—oo k=0 Mues ) k=—no _
Muestras Muestras
pasadas v futuras
actual

se deriva que h(k) = 0 para todo k < —1, pues solo asi la salida podra ser independiente de
entradas futuras. Dado que h(n) es la respuesta impulsional de un sistema LTT en reposo,
kin) = 0 para n = 0 es condicidn necesaria v suficiente para la causalidad. Un sistema es
causal entonces si y solo si hin) = 0, ¥n < 0.

51 un sistema es causal entonces la convolucidn puede simplificarse en

m

y(n) = _h{k)z(n— k)= Y z(k)h(n— k)
k=0

k=—nc

Generalizando, a una secuencia r(n) con r(n) # 0 para algiin n < 0 se le denomina secuencia
no causal, ¥ de lo contrario, secuencia causal. A secuencias con z(n) = 0 para n = 0 v con
rin) # 0 para alguna muestra con n < 0 se les denomina secuencias anficausales.
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5i tanto la entrada x(n) como la respuesta impulsional son causales, entoneces la convolucion
se simplifica en:

=Y h{k)z(n—k) =Y z(k)h(n — k)
k=0

k=0

Notese que esta respuesta es a su vez causal, es decir, y(n) = 0 para todo n < 0.

2.4.6 Estabilidad de sistemas lineales e invariantes en el tiempo

Un sistema se dice estable si para toda entrada acotada su salida es también acotada:
|z(n)| < My <00 — |y(n)|<M,<oo Vn

Dada la convolucion

y(n) = Y hik)z(n— k)
k=—no

v su valor absoluto

> hik)z(n

k=—noc

ly(n)| < Mz Y (k)|

k=—oc

— k)| < Y |hk)|z(n — k)| Z |R(k)| M.

E=—mc

lo que implica que |y(n)| es acotada solo =i

Sw—=3_ |h(k)| <

k=—oc
En consecuencia un sistema LTT es estable si su respuesta impulsional es absolutamente

sumable. Esta condicidn es necesaria vy suficiente.

5i k(n) no es absolutamente sumable entonces, derivado de lo anterior, deberia existir al
menos una entrada que produce una salida no acotada y por tanto el sistema es inestable.
Si para un sistema con respuesta al impulso hin) se elige como entrada la senal

2(n) = hT':[';__—::Il para h(—n) # 0
0 para k{—m) =10

basta entonces con demostrar que existe algin valor de n para el que y(n) no esta acotada
para concluir inestabilidad. Por ejemplo, caleilese g(0)

o

y0) = 3 a(-k Z”"“" Elh )= 5,

k=—oc
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QQuiere decir que si h(n) no es absolutamente sumable (5, — oc) entonees la salida no es
acotada y el sistema es inestable.

La condicién > |h(k)| < oo implica que h(n) tiende a cero cuando n — oo, lo que a su
vez implica que =i la entrada x(n) es cero para todo n > ng entonces la salida tiende a cero
para n — oc:

N-1
{+w]—th1Tm+h—k+Zh z(n+ N — k)
3.—:!9 ) k=N
=0 [:[;;:IJ nong)
=+ lyno+ N)| =D _h k]InJr'w—k]{Zm |z(n+ N —k |{UZ|h
k=N k=N M.

Si N — oo entonces limy ... 35y [R(k)| = 0 y de ahi que n}im ylng + N) = 0.

Esto implica que en un sistema estable cualquier excitacion de duracidn finita a la entrada
produce una respuesta transitoria, es decir, una respuesta cuya amplitud decrece y se anula
con el tiempo,

Ejemplo 2.14 Determine el rango del parametro a para el que el sistema LT1 de respuesta
al impulso h(n) = a™u(n) es estable.

Solucion:

El sistema es estable si

Ik = el =1+ la] + Jaf* + ..
k=0 k=0

converge. Esto ocurre si y solo 8 |a| < 1 y esta suma converge a

(= ]

Sk~ —

k=0

laf

]

Ejemplo 2.15 Determine el rango de valores de a y b para los cnales el sistema LTT de

respuesta
n >
hin) — a* n=0
F on<0
es estable.
Solucién:
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La condicidn de estabilidad es

> )= Bty lalr= )

1" — |B| 1
2 2 2 3| 21"~
= ——0 n—= n= n=
Converge Converge

siffl>1  sifa]<1

Fl sistema es estable =i |a| < 1 y =i b = L (2]

2.4.7 Sistemas de respuesta finita e infinita

Es util distinguir los sistemas entre aquellos con una respuesta finita al impulso (FIR: Fi-
nite Impulse Response) v aquellos con respuesta infinita al impulso (IIR: Infinite Impulse
Response) por las consideraciones practicas que los distintos conceptos conllevan: la im-
plementacion de los primeros se puede realizar directamente, mientras que algunos de los
serundos pueden realizarse por medio de ecuaciones de diferencias.

Para los sistemas causales FIR la convolucion se reduce a
M-1
yin) = E hiklz(n — k), h(k)=0, k<0 Ak=M (2.22)
=]

El sistema se comporta como una “ventana” que solo permite ver M muestras para calcular
la salida. Se dice que el sistema FIR tiene memoria finita de M muestras.
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2.10 Sistemas discretos descritos mediante ecuaciones de

diferencias

El cileulo de la convolucian:
ym) = 3 h(k)z(n— k)
k=—oc

s6lo es posible para sistemas FIR, puesto que en el caso de sistemas [IR|se requeriria de una
memoria infinita para almacenar hin), y un mimero infinito de multiplicaciones y adiciones

para calcular una sola muestra de la salida.

Las llamadas ecuaciones de diferencias permiten trabajar con sistemas 11R.

2.5.1 Sistemas discretos recursivos v no recursivos

Un sistema es recursivo s su salida en el instante n depende de valores anteriores de la
salida, y(n — 1),y(n — 2),...:

y(n) = Fly(n — 1),y(n - 2),...,y(n — N),x(n),2(n - 1),...,z(n — M)]

1 ——
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donde F[-] denota una funcién cualquiera, y sus argumentos son las entradas y salidas

presentes y pasadas.

El sistema es no recursive si solo depende de las entradas presentes y pasadas, mas no de
salidas pasadas:

y(n) = Flz(n),z(n—1),...,x(n — M)

Métese que los sistemas LTT FIR causales, cuya salida se expresa como la suma finita de
convolucion (2.22) no son recursivos.

z(n) yin)
—=| Flz(n), z(n -1}, z(rn - 2),..., x(n — M)

* Sistema no recursivo

z(n) F_'y{n -1),..., yin — ) yln)
—_— -

z(n), ..., x(n — M)]

Sistema recursivo

I !

o

Figura 2.25: Diagrrama de bloques de sistemas recursivos v no recursivos.

El lazo de realimentacién da origen a una diferencia fundamental en el calenlo de la salida:
La salida recursiva debe determinarse en orden, pues para caleular y{ng) se necesitan todos
los N wvalores anteriores, mientras que en un sistema no recursivo las salidas anteriores no
son necesarias y se puede caleular un valor directamente para cualguier n.

Ejemplo 2.16 Determine una expresion recursiva para el sistema de media acumulativa.
Solucidn:

El sistema de media acumulativa

1
o) =y 2 =W
£5 TECUTSIVo pues

(n+ 1)y(m) = 3 x(k)
k=0

= nyln—1) = Zr{kj
k=0

= (n+1)y(n) =) r(k)+zin)=ny(n —1)+ x(n)
k=0
y(n) = —S—y(n = 1) + ——2(n)
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1
— —) {ny{n — 1] -I-_T{'F.I.}I]I '{223}'

Nétense los coeficientes no constantes para la salida anterior y(n — 1) v la entrada actual

x(n), que son il # respectivamente; estos implican que el sistema es variante en el
tiempo. La figura 2.26 muestra el diagrama de bloques correspondiente.
1
l n+1
— o, n
r(n) T e y{._ |
L N -
P
) -—1
I—,‘X:I-— z

Figura 2.26: Diagrama de blogues del sistema de media acumulativa.,

2.5.2 Sistemas LTI caracterizados por ecuaciones de diferencias
con coeficientes constantes

Loz sistemas descritos por ecuaciones de diferencias con coeficientes constantes son una

subclase de los sistemas recursivos y no recursivos.

Considérese un sistema causal representado por (ver ademas la fiura 2.27)

y(n) = ay(n — 1) + =(n)

x(n) -~ T“- yin)

Figura 2.27: Diagrama de bloques de un sistema LTL

que a pesar de su similitud con (2.23), difiere por la naturaleza de los coeficientes, lo que
tiene implicaciones sobre la invarianza en el tiempo. En este dltimo caso, el coeficiente a es
constante ¥ el sistema es invariante en el tiempo. Para la media acumulativa, el coeficiente
e3 dependiente del tiempo v el sistema es entonces variante en el tiempo.

Evaliese ahora la respuesta de este sistema ante una entrada z(n) con z#(n) =0, n < 0, ¥
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con una condicién inicial y{—1):

y(n) = a" ly(—1) + a"z(0) + a"'x(1) +... + a"z(n)

= g"*ly(—1) + Za":{n —k)n=0
—_—

yzl{“:l

Yzs(m)

El término y_;(n) depende de las condiciones iniciales v se obtendria si la entrada fuese cero
{zero input), como producto del estado inicial del sistema v de sus caracteristicas propias. A
y-i(n) se le denomina respuesta natural o libre del sistema, o también, respuesta a entrada
nula.

El término y_.(n) se obtiene cuando el estado del sistema es cero (zero state), es decir, con
una entrada =(n) cuando el sistema esta en reposo, v se le denomina respuesta en estado nulo
o respuesta forzada. Notese que en el ejemplo y,,(n) puede interpretarse como la convolucidn
de x(n) con la respuesta impulsional:

hin) = a™u(n)
donde los indices son finitos por la causalidad de ambas sefiales x(n) v hin).

Este ejemplo corresponde a una ecuacion de diferencias de primer orden, y es un caso par-
ticular de la ecuacion de diferencias:

N M
y(n) = =Y aryln— k) + 3 bex(n — k)
k=1 k=0
o con ag = 1:
N M
N ay(n — k) =Y ber(n — k)
k=0 k=0

donde el entera N recibe el nombre de orden de la ecuacidn de diferencias u orden del sistema.

Las condiciones iniciales y(—1),...,y(—N) resumen toda la historia pasada del sistema, v
son necesarias para efectuar el cdlculo de las salidas presentes y futuras.

MNotese que la ecuacion de diferencias por si sola no describe un sistema, en el sentido de que
una entrada r(n) no produce una nica salida: para cada conjunto de condiciones iniciales
se obtiene una salida particular. De este modo, un sistema es caracterizado tanto por la
ecnacion de diferencias como por las condiciones iniciales.

Anteriormente se introdujo la propiedad de escalado (2.20) de un sistema lineal, de la que
se deduce que un sistema lineal con entrada cero debe tener una entrada nula, puesto que
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de otro modo aparece una inconsistencia de escalado: multiplicando cualquier entrada con
cero, debe producir una salida multiplicada también por cero, que debe ser nula. Con el
esquema anterior compuesto de respuestas forzada y natural se nota que la respuesta natural
de un sistema descrito con una ecuacion de diferencias produce una salida a pesar de que la
entrada es nula, ¥ por tanto viola la propiedad de escalado lo que indica que la ecuacion en
el caso general representa a un sistema no lineal.

El concepto de linealidad debe entonces replantearse como la satisfaccion de tres requisitos:
1. La respuesta total es igual a la suma de las respuestas de entrada nula y en estado
nulo [yl[ﬂ-:l - yzi{ﬂj + yz:{n”-

2. FEl principio de superposicion se aplica a la respuesta en estado nulo (lineal en estado
nulo).

3. El principio de superposicion se aplica a la respuesta a la entrada nula (lineal a entrada
nula).

La redefinicion del concepto para cada una de las componentes de la respuesta permite
resolver las inconsistencias introducidas por las condiciones iniciales.
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2.11.- Correlacion

La correlacion es una operacion similar a la convolucion que se utiliza para medir la simi-
litud entre dos secuencias. Se aplica en diversas dreas de la ingenieria como radar, sonar,
comunicaciones digitales, geologia, ete.

2.6.1 Autocorrelacién y correlacion cruzada

La correlacion cruzada de las secuencias r(n) e y(n), ambas reales ¥ de energia finita, se
define como:

rey(n) = Y w(k)y(k—n)n =0,4+1,42, ..
k=—oo
o lo que es equivalente:
rey(n) = Y w(k+n)y(k),n = 0,+1,42,...
k=—mc

El indice n es el parametro de desplazamiento o retardo en el tiempo, vy los subindices zy
indican cuales senales han sido correlacionadas. De esta forma se tiene entonces que:

fated e

ryz(n) = Y wlk)z(k —n) = 3" ylk+n)r(k) = ry(—n)

]:: —t j:= =

Por lo tanto, ry.(n) es la correlacion ryy(n) reflejada con respecto a n = 0.

Nétese que exceptuando el paso de reflexidn de una de las sefiales, la correlacion es idéntica
con la convolucidn: se desplaza la segunda sefial, se caleula la secuencia producto, v se
determina su suma. El lector puede demostrar que:

Toy(n) = z(n) + y(—n)

Siy(n) = z(n), entonces se obtiene la autocorrelacion de x(n), que se define como la secuen-
cia:

rez(n) = 3 z(k)z(k —n) = > z(k+n)z(k)
k=—oc k=—oo

Si r(n) e y(n) son sefiales causales finitas de longitud N (esto es, z(n) = y(n) = 0,%n <
0,n = N) la correlacion puede expresarse como:

N-+min{0n}—-1

r(n)= Y z(kly(k—n)

E=mixxn,0}
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2.6.2 Propiedades de la correlacién

Sean r(n) v y(n) dos sefiales de energia finita. La energia de la sefal:

w(k) = ax(k) + by(k —n)

a0 O

> laz(k) +by(k—n)* =a® Y (k) + 5 Y y(k—n)+2ab Y z(k)y(k —n)

k=—oao k=—no k=—noo k=—mc

— atr . (0) + bzrw[ﬂ}l + 2abr,(n)

Notese que r.(0) = E; es la energia de la sefial z(n) y ry(0) = Ey la energia de y(n).
Puesto que la energia es una suma de valores positivos debe cumplirse que:

a°rez(0) + Bry, (0) + 2abroy(n) = 0

v suponiendo que b # 0, se obtiene dividiendo por B:

ree(0) (%)2 + 2rgy(n) (%) + ryl0) >0

que se puede considerar como ecuacion cuadriatica de variable (a/b) con coeficientes v (D),
2roy(n) ¥ ryyl0), que para ser no negativa requiere que el discriminante sea no positivo:

4[:"59 - r::{D]rw[ﬂ}] <0= Ir:y'{ﬂ‘:ll = r';—_;[ﬂ}lf'w{ﬂj = 4 E:Ey

y para y(n) = r(n):
|rz:r{ﬂ}'| = f':rz{ﬂ}' = E

es decir, la autocorrelacion aleanza su valor maxime para el retardo cero, cuando por decirlo
asi la sefial es idéntica a s misma.

Un escalado de la sefial por un escalar, escala la correlacidn de la misma manera, y por
tanto carece en el andlisis de importancia por ser mas relevante la forma de la correlacion.
Por ello en la practica se normaliza la correlacion para producir asi valores entre -1 v 1. La
antocorrelacion normalizada se define como:

rzz(n)
Prz{n:l o I"II{D)
v la correlacion cruzada como:
royln)
Tez (D)7 (0)

es decir, es

Como rgy(n) = ryz(—n), se cumple para la autocorrelacion v (n) = ro(—n),

una funcién par.
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Ejemplo 2.24 Caleule la antocorrelacidn de la sefial:

r(in) =a"u(n), D<a<l

Solucion:
Para n = 0:
k
ree(n) =Y x(k)z(k — n) = Z —a "y (a?)
k=n k=n k=n

v puesto que lim a™t! = 0 si o < 1 entonces

—+ 00

para n <2 0

rea(n) = 3 z(k)z(k — n) = Z atat = a Y (a?)
k=0

l—a?2 1-—a2
v combinando ambas partes se obtiene:

a"l

== a

que es, como se predijo, una funcion par re.(n) = reo(—n). Con r(0) = ﬁ; se obtiene la

antocorrelacidn normalizada:

Prz(n) = = al

2.6.3 Correlacién de secuencias periddicas

La correlacion anterior fue definida para sefiales de energia. Si las senales x(n) e y(n) son
senales de potencia, su correlacion cruzada se define como:

1 M

raln) = Jim oyry 35 albluls—n)

v la autocorrelacidn de una senal de potencia comao:

M

> z(k)x(k—n)
M

. 1

re(n) = lim o .
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5i las sefiales son periodicas con periodo N, entonces este promedio puede caleularse en un
solo periodo:

1 N—

ra() = 5 3 2(k)y(k — n)

o

El
I

En la practica se utiliza la correlacion para encontrar periodicidades en senales fisicas alte-
radas por interferencias aleatorias.

Si por ejemplo y(n) = z(n) + w(n), donde z(n) es periodica y win) es una senal aleatoria,
entonces la correlacion es:

| M
rywln) =35 2 wlkly(k —n)
i
M Z[ (k) + w(k)][z(k —n) + w(k — n)]|
E=0
| Mo
=HE=D[I{HI —n)] + [z(k)w(k — n)] + [w(k)z(k — n)] + [w(k)w(k —n))

= re(0) + reu(n) + roz(n) + ru(n)

considerando solo M muestras v asumiendo y(n) = 0 paran < 0,n > M.

La periodicidad de #(n) permite asumir que r . (n) también es pericdica v presenta picos en
n =0 N 2N etc.. Por la consideracidn de tan solo M muestras, conforme N tiende a M
la magnitud de estos picos tiende a cero, por lo que debe escogerse M % N v n no debe
evaluarse, como regla empirica, para n = M /2.

Si w(n) es aleatoria puede asumirse que ro,(n) v ru.(n) son muy pequenas, por no estar
relacionada con x(n). Por la naturaleza aleatoria de w(n) puede asumirse ademss que r,,,(n)
tiende rapidamente a cero, por lo que en r(n) dominari r..(n), lo que permite detectar el
periodo.

La figura 2.28 muestra un segmento de 701 muestras de una senal acistica representando la
vocal “a”. La senal original tiene una longitud de 57000 muestras. La figura 2.29 muestra el
resultado de la autocorrelacion, donde se aprecia claramente un periodo de aproximadamente
100 muestras, lo que se puede corroborar con la sefial original en la figura 2.28.

2.6.4 Secuencias de correlacion de entrada-salida

Si se aplica la senal x(n) con autocorrelacion rp;(n) a un sistema con respuesta al impulso
hin), entonces:

y(n) = h(n) = z(n Zh

k=—oo
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Figura 2.28: Senal acistica representando la vocal ©
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Figura 2.29: Autocorrelacidn de la senal con ruido en la fisura 2,25,

La correlacion entre la salida v la entrada es

ry=(n) = y(n) + z(—n)
— [h(n) * z(n)] + 2(—n)

= h{n) * rez(n)

que depende solo de la respuesta impulsional i(n) v la autocorrelacion de la entrada r.(n).
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La autocorrelacion de la salida es

que equivale a la convolucion de la autocorrelacion de la respuesta impulsional rpg(n) con la
antocorrelacidn de la entrada . (n).
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Unidad 3
3.1.- Convergencia de la transformada z.

Generalidades

La transformada Z para sistemas discretos desempena un papel analogo a la transformada de Laplace
para sistemas continuos. Nos va a permitir representar la relacion entrada salida de un sistema LTI
mediante un cociente de polinomios en lugar de mediante una ecuacion en diferencias. Esto facilitara
el calculo de operaciones como la convolucion o el célculo de la salida de un sistema ante una
determinada entrada.

Veremos su definicion y el concepto de regién de convergencia, los procedimientos mas sencillos
para el célculo de la transformada directa e inversa y finalmente analizaremos sistemas discretos
utilizando dicha transformada.

Definicion: Region de convergencia

Dada una secuencia g[n] se define su transformada Z (TZ) directa G(z), como

G()= Y gln)= "

R=—a

Donde z es una variable compleja.
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Habitualmente se representa G(z) = Z{g[n]} o G(z) = TZ{g[n]}
La relacion entre la secuencia y su transformada se denota por: g[n] G(z) «<——z
Region de Convergencia.(ROC)
Dado que la transformada Z es una serie de potencias infinita, solo existe para aquellos valores de
z para los que la serie converge. El conjunto se valores de Z para los que la suma es finita se
denomina regién de convergencia.
La TZ de una secuencia g[n]se especifica como G(z) y su ROC
Ejemplos:
a)x[n] = ﬂ,Z,?j,S} X(z)=142z"+3z2+5z" ROC = planoZ - {z = 0}
b)
x[n]: il,2,%,5} X(z)= 2242z +3+5z7 ROC= planoZ — {z =0,z= oo}
n)

¢)x[n]=6(n) X(z)=1 ROC = planoZ
d)x[n]=6(n-1) X(z)=z" ROC = planoZ - {z = 0}

A ser z una variable compleja podemos hacer el cambio jw z = r e luego la transformada se puede

expresar como:
& o0 )
G(le=r€jm = G(F E‘;m } = Zg[n]r—ﬂ E:—_,l'ﬂ.rn
n=—m

Para que esta serie converja G(z) < «, es necesario que se verifique

S lefn]r

N=—u0

< o0
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Es decir que la secuencia { [ ]} n g n r — sea absolutamente sumable. El cilculo de la ROC consiste
en determinar para qué valores de r la suma converge. En general, para una secuencia bilateral

podemos expresar como 2 sumatorios uno para la parte causal y otro para la anticausal

+ Y lelnlr | = S [el-nlr|+ 3|l

n=I n=0

G(=) < Yalnlr|= i\g[n]r‘"

n=—w n=—ao

Para que ambas secuencias converjan, se debe cumplir:

> gl-nlr”

n=1

= 1
<oy Z g[n]—r” < ob
n=0

Para que el primer sumatorio converja r debe ser lo suficientemente pequeiio como para que la
secuencia producto sea sumable, y en el segundo caso debe ocurrir lo contrario; es decir r debe
ser lo suficientemente grande. En general para una secuencia bilateral la ROC debe estar
comprendida en una anillo del plano complejo de radios 2 | r < z < r siendo r2 el limite de la region

de convergencia para la parte causal y r| para la parte anticausal.
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A Im

12 »

N

Sec. Infinita derecha Sec. Infinita izda Sec. Bilateral

Ejemplo 1:

Determuna la TZ de la secuencia: x{n]=a"u[n]

X(z)= ¥ atufn)z" = etz = 3 (af

R=—a0 n= =il

para que se pueda realizar la suma es necesario que |a:"| <1

Luego:

X(=)= ROC |z |=|ea|

-

Ejemplo 2:

Determina la TZ de la secuencia: y{n]=-a"u[-n 1]

-1 - =
Y(z2)= Y -a'z" ==Y a"z" =-Ifaf.~_ = 1_;:_, , para ja 'z <1

n=—x m=1

Conclusion:

La transformada Z de una secuencia x[n] viene determinada por:
x[n]l——X(z) ¥y ROC

Es IMPRESCINCIBLE especificar la region de convergencia, ya que de los

contrario la obtencion de x/n/ a partir de X{z) no esta completamente
especificada (la solucion no es unica)
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* La ROC esta siempre limitada por un circulo, ya que viene determinada por el médulo de z.

* La ROC de una secuencia derecha de infinitos términos (términos no nulos para n>no), es el

exterior de una circunferencia de radio r2.

* La ROC de una secuencia izquierda de infinitos términos (términos no nulos para n

¢ La ROC de una secuencia infinita bilateral es un anillo.2 | r <z <r, o bien no existe. * La ROC

no puede contener polos#, ya que en ellos la transformada diverge.

* Al menos hay un polo en los limites de la ROC de una transformada, X(z), racional.

TABIA 50 PROPEDADES DE LA TRANSFORMEDA 2

Propidad Doexivde & Lenpo Dorsiyo ; ROC
Notandy rn) Kis) ROC:p<lalen
ninl I‘_i:ﬂ ROC,
1yin) Xg2) ROC;
Liwaddad azin| $ozds a: Xila)= s Xyl2d Come minrmo | intessarsin de ROC,
¥ ROC,
Desplaaunbonts on o thempo 1= - &) S {7 lade X[, esopior s =0 k> 0
yimg sk 0
Bobhamddamb: o' ) {3 kn<jd<pin
marsee wzppens K-q Xie™" ;E- <lg< hl
Cocf agaile r'in| X'(:") ROC
Parte sl Feiriel) {|Xz) = X(="} [achare 3 a ROC
Parte isagearia hairie)) 1K) - X =" [schare 5 2 B0OC
Dierencixcin aa o nzin) -:% n<iten
Jm“ 4 -
Coeped uridn zyin) e 20| XaX4z) Come wingwo, b interssccdn de ROC,
¥ ROC;
Coerwlenila Pt =2 0ol Ranls =Xl2)Xsle™| Come zizem, ks intersscridn de ks R0C e

xa“: ¥ xz*:‘_']

Toorexa 4ol mbor mical = zin) cansd HUES 'u;.\'l:l

Yhkipioaciin ziiniegdn| E'l-; x.{rm(';}r"a Come wini, revy < 18 < R
AR U SR

Reluri'e de Pasenid le'l:nglN:!-;]%Illl',‘xgih\‘h 4
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Ejemplos:

Aplicando las propiedades anteriores determina la transformada Z y la ROC de las siguientes

secuencias.
1. x(n)=[2-3”—3-4"]u[n)
2. x(n)=cos(m,n)u(n)
3. x(n)=a"
4. x(n)=2"cos(w,n)u(n)
5. x(n)=u(-n-1)
6. x(n) ={%Tu{—n -1I)
7. hin)=1l, %,3} ,x(n)=u(n)—u(n—4). y(n)=h(n)*x(n), Calcule Y (z)
8. x(m)=n2"u(n-1)
9. x(n)=a" = a“u(n)+a *u(-n-1)

10.x(n)=2""u(n-2)
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Pares de transformadas
Senal, xz(n) Transformada =z, X (=) ROC
1 &(n) Todo =
2 u(n) T—_Lz:l- |z > 1
3 a™u(n) ﬁz—_—, Iz] > lal
4 na"u(n) (l—f%? Izl > |a]
5 —a"u(—mn — 1) S el izl < |al
6 —na"u(—m—1) ﬁ Izl < |al
=1
7  (coswon)u(n) [ ;z"_fw::“ofz_, 2] > 1
8 (senwon)u(n) = 2:_—,1:::“:0_’_ -3 Izl > 1
9 (a"coswen)u(n) T— 2‘112—_?2;::8_:)2,2_, 1zl > lal
10 (a” senwon)u(n) B Sk i Izl > lal

1 —2az-?coswe + a22-2

Mi Universidad

basicos
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3.3.- Inversion de la transformada z.

La transformada Z inversa de una funcién de variable compleja X(z) se define como

1
x(n)=—— ¢ X(z)z"tdz
27TI JcC
Donde la integral se calcula sobre una curva cerrada simple C positivamente orientada que encierra
el origen y que cae en la region de convergencia (ROC) de X(z). A pesar de la definicion, es mas
conveniente calcular la transformada Z inversa buscando la sefiales que tienen como transformada
Z a la expresion X(z). Veremos tales métodos.
Método de Fracciones Parciales °
En la mayoria de las aplicaciones el problema consiste en determinar la transformada Z inversa de
una funcién racional X(z). Es decir, de la division entre dos polinomios. El Método de Fracciones
Parciales la expresion se convierte en una combinacion lineal de transformadas de funciones bésicas
como d(n), a n u(n) y n an u(n). De ser posible tal descomposicién, entonces es sencillo encontrar
la transformada inversa mediante la aplicacion de una tabla. En muchos casos, seria mas conveniente
primero desarrollar X(z)/z en fracciones parciales, y después despejar X(z) multiplicando por z.
Ello porque el caballito de batalla es Z {a n u(n)} = z/(z = a) y cuando multipliquemos por z los
factores lineales quedaran a modo.
Método Rapido de Fracciones Parciales | *
Es practico que recuerde el método rapido para el calculo de fracciones parciales en el caso de

términos lineales NO REPETIDOS: En el desarrollo de fracciones parciales cuando z = a NO es un

cero de Q(z)
P(z) _ A N R(z)
(z—a)Q(z) z—a Q2)
El valor de A puede calcularse en forma independiente de R(z) mediante la formula
P(a)
Q(a)

A=
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Método Rapido de Fracciones Parciales Il
" Es también practico que recuerde el método rapido para el calculo de fracciones parciales en el
caso de términos lineales REPETIDOS: En el desarrollo de fracciones parciales cuando z = a NO es

un cero de Q(z)

P(z) A B R(z)
- = S+ ~

(z-a)?Q(z) (z—2a)* (z—2a) Q(2)
El valor de A puede calcularse en forma independiente de R(z) mediante la formula
P(a)
Q(a)
Mientras que el valor de B se calcula como

P'(a) — A- Q'(a)
B =

Q(a)

Método rapido de Fracciones Parciales Il11

A=

Cuando en el denominador se tiene un cero de orden tres:

P(z) A B C R(z2)

z-20Q@z) (z-aF (z-a¢ (z-a) Q)

(Se supone que Q(a) 6= 0). Entonces los coeficientes pueden calcularse por las formulas:
P(a)
Q(a)
P'(a) —A-Q'(a)
Q(a)
P"(a) — A-Q"(a) —2B Q'(a)
2! Q(a)

A =
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3.4.- Aplicaciones de la transformada z.

La Transformada de Zeta es un modelo matematico similar a la transformada de Fourier para el
caso del tiempo discreto o las transformadas de Fourier y Laplace para el caso de tiempo continuo,
que se emplea entre otras aplicaciones en el estudio del procesamiento de senales digitales, como
son el analisis y proyecto de circuitos digitales, los sistemas de radar o telecomunicaciones y
especialmente los sistemas de control de procesos por computadoras.

DESARROLLO

Supongamos que la sucesion de observaciones {xk} esta siendo grabada y recibimos la observacion
xk en el paso (tiempo) o indice k. Podriamos intentar procesar (por ejemplo suavizar o filtrar) esta
sucesion de observaciones {xk} utilizando el sistema de retroalimentacion de tiempo discreto

ilustrado en la Figura |.

l_‘-“

Figura 1. Diagrama en bloque de un sistema de control.

En el tiempo k la observacién xk entra al sistema como una entrada y después de mezclarse con la
senal de retroalimentacién en la union de sumas continua hacia el bloque D transformada en la senal
rk.

Este bloque representa un retardo unitario y su funcion es mantener su sefal de entrada hasta que
el reloj avance un paso, al paso k+1.

En este momento la senal de entrada sale sin alteraciones convirtiéndose en la senal retardada un
segundo vk. Al mismo tiempo parte de esta senal es regresada hacia atras a través del bloque de
ganancia constante ~'a’" a la union de suma.

Este proceso es instantaneo y en la unién de sumas la seial de retroalimentacién es retrasada de la
siguiente observacion de entrada xk+| para proveer la siguiente entrada al bloque de retardo "D"".
Mientras que parte de la senal vk es enviada hacia el bloque de sumas por medio del bloque "*a"’,
otra parte es dirigida hacia un segundo bloque de retardo "'D"’, el cual cumple la misma funcion

retardando la senal vk para convertirla en la senal yk.

Matematicamente las salidas de los bloques de retardo son:
Yies1 = Vg (1)
Vieyr = Tk (2)

1 ——
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Y en la union de sumas:
e = X —avg + by

De la ecuacion (1) obtengo
Viewz = Vi+a

Que al utilizar la ecuacion (2) puedo expresar
Vievz = Tk

Al sustituir # de (3) se obtiene
Vi+z = X — AV + byy

Que usando (1) se convierte en
Vierz = X — @Y1 + byie

Reorganizando esto da
Yierz T QV+1 — BV = xpe

oUDS

Mi Universidad

(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

(8)

Observamos que la ecuacion (8) es una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes

de segundo orden porque el término involucrado en el mayor corrimiento de la sucesion {yk} es el

término yk+2, lo que implica un corrimiento de dos pasos. Por ultimo sabemos que la ecuacion (8)

representa el sistema de la Figura |. Si al sistema de la figura |, ahora le asignamos valores como

por ejemplo a=1, b=2 y la sucesion de entrada {xk} es la sucesion escalén unitario {I} entonces

podremos resolver la ecuacion en diferencias (8) utilizando la transformada Z.

Sustituyendo los valores de @ v b en la ecuacion (8) obtenemos

Vierz + Vi1 =2V =1 (k= 0)

Aplicando la transformada Z en (9) da
Z{Yisz + Y1 — 20} = Z{1,1,1, ...}

Que utilizando la propiedad de linealidad vy el resultado Z{1} = z/(z — 1), puede escribirse como
Z{Vis2} + 21} — 220} = :_1

Recordemos las transformadas
Z{xyp+1} = 2X(2) — 2%

Z{xpsnt = 22X (2) — 2°xy — X4
Utilizando (12) v (13) en la ecuacion (11) se obtiene

[22Y (2) = 2%yo — 23] + [2Y (2) — zy0] = 2V (2) = =

z-1

Que al reorganizar es
(2* +2-2)Y(2) = =+ 2%y, + 2(3, + ¥,)

9

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(16)

Para continuar resolviendo la ecuacion necesitaremos conocer el primer y segundo término y0 e

y| de la sucesion solucion {yk}. Sin esta informacion adicional no podemos obtener una solucién

Unica. Supongamos que estos valores los conocemos (o son datos)
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yIJ:DJ J-'1=1

Entonces al aplicar los valores v, e ¥, en la ecuacion (15) se convierte en

(2 +z-2)Y(2) =z+— (17)
Que al descomponer obtenemos
(z+2E-DY() =z+— (18)
Despejando Y(z) obtenemos
Y(z) = ——t —— = —= (19)

(z+2)z-1) (z+2)(z-1)* (z+2)(z-1)*

Luego dividimos por z ambos miembros y entonces

Yiz) z
z (z+2)(z-1)* [20)
Recordamos las siguientes transformadas
k1 — F4
Z{a*} = = (1)
k-1y _ __Z

Z{ka" '} = P (22)

Acomodamos la ecuacion (18) y obtenemos

Y@ _1_=z 2z _ i1

z  3(z-1)2  9(z-1) 9z+2 (23)

Finalmente anti transformamos usando (20) y (21)

=3k +3-2(-2%} k=0 (24)
La ecuacién (23) representa la sucesion solucion para la ecuacion en diferencias que satisface las
condicionesy0 =0 eyl = I.
El método desarrollado en este ejemplo se llama método de la transformada z para resolver
ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes, y es analogo al método de la

transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
3.5 Transformadas z racionales
Una clase de transformadas z encontradas con frecuencia en sistemas digitales presentan

una forma racional, es decir, un cociente de polinomios en z-1 6 z. La tabla 3.1 resume la

transformada z de algunas funciones comunes con transformadas de este tipo.

1 ——
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3.6 Polos y ceros

Los eeros de la transformada 2 racional X (z) son aquellos valores de z para los que X (2) = 0,
y los polos, aquellos 2 para los que X(2) = oo y la serie de Laurent centrada en > contiene
un nimero finito de términos en su parte principal. Como X (2) es racional, entonces:
_N(2) _bptbizt by TN bt

D(z) a+az'+.. . +tavz TN gk

X(2)

Asumiendo ag # 0 y by # 0 vy factorizando byz~™ v ag2~" para eliminar las potencias
negativas se obtiene:

X(2)

_N(z) _ bz ™ My p Mty o+
S+

D(z)  apz=¥ 2N 4 2LaN-14 .

SRl

1 ——
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Funciones de duracidn finita

Clansal
2\ {0}

2\ {ee}

zll"n{u?m}

Clansal
{ T2 < |z|
— | WlTTTr;

Anticansal
lz| <m
mn
Bilateral
. | < |z| <
a1l ]‘ [11 .y,
| n

Figura 3.4: Familia de Senales y sus ROC[15].
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Tabla 3.1: Transformada = de alpunas funciones comunes

Senal x(n) Transformada z, X{z) ROC
8(n) 1 Plano 2
1
H{ﬂ}l ﬁ |.E.“'| =1
n 1
a"u(n) 1o |z| = |a
-1
az
na™u(n —_— z| = |a
(n) T k>
" 1
—(a"Ju(—n —1) Fp— 2| < |al
-1
az
—nla™ul—n—1 —_— z| < |a
@un-1) e <l
_ 1 — 2z coswy
cos(wor ju(n) 1 -2z lcoswy + 272 Il > 1
z 1 SET1 Wi
sen|wpt |uln 2l > 1
(wor)u(n) 1—2z1coswy + z72 I
1 —az'ooswy
a™ cos(wyn ju(n) T o ————- lz] =1
T
a” sen(wpn ju(n) q° S lz] =1

1 — 2az 'coswy + a?z2

Puesto que NV (z) y I){z) son polinomios en z, v debido al teorema fundamental del dlgebra,

X z) se puede expresar como:

_,.Y{_g] = M — EEN—M{:’ — .2,’.]]-[_,3 - 32}'-"{3_ ,ZM}I G""M_Ml_[il{z — gkjl

- r

D(z) ag (z—pi)(z—p2).-.(z — p) Misi(z — pe)

donde la constante (5 es igual a ﬁ-; los ceros {zx} y los polos {p} corresponden a las raices
de los polinomics N(z) v I)z) respectivamente, y hay N — M ceros en el origen si N = M,
o M — N polos en el origen si M > N. También se dice que hay un cero en infinito =i
X(oc) =0, o un polo si X (oo} = oo, 5i se cuentan estos iltimos, el niimero de polos v ceros
es slempre idéntico.

X(z) puede representarse mediante un diagrama de polos ¥ ceros en el plano complejo z,
donde los ceros se denotan con “2” y los polos con “x7. La multiplicidad se denota con
un indice al lado del simbolo (por ejemplo, un polo de tercer orden se denota con x%).
Evidentemente la ROC no puede contener mingin polo, puesto que en él la funcién no

converge.

5i los coeficientes de los polinomios son reales, entonces sus raices serdn o reales, o aparecerin
en pares complejos conjugados. Dde lo anterior se deriva que si un polinomio es de orden
impar, debera entonces tener al menos una raiz real. Por otro lado, para la factorizacion de

1 ——
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Ejemplo 3.1 Determine el diagrama de polos v ceros de la sefial ©(n) = a™u(n), para a

real positivo.

Solucion:

Con X(z) = .——= ==, ROC:|z| = |a|, se obtiene un cero en z = 0 y un poloen z = a
(figura 3.5).

Im{=}

Re{z}

Figura 3.5: Diagrama de polos v ceros del ejemplo 3.1,

Ejemplo 3.2 Determine la transformada z de

e < —_
I{n}={a, 0<nsM-1

0 en el resto

con a real positivo.

Solucion:
oo M-1 M-1
Xiz)= Z r(n)z™" = Z atz " = Z (az"1)™
n=—o0 n={l me=ill
Puesto que E::Jl o™ = 1]__"': , entonces:
a ” I —a
X[ } 1 — [uz_]}” 1 — ;} %ﬂi oM M
21 = = = =
1—(az"1) 1-2 == zM-1{= _ q)
conag =a-1=a-e M_gM_g= MM MI% de donde se deduce que
z = aed?™ M Es decir, 2M — a™ tiene M raices aed™*™ E —0,...,M — 1. En resumen,

1 ——
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Figura 3.6: Diagrama de polos v ceros del ejemplo 3.2 con M = 4.

X{z) tiene un polo en z = 0 con multiplicidad M — 1 y otro polo en 2 = a, que se cancela
con el cero en a, y M — 1 ceros distribuidos en un circulo de radio |a| (figura 3.6).

Ejemplo 3.3 Determine la transformada 2 y la senal correspondiente al diagrama de polos
y ceros de la figura 3.7.

Figura 3.7: Diagrama de polos v ceros para el ejemplo (3.3).

Solucion:

La transformada tiene dos ceros y dos polos: z; =0, 2z = reoswy, pyp = rlcoswp+jeenwy) =
e, p, = rcoswy — jsenwp) = re i,

(z— z1)(z — 22) N z(z — rcoswy)
(z—m)lz—p2) — (z—7e™)(z —redn)
1—r2"'coswy

= ROC: |z| = r
1 —2rz"'coswy + r2z~2 12l

X(z) =G

De la tabla 3.1 se obtiene z({n) = G(r™ coswyn)u(n)

1 ——
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3.7 Localizacion de los polos y el comportamiento en el dominio de

n para sefnales causales

Si una sefial real tiene una transformada z con un solo polo, este tiene que ser real, v la sefal
correspondiente es entonces la exponencial real:

| z
X(z) = ot~ 7o ROC : |z| = |a| »=—ox(n) = a"u(n)
que tiene ademsds un cero en z = 0. Notese que X3(z) = —L-, corresponde a X(z)27"
v por tanto la sefial correspondiente a X(z)#——o 12(n) = z(n — 1) que sigue siendo una

exponencial real.

rm) r(n)

_|'I_u_u .III — T 1 L4 = . /-ﬂ—‘:'.:'— — TTTTTF!#--N

—- -1 1 -1 1

x(n) r(n)

oy LTI Ay T,
SN I IR I N %

|

o

10 z(m)
J/,\'“ ..5--*1TTTTI‘[IL
-

=10 - RTiE

Figura 3.8: Comportamiento de la senal en relacidn con la posicidn de un polo real.

La figura 3.8 muestra el comportamiento de la sefial en relacién con la posicion del polo real,
incluyendo su magnitud v signo.

De la tabla 3.1, se obtiene que:

X(z) = el 9 poc 2| > |a| &—o r(n) = na™u(n)
z _(1_33—132_;—3{:_ﬂ}2_{:_a}zz CE i Irim)=ma uln

ez una funcidn con un polo en z = a de multiplicidad dos y un cero en z = 0. Su comporta-
miento se muestra en la fizura 3.9.

Motese que si |a] = 1 v el polo es simple, la senal correponde a la respuesta al impulso de
un sistema, éste es entonces condicionalmente estable, pero no asi si el polo es de mayor
multiplicidad.

Un par de polos complejos conjugados simples conducen a una senal discreta sinusoidal,
multiplicada por una envolvente exponencial discreta cuya forma esta determinada por la
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104x(n)

ﬁ;;\ 1,0 1] [ yan 5'.TTTTHHL

Plano x| 100-1z(n) Plano | 100 1(n)
- “0- TN
——y n —|'—B—:|*2 —y n

V% 50 A 04

-100 4 -100 -

Figura 3.9: Comportamiento de la senal esi su transformada tiene un polo doble real, de acuerdo
con la posicidn del polo,

Plano = i)
= _.\!\ 1
—|{/—fﬂ2—l:|— Las 1

()

Plano 2| 2] s
4 1
—|—G2—:|— - n
R N
Plano = 70pln)
e e
_|_°2_.:'_ n
-#\5“-!’, * 35
-70

Figura 3.10: Senales en relacidn con la uhicacidn de un par de polos simples conjugados en sa
transformada =z,

x

magnitud de los polos (figura 3.10). Las sefiales reales causales con polos reales simples o
pares de polos simples complejos conjugados que estan dentro de la circunferencia unitaria
son acotadas en magnitud. Una senal con polos cerca del origen decrece mas rapidamente
que otra con polos mAs cercanos a la circunferencia unitaria. El efecto de la posicion de los
ceros no es tan determinante como la posicidn de los polos. Por ejemplo, en el caso de las

1 ——
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3.8 La funcion de transferencia de un sistema LTI

En el capitulo 2 se encontrd que la salida y(n) de un sistema LTI con respuesta impulsional
h{n) y entrada x(n) esti dada por la convolucién y(n) = h(n) * z(n), que ya se demostré
en el dominio z ser equivalente a Y(z) = H(z)X(z), con y(n)o—e¥(z), z(n)o—e X(z) ¥
hin)o—eH{z). A H(z), la transformada z de la respuesta impulsional, se le denomina
funcién de transferencia del sistema. Notese que conociendo H(z) v la transformada = de la
entrada X (z) es posible calcular facilmente la transformada z de la salida del sistema, por
medio de su producto. Sin embargo, es también posible, conociendo Y (z) y X(z), obtener
la funcién de transferencia con: Y(z)

H{E:l = X—liz}l
a partir de la cual se puede determinar la respuesta impulsional por medio de la transformada
z inversa.,
Con la ecuacién de diferencias del sistema

N

M
y(n) == axyln —k)+ Y _ bpr(n — k)
k=0

k=1

se obtiene transformando al dominio z ambos lados:

N M
Y(z) = =Y apY(2)a%+ 3 bX(z)z*
k=1 k=0

N M
~Y(2)} ez X(2) Y by
k=1 k=0

N M
Y(z) (l + Zakz_k) = X(z) Z b2k
k=1 k=0
M
Z E:kz'k
k=0

N
1+ Z&kz_k
k=1

Lo que implica que un sistema lineal descrito por una ecuacion de diferenciaz lineal con

Y(z)

HE =30~

coeficientes constantes tiene una funcidn de transferencia racional.

Si ag = 0 para k € [1, N| (sistema no recursivo), entonces

M 1 M
H(z) =Y bz "= = ) b
k=0 T k=0

es decir, el sistema tiene un polo en el origen de multiplicidad M y M ceros determinados
por los pardmetros {b}. Dado que el sistema contiene M polos triviales en z = 0 y M ceros
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no triviales, se le denomina sistema de todos ceros. Un sistema asf es evidentemente FIR v
ge le denomina sistema de media ponderada mévil.

Si by = 0 para k € [1, M] el sistema es recursivo y:

by by '
() = —— gt
1+ Zukz_& Z&kzn_k
k=1 k=0

que tiene un cero trivial en z = 0 de orden N v N polos determinados por los coeficientes
{ar}. A este sistema se le denomina sistema de todos polos, que siempre corresponde a un
sistema ITR.

La forma general se denomina sistema de polos y ceros, con N polos vy M ceros. Los polos
v ceros en z = 0 v z = oo, usualmente no se consideran de forma explicita. Por la presencia

de polos, este sistema es también 1TR.

Ejemplo 3.4 Determine la funcion de transferencia v la respuesta impulsional del sistema

descrito por:

1
y(n) = 5y(n — 1) +2(n)

Solucidn:

Y(z) = %}"{z]z_l +2X (=)
Yiz) (l - %z“l) =2X(z)
o Y(z) 2 2z
H(z) = Xiz) - l—%z‘l _z—%

que tiene un polo en z = 1 y un cero en z = 0. Utilizando la tabla de transformadas se
obtiene:

HMF*HM=EGTMM

Ejemplo 3.5 Asimase que un sistema se rige por el diagrama de polos v ceros mostrado

en la figura 3.7. Encuentre la ecuacion de diferencias que lo realiza.
Solucion:

En el diagrama se observa una region de convergencia externa al circulo de radio r, lo que

implica que el sistema es cansal.

Utilizando los resultados del ejemplo 3.3 se obtiene que la funcién de transferencia equivalente
al diagrama de polos ¥ ceros corresponde a

1 ——
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_ Y(z) =G{3—31][3 — 23)
X(z) (z —p)(z — p2)
1 —reoswpz?

= ROC: |z| »r

—_ —m 7
l —2reoswgz 4+ 13z 2

¥ por tanto

Yiz)(1- 2r coswpz ! + TEE_?J = X(2)G (1 - TEDB-'_;.-‘H::_IJ
Y(z) — freoswgY(2)z " + 7Y (2)27% = GX(2) — Greoswp X (2)27!

’
8

y(n) — 2r coswpy(n — 1) + r’y(n — 2) = Gz(n) — Greoswyz(n — 1)
v finalmente

y(n) = 2rcoswpy(n — 1) — ry(n — 2) + Gz(n) — Gr coswyz(n — 1)

3.9 Respuesta de sistemas con funcion de transferencia racional

Sea un sistema dado por la ecuacion de diferencias:

N

M
y(n) = = ay(n—k)+ > ber(n — k)
k=i

k=1

Su funcidn de transferencia H(z) es racional de la forma H(z) = %2{%, donde el polinomio
B(z) determina los ceros v Alz) los polos de H(z).
Si se asume ademads que el sistema estd en reposo, esto es, y(—1) = y(-2) = ... = y(—N) =

0, ¥ que la entrada X{z) también puede representarse en forma racional como X{z) = g[::l-‘
entonces se tiene que la transformada de la funcidn de salida es de la forma:

B(z)N{

) )
YE = Tma0m

Supéngase ahora que A(2) — [y (1 — prz), Q=) = [Tecs (1~ 62) 3 P # Gy ¥y, ¥
que ningiin cero coincide con los polos, entonces se cumple que:

Y(z) = ii_ii
1—pez~? 1 —qez"!

k=1 E=1

wd | ks
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y por lo tanto su transformada inversa sera:

N L
yin) =Y Awpfu(n) + Y Qugiu(n)
k=1 k=1

- ey -

T b
respuesta natural respuesta forsads

Esta secuencia se compone de dos partes: las respuestas natural v forzada. La respuesta
natural depende de los polos {pg} del sistema y es influenciada por la entrada r(n) a través
de los coeficientes {Ay}. La respuesta forzada depende de los polos de la entrada {q.} y es
influenciada por el sistema a través de los coeficientes {(h }.

Si X(z) 6 H(z) tienen polos miltiples o polos en comun, entonces la respuesta Y(2) tendra

terminos de la forma %77, m, donde m es el orden del polo, lo que conducira a

términos en y(n) de la forma n'~'pPu(n).

3.10 Condiciones iniciales no nulas

Para calcular la respuesta de un sistema a una entrada causal x(n) con condiciones iniciales
no nulas, se utiliza la transformada z unilateral:

N M
y(n) = — Z ary(n — k) + Z bir(n — k)
k=1 k=1

I

N k M k
Y*(z) = —Zuk:_k [?’"’{z] - Zy{—ﬂ}:“] + Zbk?:_k Xtz + ZI(—?I]I,:“

k=1 n=1

=i} por causalidsd

Puesto que x(n) es causal, entonces X ¥ (z) = X(z) y se tiene:

N M N k
Y*iz) (1 - Zﬂkﬁ_k) = X7*(z) Z bpz=* — Z&kz'k Z yl—mn)z",
k=1 =0 k=1 n=1

de donde se despeja:
Y(z) = E:L:,_B;.z_k X(z2) - E;::l agz”* _Ei:] y(—n)z"
1+ E:‘=1 E’kz_k 1 + E:‘:l akz—"

— H{z)X(z) + ‘F:;”{'[;:'

La salida del sistema consta entonces de dos partes, la respuesta de estado nulo

Yalz) = H(2)X(z2)
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v la respuesta de entrada nula que depende de las condiciones iniciales

_ No(z)

puesto que Y H(z) = Yo.(z) + Y. (z) e—o y(n) = yeu(n) + y=i(n). Al ser A(z) el denominador
de Y_7(z) sus polos seran {py}, y la respuesta a entrada nula tendra la forma:

N
Yri = Z JDJ:PE“[”]
k=1

lo que puede anadirse a la respuesta natural y combinarse para dar:

N L
y(n) =3 Aipfu(n) + > Qegiu(n), con Af — A+ Dy
k=1 k=1

En resumen, las condiciones iniciales alteran la respuesta natural del sistema modificando los
factores de escala {Ag}. No se introducen nuevos polos ni se modifica la respuesta forzada.

Ejemplo 3.6 Determine la respuesta al escalon u(n) del sistema dado por
y(n) = 0,9y(n — 1) — 081y(n — 2) + z(n)

para las condiciones iniciales:

Loyl=1) =y(-2) =0
Zoyl—1) =yl-2) =1

Solucion: La funcidn de transferencia esta dada por:

1
T 1-00z 1081z 2

H(z)
cuyos polos son complejos conjugados: py o = 0,9e57F

1
1—2=z"1

r(n) = u(n)o—e

Con lo que se obtiene directamente:

1
(1 —0,9e752-1)(1 — 0,9e7T2-1)(1 — z71)
0,542 — j0,049 0,542 4 jO,049 1,009

1 —09e732-1 1 -09e7Fz-1  1—2z71

Yad(2) =

Por lo que:
Yar(r) = [1__099 1 1,088(0,9)" cos (%n . 5.2°}] u(n)

1 ——
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Para 1. y{ﬂ}' - y:::{n]

Para 2., con las condiciones iniciales se obtiene:

N k
No =— Z&kz_k Z y(—n)z"
k=1 n=1

= —(mz"{y(-1)2} + azz"*{y(-1)z + y(-2)z%})
= —(ay(—1) + azy(—1)z"" + azy(-2))
— —(—0,9+0,81 +081z7")

= 0,09 — 081z
Va.(2) No(z) 0,09 — 08127
=ik D] = =
: A(z) 1-092-1 408122

0,026 + 04936 0,026 — j0,4936
1 —092e721 1 —09ze 75z!

¥ por tanto:

Y=i(n) = 0,988(0,9)" cos (%n + ST“) u(n)

y Y(z) = Yaulz) + Yailz2)

. 1,099 0,568 + 70,445 0,568 — 50,442

S l—2l 1 -09ze8Fz 11— 09ze T 20

que equivale a:
y(n) = 1,099%u(n) + 1,44(0,9)" cos (%n + 3-8") u(n)

3.11 Respuesta transitoria y en régimen permanente

Si para todos los polos del sistema {pi} se cumple que |pe| < 1, entonces la respuesta natural
del sistemna:

N
Ynr(n) = Appfu(n)
k=1

decae si n tiende a infinito, v se le denomina respuesta transitorie. Su tasa de decaimiento
dependera de qué tan cerca estén los polos de la circunferencia unidad. Si los polos {q } de
la respuesta forzada tienen magnitudes |gi| < 1, la respuesta a la entrada también decae. Si
la entrada es sinusoidal implica que hay polos en la circunferencia unitaria, y la respuesta
forzada también tendra esos polos y serd sinusoidal, v la respuesta se denomina de estado
PETTIMINETILE.

1 ——
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3.12 Causalidad y Estabilidad

Un sistema es causal si k(n) = 0 para n < 0, lo que implica que su ROC es el exterior de
una circunferencia. El sistema es estable si:

Y |h(n)| < o0

n=—noo

lo que ocurre s6lo si |z| = 1 estd dentro de la ROC, o de otro modo, =i los polos se encuentran
dentro de la circunferencia unitaria, puesto que

Hiz)= Z hin)z™"

[H(z)| < ) |k(n)]|2™|
v evaluando en |z =1
H(@leia € 3 |h(n)

Un sistema LT serd entonces estable sdlo si |z] = 1 estd en la ROC de H(z). Esta condicion
también se cumple para sistemas anticausales, es decir, la ROC debera ser el interior de una
circunferencia que contenga |z| = 1.

3.13 Cancelacion polo-cero

Los efectos de un polo del sistema pueden cancelarse o reducirse con un cero ya sea del
mizmo sistema o de la entrada. Sin embargo, posibles efectos como la estabilizacion de un
sistema inestable por medio de ceros en la entrada deben evitarse, porque la posicion de los
polos ¥ ceros no puede aleanzarse con precision arbitraria en sistemas digitales reales.

3.14 Polos de orden miuiltiple y estabilidad

Un sistema con polos en la circunferencia unitaria es inestable pues basta encontrar una

entrada con un polo en &l mismo =sitio para producir una salida no acotada.

Ejemplo 3.7 Determine la respuesta al escaldn de:

y(n) = y(n—1) + z(n)

Solucién
Con H(z) = :== y X(z) = ;== se obtiene:
Y(z)=H(z)X(z) = a _1,—11,1'_'39'(“} = (n+ 1)uln + 1)
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que contiene un polo doble en = 1, ¥ equivale a una rampa no acotada.

Esto se explica por el hecho de que si Y(z) contiene polos miiltiples, entonces yin) tendrd
términos de la forma:

Agn®(pr)"u(n)

que son acotados solo =i [p| < 1.

3.15 Estabilidad de sistemas de segundo

Los sistemas de segundo orden (con dos polos) se utilizan como blogue basico para la cons-
truccicn de sistemas de mayor orden, ¥ por ello requieren de un poco de atencion.

Considérese entonces el sistema:
y(n) = —ayy(n — 1) — azy(n — 2) + bpz(n)
con ap, ez © B Su funcidn de transferencia es

N Y(z) by bp2*

by2? by

(z—mllz—p2) 22— (p1+p2)z+ P2

Este sistema tiene dos ceros en el origen v dos polos en

]
iy a; — dag
-ty —
T

El sistema es estable BIBO =i [py2| < 1. Puesto que se cumple que a; = —(p; + pz) ¥
fly = Py Pa, se debe cumplir que

laz| = |papa| = Im||p2| < 1

|ay| < 14 ag == as = |a;| — 1

En el plano aq, as estas inecuaciones delimitan una region triangular (fgura 3.11).

Para obtener estas ecuaciones se sabe que [p12| < 1. Primero asimase que los polos son
. z . e 2

reales, es decir, (2)" > as, que equivale a la parte inferior de la paribola a; = ()", En

esta region, los polos estin centrados en —3%, con un desplazamiento hacia la fzquierda y

derecha de {521}3 — ag (figura 3.12).

Por lo tanto, debe cumplirse que:
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V4

Figura 3.11: Tridgngulo de estabilidad en €] plano de coeficientes (@1, az) para un sistema de
serundo orden.

(%)~ o ($)" -~

I
1
I
I
I
E ‘

|

|

|

|

|
T

ufp —----

Figura 3.12: Desplazamiento de los polos a la isquierda v a la derecha.

Elevando al cuadrado ambos lados ¥ considerando que a; € IR se obtiene:

2
i iy 2
1 —|ﬂ.1|+ (%) = (El) — ilg = 1+a; = |ﬂ,1|

En caso de que p; ; sean complejos (ndtese que a; es positivo puesto que debe ser mayor que
2

(a1/2)%), entonces:
@ ) gy 2 2 iy 2
—grifu-(3)] = (3) ta-(3) -a

y por tanto, para que |py 3| < 1, entonees 0 < az < 1, lo que confirma la anterior condicion
|ﬂ2| = 1.

|‘p1;;|3 =

Los pares (@, az) en la parte superior a la parabola conducen entonces a polos complejos
conjugados, ¥ bajo la parabola a polos reales v distintos. Los pares (2, a:) en la parabola

v
({HT;LJE = ﬂ::} conducen a un polo de orden 2.
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Las funciones de transferencia y sus equivalentes en el dominio del tiempo se resumen en la
tabla 3.2, con p = re™0_ por lo que a; = —2r coswy, az = T2

Tabla 3.2: Funciones de transferencia de segundo orden y equivalentes temporales

Polos Condicidn Hiz) h(n)
Reales v distintos E? = dag _h_p:_p! (_1_!,':-[ i ————— ) P_bn_t—pe {p’j"-—l _P'191+1] uimn)
Reales e iguales af = das ﬁn—l—ﬁ bo(r + 1)p™u(n)
Complejos conjugados  af < a2 i (s — Treiemr) 225 seml(n + Lwolu(n)
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Unidad 4 ANALISIS FRECUENCIAL

Funciones ortogonales.

Las series de Fourier son series de términos coseno y seno y surgen en la tarea practica de
representar funciones periodicas generales. Como aplicacion constituyen una herramienta muy
importante en la solucion de problemas en los que intervienen ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales. La teoria de las series de Fourier es bastante complicada, pero la aplicacion de estas
series es simple. Las series de Fourier son, en cierto sentido, mas universales que las series de
Taylor, ya que muchas funciones periodicas discontinuas pueden desarrollarse en serie de Fourier,
pero, desde luego, no tienen representaciones en serie de Taylor.

La introduccion de las series de Fourier (y de las integrales de Fourier) fue uno de los mayores
avances jamas realizados en la fisica matematica y en sus aplicaciones en la ingenieria, ya que las
series de Fourier (y las integrales de Fourier) son probablemente la herramienta mas importante en
la solucién de problemas con valores en la frontera.

La transformada de Laplace es con mucho la transformada integral mas importante en ingenieria.
Desde el punto de vista de las aplicaciones, las siguientes en importancia serian quizas la
transformada de Fourier, aun cuando su manejo resulta un tanto mas dificil que la transformada de
Laplace.

Las funciones periddicas que se presentan en problemas practicos con frecuencia son bastante
complicadas y es deseable representarlas en términos de funciones periédicas simples. Se vera que
casi cualquier funcién periédica [ ([J) de periodo 2] que aparezca en las aplicaciones (por
ejemplo, con relacidn a vibraciones) puede representarse por una serie trigonométrica la cual se
denominara serie de Fourier de [1.

Las series de Fourier surgen de la tarea practica de representar una funcién periodica [ ([]) dada
en términos de funciones coseno y seno. Estas series son trigonométricas cuyos coeficientes se
determinan a partir de [1 (LJ) mediante ciertas formulas (formulas de Euler), las cuales se
estableceran primero. Después se considerara la teoria de las series de Fourier.

Serie compleja de Fourier

Encontrar la serie compleja de Fourier de:

Y a partir de ella obtener la serie (comun de Fourier).
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4.1.- Espectro de seiales continuas

Las sefiales continuas periddicas se analizan por medio de la serie de Fourier. Para la sintesis

de la senal se utiliza
L=

z(t) = Y cpet™H

k=—oo

v para el analisis;

1 |!|:|+TP )
oy = —f o(t)e Tkt gy

to

Si la sefial periddica tiene potencia media finita F; entonces

1 !|:|+TP )
P -~ / ()t
TF' to

91

v puesto que |x(t)|* = z(t)x*(t) se cumple que

En+T 1 to+Tp
f ()2 dt — —f c{t)z* (1) dt
TP fy

En+T
Z oy te Tk gy

o f "”TF' itk
= E &% | xit)e dt
Tty

k=—oo

oo oo
=D ate= ) laf

k=—o0 k=—oo

que se conoce como la relacion de Parseval, e implica que la potencia media de la sefial
equivale a la suma de las potencias medias de cada uno de sus componentes [recuenciales,
también llamados armdnicos. A la grafica de |ex|* para cada frecuencia kFp (con la frecuencia
fundamental Fy = 5/2r7) se le denomina densidad espectral de potencia, espectro de la
densidad de potencia o simplemente espectro de potencia. Si z(t) es real, puesto que |c_y| =
|ex*| = |ck| entonces la densidad espectral de potencia es una funcién de simetria par.

Al par de grificas de |cp| vs. EF v 8 = ey vs. kFy se le denomina espectro de tensidn.
Puesto que para funciones reales 8_y = £c* = — ey = —#y, la fase es impar.

Ejemplo 4.1 La serie de Fourier de un tren periddico de pulsos rectangulares de ancho
en tiempo continuo (figura 4.1a) tiene comoe coeficientes
A7 sen(wkFpT)
T, wkFyr
Analice el efecto del periodo Ty, y el ancho del pulso 7 en el espectro de la senal.

Solucién: La distancia entre dos lineas espectrales correspondientes a ¢ v e es Fy = 1/T)
v el término 7, ademsds de determinar el ancho del pulse temporal, indica qué tan extensa
resulta la funcidn sen(z)/x. Las figuras 4.1(b)} ¥ (¢) permiten comparar que si se modifica el
ancho del pulso temporal manteniendo el periodo, la distancia entre cada linea espectral se
mantiene, mientras que el espectro se contrae (si 7 aumenta). Por otro lado, si T, aumenta
(o lo que es equivalente, la frecuencia fundamental Fy baja), pero se mantiene el ancho del
pulso 7, la misma funcidn en la frecuencia sen|wk Fy7) /(wk FyT) es muestreada mds a menudo
(la densidad de lineas espectrales aumenta).

1 ——
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 160



oUDs

Mi Universidad

4.2.- Series exponencial de fourier.

Supongamos que [ ([J) es una funcién periddica de periodo 2[] que puede representarse por
una serie trigonométrica

a +o0
0 .
f(t)= > + E (an cos (nt) + by, sin (nt)) , (2.7)

n=1
Es decir, se supone que esta serie converge y que tiene a [J ([J) como su suma. Dada una funcién
[J (OJ) como esta, quieren determinarse los coeficientes L1[] y [1[] de la serie trigonométrica
correspondiente. Determinemos []0. Al integrar ambos miembros de (2.7) se obtiene
Si es posible realizar la integracion término a término de la serie4, se obtiene
Claramente el primer término del segundo miembro
Ademas sabemos de (2.2) que las integrales del segundo miembro son cero. Consecuentemente,

T T | a +o0
f(t)dt = [ =24 Z (a, cos (nt) + b, sin (nt)) | dt.
S : 2 M

—T

Si es posible realizar la integracidn término a término de la serie4, se obtiene

W

m
[ ) dt = == [ at

. 2 |
+00 T T
—I—Z (an / cos (nt) di + by, / sin (nt) rit) X
n=1 S S
Claramente el primer término del segundo miembro
T
(e} .
5 dt = 2may.

-

Ademas sabemos de (2.2) que las integrales del segundo miembro son cero. Consecuentemente,

1 ——
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es decir,
m
g = — f(t) dt
ELR
Determinemos ahora aq,asg, ... v by, ba, ..

Multipliquemos (2.7) por cos (mt), donde m € Z*, e integremos de —m
a

n=1

™ s +oo
f f (t) cos (mt) dt = / (a,;, + Z (@, cos(nt) + b, sin {nt}}) cos (mt) dt
-1 -7
Al integrar término a término, se observa que el segundo miembro queda

-:1.3/ cos (mt) dt

=T

+5 (an / " cos (nt) cos (mt) dit + by, / ’ sin (nt) cos {mt}dt) .

Sabemos de (2.2) que la primera integral es cero. Ademss de (2.4)

o0

Z anf cos (nt) cos (mt) dt = a,m
n=1 -
y de (2.3)
+oo -
Z bn,f sin (nt) cos (mt) dt = 0.
n=1 -
Consecuentemente

./_w f(t)cos (mt) dt = a,,m

para todo m € Z%.

Para determinar by, ba, ... se razona de manera andloga a lo anterior pero
ahora multiplicando (2.7) por sin (mt), donde m € Z*

Al escribir noen lugar de m, se obtienen las llamadas féormulas de Euler

1 ——
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1 ox
an = — [__ f(t)cos(nt) dt para todo n = (.
™

1 (2.8)
by = = [__ f(t)sin(nt) dt para todo n > (.
w

Los mimeros dados por (2.8) se denominan coeficientes de Fourier de
f (). La serie trigonométrica

“o0

S(t) = 20 4 Z (e, cos (nt) + by, sin (nt)) (2.9)
2 n=1
con coeficientes {-:1,,_]-:;?] ¥ {bn ::i dados por (2.8) se denomina serie de

Fourier de f(t) (sin atender la convergencia, ésta la discutiremo més ade-
lante)

Onda cuadrada Determinar los coeficientes de Fourier de la funcion.
-k 81 —w<t<),

f(t)= vy flt+2m)=f(t).
koosi 0<t<T,

. : . 4 :
Las grificas de las cuatro primeras sumas parciales { Sy}, de la Serie

de Fourier de esta serie son

A
‘qu..-d

4k

m

Sl=imrllm Sy —

1
sen T + E sen 3.1:)

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 163



Mi Universidad

LAk 2 L4k 3,
S3=—23 ggsen(2n+1)x S4=—3 sgsen(2n+ 1)z
T n=0 T n=0

4.3.- Espectro complejo de fourier.
Supongamos que la funcién [ ([J) satisface las condiciones suficientes de desarrollabilidad en serie

de Fourier. Entonces es posible representarla en [—[[][J[mediante la serie del tipo

+oo
F(t) ~ “2—” + Y (an cos (nt) + by sin (nt)) (2.17)

n=1

oo
Ft) ~ “2—“ + Y (an cos (nt) + by sin (nt)) (2.17)

n=1

v s1 denotamos

g y — by, an + 1by
? = Cp, > = Cp ¥ 9 =C_p
entonces
+o0o
f (t) ~ cﬂ + Z (Cﬂeiﬂt _|_ C—HE 1ﬂt)
n=1

o equivalentemente
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f(t) ~ co+ Z cne™ + Zc_ﬂe -t

n=1

_ cﬂ_i_zcn tﬂt_|_ Z En

=4

— f Cnet'nt 1 i CnEt'nt
n=I(0 n=-—-+4ooc
_ +f CnEiﬂt

n—=—-00

Esta es la llamada forma compleja de la serie de Fourier o serie compleja de Fourier.
Determinemos ahora la expresion de los coeficientes 1] y [1-[]. Sabemos que:

para todo n € N, entonces

Cp = %f:rf(t)coa(nt) dt—ig—i/_if(t}sin(nt) dt

_ ifﬁ £ (t) (cos (nt) — isin (nt)) dt

1
— inwgt dt
o f (t)e

1 m
Con = / f (t)cos (nt) dt—l—ag f(t)sin (nt) dt

—T

t) (cos(nt) + zsin(nt)) dt

t) et dt

- E/_ﬂf(
| 1

para todo n € N.
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Claramente también podemos escribir

/" -
Cp = 7 f(t)e " dt.

=l

Para todo [ € Z. Estos coeficientes reciben el nombre de coeficientes complejos de Fourier de & (&).

Para una funcidn de periodo 20, el razonamiento anterior da como resultado la serie compleja de

Fourier
= ¥ i S ]_ L - nil
f(t) = _2_: .f_‘.nffi(T}._. Crp = E_/_L f(t) e~ (%) dt.

4.4.- Transformada de algunas sefales de energias sencillas y de

potencia.

Es importante tener en cuenta la diferencia que existe entre una senal analégica y una digital para
comprender mejor el procesamiento de sefales, el nombre de una sefal analdgica se debe a que es
analoga a la sefnal que la representa. La magnitud de una sefal analogica pude tomar cualquier valor,
esto es, la amplitud de una sehal analdgica muestra una variacion continua sobre su campo de
actividad. Una forma alternativa de representacion de senal es la de una secuencia de nimeros, cada
uno de los cuales representa la magnitud de senal en un instante determinado. La sefnal resultante
se llama senal digital, esta a diferencia de la senal analdgica es una senal que esta discretisada en el

tiempo y cuantificada en magnitud.

Im ] o, = @ 5] B = m o 5 o 5

Sefial continua Sefial discreta

PROCESAMIENTO DE SENALES
El procesamiento digital de sehales o DSP (sigla en inglés de digital signal processing) es la
manipulacion matematica de una senal de informacion para modificarla o mejorarla en algun sentido.

Este esta caracterizado por la representacion en el dominio del tiempo discreto, en el dominio

1 ——
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frecuencia discreta, u otro dominio discreto de senales por medio de una secuencia de nimeros o
simbolos y el procesado de esas senales.

La Series Fourier y la Transformada de Fourier resultan Utiles para estos fines ya que permiten ver
la distribucion de frecuencias de la senal, esto discretiza la senal permitiendo que se almacenen
digitalmente los valores de frecuencias para cada tiempo determinado, luego mediante un DAC
(siglas de “Digital-to-Analog Converter”, conversor digital a analogico en inglés) se leen estos datos
y se logra reproducir la senal original.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE TRABAJAR CON UNA SENAL DIGITAL

Ventajas:

[J La senal discreta (digital) es mas facil de transmitir, almacenar o manipular.

[] La sefal digital es menos sensible que la analégica a las interferencias

[] La senal digital puede ser enviada a casi cualquier punto del planeta en cualquier momento a un
muy bajo costo a través de internet y a partir de aqui puede ser reenviada a su remitente o a algun
otro destino. Esto sin que la senal sufra variaciones o alteraciones de calidad severas.
Desventajas:

] Se necesita una conversion analdgica-digital previa y una decodificacion posterior, en el momento
de la recepcion.

[J Hay una pérdida inherente de informacion al convertir la informacién continua en discreta. Por
minimo e insignificante que resulte siempre hay un error de cuantificacion que impide que la senal
digital sea exactamente equivalente a la analdgica que la originé.

SERIE DE FOURIER Y TRANSFORMADA DE FOURIER

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una funcidn periddica y
continua a trozos (o por partes). Las series de Fourier constituyen la herramienta matematica basica
del analisis de Fourier empleado para analizar funciones periddicas a través de la descomposicién
de dicha funcion en una suma infinita de funciones sinusoidales mucho mas simples (como
combinacion de senos y cosenos con frecuencias enteras)

Las series de Fourier tienen la forma:

flt)~ 2+ > [ﬂ” cos
n=1

nw . 2nm
t
; |

t + b, sin
T

Donde @, T y by, son los coeficientes de Fourier que toman los valores:

T2
f a T2 ¥ T y Try2 : w
w= 2 G- ft)ycos(Se)dt, b= [ fe)sin () e

_ T J 12 T2
—T/2

Por la identidad de Euler, las férmulas anteriores pueden expresarse también en su forma compleja:

1 ——
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(= =)

fit) ~ cn B,
OO

n=-—
Y para el caso de funciones no periddicas que cumplan ser continuas a tramos en todo intervalo
finito, tengan derivada a derecha e izquierda en todo punto y que sean absolutamente integrables
se pueden representar mediante la Integral de Fourier (IF),se muestra en este caso la forma compleja
ya que es mas reducida:

+00

f(t)~]| Flwe“dt

=m

Donde

1 +a )
F@) = — [ F(O)etdt.

Es la transformada de Fourier de (t) , aplicacion que para cada punto del espacio de t le hace
corresponder un punto en el espacio de frecuencias de w. Aplicar estas operaciones a una senal
permite ver como distribuyen las diferentes frecuencias que la componen. Esto permitiria manipular
la senal de entrada de manera mas sencilla, pues su distribucion frecuencia es una funcion discreta

y no continua.
4.5.- Muestreo de seiales de tiempo.

* Senales en Tiempo Continuo: estan definidas en un intervalo continuo de tiempo.

* Senales en tiempo discreto: Senales en tiempo discreto: estan definidas sélo en valores discretos
de tiempo. Los instantes de tiempo no necesariamente estan equiespaciados.

— Las senales en Tiempo Discreto (TD) aparecen cuando se muestrea una senal analogica, es decir,

cuando se toman muestras de la sefal a instantes discretos de tiempo.

1 ——
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X,(1) > X » X(n) =x,(nT)

_1
FS_T

Seﬁa! Muestreador Sefial
Analogica [deal en TD

A X, (1) A

T e
’/\_/ ;’f ‘h‘-’.‘*
g -I alrz2g.. -"n

0 TIrir.. t=nT

F: frecuencia de muestreo [Hz]

T =F1'_ . periodo de muestreo [seg]
s

TeSyS I.C. Gomez

Consideraremos muestreo periodico o uniforme / intervalos entre muestras sucesivas constante.

* Las variables “t” y “n” estan relacionadas de acuerdo a:

t=nT=1_
P

» Como consecuencia, la frecuencia F (o Q) de una sehal periodica en TC, estara relacionada con la

frecuencia f (o w) de la correspondiente sefial muestreada.

1 ——
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Consideremos
x,(t) = A cos (2nFt+6)

|
Muestreo £, = T

x(n) éxa(nT) = A cos(2al'nT+6)
=

=Acos(zT7En_F+O)
s

=A cos(Z_zz"n+ 6)

= @
por lo que: =i w=""=QT

frecuencia
normalizada o relativa
TeSyS J. C. Gomez
* En contraste con las senales senoidales en TC, las senales senoidales en TD verifican:

I. Una senal senoidal en TD es periédica si y solo si su frecuencia f es un niUmero racional.

Por definicion x(n) es periddica si y solo si 3 N ( N>0) tal que:

x(n + N) = x(n) Vn

El menor valor de N que verifica esta propiedad se denomina periodo fundamental.

Para el caso de una onda senoidal, tendriamos:

cos(2rf (N+n) + 6 ) = cos(2rfn + 8 ) Vn

Que se verifica si y solo si: 2f N = 211 k con k entero = & N k f c f es racional

Para determinar el periodo fundamental N de una senoide discreta, expresamos f como el cociente

de dos nimeros enteros primos relativos. Entonces el periodo N es el denominador de esta

expresion.,
f : =%%=?]E proxima a fZ =%%
U U
N, =2 muy distinta N2=60

1 ——
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2. Senales sinusoidales en TD cuyas frecuencias estan separadas un mdltiplo entero de 21 son

idénticas.

cos[ (W+2mMn+ 0] =cos[wn+2mn+06]=cos[ wn+80]

Como consecuencia todas las secuencias de sinusoides

x,(n) = A cos(wn + 0)

donde: w= o+ 27k —T<m=T
son indistinguibles (idénticas).
TeSys 1. C. Gomez

En particular, una sinusoide con frecuencia en el rango | W | > T sera equivalente a una sinusoide en
elrango | w | =t (|f|=0.5)y se la denomina un alias de la sinusoide en el rango | w | < 1. El rango

fundamental de frecuencias de senales en TD es entonces:

TS M =T

05<f <05

Mientras que para senales en TC es:

-0 < () <oo
-~ <F < o0

Rango de frecuencia de sefales en TC
3. La maxima frecuencia de oscilacién de una senoide en TD es w =1 (o f = 0.5 ) Considerando

que:

F
r=f
ﬁ'i

Y que fmax=0.5, resulta que la maxima frecuencia Fmax de la senal en TC que puede muestrearse

con una frecuencia Fs sin que se produzca aliasing es:

_1_F . _F
fmﬂx_j_% = f"max“gi

En otras palabras, para evitar que se produzca aliasing y de esa forma poder reconstruir una senal
a partir de las muestras debemos seleccionar: Fs > 2 Fmax donde Fmax es la maxima frecuencia

contenida en la senal analogica.
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Teorema de Muestreo:
Si la frecuencia mas alta contenida en una senal analégica xa(t) es Fmax = B y la sefal es muestreada
con una frecuencia FS > 2 Fmax = 2B, entonces xa(t) puede ser exactamente recuperada a partir

de las muestras como:

xa(t)z § xa(%)gﬁ_%)

n=—o0

donde
xa(%)%xa(nmx(n)

Son las muestras de xa(t) y g(t) es la funcién de interpolacion definida como:

in( 2 Bt)
(f)z Slﬂ(
s 21 Bt

1. C. Gomez

Interpolacion Ideal — Teorema de Muestreo

A FNE 2B se la denomina Tasa de Muestreo de Nyquist

1 ——
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Ejemplo:

Determinar la tasa de muestreo de Nyquist

xa(t) = 3 cos(50mt) + 10 sin (300Tt) - cos(100mt)

Solucion: FI =25 Hz F2 = 150 Hz F3 = 50 Hz

Veamos que Fmax = |50Hz = FN = 300 Hz

Sin embargo, si muestreamos con Fs = FN, las muestras de la componente

10 sin(300 1t) resultan 10 sin(TTn)

Que son idénticamente nulas y obviamente no puede recuperarse la senal a partir de las muestras!!
Ejemplo:

Supongamos que se desea generar y graficar las senales en tiempo continuo x| (t) y x2(t) definidas

x,(t) =cos(2750¢)
X, (t) =cos(27550¢)

Y las correspondientes senales en tiempo discreto que se obtienen muestreandolas con una

frecuencia Fs=500 Hz. Notar que las dos senales tienen asociada la misma senal muestreada

27x50n
x,(n) =cos(——
(1) ( 500 )

27550n 2750n
x,(n)=cos(——)=cos| 2m+—— |=x,(n
2(n) = cos(= =) [ Sm] (n)

x,(n) es un alias de x,(n).

Sefiales x1it), x2(1) y mues treadas

-1
0 0002 0.004 0.006 0008 001 0.012 0.014 0016 0018 002
Tempo [5]
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4.6.- Modulacion.

Amplitud modulada (AM) o modulacion de amplitud es un tipo de modulacion lineal que consiste
en hacer variar la amplitud de la onda portadora de forma que esta cambie de acuerdo con las
variaciones de nivel de la sefial moduladora, que es la informacion que se va a transmitir.

AM es el acronimo de Amplitude Modulation (Amplitud modulada), la cual consiste en modificar la
amplitud de una senal de alta frecuencia, denominada portadora, en funcién de una senal de baja
frecuencia, denominada moduladora, la cual es al senal que contiene la informacién que se desea
transmitir. Entre los tipos de modulacién AM se encuentra la modulacién de doble banda lateral

con portadora (DSBFC).

.'n'- -‘. - .'“-_ I'HI_ i
__’,-' '.__-._' '-IU__' "N A\ '_.-__- L e ﬂM
R Y Y R T A FM

Una seiial {arriba) puede ser transportada en una onda AM
o FM.

Aplicaciones tecnoldgicas de la AM Una gran ventaja de AM es que su demodulacion es muy simple
Yy, por consiguiente, los receptores son sencillos y baratos; un ejemplo de esto es la radio a galena.
Otras formas de AM como la modulacién por Banda lateral tnica o la Doble Banda Lateral son mas
eficientes en ancho de banda o potencia pero en contrapartida los receptores y transmisores son
mas caros Y dificiles de construir, ya que ademas deberan reinsertar la portadora para conformar la
AM nuevamente y poder desmodular la sefal trasmitida.
La AM es usada en la radiofonia, en las ondas medias, ondas cortas, e incluso en la VHF: es utilizada
en las comunicaciones radiales entre los aviones y las torres de control de los aeropuertos. La
llamada "Onda Media" (capaz de ser captada por la mayoria de los receptores de uso doméstico)
abarca un rango de frecuencia que va desde 550 a 1600 kHz
Representacion matematica de la modulacion en AM

Al considerar la sefal moduladora (senal del mensaje) como:
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SEHAL MODULADDRL

SEHAL FORTADGRE

SIEAAL MCTULADA

La sefial moduladora, la sefial portadora y 1a sefial modulada en AM en sus

distintas etapas.

ylt) = A, - coslw, - t)
y Senal portadora como:
Uolt) = Ay - cos(uy, - 1)
La ecuacion de la sefal modulada en AM es la siguiente:

A4 Ap o, ()] - cos{iy, - 8

yit) = A I

* ij[f]= Senal modulada
* 1,(f)= Sefial moduladora normalizada con respecto a su amplitud = 5, |:JL 1A

/A

EX

&

* 1 = Indice de modulacién (suele ser menor que la unidad)= /] p

Basicamente, se trata de multiplicar el mensaje a transmitir x(t) por la portadora cosenoidal y, a su
vez, sumarle esa portadora cosenoidal. El espectro en frecuencias de la senal quedara trasladado a
radianes por segundo, tanto en la parte positiva del mismo como en la negativa, y su amplitud sera,
en ambos casos, el producto de la senal moduladora por la amplitud de la portadora, sumado a la
amplitud de la portadora, y dividido por dos. El resultado se aprecia en los enlaces a las siguientes

imagenes:

1 ——
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. ros2a0)
cosTlo) = . -
S 2 2
para multiplicar la funcién j{ { | por la portadora:
o " | + ma,t)  cos(2w,)
ynlt) yitjeos(uy, ) 5 : 5

A partir de esto, con un filtro paso-bajo ¥ un supresor de continua, se obtiene la sefal x(t).

Potencia de la senal modulada

La amplitud maxima de cada banda lateral esta dada por la expresion:

Y como la potencia es proporcional al cuadrado de la tensién, la potencia de la sefal modulada

resultara la suma de la potencia de la senal portadora mas la potencia de ambas bandas laterales:

B e

2 r 2
- mV, Frn VN
=y (57) + (5)
' 2 2
2172 2§72
o mtV m=V;
P= E” f 1 | T
Para que la igualdad sea posible debemos tener en cuenta las potencias en lugar de las tensiones:
a 2
m- [
PZH'ITPIIiTPp
) ] T”'z ]
r(' = J‘!'P T TJ!",,
, - m*\
P={1+—15
En el caso de que la modulacion sea al cien por ciento, entonces yy; — ]y por lo tanto la potencia de la sefal

modulada seri:
1
P (1 1 _,J) B,
p-°p
=5
O lo que es lo mismo:

5
Py=3r

3

De lo dltimo se desprende que la onda portadora consumira dos tercios de la potencia total,

dejando un tercio para ambas bandas laterales.

Frecuencia modulada

En telecomunicaciones, la frecuencia modulada (FM) o modulacion de frecuencia es una modulacion
angular que transmite informacion a través de una onda portadora variando su frecuencia
(contrastando esta con la amplitud modulada o modulacion de amplitud (AM), en donde la amplitud

de la onda es variada mientras que su frecuencia se mantiene constante). En aplicaciones analogicas,
1 ——
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la frecuencia instantanea de la sehal modulada es proporcional al valor instantdneo de la sefal
moduladora. Datos digitales pueden ser enviados por el desplazamiento de la onda de frecuencia

entre un conjunto de valores discretos, una modulacién conocida como FSK.

Signal

FM

Una senal moduladora (la primera) puede transmitirse modulada en

AM (la segunda) o FM (la tercera). entre otras.

La frecuencia modulada es usada cominmente en las radiofrecuencias de muy alta frecuencia por la
alta fidelidad de la radiodifusion de la musica y el habla (véase Radio FM).

El sonido de la television analdgica también es difundido por medio de FM. Un formulario de banda
estrecha se utiliza para comunicaciones de voz en la radio comercial y en las configuraciones de
aficionados. El tipo usado en la radiodifusion FM es generalmente llamado amplia-FM o W-FM (de
las siglas en inglés “Wide-FM”.

En la radio de dos vias, la banda estrecha o N-FM (de las siglas en inglés “Narrow-FM” es utilizada
para ahorrar banda estrecha. Ademas, se utiliza para enviar senales al espacio. La frecuencia
modulada también se utiliza en las frecuencias intermedias de la mayoria de los sistemas de video
analogico, incluyendo VHS, para registrar la luminancia (blanco y negro) de la sefal de video.

La frecuencia modulada es el unico método factible para la grabaciéon de video y para recuperar de

la cinta magnética sin la distorsion extrema, como las senales de video con una gran variedad

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 119
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de componentes de frecuencia - de unos pocos hercios a varios megahercios, siendo también
demasiado amplia para trabajar con equalisers con la deuda al ruido electrénico debajo de -60 dB.
La FM también mantiene la cinta en el nivel de saturacion, y, por tanto, actia como una forma de
reduccion de ruido del audio, y un simple corrector puede enmascarar variaciones en la salida de la
reproduccion, y que la captura del efecto de FM elimina a través de impresion y pre-eco. Un piloto
de tono continuo, si se anade a la senal - que se hizo en V2000 o video 2000 y muchos formatos de
alta banda - puede mantener el temblor mecanico bajo control y ayudar al tiempo de correccion.
Dentro de los avances mas importantes que se presentan en las comunicaciones, el mejoramiento
de un sistema de transmision y recepcion en caracteristicas como la relacion senal — ruido, sin duda
es uno de los mas importantes, pues permite una mayor seguridad en las mismas. Es asi como el
paso de Modulacion en Amplitud (A.M.), a la Modulacidon en Frecuencia (F.M.), establece un
importante avance no solo en el mejoramiento que presenta la relacion senal ruido, sino también
en la mayor resistencia al efecto del desvanecimiento y a la interferencia, tan comunes en AM. La
frecuencia modulada también se utiliza en las frecuencias de audio para sintetizar sonido. Esta
técnica, conocida como sintesis FM, fue popularizada a principios de los sintetizadores digitales y se
convirti6 en una caracteristica estandar para varias generaciones de tarjetas de sonido de
computadoras personales.

Aplicaciones en radio

Dentro de las aplicaciones de F.M. se encuentra la radio, en donde los receptores emplean un
detector de FM y exhiben un fenomeno llamado efecto de captura, en donde el sintonizador es
capaz de recibir la senal mas fuerte de las que transmiten en la misma frecuencia. Sin embargo, la
falta de selectividad por las desviaciones de frecuencia causa que una senal sea repentinamente
tomada por otra de un canal adyacente. Otra de las caracteristicas que presenta F.M., es la poder
transmitir senales estereofénicas, y entre otras de sus aplicaciones se encuentran la television, como

sub-portadora de sonido; en micréfonos inalambricos; y como ayuda en navegacion aérea.
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Un ejemplo de modulacidn de frecuencia. El
diagrama superior muestra la sefnal moduladora
superpuestas a la onda portadora. El diagrama
inferior muestra la sefial modulada resultante.

Edwin Armstrong presento su estudio: "Un Método de reduccion de Molestias en la Radio Mediante
un Sistema de Modulacion de Frecuencia", que describié por primera vez a la FM, antes de que la
seccion neoyorquina del Instituto de Ingenieros de Radio el 6 de noviembre de 1935. El estudio fue
publicado en 1936.[1]

La FM de onda larga (W-FM) requiere un mayor ancho de banda que la modulacion de amplitud
para una senal moduladora equivalente, pero a su vez hace a la senal mas resistente al ruido y la
interferencia. La modulacion de frecuencia es también mas resistente al fenémeno del
desvanecimiento, muy comun en la AM. Por estas razones, la FM fue escogida como el estandar

para la transmision de radio de alta fidelidad, resultando en el término "Radio FM" (aunque por

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 121
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muchos afos la BBC la llamé "Radio VHF", ya que la radiodifusion en FM usa una parte importante
de la banda VHF).

Los receptores de radio FM emplean un detector para senales FM y exhiben un fenomeno llamado
efecto de captura, donde el sintonizador es capaz de recibir la senal mas fuerte de las que transmitan
en la misma frecuencia. Sin embargo, la desviacion de frecuencia o falta de selectividad puede causar
que una estacion o senal sea repentinamente tomada por otra en un canal adyacente. La desviacion
de frecuencia generalmente constituyo un problema en receptores viejos o baratos, mientras que
la selectividad inadecuada puede afectar a cualquier aparato.

Una senal FM también puede ser usada para transportar una senal estereofénica (vea FM estéreo)
No obstante, esto se hace mediante el uso de multiplexacion y demultiplexacién antes y después
del proceso de la FM. Se compone una senal moduladora (en banda base) con la suma de los dos
canales (izquierdo y derecho), y se afade un tono piloto a 19 kHz. Se modula a continuacién una
senal diferencia de ambos canales a 38 kHz en doble banda lateral, y se le ainade a la moduladora
anterior. De este modo se consigue compatibilidad con receptores antiguos que no sean
estereofdnicos, y ademas la implementacion del demodulador es muy sencilla.

Una amplificacion de conmutacién de frecuencias radiales de alta eficiencia puede ser usada para
transmitir senales FM (y otras senales de amplitud constante). Para una fuerza de senal dada (medida
en la antena del receptor), los amplificadores de conmutacién utilizan menos potencia y cuestan
menos que un amplificador lineal. Esto le da a la FM otra ventaja sobre otros esquemas de

modulacion que requieren amplificadores lineales, como la AM y la QAM.

4.7.- Transmision de senales a través de filtros lineales.

En ocasiones, las senales de interés estan mezcladas con otras senales y no es posible distinguirlas
o separarlas por medio de andlisis basados en técnicas temporales. La separacion de senales
atendiendo a su distribucion frecuencial es una técnica muy comun en procesado de sefal. La técnica
consiste en cancelar o atenuar unas zonas frecuenciales determinadas donde la sefal deseada no
existe y dejar pasar aquellas frecuencias en que la senal deseada tiene su contenido frecuencial. Esta
técnica es utilizada en aplicaciones tan diversas como:

Mejora de calidad de senales ruidosas: El andlisis frecuencial de senales contaminadas con ruido

permite disminuir el ruido que esté fuera de la banda de interés.
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Multiplexado en frecuencia: En sistemas de comunicacion (radio, TV) es habitual transmitir distintos
canales por el mismo medio de comunicacién y cada canal ocupa una banda de frecuencias distinta
a las demas. Los desmultiplexadores seleccionan el canal deseado por medio de un filtro sintonizado
a la frecuencia de la banda de interés, separandolo del resto de canales. Posteriormente se procede

a su demodulacién.

EEE

i [T [T 1] [T [X] [FRE o ] ] Pod 150 00 =0 300 350 Ll

3 400
m L
] = 100 150 00 T A0 a5 ]
v | 8
A N JJL
] = 100 150 200 T A0 a5 ]
a) b

Figura 3-1 Ejemplos de senales en el dominio a) temporal y b) frecuencial. La fila superior y media
son dos senales de igual ancho de banda. La fila inferior muestra las senales después de pasar por
un multiplexador frecuencial

Figura 3-1 muestra distintas formas de onda (izquierda) y sus transformadas de Fourier (derecha)
de un proceso de multiplexacion. Las filas superiores y media contienen las sehales a multiplexar,
ambas de banda limitada a 50Hz. Cada senal se traslada a la frecuencia de su portadora, que en este
caso es de 70 Hz para la primera senal y de 210 Hz para la segunda senal. La fila inferior muestra la
forma de onda de la senal resultante y su transformada de Fourier. La primera etapa del
desmultiplexador consiste en seleccionar y separar una de las dos senales mediante un filtro
centrado a la frecuencia de su portadora. Posteriormente se procedera a su demodulacion, es decir
a recuperar la senal original.

La teoria clasica de disefio de filtros en el dominio de la frecuencia tiene como objetivo disefar
filtros cuya transformada de Laplace pueda expresarse por medio de una funcién racional polinomica
de forma que se asegure la realizabilidad de los mismos: filtros reales, causales y estables.
Tradicionalmente, hay cuatro tipos de filtros que se utilizan en el disefo: Butterworth, Chebychey,
Inverso de Chebychev y Eliptico. Cumplen las propiedades de realizabilidad y son técnicamente

implementables con cierta facilidad. UNIVERSIDAD DEL SURESTE 123
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4.8 Sistemas LTI en el dominio de la frecuencia

La funcion de respuesta en frecuencia

En el capitulo 2 se demostro que la respuesta de cualguier sistema LT en reposo a una sefal
de entrada r(n), esta determinada por la convolucién con la respuesta impulsional h(n):

yin) = Y h(k)x(n— k)

k=—=c

Para analizar este sistema en el dominio de la frecuencia se analiza su respuesta a una senal
exponencial compleja (n) = Ae™™. Se obtiene como salida:

y(n) = f: hk)Ae=n—8 — ggivm Li h{k]e‘j“’j‘] — AH(w)e™m

k=—mc =

Niatese que H(w) existe si el sistema es estable, puesto que 37 |hin)| < oo.

La respuesta del sistema LTI a una entrada exponencial compleja es entonces otra senal
exponencial compleja de la misma frecuencia, pero con una nueva amplitud y fase deter-
minadas por H(w). Puesto que H(w) = |H(w)
cambia de acuerdo a |H(w)| y la fase de acuerdo a £H(w).

el £Hlw) entonces es claro que la magnitud

Puesto que h{n) es discreta, entonces H(w) e—o h(n) es periddica y se cumple entonces:

h(n) — — f_ H{w)e™™ dw

2w

Ademsas, por las propiedades de simetria, =i h{n) es real, entonces H{w] tiene simetria
hermitica, es decir H(—w) = H*(w), lo que implica que |H(w)| = |H({—w)| (simetria par),
LH(w) — - ZH(~w) (impar), Re{H(w)} — Re{H(~w)} (par), Im{H(w)} — — Im{H(-w)}

[simetria impar).

A H(w) se le denomina respuesta en frecuencia del sistema. Esta funcion determina la
amplitud y fase para cada sefial exponencial compleja de entrada. Ademsds, puesto que

cos(wn) = =—=F—— entonces la respuesta del sistema LT1 con respuesta impulsional h(n)
ante la entrada r(n) = Acos(wn), sera:

y(n) % (H{w)e?™ + H(—w)e ™)

A . _
2 (H ()| 2D | H( )| Hem=2HC)

§| H{(w)| [ej{“""*“’i” (w)) 4 E—_ii{um+.ﬁH{u:|‘:|:|

AlH (w)| cos(wn + £H(w))

Es decir, |H(w)| determina la atenuacion o amplificacion de la componente frecuencial de la
entrada con frecuencia angular w, y por ende se le denomina respuesta en magnitud, mientras
que £ H(w) determina la fase a la salida de la misma componente (respuesta en fase).

1 ——
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Ejemplo 4.4 Para el sistema descrito por la ecuacién:

yn)=ayln—1)+bz(n), 0<a<l A abcelR

1. Determine H(w)
2. Elija b de tal modo que |H (w)| sea a lo sumo 1 y grafique |H{w)| y £H(w) paraa =09

3. Determine la salida para z(n) = 5 + 12sen(3n) — 20cos (7o + 7)

1. Puesto que ¥ (2) =aV(2)z '+ bX(2) = Y& — & _ [({2)e—oh(n) = ba™u(n)

k{;_r] l—az
b
Hiw) = e
o) = —1o b
H{w)| = 1—ae | |1—alcosw — jsenw)
bl
V(1 —acosw)? + (asenw)?

|b |b]

V1 —2acosw +afcosfw +afsenfw 41 — 2acosw + a?

LH(w) = £b — arctan (ﬁ)

— @ CO8 &

2. |H{w)| es maximo si el denominador es minimo, y esto ocurre, puesto que a £ [0, 1]
cuando cosw es maximo, es decir, cuando w = 0:

b| - | &
vl—Ea-I—a?_l—ﬂ-

Eligiendo b = 1 — a se obtienen las griaficas en la figura 4.14.

H(0)| =

= |bl=1-—a

12p [H{w)|

w)

ERLaE-E

- - : !

0.7es398 1.5708 314159

-15TE 4

& : L
158 344458

RERER L o

(a) (b)

Figura 4.14: Respuestas de magnitud v fase para el sistema en el ejemplo (4.4).
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3. Asumiendo a = 0.9, se requiere H(0), H(Z), H(w)

T

H(D) =107
T l—a 0.1
H|—= ‘= = = (0,074
‘ (2) 14 a? 1,81 '
JH % = —arctana = —427
l—a 0.1
|H(w)| = T a = ﬁ—[]._lilfﬂ LH(m) =0

entonces

yln) =5+ 12|H (g) 51 [gn + £H (%)]
— 20| H()| cos [m + } + .{H{f.-]]

— 5 0,888 sen [:%n. - 42“') — 1,06 cos (’]’.‘“ﬂ 4

Mi Universidad

Respuesta transitoria y en régimen permanente a entradas

sinusoidales

La seccion anterior analizo la respuesta de sistemas LTT a una entrada cosenoidal o exponen-

cial compleja “eterna”, es decir, aplicadas al sistema en n = —oo. La respuesta observada

es entonces en régimen permanente, ¥ no hay respuesta transitoria.

Todo sistema LT1 estable BIBO excitado por una sefial exponencial compleja en n = 0 u

otro tiempo finito, tendra una respuesta transitoria que tiende a cero a medida que n tiende

a infinito.

Ejemplo 4.5 Determine las respuestas transitoria y de estado permanente para:

z(n) = Ae™™u(n)

del sistema

y(n) = ay(n — 1} + x(n)

En la seccidn 2.5.2 se demostro que la respuesta de este sistema con condiciones iniciales no

nulas es:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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Sustituyendo x(n) = Ae™™u(n) se obtiene:

y(n) =a™y(—-1) + A Z akeiwln—Fk)
k=0

by

e a[§ ]

k=0
1— a:l'l+1e—_iil.u'[:ﬂ+1:| )
=a"ty(—1)+ A plum
y(—1) Ppp—
gitlg—dwle+l) plum
=g tly(—1) —A—— & 4 4 ,
y(=1) l — aev 1 — e

El sistema es estable si @ < 1, con lo que se obtiene para n — oo la respuesta de estado
permanente (steady state):

A

- ' E_;iun
1 —ae—=

y:i{ﬂ'] - Ilmyl:ﬂ':l
R— o0
La respuesta transitoria esta dada por los otros términos:

_ . mtl _ - jum
vel) = o {y(-1) - T

-a fyen - 2

1 — ge—w

¥ tiende a cero para n — oo,

Respuesta en régimen permanente a senales de entrada periodicas

Sea x(n) una senal periddica, con periodo fundamental N, definida en el rango —oo < n < oo,
por lo que la respuesta de un sistema LT1 estable sera la respuesta en régimen permanente.
La senal x(n) puede entonces expresarse por medio de una serie de Fourier:

N-1

rin) = Z el TR

k=0

Puesto que la respuesta a i(n) = cpel®™ % es:

weln) — el (E—,:k) eIk

entonces, utilizando la linealidad del sistema se obtiene:

N-1 D N-1
y{ﬂ] —] Z EL_H (#k) E_iizﬂkﬁ - Z d‘kej‘lrj.—-;‘r
k=0 o

con dy, = cxH(32k). La respuesta tiene entonces el mismo periodo de la entrada, pero otra
forma de senal debido a los cambios de amplitud y fase aportados por los coeficientes di.
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Respuesta a senales de entrada aperidgdicas

Puesto que la salida de un sistema LT1 en tiempo discreto es:

y(n) = h(n) + z(n)

se obtiene en el dominio de la frecuencia:

donde se deriva:
Y (w)| = [H(w)|[X(w]]
LY (w)=LH(w) + £X(w)

La respuesta en magnitud |H{w)

Mi Universidad

indica cudles frecuencias se amplifican y cuales se atenian.

Notese ademas que la salida de un sistema LTI no puede tener frecuencias que no estén

presentes en la entrada y en la respuesta en frecuencia; solo sistemas no lineales o variantes

en el tiempo pueden generar nuevas frecuencias.

A pesar de que la salida yin) se puede obtener de la respuesta en frecuencia:

y(n) — %f Y (i)™ dis

no es usual emplear la transformada inversa de Fourier por ser relativamente mas simple el

tratamiento con la transformada z. La relacion entre las densidades espectrales de la entrada

Scz(w) ¥ de la salida Sy (w) se obtiene facilmente con:

5,

La energia de la salida es entonces:

w

E, - E_f S, m]dd,_— | ()28 (1) s

wl(w) = Y (w)]* = [Hw)P|X (@) = |H(w)|*Selw)

Relaciones entre la funcidn de transferencia v la respuesta

en frecuencia

5i la ROC de la funcién de transferencia contiene a la circunferencia unitaria, entonces:

H(w) = H(2)lomer = 3 h(m)e

=0

Si H(z) es racional, H(z) = =L v asumiendo que h(n) es real, entonces:

A=)

Blw

H{w) =

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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con los coeficientes reales {az} ¥ {be}, ¥ los ceros {z¢} ¥ polos {pi} que pueden ser complejos.

Si hin) es real, entonces H{—w) = H*(w) vy asi:

|H(w)[* = H(w)H*(w) = Hw)H(—w) = H(z)H(z™")| __. (4.6)
=Z {raa(n)} |- (4.7)

lo que confirma el teorema de Wiener-Khinchin |H{w)|? s—a g (n).

Sea D(z) = B(z)B(z")e—<b{n) + b{—n) v C(z) = A(z)A(z"')e—oa(n) *+ a{—n). Puede

demostrarse que:

N—|n|
cn) = Y alk)a(k+n), —N<n<Nalk)=a
k=0
M—|n|

= N b(k)b(k +n), —M <n<Mb(k)=1b

que corresponden a la autocorrelacion de a(n) v b(n), los coeficientes de denominador y
mumerador de la funcidn de transferencia. Puesto que A{w] = EH Je ik v Blw) =

Y bk o — oy y di = d_y:

dy + szr:ldj: cos ki

|H (w)[? = -
oo + 222:1 o cos kw

donde con cos kw = Ei:n-ﬂm{mﬁ w)™, entonces |H(w)|* es una funcién racional de polino-
mios de cosw. Esto implica que la densidad espectral de energia es continua, suave y si se
indefine, o se hace cero, lo hace en puntos finitos aislados.

Cilculo de la respuesta en frecuencia

Para evaluar el efecto de los polos ¥ ceros de la funcidn de transferencia en la respuesta en
frecuencia, evaliese entonces:

[ } bul_[k—l .EI;E_j'-'-'} buel'“’“"' M}nhl —2’;;}
T (1 — pee) T (e — pa)
y oon e — zp = Vi(w)e®) e g — Up(w)ed® ) Vilw) = | —z|, felw) = £ (6™ — =),
Uplw) = |&7 — pil, @plw) = £(e — py), se obtiene:

) = e Ty

LH(w) = Lby + w(N — M) +8,(w) + ...+ Op(w) — [ofw) + ... + oy (w)]

Nétese que (&7 — py) puede interpretarse geométricamente como el fasor que va del polo
pe al punto e™ que se encuentra en la circunferencia unitaria con el dngulo w. El mismo
concepto se aplica a los ceros.

Mi Universidad
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A }f"
/e TN
i P ”{.ib Y

Figura 4.15: Interpretacién geométrica del factor (e —py).

La respuesta en frecuencia H(w) se hard muy pequefia 81 z = & pasa cerca de un cero, o se

hara muy grande si pasa cerca de un polo.

Motese que si la magnitud de H{w) se expresa en decibelios, entonces:

M N
|H(w)|ag = 20log,, |bo| + 20 " log,, Vilw) —20Y " log,, Ui(w)
k= E=1

4.9 Sistemas LTI como filtros selectivos en frecuencia

Filtro es un caso particular de sistema que discrimina algin atributo de los objetos o sefiales
aplicados a su entrada, y permite o suprime el paso de dichos ohjetos o sefiales =i v solo =
estos presentan ese atributo. Asi) filtros de aire ¥ aceite permiten que estas sustancias los
atraviesen, evitando que otras impurezas como polvo aleancen su salida; filtros de luz (por
ejemplo, luz infraroja) permiten el paso de solo una parte del espectro electromagnético.
En las secciones anteriores se presento la propiedad de los sistemas LTI de filtrar diferentes
componentes en frecuencia de su sefial de entrada, caracterizada por la respuesta en frecuen-
cia H{w). E=s por ello que los términos sistema LTT v filiro se utilizan con frecuencia como
sindnimos.

Eligiendo la posicidn de los polos v ceros en la funcidn de transferencia se eligen los coefi-
cientes ag v by para obtener una determinada forma de la respuesta en frecuencia H{w), que
puede considerarse como funcidn de ponderacidn o conformacién espectral, pues la salida del

sistema es Y{w) = H{w)X(w).

Los sistemas LT1 en estas funciones de filtrado selectivo de frecuencias o conformacion es-
pectral se utilizan de varias maneras: como eliminadores de ruido, conformacion espectral
para igualacion de canales de comunicacion, deteccion de sefiales en radar y sonar, analisis
espectral, etc. En esta seccion se revisaran algunos conceptos basicos, que seran retomados
en el capitulo 7 con mayor detalle.

1 ——
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Filtros ideales

Como filtro ideal se conoce un sistema LT con respuesta en frecuencia
Ce™ ™ ) < w < uy
H(w) = |
0 en caso contrario

es decir, una ganacia constante ' en la banda de paso, ¥ cero en la banda eliminada. Algunos
filtros selectivos se muestran en la fizura 4.16.

4 [H Hw) [ {w)]
—'—'B"
-~ b - b -l Pl
—-r B B = “ —x e e o o —T —ig wy w
Paso Bajo Paso Alto Pasoc Banda
[H{w)| | ()
| (]
-—H e - -
—T —lAg wg W o =
Supresor de Banda Paso Toedo

Figura 4.16: Respuesta en magnitud de algunos filiros ideales selectivos en frecuencia.

La respuesta de fase lineal permite que senales de entrada con componentes frecuenciales
confinadas en el intervalo w € [wy, ws] sean simplemente escaladas y trasladadas en el tiempo,
pues:
Y(w) = H{w)X(w)

— Ce ™m0 X (w)

= CX(w)e ™™ e—oy(n) = Cx(n — ng)
El retardo no es considerado como una distorsion grave de la sefial ¥ es usnalmente tolerado,
tal ¥ como el escalado en amplitud. En estos filtros la derivada de la fase tiene unidades de
retardo, y a la magnitud

)
Tlw) = ——~—, fw)=LHw)

se le denomina retarde de envolvente o retardo de grupo del filtro. En el caso de los filtros

ideales, puesto que #(w) = —wng, entonces 7,(w) = np y es constante. En general, 7,(w)
indica el retardo temporal que experimenta la componente de frecuencia w cuando pasa a

traves del sistema. Entonces, en los filtros ideales todas las componentes se retrasan.

Los filtros ideales no son realizables. Por ejemplo, la respuesta impulsional del filtro paso
bajo es:
sen|w, mn)

hig(n) = X En<x

1 ——
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que es anticausal, infinita ¥ no es absolutamente sumahble, por lo que el sistema es inestable.

Algunos filtros digitales basicos pueden disefiarse colocando polos y ceros en el plano z,
cerca de la circunferencia unitaria, de tal forma que se obtenga la forma de la respuesta en
magnitud deseada, donde los polos deben estar en el interior de la circunferencia unidad, v
si hay polos o ceros complejos, deben presentarse entonces en pares conjugados.

Filtros paso alto, paso bajo vy paso banda

En el disefio de filtros paso bajo, los polos deben situarse cerca de los puntos de la circun-
ferencia unidad correspondientes a las bajas frecuencias (cerca de w = 0) y los ceros cerca
de los puntos de la circunferencia unidad correspondientes a las altas frecuencias (cerca de
w = w). El caso contrario es para filtros paso alto.

Ejemplo 4.6 Disefie un filtro paso bajo con |H(0)| =1y

1. un solo polo en p; = 0.9

2. unpoloyunceroenpy =09y z = —1

1. En general, un sistema LTT tiene la forma:

H(z) = f:}]ﬁbkz_k _ l_[k!il (1—zz"")
z —
L+ 3 heakz™ [l (1 —pez?)

Un filtro de primer orden sin ceros tendra la funeion de transferencia

by by by
Hy(z) = - Hyfw) = — 2
o) =7 ~1o0e 7 - W T geew
Puesto que |H;(0)] =1 = % = by = 0,1; H(xw) = % — 0,0526.
2. En este caso
by(l — zz71) 1427t 1 4 g9

Hafw) = - = Hy(w) = bp—————
2w) = g T ) =i o

y Ha(0) = bo L = 20by = by = 35, Ha(w) =

Reflejando los polos y ceros con respecto al eje imaginario, se obtienen filtros paso alto:
by bo(1 — ™)
H W)= H Wyl
@) =13 0.9e" 2w) =T 0.0

Para filtros paso banda, se debe escoger un par de polos complejos conjugados cerca de la
circunferencia unidad en la vecindad de la banda de paso.

1 ——
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 190



Mi Universidad

121

i

fomszmeememe T 8 e
-3.14150 -1.5708 I 1.5708 314158
0.2

Figura 4.17: Respuesta en magnitud de (1) filtro paso bajo de un polo, (2) filtro paso bajo de un
polo y un cero; Hy (2) = (1—a)/(1—az~1), Hy(z) = [(1—a)/2[(1 +2~1)/(1—az"1)]
ya=109

1.2
H '\.-IJ —
H; Ehu%

: R E— |
-3.14158 -1.5708 I 1.5708 3.14158
0.2

Figura 4.18: Respuesta en magnitud de un filtro paso alto Hy(z) = (1 —a)/{1 + uz'lj: Haiz) =
[(1—a)/2l[(1-27")/(1 +az7")] y a =09

Ejemplo 4.7 Disefie un filtro paso banda de segundo orden con banda de paso en w = Z,

con |H(0)| = |H(x)| =0, |H(F)| = & [HE)| = 1.

Solucién: Los polos deben estar en pyo = re™3 = £rj 0 <r <1,y loscerosen z; = 1 y

1 ——
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4.10 Sistemas inversos

Por medio de la convolucion, los sistemas LTI transforman una senal x(n) en la salida y(n). En ciertos
casos se desconocen exactamente las caracteristicas del sistema y se desea,

(A unmnjd’in@xl 1-'{:] = Asen(n + 1)en
L

I._,-" '\_‘I —ay
—|— e —
l\\_\_ -.-‘)l

oy = —2eooawy

ag =1

Figura 4.30: Generador digital de sinusoides.

z(m) y(n) x(mn)

— T = Tl

Figura 4.31: Sistema T en cascada con su inverso 7L,

teniendo y(n), determinar x(n). Esto ocurre por ejemplo cuando se desea contrarrestar
los efectos de distorsion que produce un canal de transmision de datos. Se desea entonces
disefiar un sistema que en cascada con el sistema original, produzca la senial de entrada.

este sepundo sistermna se le denomina sistema inverse v a la operacidn que toma y(n
A est d ti le d t | t
produce r({n} se le denomina deconvolucion.

La determinacion del sistema inverso requiere conocimiento sobre la respuesta impulsional
k() o la respuesta en frecuencia H(w), que se obtienen en un proceso llamado “identificacidn
del sistema”. Para esto se alimenta al sistema desconocido con senales de entrada conocidas
(por ejemplo, senoidales de frecuencia v amplitud conocidas) v se revisan las salidas.

Invertibilidad de sistemas LTI

Un sistema es invertible si existe una correspondencia biunivoca entre sus sefiales de entrada
v de salida. Esto quiere decir que si se conoce la salida y(n) para todo n, entonces se puede
inferir la entrada r(n). El sistema inverso se denota con T~! y se cumple que:

y(n) = T[z(n)],  =(n) =T '[y(n)] = T[T [x(n)]]

Para sistemas LT1, asimase que el sistema T tiene una respuesta impulsional kin), ¥ hpin)

es la respuesta del sistema inverso T, Se debe cumplir entonces que:
him) * hy(n) = d(n)o—s H{z)H;(z) =1

de donde se obtiene
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Para un sistema con H(z) racional, si:

o~
entonces _fl{,z]
Hy(z) = B

lo que quiere decir que los ceros de H(z) se convierten en los polos de Hj(z) y viceversa.
Esto a su vez implica que si H(z) es todo ceros (FIR), entonces Hj(z) es todo polos (IIR) ¥
viceversa.

Ejemplo 4.9 Determine el sistema inverso de h(n) = u(n).

Hiz) = Hi(z)=1-z"e—chi(n) =d(n) —8(n—1)

N

Ejemplo 4.10 Determine el sistema inverso del sistema con respuesta impulsional h{n) =

d(n) — d(n —1). Con

1
H(z)=1—-z"1 = Hz)= T
que tiene dos posibles soluciones
hi(n) = u(n) ) ki(n) = —u(—n — 1)

Otra manera mas “algoritmica” de obtener la respuesta impulsional hj(n) se basa en la
convolucion. 51 se asume que A(n) v su inverso son causales, entonoes:

h(n) + hy(n) =Y h(k)hi(n — k) = §(n) (4.8)
k=0

Para n = 0 se cumple h{0)h;(0) = 1 = hy(0) = rll]], v puesto que para n > 0

n

3" h(k)hr(n — k) = h(0)hs(n) + 3 h(k)he(n — k) =0
k=0

k=1

> " h{k)hi(n — k)
_.i:=1

= hy(n) = R (0)

lo que se puede programar directamente. Si h(0) es cero, entonces debe introducirse un
retardo en (4.8) sustituyendo §(n) por d(n — m), donde para n = m, hin) # 0 v h(n) =0
si n < m. Este método tiene, sin embargo, el problema de que conforme n crece, el error
numérico acumulado crece.
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4.11 Transformada Discreta de Fourier

En las secciones anteriores se observd que senales discretas aperiédicas, como senales
digitales de audio, sefiales digitales sismicas, sefiales médicas, etc., tienen un espectro
periodico pero continuo, que no tiene una representacion directa para ser manejado por
medios digitales.

En esta seccion se estudia la transformada discreta de Fourier (DFT, Discrete Fourier
Transform) que representa un mecanismo para el estudio frecuencial por medios digitales

para las mencionadas sefiales.

Toda sefial apericdica x{n) de energia finita tiene un espectro continuo

oo

Xw) Z (n)e ™™,

n=—0oo

zin) () I )

L

1 | i |
. — T "
& - b 1 ]
Figura 4.33: Senal discreta aperiddica, su espectro continuo, v su espectro muestreado.

n 1 ®
i e iR 4 4 4 4 & A 1 ¥ 3 4« & 4 4 & 4 4 4 A i ¥ 5 4 8 @

a) (b] (e)

Si X(w) se muestrea periddicamente (figura 4.33) con un espaciado frecuencial dw = 3= solo
se necesitaran N muestras puesto que el espectro, por corresponder a una senal discreta, es
a su vez periédico con periodo 27. Las muestras en w = kdw = 32k son entonces

o

"!IW ; . -
X (%A) S zn)emiN -k —0,1,... N—1

n=—no

donde descomponiendo la sumatoria en subintervalos de N elementos v haciendo un cambio

de variable para trasladar cada subintervalo al origen se modifica en

D oo IN+N-1 ) . N-1 oo ) -
X (_TR) r;ﬁ E" J.[n::,ﬁ-.:"_'wkn_- N ; Lgmﬂ:n —IN ]i| o itmkm N
zp(n)
com k=10,1,...,] N—1.
La senial .
z,(n) Z r(n —IN)
l=—na

se obtiene repitiendo periddicamente r(n) cada N muestras, y por ser periddica puede cal-
cularse su serie de Fourier como

N-1
rp(n) =Y N n—0,1,... N1
k=0

con los coeficientes

1= ey 1 o 2
e Z Tplm) g3 2mkn/N ?X (TL)

n=>0
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Con esta serie, zp(n) puede ser reconstruido del espectro muestreado con

Ty(n) =

1 N-1 9 )
T2 X (k) e, om0 N
= j;=|:| 4

La senal x(n) puede recuperarse de z,(n) si y solo si no hay aliasing en el dominio del
tiempo, es decir, si la longitud L de z(n) es menor que el periodo N de x,(n) (figura 4.34):

2(n) — {-;,,[n}_, D<n<N-—1

en el resto

§ xin)
L
]
n
rp(n), L = N
L]
n
xp(n), L= N
. L] » » ]
h n

Figura 4.34: Extensidn periddica por muestreo del espectro. a) Senal original, b) Extensidn con
L = N, c) Extensidén con L > N.

Si no hay aliasing en el tiempo (L < N} entonces

N-1
B ] 3 2T\ j2ekn/N e N
I[ﬂ::l—.fpl:ﬂ-j—ﬁ—rk=u;¥(?;u)fj . ﬂ:ﬂ:a‘\—l
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con espectro
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donde
N-1 — el
1 . 11—
W) — — —jom _ 7 -
Plo) = nzzne N1—eo
1 sen(wN/2) _.on 1y
~ N sen(w/2) ‘ (4.10)

e= la funcién de interpolacion que sustituye en este caso a sen(f)/# con una versidn de

propiedades similares pero periddica (figura 4.35):

P(Q_Tk)= 1 k=0
N 0 k=1,2,....N—1

Fiw)

N 0 VY 0 T WA Y
—dxr \/—n\/ \/r\/ix

Figura 4.35: Interpolador ideal P{w) para espectro muestreado con NV = 5.

Ejemplo 4.12 Determine el aliasing de la secuencia x(n) = a™uin), |a| < 1, si el espectro

se muestrea a las frecuencias wy = 2k /IV.

El espectro es
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Bibliografia basica y complementaria:

[ sistemas lineales deterministicos multivariables, invariantes y continuos.

L] dpto. electrénica, automatica e informatica industrial

L] Sistemas de Modulacion http://code.pediapress.com/

L1 modelacion en variables de estado

] introduccion al modelado de sistemas fisicos dpto. de electrotecnia.

[] Departamento de matematicas. universidad de alcal a de henares.

L] ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado sexta edicion dennis g. zill

[] Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

L] Transformada Zeta Aplicacién: Sefales y sistemas de tiempo discreto o digita

L] Fourier y el procesamiento digital de sefiales Martin Carrizo

[J matematicas avanzadas para ingenieria: transformada z inversa departamento de matematicas
] introduccién al procesamiento digital de seales. Juan Vignolo Barchiesi

] teoria de sistemas y sefales. Sefales en tiempo discreto. Teorema de muestreo. Dr. Juan Carlos
Gomez.

[J Modelado de sistemas fisicos. Autématas. Departamento de ingenieria de sistemas y automética.
[J Senales y sistemas. Filtros.departamento de teoria de la sefial y comunicacion. Universitat

Politecnica de Catalunya (UPC)

asuncion.moreno@upc.edu

] Escola técnica superior enginyeria. Department d enginyeria eelectronica.
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