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Marco Estratégico de Referencia

ANTECEDENTES HISTORICOS

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el afio de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento marco un
nuevo rumbo para la educacién de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra escuela fue fundada
por el Profesor de Primaria Manuel Albores Salazar con la idea de traer Educacion a Comitan, ya
que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para que siguieran

estudiando.

En el ano 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer bachillerato
tecnoldgico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision en grande de traer
Educacién a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente que trabajaba por la

manana tuviera la opcién de estudiar por las tarde.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia Albores
Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el Profesor
Manuel Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en septiembre de 1996 como chofer de
transporte escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integré como Profesora en 1998, Martha

Patricia Albores Alcazar en el departamento de finanzas en 1999.

En el ano 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar S.C.
para darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el afo 2004 funda la

Universidad Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la region
no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de una institucion
de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los jovenes que tenian
intencion de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir preparandose a través de

estudios de posgrado.

Nuestra Universidad inicié sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4*

avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de
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cuarenta alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la
carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el
Corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos
operativos y Educativos de los diferentes Campus, Sedes y Centros de Enlace Educativo, asi como
de crear los diferentes planes estratégicos de expansion de la marca a nivel nacional e

internacional.

Nuestra Universidad inicid sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4*
avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de
cuarenta alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la
carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el
corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos
operativos y educativos de los diferentes campus, asi como de crear los diferentes planes

estratégicos de expansion de la marca.

MISION

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad Académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos, Profesores,
colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el proceso de

ensefanza-aprendizaje.

VISION

Ser la mejor oferta académica en cada regién de influencia, y a través de nuestra Plataforma
Virtual tener una cobertura Global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas

innovadoras con pertinencia para la sociedad.

VALORES
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
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ESCUDO

El escudo de la UDS, esta constituido por tres lineas curvas que nacen de
izquierda a derecha formando los escalones al éxito. En la parte superior esta

situado un cuadro motivo de la abstraccion de la forma de un libro abierto.

ESLOGAN

“Mi Universidad”

ALBORES

ﬂ

‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser
lider, trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo

7 valor y fortaleza son los rasgos que distinguen.

. ____________________________________________________________________________________________|
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ALGEBRA LINEAL

Objetivo de la materia:

El alumno conocera y comprendera los conceptos basicos de légica matematica, algebra
booleana, grafos y algebra lineal para aplicarlos a modelos matematicos que resuelvan

problemas de la mecatronica.

Criterios de evaluacion:

No Concepto Porcentaje
I Actividad en plataforma 30%
a) Primera Actividad 15%
b) Segunda Actividad 15%
2 Actividades aulicas o practicas 20%
3 Examen 50%
Total de Criterios de evaluacion 100%
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UNIDAD I: LOGICA MATEMATICA Y CONJUNTOS

I.1. Proposiciones simples y compuestas.

En logica y matematica, las proposiciones son sentencias o afirmaciones a las que puede
darseles un valor verdadero o falso, segln sea el caso, y que expresan una relacién logica
de algln tipo entre un sujeto (S) y un predicado (P). Las proposiciones se relacionan entre

si mediante los juicios, y son la base del sistema deductivo e inductivo de la légica formal.

Ahora bien, una primera clasificacion de las proposiciones ofrece dos tipos fundamentales

de proposicion, tomando en cuenta su estructura interna:

e Proposiciones simples. O proposiciones atomicas, poseen una formulacion sencilla
desprovista de negaciones y nexos (conjunciones o disyunciones), por lo que
constituyen un Unico término logico.

e Proposiciones compuestas. O proposiciones moleculares, poseen dos términos unidos
por un nexo, o emplean negaciones dentro de su formulacion, resultando en

estructuras mas complejas.

Proposiciones simples

Una proposicion simple es toda aquella en la que no hay operadores logicos. O sea,
aquellas cuya formulacion es, justamente, simple, lineal, sin nexos ni negaciones, sino que

expresa un contenido de manera sencilla.

Por ejemplo: “El mundo es redondo”, “Las mujeres son seres humanos”, “Un triangulo

tiene tres lados” o0 “3 x4 =12".

Proposiciones compuestas

Por el contrario, las proposiciones compuestas son aquellas que contienen algln tipo de
operadores légicos, como negaciones, conjunciones, disyunciones, condicionales, etc.
Generalmente poseen mas de un término, o sea, estan formadas por dos proposiciones

simples entre las cuales hay algln tipo de vinculo légico condicionante.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 9
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Por ejemplo: “Hoy no es lunes” (~p), “Ella es abogada y viene de Irlanda” (p"q), “Llegué

tarde porque habia mucho trafico” (p—q), “Comeré tortilla o me iré sin almorzar” (p“q).

Otros tipos de proposiciones

De acuerdo a la logica aristotélica, existen los siguientes tipos de proposiciones:

¢ Universales afirmativas. Todo S es P (donde S es universal y P es particular).
Por ejemplo: “Todos los humanos deben respirar”.

e Universales negativas. Ningin S es P (donde S es universal y P es universal).
“Ningun humano vive bajo el agua”.

e Particulares afirmativas. Algin S es P (donde S es particular y P es particular).
“Algunos humanos viven en Egipto”.

e Particulares negativas. Algin S no es P (donde S es particular y P es universal).

“Algunos humanos no viven en Egipto”.

Valor de verdad de una proposicion

El valor veritativo o valor de verdad de una proposicion es un valor que indica en qué

medida es verdadera (V) o falsa (F), a veces representado como | y 0.

Conociendo este dato podemos saber cuando una proposicion es una contradiccion
(verdadera y falsa al mismo tiempo), y nos permite trasladar su enunciado a otros

sistemas logico-formales, como al algebra o al cédigo binario.

Para determinar el valor de verdad de una proposicion, debemos expresarla primero en
lenguaje simbolico, formularla I6gicamente, e introducir los valores de verdadero y falso
en cada uno de sus términos, para formar lo que se conoce como una “tabla de la

verdad”, en la que se expresan las posibilidades del valor de verdad de la proposicion.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 10
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Esto puede resumirse de la siguiente manera:

p q Pq P'q p—q p—q paq
W v v W v W F
v F F W F F V
r V F W V F v
r F F r V v F

Los simbolos arriba utilizados significan:

" (y): conjuncién.

” (o): disyuncion.

— (Si... entonces): condicional.

<> (Si y solo si): bicondicional

A (o bien... o bien): disyuncion exclusiva

Asi, por ejemplo, la proposicion “Si y solo si me gano la loteria, entonces compraré una
casa” se expresaria simbolicamente como: p (“me gano la loteria”) < q (“compraré una
casa”), ya que, en caso de no ganar la loteria, no podria comprarla. Sus valores de verdad

serian:

e Verdadero. En caso de que gane la loteria y compre la casa (p=V q = V), o que no
gane la loteria y no compre la casa (p =Fq=F).
e Falso. En los casos restantes, o sea, que no gane la loteria, pero igual compre la

casa (p = Fq = V), o de que gane la loteria y no compre nada (p =V q = F).

1.2. Conectivos logicos.

En la logica proposicional, las conectivas logicas se tratan como funciones de verdad. Es
decir, como funciones que toman conjuntos de valores de verdad y devuelven valores de
verdad. Por ejemplo, la conectiva logica «no» es una funcion que, si toma el valor de
verdad V, devuelve F, y si toma el valor de verdad F, devuelve V. Por lo tanto, si se aplica

la funcion «no» a una letra que represente una proposicion falsa, el resultado sera algo

. ____________________________________________________________________________________________|
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verdadero. Si es falso que «esta lloviendoy», entonces sera verdadero que «no esta

lloviendoy.

El significado de las conectivas logicas no es nada mas que su comportamiento como
funciones de verdad. Cada conectiva logica se distingue de las otras por los valores de
verdad que devuelve frente a las distintas combinaciones de valores de verdad que puede
recibir. Esto quiere decir que el significado de cada conectiva légica puede ilustrarse
mediante una tabla que despliegue los valores de verdad que la funcién devuelve frente a

todas las combinaciones posibles de valores de verdad que puede recibir.

CONECTORES LOGICOS

Son palabras que se representan por simbolos, se utilizan para negar una
proposicidn simple o enlazan proposiciones simples.

CONECTORES EXPRESION EN EL
LﬂGIEﬂS LENGUAJE MATURAL SEMBDLD REPRESENTACI‘:.N
NEGACION Mo es cierto que ~ ~p
CONJUNCION Yo A P Aq
DISYUNCION v
INCLUSIVA el v P q
CONDICIONAL Si_.entonces... - P—>q
BICONDICIONAL |  _ Si <6lo <i.. o P4
DISYUNCION A A
EXCLUSIVA 00 pPAagq

1.2.1. Conjuncioén, disyuncioén, negacion, condicional y bicondicional.

Conjuncién:  En razonamiento formal, una conjuncién légica (/\) entre dos
proposiciones es un conector logico cuyo valor de la verdad resulta en cierto sélo si
ambas proposiciones son ciertas, y en falso de cualquier otra forma. Existen diferentes
contextos donde se utiliza la conjuncion logica.

En lenguajes formales, la palabra "y" se utiliza en espanol para simbolizar una conjuncién
légica. La nocion equivalente en la teorfa de conjuntos es la interseccion ([1). En algebra
Booleana, la conjuncién como operador binario entre dos variables se representa con el

simbolo de punto medio ( -)

upns
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Disyuncion: En razonamiento formal, una disyuncion légica (%) (en especifico,
una disyuncion inclusiva) entre dos proposiciones es un conector légico cuyo valor de la
verdad resulta en falso solo si ambas proposiciones son falsas, y en cierto de cualquier otra

forma. Existen diferentes contextos donde se utiliza la disyuncién légica.

En lenguajes formales, la palabra "6" se utiliza en espanol para simbolizar una disyuncion
logica. Se debe distinguir entre el "6" inclusivo y el "6" exclusivo, este articulo se refiere al
"6" inclusivo. La nocién equivalente en la teoria de conjuntos es la unién (LJ). En algebra
Booleana, la disyunciéon como operador binario entre dos variables se representa con el

simbolo demas ( +).

Condicional:  El condicional  material, también  conocido  como implicacién
material, condicional funcional de verdad o simplemente condicional, es una constante
logica que conecta dos proposiciones. El condicional material intenta ser la version formal
del condicional en el lenguaje natural, el cual se expresa por medio de palabras como las

siguientes:

e Sillueve, entonces voy al cine.
e Voy al cine si llueve.

e Cuando llueve, voy al cine.

Simbdlicamente, el condicional material se suele denotar de las siguientes maneras:

A— B
A D B,y en ocasiones:

A= B

Donde A y B son proposiciones cualesquiera. Las variables A y B se conocen

respectivamente como el antecedente y el consecuente del condicional.

Bicondicional: En matematicas y légica, un bicondicional, (también llamado equivalencia
o doble implicacion, en ocasiones abreviado como ssi, sii, o syss), es una proposicion de la
forma «P si y solo si Q» y afirma que la proposicion P sera verdadera exclusivamente
cuando Q también lo sea, asi como también P sera falsa cuando Q lo sea. Otra forma de

expresar el bicondicional es decir que Q es una condicion necesaria y suficiente para P

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 13
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Negacion:_En logica y matematica, la negacion, también llamada complemento logico, es
una operacion sobre proposiciones, valores de verdad, o en general, valores semanticos.
Intuitivamente, la negacion de una proposicion es verdadera cuando dicha proposicion es
falsa, y viceversa. En logica clasica la negacion esta normalmente identificada con la funcion
de verdad que cambia su valor de verdadero a falso y viceversa. En Légica intuicionista, de
acuerdo a la interpretacién BHK, la negacién de una proposicion p es la proposiciéon cuyas
pruebas son las refutaciones de p. En la semantica de Kripke, donde los valores
semanticos de las féormulas son conjuntos de posibles mundos, la negacion de p, es

su complemento.

Expresion en el Simbolo en Simbol
Conectiva lenguaje Ejemplo =i alt:I:n:ti:':s
natural articulo
Negacion 10 No estd loviendo. — s
Conjuncién ¥ Esta lloviendo ¥ estanublado. A &
Disyuncién o Estd lloviendo o esta soleado. A
Condicional material | si.. entonces |5iesta soleado_entonces es de dia. — )
Bicondicional Y E_sta nublado si ¥ sélo si haynubes o =
4 vigsibles.

1.3. Tablas de verdad.

Las tablas de verdad es una estrategia de la l6gica simple que permite establecer la validez
de varias propuestas en cuanto a cualquier situacion, es decir, determina
las condiciones necesarias para que sea verdadero un enunciado propuesto, permitiendo
clasificarlos en tautologicos (resultan verdaderos durante cualquier situacion)
contradictorias (son enunciados falsos en la mayoria de los casos) o contingentes
(enunciados que no pueden sera tantos verdaderos como falsos no existen tendencia a un

solo sentido).

ubns
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La construccion de la tabla esta fundamentada en la utilizacion de una letra para las
variables del resultado y las mismas se cumplen se dicen que son verdaderas, en el caso
contrario de que no se cumpla se les asigna el apelativo de falsas, por ejemplo:
Enunciado: “Si nos mudamos, mi perro se muere”. Variables: A: Si se muda- B: el perro se

muere.

Si se dice que es verdadero a ambas variables se les asigna la letra (V) y representa la
positividad del enunciado, si algunas de las variables no se cumplen se les asigna la letra (F)
esto no representa la falsedad del enunciado ya que con cumplirse una sola variable se
puede designar como verdadero, eso dependera del enunciado. Cuando ambos valores
resultan verdaderos en todas las ocasiones se dice que existe una conjugacién en el
enunciado, en cambio si se obtiene dos resultados verdaderos y luego uno verdadero y el

otro falso se dice que existe una disyuncion.

1.3.1. Elaboracion de tablas de verdad.

Algoritmo para construir una tabla de verdad de una formula en légica de proposiciones.

|. Escribir la férmula con un nimero arriba de cada operador que indique su
jerarquia. Se escriben los enteros positivos en orden, donde el ndmero |
corresponde al operador de mayor jerarquia. Cuando dos operadores tengan la
misma jerarquia, se le asigna el nimero menor al de la izquierda.

2. Construir el arbol sintactico empezando con la formula en la raiz y utilizando en
cada caso el operador de menor jerarquia. O sea, del nUmero mayor al menor.

3. Numerar las ramas del arbol en forma secuencial empezando por las hojas hacia la
raiz, con la Unica condicion de que una rama se puede numerar hasta que estén
numerados los hijos. Para empezar con la numeracion de las hojas es buena idea
hacerlo en orden alfabético, asi todos obtienen los renglones de la tabla en el
mismo orden para poder comparar resultados.

4. Escribir los encabezados de la tabla las formulas siguiendo la numeracion que se le
dio a las ramas en el arbol sintactico.

5. Asignarles a los atomos, las hojas del arbol, todos los posibles valores de verdad

de acuerdo al orden establecido. Por supuesto que el orden es arbitrario, pero

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 15
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como el nimero de permutaciones es n!, conviene establecer un orden para
poder comparar resultados facilmente.

6. Asignar valor de verdad a cada una de las columnas restantes de acuerdo al
operador indicado en el arbol sintactico utilizando la tabla de verdad. Conviene
aprenderse de memoria las tablas de los operadores, al principio pueden tener un
resumen con todas las tablas mientras se memorizan.

7. La dltima columna, correspondiente a la féormula original, es la que indica los

valores de verdad posibles de la formula para cada caso.
Ejemplos

EJERCICIO 6.07
Comprobar por tablas de verdad si las siguientes tbls son o no simultaneamente satisfa-
cibles:

~p—=gq) pvyg

p ql-p—=q|pvg
Vv V| F v
vV F| Vv v
F V| F v
F F F F

Las dos Ibfs son simultaneamente satisfacibles, ya que son V a la vez en la 2" interpre-
tacion.

EJERCICIO 6.08
Comprobar por tablas de verdad si las siguientes Ibls son o no simultaneamente satisfa-
cibles:

“p—=gq) (~g—=-p)

P gl-p—=q|-g—=-p
V V| F v
V F| V F
F V| F s
F F| F \

Las dos Ibfs son simultaneamente insatisfacibles, ya que en ninguna de las 4 interpreta-
ciones resultan V a la vez.

. ____________________________________________________________________________________________|
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EJERCICI0 6.09
Comprobar por tablas de verdad si es o no valido el siguiente esquema argumentativo:

p—=qgFpvg—gq

P q|p—>q| pvgqg—=4q
vV Vv Vv v v
V F F v F
F V Vv v v
F F Vv F v

1" »

El esquema es valido, ya que en las tres interpretaciones en que la premisa es V también
es V la conclusion.

p g r s|p—=g|lr—=s|pvr|gv s
VOV VYV V] WV W v v
vV V. V F W F A" A"
VvV VvV F V| V W A" A"
Vv V. F F A" W A" A"
Vv F V V F W v F
Vv F V F F F A" A"
Vv F F V F W v F
Vv F F F F W v v
F VvV V V| VWV W v v
F Vv V F v F v v
F VvV F v V W F A"
F v F F A" W F A"
F F vV V v v v F
F F V F v F v v
F F F V| V W F F
F F F F v W F v

El esquema es invdlido va que hay una interpretacion (la 13%) en la que, siendo V las
tres premisas, la conclusion es F.

EJERCICIO 6.11
Comprobar por tablas de verdad si1 las this siguientes son o no equivalentes:

p—=q9—=qgqdkpvg

P qlip=q9—=q|pve

VV| VvV VvV |V

VF| F Vv |V

Fv| v v | v

F F| V F F
1 »

Las dos fbfs son eguivalentes, ya que tienen el mismo valor en todas las interpretacio-
nes.

. ____________________________________________________________________________________________|
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1.3.2. Tautologias y contradicciones.

En las disciplinas de la logica y la retorica, se emplea el término tautologia para referirse a
aquellos enunciados autoevidentes, obvios o redundantes, o sea, que resultan verdaderos
desde cualquier posible interpretacion, pues se explican y afirman a si mismos. Por ello,

una tautologia es un argumento falaz, invélido, vacio.

Este término proviene de las voces griegas tauto (“lo mismo”) vy logos (“palabra” o
“saber”), y su formulacién légica a menudo consiste en A = A, es decir, como algo que es
idéntico a si mismo, y por lo tanto no estd realmente proponiendo nada. Esto
generalmente ocurre en las proposiciones que incluyen la conclusion en sus premisas,
como “se es lo que se es” o “lo vi con mis propios ojos”. En retorica, los pleonasmos son

casos de tautologia.

La forma logica mas simple de descubrir una tautologia es a través de la formulacion de
tablas de la verdad: aquellos casos que sean verdaderos sin importar cuales sean los

valores expresados, seran necesariamente tautologicos.

Ejemplos de tautologia

Son ejemplos de tautologia los siguientes enunciados:

e Un hombre es un hombre.

e Corri la distancia con mis propios pies.
e Todo lo que esta de mas, sobra.

e Las cosas cayeron hacia abajo.

e Subi hacia arriba de la escalera.

e Elfrio es causado por el descenso de la temperatura.

Y en términos logicos, un ejemplo de tautologia es la expresion: (p » q) — p, cuya tabla

de la verdad seria la siguiente:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 18

ubns


https://concepto.de/logica/
https://concepto.de/retorica/
https://concepto.de/argumento/
https://concepto.de/conclusion/

P q pAq (prg)—p
v v v \
v F F \%
F v F \
F F F v

Contradiccion y contingencia

Ademas de la tautologia, a menudo se habla en légica de la contradiccién y la

contingencia, de la siguiente manera:

Contradiccion. Al contrario de las tautologias, que son ciertas en cualquier formulacion
posible, las contradicciones son falsas sean cuales sean los valores de sus premisas, ya que
en su estructura argumental se niega la conclusiéon que se desea obtener. Un ejemplo de
ello seria el enunciado “caimos hacia las alturas”, o el enunciado logico p » p’ cuando p

nunca es igual a p’.

Contingencia. En este caso, hablamos de férmulas cuyo valor verdadero o falso no
dependera del valor de sus premisas, de modo que no sera ni verdadera ni falsa. O lo que
es lo mismo: una contingencia es un enunciado que es verdadero en al menos un mundo
posible y falso en otro, de modo que siempre dependera del caso que sea. Un ejemplo

expresado en términos légicos es el enunciado siguiente: (p <> q) v [(p — q) (9 — p)].

1.3.3. Reglas de inferencia.

Las reglas de inferencia son construcciones de un sistema que permiten determinar

informacion nueva a partir de la informacion ya existente.

Las reglas de inferencia se modelan como implicaciones, donde el antecedente de la
implicacion esta compuesto de una conjuncion de proposiciones llamadas premisas y el
consecuente se llama conclusion. Su aplicacion a un conjunto de premisas para llegar a una
conclusion se llama argumento y consideramos que es validosi la conclusion es
necesariamente verdadera cuando las premisas son verdaderas. Esta condicion se cumple

cuando la implicacion es una tautologia.

ubns
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Reglas de inferencia mas comunes

Regla de inferencia

Implicacion

Nombre

X

-
nahB

((a) A (B)) = (A B)

Introduccion de la conjuncién {IC)

a4
SoaV g

a= (aVp)

Introduccion de la disyuncion {ID)

ahf

(anf)=a

Eliminacién de la conjuncién (EC)

a=8

((a=pfra)=8

Modus ponens (MP)

a=p

s 4

{((a=B)A-8) = -a

Modus tollens (MT)

aVvp
=y

((aVB)A—a)=B

Silogismo disyuntivo (SD)

a=j
B=y
SLasr ey

((a=B)A(B=17)) = (a=1)

Silogismo hipotético (SH)

0=y
g=348
aV g
AN

(la=nAB=80A(aVE)=(yVé)

Dilema constructivo (DC)

o=y
g=4

=¥V =l
SooaV -

{la=AB= AV -d)) = (-aV )

Dilema destructive (DD)

ahf
a=(8=17)

(lanB)rla=(B=7))) =7

Demostracidn condicional

a =y
8=
LavB) =y

le=nrB=y)= eV =)

Demastracion por casos

o=
La={anf)

(a= B} = (a= (ahB))

Absorcidn (A)

upns
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1.4. Conjuntos y subconjuntos.

Lo primero que debemos saber es qué es un conjunto. Podemos definirlo como
una coleccién de objetos, a los que llamamos elementos, que tienen alguna

caracteristica comun.

Los conjuntos pueden tener elementos de cualquier tipo: niUmeros, letras, objetos,

personas... Por ejemplo, este conjunto contiene frutas:

CONJUNTO:

Clasificacion de conjuntos
Los conjuntos pueden clasificarse en funcion de su nimero de elementos, en:
Finito

Si tiene una coleccion que se pueda contar, aunque sea dificil. Por ejemplo, el
conjunto de frutas incluye todos los tipos de fruta que hay en el mundo. Aunque
sea dificil, se podrian contar todos los tipos de fruta del mundo, por lo que es

finito.
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Infinito

Si tiene una coleccidén que no se pueda terminar de contar nunca. Por ejemplo, el

conjunto de todos los numeros pares, que son infinitos, es un conjunto infinito.

Relaciones entre conjuntos
En funcion de sus relaciones entre ellos, los conjuntos pueden ser:
Conjuntos disjuntos

Son aquellos que no tienen ninglin elemento en comun.

Por ejemplo, los conjuntos de frutas y de animales son disjuntos, porque no hay

ninguna fruta que sea un animal, ni ningun animal que sea una fruta:

CONJUNTOS DISJUNTOS:

Conjuntos subconjuntos

Se da cuando todos los elementos de un conjunto pertenecen al otro.
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Por ejemplo, el conjunto de frutas rojas y el conjunto de frutas amarillas son
subconjuntos del conjunto de frutas, puesto que todas las frutas rojas son frutas, y

todas las frutas amarillas son frutas también:

SUBCONJUNTOS:

El conjunto de los seres vivos es muy grande: tiene muchos subconjuntos, por

ejemplo:

e Las plantas son un subconjunto de los seres vivos
e Los animales son un subconjunto de los seres vivos

e Los seres humanos son un subconjunto de los animales

SUBCONJUNTOS:
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Conjunto interseccion

A veces, varios conjuntos son distintos, pero comparten algunos elementos
comunes. Entonces se define una zona de interseccion entre ambos, que contiene

todos estos elementos comunes.

Por ejemplo, tenemos un conjunto de nifas, y otro conjunto de personas con gafas.
Como hay nihas que tienen gafas, forman parte de la interseccion de los dos

conjuntos:

INTERSECCION:

1.5. Conjuntos finitos e infinitos, conjunto vacio, subconjunto y

conjunto universal.

Conjuntos finitos

Los conjuntos finitos son aquellos cuya cardinalidad, o nUmero de elementos de contiene,

es igual a2 un numero natural.

Un conjunto finito, en otras palabras, es aquel que posee un nimero de elementos que
pueden contarse. Siendo lo opuesto a un conjunto infinito, donde los elementos son

incontables.

Una manera mas formal de expresar que un conjunto es finito es que los elementos de

ese conjunto, al que llamaremos M, pueden emparejarse con los elementos del conjunto

upns
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{1, 2, ..., n}, al que denominaremos N. Este es una sucesion de numeros enteros donde

cada elemento es igual al anterior, mas la unidad.

Asi, se pueden emparejar uno a uno los elementos de M y N (lo que se conoce como

correspondencia biunivoca), sin dejar fuera ningin elemento de los dos conjuntos.
Ejemplos de conjunto finitos
Algunos ejemplos de conjuntos finitos serian los planteados a continuacion:

e Los numeros enteros impares mayores a |3 y menores a 29: {I5, 17, 19, 21, 23,
25,27}
e Los océanos de la tierra: Atlantico, Pacifico, Indico, Artico, Antartico

e Lalista de los veinte alumnos que pertenecen a un salén de clases.
Propiedades de los conjuntos finitos

Entre las principales propiedades de los conjuntos finitos, se encuentran las que se

exponen a continuacion:

La unién de dos o mas conjuntos finitos da como resultado un conjunto finito.

e La interseccién (los elementos en comuin) de un conjunto finito con uno o mas
conjuntos es finita.

e El subconjunto de un conjunto finito también es finito.

e El subconjunto C de un conjunto finito M se caracteriza por tener una cantidad
menor de elementos que M. Es decir, se cumple que: Si C & M y |M| = n, entonces
|C| < n (El simbolo & significa que C es un subconjunto propio de M. Es decir, que
todos los elementos de C estan contenidos en M, pero existe, al menos, un
elemento de M que no esta en C).

e El conjunto potencia de un conjunto finito M, que comprende todos los

subconjuntos que pueden formarse con los elementos del conjunto M (incluyendo

el conjunto vacio o @), es finito y posee 2" elementos, siendo n el nimero de

elementos de M. Por ejemplo, si tenemos: {I, 3, 41}. El conjunto potencia seria:

{9, {1,3}, {1,41}, {3,41}, {1}, {3}, {41}, {1,3,41}}
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A= {a,ei,o,u}

Z= {x1x es una palabra}

Conjuntos finitos

Conjunto infinito

Los conjuntos infinitos son aquellos que contienen una cantidad ilimitada de

elementos. Es decir, aquellos que se extienden de forma indefinida.

En otras palabras, un conjunto infinito es lo opuesto a un conjunto finito, que es aquel que

posee una cantidad limitada o acotada de elementos.

Cabe precisar que el hecho de que un conjunto sea infinito no significa que no sea
numerable. Para entender este punto, veamos el ejemplo del conjunto de numeros
naturales enteros, que es infinito, pero es numerable, pues es posible identificar el

elemento 1, 2, 3, etc.

Desde otro punto de vista, un conjunto M es infinito cuando no puede emparejarse con
otro conjunto {l, 2, ..., n}, al que denominaremos N. Este ultimo es una sucesion de

numeros enteros donde cada elemento es igual al anterior, mas la unidad.

De manera mas formal, se dice que no existe una correspondencia biunivoca entre el
conjunto M y el conjunto N, siendo este Ultimo finito. Ademas, cabe senalar que M y N

no son equipotentes. Es decir, para cada elemento de M no existe un elemento de N.

Ejemplos de conjuntos infinitos

Algunos ejemplos de conjuntos infinitos son los siguientes:

e La cantidad de granos de arena en una playa.
e Los numeros impares enteros mayores a | 3.

e Las gotas de agua que contiene el mar.
[ n
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Propiedades de conjuntos infinitos
Las propiedades de los conjuntos infinitos son las siguientes:

e La unién de los conjuntos A y B es un conjunto infinito, siempre y cuando uno de
esos conjuntos, A o B, es infinito.

e Cualquier conjunto que tenga como subconjunto un conjunto infinito, también es
un conjunto infinito.

e El conjunto potencia de un conjunto infinito es, a su vez, infinito. En este sentido,
debemos recordar que el conjunto potencia de un conjunto M comprende todos
los subconjuntos que pueden formarse con los elementos de dicho conjunto,
incluyendo el conjunto nulo o @. Por ejemplo, si tenemos: {7, 13, 58} El conjunto

potencia seria: {@, {7,13}, {7,58}, {13,58}, {7}, {13}, {58}, {7,13,58}}

Conjunto vacio

Consideremos la existencia de un conjunto que no tiene elementos, este es
llamado conjunto vacio. Para representar dicho conjunto usamos el reconocido simbolo

del vacio, como se muestra en la imagen de abajo:

@=

Conjunto vacio
También, haciendo uso de la descripcidon por extension, representamos el conjunto vacio

por medio de los corchetes . Como el conjunto vacio no tiene elementos, no podemos

ubicar ningun elemento en el interior de los corchetes.

Subconjunto

Un conjunto A formado algunos de los elementos de otro conjunto B es un subconjunto

de este ultimo:
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Sean Ay B dos conjuntos tal que cada elemento de Aes también elemento de B.

Entonces se dice que:

e A esun subconjunto de B, y se denota AS B
e B es un superconjunto de A, y se denota B 2 A

Conjunto universal

Con el animo de evitar confusiones, cuando definimos un conjunto debemos especificar
de donde se estan tomando los elementos que lo conforman. Esto significa que debe
existir una base de la cual tomamos estos elementos, esta base sobre el cual trabajamos
es llamada conjunto universal. Usaremos siempre la letra para representar el conjunto

universal.

U

u

Por ejemplo, si quieres definir B como el conjunto conformado por las vocales a e i, el
conjunto universal podria ser el conjunto de las vocales. En la figura anterior se muestra
como puedes usar los diagramas de Venn para representar la relacion entre el conjunto

B y su conjunto universal U.

Observa que el conjunto universal puede tener exactamente los elementos de los

conjuntos que abarca o mas.
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1.6. Diagramas lineales.

El diagrama de lineas, grafico lineal, diagrama lineal o grafico de lineas es la representacion
grafica de los datos recogidos mediante una linea que une los diferentes valores
obtenidos. Para representar esta linea uniremos los puntos centrales de cada una de las

partes superiores de los rectangulos representados en un diagrama de barras.

— TOTAL RESIDUOS MEZCLADOS — TOTAL RESIDUOS RECOGIDOS SELECTIVAMENTE

700.000 { =

650.000 1 S
600.000 {
550.000 1
500.000 {
450.000 {
400.000 {
350.000 4
300.000 4
250.000 1
200.000 {
150.000 1
100.000
50.000 1 s S —
|:| ]

Fuente: Institut d'Estadistica de les llles Balears (BESTAT) a partir de datos del Instituto Hacional de Estadistica (INE)
|1.7. Operaciones con conjunto.

Union de Conjuntos

Se llama UNION de dos conjuntos A y B al conjunto formado por los elementos de A o de B, es
decir:

. ____________________________________________________________________________________________|
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AUB={z/tc AV z€ B}

Ejemplo:
SeanA={a,b,c d, e fyyB=1{bd,r,s}

Entonces A | Hesta formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B. Luego,

AUB={a, b, c, d, e, f, r, s}

Interseccion de conjuntos

Se llama INTERSECCION de dos conjuntos A y B al conjunto formado por objetos que son

elementos de A y de B, es decir:

ANB={z/rc ANz B}

. ____________________________________________________________________________________________|
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En la imagen la interseccion es la parte obscura de la misma.
Ejemplo:

Sean A={a,b,c,e f},B={b, e f,rs}y

C={a t,u, v}

Encuentre:

ANB,ANCyCNB

Como la interseccion esta formada por los elementos comunes de ambos conjuntos, se tiene que:

ANB={b, e, f}
ANC = {a}
CNB={}

Cuando dos conjuntos no tienen elementos en comin como B y C en el ejemplo anterior, se

denominan Conjuntos disjuntos.

Diferencia de conjuntos

Dados dos conjuntos Ay B, se llama DIFERENCIA al conjunto:

A—B={z/fxe AN\zx¢ B}

Luego A-B se llama complemento de B con respecto a A.

A-B

En el diagrama de Venn A-B esta representado por la zona rayada.

. ____________________________________________________________________________________________|
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Ejemplo:
Sean A ={a, b, c} y B={b, ¢, d, e}. Entonces:
A-B={a}yB-A={d e}

Asimismo, se llama DIFERENCIA SIMETRICA entre A y B al conjunto
AAB=(A—B)U (B—A)

AAB={z/(zc ANz¢B)V (z€BANz¢A)}

AAB

En el diagrama de Venn la diferencia simétrica esta representada por las regiones menos
oscuras. (Lo que no tienen en comun).

Ejemplo:

SeanA={a,b,cdtyB={a,cef g

Entonces A & B ={b.d.e. f.g}

Complemento de un Conjunto

Si un conjunto A es subconjunto de otro conjunto universal U, al conjunto A ' formado
por todos los elementos de U, pero no de A, se llama complemento de A con respecto a

U. Simbdlicamente se expresa:

. ____________________________________________________________________________________________|
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A’={zfzecU Nz ¢ A}

Ejemplos:

a)SeanU={m,qr,t,e}yA={g e}

Su complemento de A es: A'={m, t, r}

b) Sean U = {letras de la palabra aritmética} y A ={e, i, a}
Determinado por extension tenemos
U={aritmecA={eia}

Su complemento es: A' ={r, t, m, ¢}

. ____________________________________________________________________________________________|
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En forma grafica:

Propiedades de las Operaciones Booleanas

Las llamadas OPERACIONES BOOLEANAS (unién e interseccion) verifican las siguientes propiedades:

|P‘RDPIEDF'LDE5 |UNION INTERSECCIOM

|1.- Idempotencia |4uA=4 AnAd=4

|2,-Eonmutat'wa |AVwB=Bu4d ANMB=Bnrnd

|3.-Asuciativa AU(BUC)=(4AuB)uC AN(BNC)=(AnB)nC
I#.-Ah&nrcién .-.AU{A.HB}=A -AH{AUB]=A

|5.- Distributiva -AU{BHC} =(AUB)N(AuC) |AN(BUC)=(ANnB)u(ANC)
|ﬁ.- Complementariedad 4 ud'=U AnA'=@

Estas propiedades hacen que partes de U con las operaciones union e interseccién tenga

una estructura de algebra de Boole.

Ademas de éstas, se verifican también las siguientes propiedades:

AV =A4,AN D =D (elemento nulo).
AVU =U,ANU = A (elemento universal).

(AUB)' = A'ﬁB',(A ﬁB)' =A'UB' (leyes de Morgan).
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Problemas con Operaciones con Conjuntos

Mediante diagramas de Venn y las definiciones y aplicacion de las distintas operaciones
con conjuntos se pueden resolver problemas, que nos preparan en el campo de la logica

formal.
Ejemplo:

A una fiesta llegaron 150 personas, de las cuales 75 cantan, 85 bailan, 20 no cantan ni

bailan. ;Cuantas personas cantan y bailan?

Solucién: La pregunta lleva implicita una conectiva légica y, que es parte importante de la
definicion formal de la operacion interseccion. Por lo tanto, podemos representar el

problema de la siguiente manera:

. ____________________________________________________________________________________________|
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n(A) +z+n(B) +20=150
n(A)=75—z
n(B) =80 —=z

Luego sustituyendo en la ecuacidn original

7O —z+z+85 —z+20=150
Despejando

75 + 85 — x4 20 =150
z=TH+85+4+20—150
x=23030

upns

R./ El niimero de personas que cantan y bailan es igual a 30.

Ejercicios:

1, SeanlU=fa bcaefghkl A=fabcgl

Escriba por extension

a AURB b BUC

d BND e A-B
g AUD h DUB

J AND k B-C
m CAD noA

p. AUBUC Q. ANBNC
s. (AUB)NC t. AU{}
v. BUB w. ¢—D

¥ OE 9 o9 oMy D

ANC
ALB

cnp
c—-B
D

B={d ¢ L g} C={a ¢ [} D={[ 1 K]

AN(BUQ)

AUU
Dac

2. SeanU={1,2,3456789) A={12468} B={242359)

C={z/freZ* ANz?<16} D={7, 8}.Escriba por extension

AUB
BND
AUC
BNC

. C—D
AUBUC
(AUB)NC

»m oy W oA
T o RS

BUC
A—B
AUD
cnp
CAD
ANBNC
AU}

D

oM oD

AnNc
AAB
AND
B—A
BAC
AN (BUC)
AU
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3. Deacuerdo al diagrama: [dentifique los siguientes casos como verdaderos o falsos

a()ycsANB b ()zeBUC
¢ (YweBNC d ()ugC

e ()zcANBNC f ()yeAUBUC

g ()zeANC h ()veBNC

UNIDAD II: ALGEBRA BOOLEANA
2.1. Definicion y principio de dualidad

En el darea matematica de la teoria del orden, cada conjunto parcialmente ordenado P da
lugar a un conjunto parcialmente ordenado dual (también denominado opuesto) que a
menudo se denota por Pop o Pd. Este orden dual Pop se define como el conjunto con el
orden inverso, es decir, los x <y se mantiene en Pop si y solo si los y < x se mantiene en
P. Es facil ver que esta construccion, que se puede representar dando la vuelta al diagrama
de Hasse de P, dara un conjunto parcialmente ordenado. En un sentido mas amplio,
también se dice que dos conjuntos parcialmente ordenados son duales si son doblemente
isomorfos, es decir, si un conjunto parcialmente ordenado es ordenadamente isomorfo al

dual del otro.

La importancia de esta simple definicion proviene del hecho de que cada definicion y
teorema de la teoria del orden puede transferirse facilmente al orden dual. Formalmente,

este hecho es definido en el principio de dualidad para conjuntos ordenados:

Si un enunciado dado es valido para todos los conjuntos parcialmente ordenados,
entonces su declaracion dual, obtenida invirtiendo la direccion de todas las relaciones de
orden y mediante la idealizacion de todas las definiciones tedricas de orden involucradas,

también es valida para todos los conjuntos parcialmente ordenados.

Si una declaracion o definicion es equivalente a su dual, entonces se dice que es auto
dimensional. Téngase en cuenta que la consideracion de ordenes duales es tan
fundamental que a menudo ocurre implicitamente cuando se escribe 2 para la orden dual

de < sin dar ninguna definicion previa de este simbolo "nuevo".

upns
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Ejercicios de Programacion Lineal - Dualidad

Programacion Maten dtica

Licenciatura en Ciencias y Técnicas Estadisticas

Curso 06/07

|. Dado el problema lineal

Max x| + x2 — x3

saxl —x2+2x3 2|

-2x| +x3 2 -2

x 2 0,

se pide que:

a) Calcules un vértice factible inicial aplicando el método Simplex.
b) Encuentres el problema dual, y lo pongas en forma estandar.
c) Determines si este problema dual es factible, acotado u “optimo.

2. Un agricultor es propietario de 500 Ha. de tierras, adecuadas para cultivar trigo, avena
o centeno. Por cada hectdrea que cultive, necesita la mano de obra, incurre en los costes

y obtiene los beneficios que se indican en la tabla siguiente:

Cosecha Horas-hombre Coste Beneficio

Trigo 6 100 60

Avena 8 150 100

Centeno 10 120 80

Si el agricultor dispone de mano de obra capaz de proporcionar 5000 horas-hombre en el
periodo de cultivo, y de 60000 euros. para gastos de cultivo, se pide que:

a) Encuentres las superficies de cultivo que maximicen los beneficios del agricultor.

b) Plantees el problema dual del anterior.

ubns
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c) Si el agricultor pudiese contratar 500 horas-hombre de trabajo adicional por 1500
euros, ¢le interesaria hacerlo?

d) La superficie cultivada minima de trigo para percibir subvenciones es de 100 Ha. Si
se perciben subvenciones el beneficio por hectarea para el trigo es de 60 euros, pero
si no se perciben dicho beneficio baja a 45 euros por hectarea. Estudia la solucién
‘optima del problema bajo estas condiciones.

e) ;(Como cambia la solucién si se reducen (contratando una cosechadora mejor) las

horas-hombre necesarias para cultivar una hectarea de centeno a 7?

3. Para el problema lineal

Max x| + 2x2 + 2x3

saxl +x2+2x3 21|

x|l =x2+x3 -2

x 2 0,

se pide que:

a) Indiques la forma de su problema dual (en forma estandar).

b) Calcules la solucién del problema primal a partir del vértice x =020

c) ;Como es el problema dual (“optimo, no acotado, no factible)? ;Por qué?

d) Si se anade una nueva variable (no negativa) al problema primal, x4, con coeficiente
en la funcion objetivo — |, y coeficientes en las restricciones | y 2 respectivamente,

icomo son el problema primal y el problema dual resultantes?

4. Para el problema lineal siguiente:
Max 2x| + 6x2 + 8x3

saxl +x2+x3<10

-2x| +x2 <2

x3 <5

x| —2x2 £ |

x 20,

ubns
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Se pide que:
a) Encuentres el problema dual y lo formules en forma estandar.

b) Encuentres los valores "optimos de las variables de los problemas primal y dual,
sabiendo que en la solucion del problema primal las restricciones primeras, segunda y

tercera estan activas.
c) Si en el problema original se eliminan la primera y cuarta restricciones justifica que

el nuevo problema es no acotado.

5. Calcula la solucion del siguiente problema lineal:
min 2x| + x3 + x4 — x5

sa—2xl =x2 +x3 +2x4 +x5=-3

x|l +3x2+2x3 -x5=6

2x| +x2 +2x3 + x4 +x5=8

x 20,

partiendo del vértice en el que son basicas las variables x|, x2 y x4.

2.2.- Teoremas fundamentales.

{Qué es un Teorema?

Un teorema, es toda proposicion que partiendo de un supuesto (hipotesis), afirma una
verdad (tesis) no evidente por si misma, por lo tanto, deben ser demostradas. El

enunciado de un teorema consta de dos partes:

Hipotesis, que contiene los datos.

Tesis, que es la verdad que se quiere demostrar.

El razonamiento o deduccion légica que se hace para concluir la tesis utilizando la

hipotesis se llama demostracion.

Existen también los lemas, que son teoremas de menor importancia, cuyo Unico objetivo

es facilitar la demostracion de otro teorema mas importante.

ubns
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Se llama corolario a toda consecuencia directa de un teorema que se deduce por un

razonamiento simple.

Un teorema se llama reciproco de otro cuando la tesis del primero pasa a ser la hipotesis

del segundo y la hipdtesis del primero se convierte en la tesis del segundo.
Teoremas fundamentales sobre triangulos
I. Teorema de la suma de los angulos interiores

La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°

C

o+ B+ Y= 180°

2- Teorema del lado mayor (propiedad de correspondencia)

En un triangulo, al lado de mayor longitud se le opone el angulo de mayor medida y
viceversa.

C

Enel /\ ABC:

xa> AP > AY=>a>p>cC
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2.3.- Funciones booleanas

Al formular expresiones matematicas para circuitos légicos es importante
tener conocimiento del dlgebra booleana, que define las reglas para expresar y
simplificar enunciados logicos binarios. Una barra sobre un simbolo indica

la operacion booleana NOT, que corresponde a la inversién de una senal.

Leyes fundamentales

ORA + 0A + |A + AA + A====AIlA|l ANDA - 0A - IA -+ AA -
A====0AA0 NOTA=A

Leyes conmutativas

A+B=B+A
A-B=B-A

Leyes asociativas

(A+B)+C=A+(B+C)
(A-B)y-C=A-(B-Q)

Leyes distributivas
A-B+C)=(A-B)+(A-Q)
A+(B-C)=(A+B):(A+C)

Otras identidades utiles

A+ (A-B)=A

A-(A+B)=A

A+(A-B)=A+B
(A+B) - (A+B)=A

(A+B)- (A+C)=A+(B-Q)
A+B+(A-B)=A+B
(A-B)+(B-C)+(B-C)=(A-B)+C
(A-B)+(A-C)+B-C)=(A-B)+(B-C)

Simplificacion de funciones booleanas

Al usar los teoremas y leyes booleanas, podemos simplificar las expresiones
booleanas, mediante las cuales podemos reducir el nimero requerido de
compuertas légicas a implementar. Podemos simplificar la funcién Boolean

utilizando dos métodos:

El método algebraico: mediante el uso de identidades (leyes booleanas).

ubns
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El método grafico: utilizando el método del Mapa de Karnaugh.
Ejemplo

Se va a simplificar la siguiente expresién aplicando las leyes e identidades

booleanas mencionadas:

E=(X-Y-Z)+(Y-Z)+(X"-Y)

Es posible aplicar la ley asociativa y la ley fundamental de que A - | = A:
E=X-(Y-Z)+ ]| -(Y-Z)+ (X Y)

Ahora es posible factorizar el termino (Y - Z):
E=(X+1)-(Y-2Z2)+(X-Y)

Dado que A + | = | segun las leyes fundamentales por lo tanto X + | = |:
E=1-(Y-2Z)+(X"-Y)

Al realizar la operacion tendremos ya simplificada la expresion:
E=(Y-2Z)+(X-Y)

Aun podemos simplificar la expresion al factorizar Y:

E=Y- -(Z+X)

Modos de representacion
Existen distintas formas de representar una funcion logica, entre las que podemos

destacar las siguientes:

e Algebraica
e Por tabla de verdad
e Numérica

o Griafica

El uso de una u otra, como veremos, dependera de las necesidades concretas en cada

caso.
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Algebraica

Se utiliza cuando se realizan operaciones algebraicas. A continuacidon, se ofrece un
ejemplo con distintas formas en las que se puede expresar algebraicamente una misma

funcién de tres variables.

F=[(A+BC) + ABC] + AB'C

F=ABC +AB'C + AB'C + ABC’
F=(A+B+C)(A+B+C)(A+B +C) (A +B +C)
F=BC +AB’

F=(A+B) (B +C)

F=[(BC)'(CB)" (AB)T

F=[(A+B)+ (B +C)T

No LU hwN =

La expresion |) puede proceder de un problema logico planteado o del paso de unas
especificaciones a lenguaje algebraico. Las formas 2) y 3) reciben el nombre expresiones
canonicas: de suma de productos (sum-of-products, SOP, en inglés), la 2), y de productos
de sumas (product-of-sums, POS, en inglés), la 3); su caracteristica principal es la aparicion

de cada una de las variables (A, B y C) en cada uno de los sumandos o productos.
Por tabla de verdad

Una tabla de verdad contiene todos los valores posibles de una funcion logica
dependiendo del valor de sus variables. El nimero de combinaciones posibles para una
funcion de n variables vendra dado por 2". Una funcion légica puede representarse
algebraicamente de distintas formas como acabamos de ver, pero solo tiene una tabla de

verdad. La siguiente tabla corresponde a la funcion légica del punto anterior.

La forma mas comoda para ver la equivalencia entre una tabla de verdad y una expresion
algebraica es cuando esta Ultima se da en su forma canonica. Asi, la funcion canénica de

suma de productos (o forma canonica disyuntiva)
F=ABC + ABC + AB'C + ABC

nos indica que sera | cuando lo sea uno de sus sumandos, lo que significa que tendra por
lo tanto cuatro combinaciones que lo seran (010 para A’'BC’, 100 para AB'C’, 101 para
AB’C y 110 para ABC’) siendo el resto de combinaciones 0. Con la funcién canénica de
producto de sumas (o forma candnica conjuntiva) se puede razonar de forma aniloga,

pero en este caso observando que la funcion sera 0 cuando lo sea uno de sus productos.
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También es facil obtener la tabla de verdad a partir de la funcion simplificada, pero no asi

a la inversa.
Numérica

La representacion numérica es una forma simplificada de representar las expresiones
canonicas. Si consideramos el criterio de sustituir una variable sin negar por un | y una
negada por un 0, podremos representar el término, ya sea una suma o un producto, por
un numero decimal equivalente al valor binario de la combinacién. Por ejemplo, los

siguientes términos canonicos se representaran del siguiente modo (observe que se toma

el orden de A a D como de mayor a menor peso):

La representacion numérica correspondiente a la tabla de verdad del punto anterior
quedara como: Matematicamente se demuestra, que para todo término i de una funcién,
se cumple la siguiente ecuacion: A modo de ejemplo se puede utilizar esta igualdad para

obtener el producto de sumas a partir de la suma de productos del ejemplo anterior:
Grafica

La representacion grafica es la que se utiliza en circuitos y esquemas electronicos. En la
siguiente figura se representan graficamente dos funciones algebraicas, una con simbolos
no normalizados, superior, y la otra con normalizados, inferior (véanse los simbolos de

las puertas logicas)

F=BC +AF

B oo—

C oo
F

B o—

B o >
A B e F=[(4+BCY + ABCT + AB’C
&
=1
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Métodos de simplificacion

Por simplificacion de una funcion légica se entiende la obtencién de su minima expresion.
A la hora de implementar fisicamente una funcién légica se suele simplificar para reducir
asi la complejidad del circuito. A continuacion, se indican los modos mas usuales de

simplificar una funcion logica.

Algebraico

Para la simplificacion por este método no sélo bastara con conocer todas las propiedades
y teoremas del dlgebra de Boole, ademas se debe desarrollar una cierta habilidad logico-
matematica que se adquiere fundamentalmente con la experiencia. Como ejemplo se

simplificara la siguiente funcién:
F=AC+ABC+BC +ABC + ABC

Observando cada uno de los sumandos podemos ver que hay factores comunes en los

sumandos 2° con 5° y 4° con 5° que conllevan simplificacion:
F=AC+BC +BC(A+A)+AC(B+DB)

Note que el término 5° se ha tomado dos veces, de acuerdo con la propiedad que dice
que A + A = A. Aplicando las propiedades del dlgebra de Boole (A + A'= 1y A. | = A),
queda F=A'C + BC +BC + A'C

Repitiendo nuevamente el proceso,

F=A(C+QC)+B(C+C)=A"+B

No siempre las funciones son tan faciles de simplificar como la anterior. El método
algebraico, por lo general, no resulta comodo para los no expertos, a los cuales, una vez
simplificada una ecuacion le pueden quedar serias dudas de haber conseguido la maxima
simplificacion.

Mapa de Karnaugh

Este método consiste en formar diagramas de 2" cuadros, siendo n el numero de
variables. Cada cuadro representa una de las diferentes combinaciones posibles y se
disponen de tal forma que se puede pasar de un cuadro a otro en las direcciones

horizontal o vertical, cambiando Unicamente una variable, ya sea en forma negada o

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 46

ubns



directa. Este método se emplea fundamentalmente para simplificar funciones de hasta

AR
oo 01 11 10
A AR
0 1 oo 01 11 10 o0
0 4 12 g
0 0 01 1 sl 13 9
B 0 2 c 0 2 & 4 op

1 1 5 1 1 5 . 5 11 3 7|15 11
10 2 & 14 10

cuatro variables. Para un numero superior utilizan otros métodos como el numérico. A
continuacién pueden observarse los diagramas, también llamados mapas de Karnaugh,

para dos, tres y cuatro variables.

Es una practica comun numerar cada celda con el nimero decimal correspondiente al
término canodnico que albergue, para facilitar el trabajo a la hora de plasmar una funcién

canonica.

Para simplificar una funcion logica por el método de Karna3ugh se seguiran los siguientes

pasos:

I. Se dibuja el diagrama correspondiente al nimero de variables de la funcion a
simplificar.

2. Se coloca un | en los cuadros correspondientes a los términos canénicos que forman
parte de la funcién.

3. Se agrupan mediante lazos los unos de casillas adyacentes siguiendo estrictamente las
siguientes reglas:

I. Dos casillas son adyacentes cuando se diferencian Unicamente en el estado de una
sola variable.

2. Cada lazo debe contener el mayor numero de unos posible, siempre que dicho
numero sea potencia de dos (I, 2, 4, etc.)

3. Los lazos pueden quedar superpuestos y no importa que haya cuadriculas que
pertenezcan a dos o mas lazos diferentes.

4. Se debe tratar de conseguir el menor numero de lazos con el mayor niumero de unos

posible.
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4. La funcion simplificada tendra tantos términos como lazos posea el diagrama. Cada
término se obtiene eliminando la o las variables que cambien de estado en el mismo

lazo.

A modo de ejemplo se realizan dos simplificaciones de una misma funcién a partir de sus

dos formas canonicas:

De acuerdo con los pasos vistos anteriormente, el diagrama de cada funcién quedara del

siguiente modo:

F=20,2,3,4,7) F=11I:1,2,6)

A Lazo 1 AR
oo 01 11 10/ oo 01 11 10
- L 0
I (cu N N (>
0 [2 & 0 & 4

C
.'1 /f132 5_.- : @1 3 7 5
/ \

Lazao 2 Lazo 3

2.4.- Formas canonicas o normales.
Consideremos la funcion logica
F=AB+C

cuya tabla de verdad tenemos aqui.

n

(ordinal)

0 |0 0 0 |0

0 |0 I 0 I
o | 0 I 2
0 |l I I 3
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Vamos a ver que se puede escribir de dos formas diferentes, a las que vamos a

llamar primera y segunda formas canodnicas.

Para ello, primero vamos a definir dos conceptos:

e Minterm o mini término: producto de n variables (n, en nuestro ejemplo, es 3),

A-B-C

con sus valores negados o no. Por ejemplo un minterm es:

e Maxterm o maxi término: suma de n variables, con sus correspondientes

A+B+C

valores, negados o no. Por ejemplo:

Para una funcion booleana con n variables, hay 2" minitérminos y 2" maxitérminos.

Los minitérminos y maxitérminos acostumbran a etiquetarse segln el valor decimal que

representan las combinaciones de sus variables (el ordinal que se ha indicado en la tabla).

Asi, el término 01 | se etiquetaria como {3} (porque es el que tiene el ordinal "3"; observa

la dltima columna de la tabla).
Si es un minitérmino se escribiria m3, y si es un maxitérmino se escribiria M3

Primera Forma Canodnica:

se obtiene haciendo la suma de todos los minitérminos cuyo valor es |. En nuestro caso,

la expresion en primera forma canénica de nuestra funcion seria:

que también puede escribirse asi de facil:
F=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C
F=m (2,3,56,7)

. ____________________________________________________________________________________________|
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Leyéndose esto como que "F es igual a la suma de los minitérminos 2, 3, 5, 6 y 7".
Segunda Forma Canénica:

Se obtiene haciendo el producto de todos los maxitérminos cuyo valor es cero. En

nuestro caso, la expresion de la funcion F como segunda forma canoénica seria:
F=A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0C)

que también puede escribirse de esta otra forma:

F=M(0,1,4)

Leyéndose esto como que "F es igual al producto de los maxitérminos 0,1 y 4".

Ambas expresiones representan a la misma funcion. Simplemente cambia el modo en que
se representan, y siempre nos da una idea de la complementariedad que hay en el dlgebra

de Boole entre una variable o funcién y su negacién (recuerda las dos leyes de Morgan).

Una muestra de esta complementariedad es, precisamente, que los mini términos que

faltan en la primera forma candnica son los maxi términos que aparecen en la segunda.

2.5.- Cambio de forma de una funcion booleana.

Los légicos combinacionales se resuelven partiendo de la tabla de verdad al establecer
esta todas las combinaciones posibles de entrada y salida. Tomando la tabla de verdad,

podemos establecer una funciéon légica de dos formas posibles:

(1) Primera forma canoénica o forma canoénica disyuntiva (suma de productos o minterms).

(2) Segunda forma candnica o forma candnica conjuntiva (producto de sumas o

maxterms).

En la primera forma candnica, SoP (Sum of Products) se obtiene sumando todos los
minitérminos que dan salida |. En un minitérmino se asigna 0 la variable inversa y se asigna

| la variable directa (Teorema de Shannon).

. ____________________________________________________________________________________________|
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2 1
s = Z m;cuandoF(E) =1
i=o

Primera forma canénica

15 = M; cuandoF (@) =10

Segunda forma canoénica

La segunda forma canodnica, PoS (Products of Sums), se obtiene de forma dual a la

anterior: multiplicando los maxitérminos cuya columna resultado sea 0. El maxitérmino es

el dual del minitérmino.

Mirando el siguiente ejemplo:

upns

Primera forma candnica

S=m+m3+m5s+m7

S=E-BE-O+E-B-O+4-B-O)+1-B-0)

Segunda forma candnica

A | B | € |FABC
o | o | o] o0 1
1| 0| 0|1 0
2 | o | 1] o0 0
30|11 1
4 1] 0] o0 0
s | 1| 0|1 1
6 | 1| 1| 0 0
70111 1

S=M1-012-Md-ME

S=l4+EB+C)E+EB+O0) A4+ EB+0)-A+E+0O)

2.6.- Algebra de redes eléctricas.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

51



upns

1.7.2 Redes eléctricas

Considérese un modelo simple de circuito eléctrico que consta so-
lo de resistencias (bombillas eléctricas, electrodomésticos, ...} ¥
fuerza electromotriz o baterias. A través de la red (o circuito)
fluve la corriente eléctrica en el sentido que indican las flechas.
Los nodos representan puntos de la red donde se redirecciona y
distribuye la corriente. Los generadores se simbolizan con dos
rayas verticales nna mas corta que la otra. La corriente entra por

1.7 Bedes v sistemas de ecuaciones lineales an

la raya corta y sale por la rava larga. El otro simbolo que aparece
en la Figura 1.4 es el de las resistencias.

VW | —=——
O——— ®
VWA | ———

Figura 1.4: Red eléctrica con dos nodos, tres
resistencias v dos generadores.

La fuerza electromotriz se mide en voltios, la corriente en amperios y la resistencia en
ohmios. El movimiento de la corriente en el circuito se rige por las conocidas leyes de
Kirchhoff, a saber: a) La corriente que fluye hacia un nodo es igual a la que sale. b) En una
trayectoria cerrada la fuerza electromotriz es igual a la suma de las caidas de voltaje. Una
trayectoria cerrada es una parte de la red donde la corriente sale de un nodo y regresa a

. ____________________________________________________________________________________________|
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 52



el. En la figura anterior se tienen dos trayectorias cerradas. una sale del nodo | y la otra
del nodo 2. La caida de voltaje E a través de una resistencia es el producto Rl donde | es

la corriente y R es la resistencia. Es decir, E = RI

Ejemplo 1.18 Considere la red siguiente y determine las corrien-
tes 1, fae 0y

36 Sistamas de ecusciones lineales

fii=1 £ |= a i

VAYAY | F—=—
Trayectoria 1

~ fa I

O @
fle =2

Trayectoria 2

W | ——
iy =4 E.a =8 fa

Figura 1.5: Red eléctrica con dos trayectorias.

Solucidn: A partir de la Figura 1.5, vemos que el sistema de ecua-
ciones es:

n -, +L = 0 Nodo 1o 2
I, 421 = 5 Trayvectoria 1
+2fs +4Iy = & Trayectoria 2

Resolviendo el sistema se obtiene la solucidn: [; = 1 amperio,
I3 = 2 amperios e Iy = 1 amperio.
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El ejemplo mas intuitivo v sencillo es el de redes de carreteras,
donde el flujo se refiere a la cantidad de vehiculos que circulan por
la via. En el cazo de redes que representan flujos supondremos en
esta secclon que le cantidad que Hege a un nodo es igual a la que
sale:

r=1y+=z

Figura 1.2: Flujo que entra al nodo es ignal al que sale.

Ejemplo 1.17 La siguiente red representa el flujo vehicular por
un sector de la cindad donde, los nodeos son las intersecciones y los
arcos. las carreteras. Las flechas indican el sentido del movimiento
de los vehiculos.

4010

300 L

Figura 1.3: Flujo vehicular por un sector de la ciudad.

Las cantidades de vehiculos que circulan por la red entre dos
nodos consecutivos se indican con las letras x. ¥, z, w y ¢ las cuales
=on las variables del problema. En tales condiciones:

. ____________________________________________________________________________________________|
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i) Formule un sistema de ecuaciones lineales cuva solucidn aporte
todas las opciones posibles de flujo vehicular.

ii) 5i el flujo vehicular entre el nodo 1 v 2 es 550 v entre el nodo
2 v 4 es 50, entonces caleule los otros Hujos.

i) De acnerdo con la red el sistema es

r - = 400 nodol
T +z —uw = G nodo 2
+y += +¢& = 3M nodod
+w +t = 1M nodod

La matriz aumentada del sistema es

1 -1 00 0 : 400
110 1 -1 0 : 600
01 1 10 1 a0
00 01 1 100

Haciendo operaciones elementales sobre esta matriz se obtiene la
solucidn: &= {{700 — 2z —¢300 — 2z — £, 2,100 — ¢, ) |z, w € R} .

if) Como = = 550 entonces i = 150. Ademds w = 100 — ¢ = 50
entonces £ = &) Por otra parte y =300 — 2 — ¢ =300 — =z —
60 = 150 por lo que = = 100

UNIDAD Ill: MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

3.1. Definicion de matriz.

Una matriz es una tabla cuadrada o rectangular de datos (llamados elementos) ordenados
en filas y columnas, donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una
columna es cada una de las lineas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se le
denomina matriz m-por-n (escrito mxn). Las dimensiones de una matriz siempre se dan

con el nimero de filas primero y el nUmero de columnas después.

Comunmente se dice que una matriz m-por-n tiene un orden de m X n ("orden" tiene el
significado de tamano). Dos matrices se dice que son iguales si son del mismo orden y

tienen los mismos elementos.

. ____________________________________________________________________________________________|
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Ejemplo:

Dada la matriz:

R T T N I
oo =]

T o= = =

que es una matriz 4x3. El elemento A [2,3] es el 7
La matriz:

R=[1 23456789

es una matriz | X9, o un vector fila con 9 elementos.

3.2. Tipos de matrices: cuadradas, filas, columna, diagonal, escalar, triangular,
unitaria, transpuesta, simétrica y asimétrica.

MATRIZ FILA

Una matriz fila esta constituida por una sola fila.

(2 8 -1)

MATRIZ COLUMNA

La matriz columna tiene una sola columna

]

. ____________________________________________________________________________________________|
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MATRIZ RECTANGULAR

La matriz rectangular tiene distinto nimero de filas que de
columnas, siendo su dimensién mxn.

(33

MATRIZ CUADRADA

La matriz cuadrada tiene el mismo nimero de filas que de
columnas.

Los elementos de la forma ai constituyen la diagonal principal.

La diagonal secundaria la forman los elementos con i+j = n+1.

1 2 5

3 B 5

0 -1 4
MATRIZ ESCALAR

Una matriz escalar es una matriz diagonal en la que los elementos
de la diagonal principal son iguales.

L= = L
Lo T LN B

0
0
2

MATRIZ IDENTIDAD O UNIDAD

Una matriz identidad es una matriz diagonal en la que los
elementos de la diagonal principal son iguales a 1.

1 ¢ 0O
010
0 01

. ____________________________________________________________________________________________|
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 57



MATRIZ TRASPUESTA

Dada una matriz A, se llama matriz traspuesta de A a la matriz que
se obtiene cambiando ordenadamente las filas por las columnas

2 30 2 1 3

A=|1 2 o At=l3 2 5
35 6 00 6

(A)'=A

(A+B) =A"+B'

(aa-A) =a- A
(A-B)=B'-A

MATRIZ REGULAR

Una matriz regular es una matriz cuadrada que tiene inversa.

MATRICES NORMALES

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT
= ATA. Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es
necesariamente normal.

Sea A = [g -: . Entonces:

aal 6 -3 6 3 40
13 6 -3 6 0 45

ATa- 6 3 B -3} _ (45 0O
13 B 3 B} 0 45

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal

upns
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MATRICES NORMALES

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT
= ATA. Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es
necesariamente normal.

Soa A = [g -:] Entonces:

aal 6 -3 6 3 45 U
13 6 -3 6 0 45

ATas 6 3 B -3) _ (4 0O
13 B 3 B) 0 45

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal

L

MATRICES ESCALONADA

Una matriz es escalonada si al principio de cada fila (o columna) un
elemento nulo mas que en la fila (o columna) anterior

4 -1 D
A= (l} 8 3 ) es una matriz escalonada por filas

0O o0 -2
3 0 0
2 0 0 .
A= 4 1 0 es una matriz escalonada por columnas
-6 4 -3
MATRICES ESCALARES

Una matriz es escalar si es diagonal y ademas todos los elementos
de la diagonal son iguales

3 0 0
A=[(0 3 0] esunamatrizescalar
o 0 3

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

upns



upns

MATRIZ NULA

En una matriz nula todos los elementos son ceros.

00
00
MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

En una matriz triangular superior los elementos situados por
debajo de la diagonal principal son ceros.

1 7 =2
0 -3 4
o o 2

MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

En una matriz triangular inferior los elementos situados por
encima de la diagonal principal son ceros.

00
20
35686

MATRIZ DIAGONAL

En una matriz diagonal todos los elementos situados por encima vy
por debajo de la diagonal principal son nulos.

o o
o N O
f O

. ____________________________________________________________________________________________|
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MATRIZ SINGULAR

Una matriz singular no tiene matriz inversa.

MATRIZ IDEMPOTENTE

Una matriz, A, es idempotente si:

=A.

MATRIZ INVOLUTIVA

Una ratriz, A, es involutiva si:

MATRIZ SIMETRICA

Una matriz simétrica es una matriz cuadrada que verifica:
A=A

MATRIZ ANTISIMETRICA O HEMISIMETRICA

Una matriz antisimétrica o hemisimétrica es una matriz cuadrada
que verifica:

MATRIZ ORTOGONAL

Una matriz es ortogonal si verifica que:

AA'=1.

. ____________________________________________________________________________________________|
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3.3. Operaciones matrices.

SUMA:
1 3 2 1 05 1+1 3+0 245 2 37
1 0 0f+|7 5 0f=11+7 045 040} =18 5 0
1 2 2 211 1+2 241 241 3 3 3
Propiedades
-Asociativa

Dadas las matrices mxn A, By C

(A+B)+C=A+(B+C)

-Conmutativa
Dadas las matrices mxn Ay B

A+B=B+A

-Existencia de matriz cero o matriz nula

A+0=0+A=A

PRODUCTO POR UN ESCALAR:

Dada una matriz Ay un escalar ¢, su producto cA se calcula multiplicando el escalar por cada

elemento de A

21 8 =3 |2x1 2x8 2Zx-3| (2 16 -6
4 -2 6| |2x4 2x-2 2x6| |8 —4 12

Propiedades
Sean Ay B matrices y c y d escalares.
e Clausura: Si A es matriz y c es escalar, entonces cA es matriz.
e Asociatividad: (cd)A = c(dA)
e Elemento Neutro: | A=A
e Distributividad:

- De escalar: ¢(A+B) = cA+cB
- De matriz: (ctd) A = cA+dA

. ____________________________________________________________________________________________|
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PRODUCTO DE DOS MATRICES:

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de columnas de la matriz
izquierda es el mismo que el numero de filas de la matriz derecha. Si Aes una
matrizmXny Bes una matriz nXp, entonces suproducto matricial ABes la

matriz mxp (m filas, p columnas).

Por ejemplo:

1 0 2)( 3 1 I x34+0x2+42x1) (Ix1+4+0x14+2x0)| |5 1
-1 31 I 0 I x343x 241 x1) (—Ix1TH3x1H1x0) |4 2
Propiedades

Si los elementos de la matriz pertenecen a un cuerpo, y puede definirse el producto, el producto

de matrices tiene las siguientes propiedades:

e Propiedad asociativa: (AB)C = A(BC).
e Propiedad distributiva por la derecha: (A + B) C= AC + BC.
e Propiedad distributiva por la izquierda: C (A + B) = CA + CB.

En general, el producto de matrices tiene divisores de cero:Si AB = 0,No

necesariamente A 6 B son matrices nulas

El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion: Si A.B = A.C, No

necesariamente B=C.

El producto de dos matrices generalmente no es conmutativo, es decir, AB # BA. La division
entre matrices, es decir, la operacion que podria producir el cociente A / B, no se encuentra
definida. Sin embargo, existe el concepto de matriz inversa, sélo aplicable a las matrices

invertibles.

Si A es una matriz m x r y B es una matriz r x n, entonces el producto AB es la matriz m x n cuyos

elementos se determinan como sigue. Para encontrar el elemento en el renglon"i" y en la
columna "j" de AB, considerar solo el renglon "i" de la matriz Ay la columna "j" de la matriz B.
Multiplicar entre si los elementos correspondientes del renglon y de la columna mencionados y

luego sumar los productos restantes.
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Ejemplo:
4 1 4 3
A=[:12 2 g] B=|0o -1 3 1}
2 i i 2

Como A es una matriz 2 x 3 y B es una matriz 3 x 4, el producto AB es una matriz 2 x 4.
Para determinar, por ejemplo, el elemento en el rengléon 2 y en la columna 3 de AB, solo
se consideran elrenglon2 de Ay la columna 3 deB. Luego, como se ilustra
a continuacion, los elementos correspondientes (en tipo negro) se multiplican entre si y

se suman los productos obtenidos.

A=[1 2 4] B

‘3143_5559]
2 6 0 -

=1 3 &
7 5 2 =2 8 2B

(2*4) + (6*3) + (0*5) =26
y asi obtenemos el siguiente resultado:

(1%4) + (2%0) + (4%2) = 12
(I%1) + (2*1) + (47) = 27
(1%4) + (2*3) + (4%5) = 30
(1%3) + (2*1) + (422) = 13
(2%4) + (6*0) + (0%2) = 8

(2*1) + (6*1) + (0%7) = -4
(2%3) + (6*1) + (0%2) = 12

27 30 13

2
AB = [8 —4 26 12

3.4. Definicion de determinante.

El determinante de una matriz cuadrada es un numero real cuya definicion exacta es
bastante complicada. Por ello, definiremos primero el determinante de matrices pequenas,
y estudiaremos métodos y técnicas para calcular determinantes en general. Solamente se

puede calcular el determinante a matrices cuadradas.

En cuanto a la notacion, a veces el determinante se escribe con la palabra det, y otras

veces se indica sustituyendo los paréntesis de la matriz por barras verticales.

ubns
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El determinante de una matriz determina si los sistemas son singulares o mal
condicionados. En otras palabras, sirve para determinar la existencia y la unicidad de los

resultados de los sistemas de ecuaciones lineales.

e El determinante de una matriz es un ndmero.
e Un determinante con valor de cero indica que se tiene un sistema singular.
e Un determinante con valor cercano a cero indica que se tiene un sistema mal

condicionado.

Un sistema singular es cuando en el sistema de ecuaciones se tiene a mas de una ecuacion
con el mismo valor de la pendiente. Por ejemplo, ecuaciones que representan lineas

paralelas o ecuaciones que coinciden en los mismos puntos de traficacion.

3.5. Calculo de determinantes por menores y cofactores.
Ejemplo I.

Obtener los menores M;; y M, del determinante D de 3% 3

2 -1 3
D=4 5 2
& =3 7

Para M,; eliminamos el renglon | y la columna 3 para obtener

De la misma forma, se elimina el renglén 2y la columna | para tener

w13
S S B

Se llama cofactor del elemento aix del determinante D, al menor Mix conel signo (-
1)k yse denota A, esto es

A:‘s; = (- 1—:'“5; M:‘s;

ubns
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Ejemplo 2.

Obtenga los cofactores A3y Ay, del determinante D dado:

2 -1 3
=4 3 =2
& =3 7

De acuerdo con la férmula (1) el cofactor A,; esta dado por

'AIE = (-1 o

400 = (=31 - (B =42
6 _3‘—()( 1= (6)(5) =
Y de la misma forma

-’4'21 = (-1 -

- 3——1[—1?—— ]=—2
4 ?—( =100 - =303 =

Expansién por cofactores de un determinante.
Se puede probar el siguiente

Teorema

Todo determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de un renglén (o

columna) cualquiera por sus cofactores correspondientes.

Esto es
4y @ Ay
da1 dum T A
o=\ - | =gy fagdy o tay iy
Bl Gy T Gy 2)

es el desarrollo del determinante D por el renglon i, y similarmente
D=ayd tagdy +.. . taydy (3)

es el desarrollo del determinante D por la columna k.

Las expresiones (2) y (3) son formulas completamente generales, cualquier determinante

de cualquier dimension se puede evaluar usando estas férmulas.
|
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Ejemplo 3.

Desarrollar por cofactores del segundo renglon y calcular el valor del determinante D.

2 -1 3
=4 3 =2
& =3 7

Para expandir D, por cofactores del segundo renglén, calculamos primero los
cofactores Ay, Ay, ¥ Ay; de los elementos del segundo renglon.

-1
=0

o qna+l 2
An =G ) _3‘

-1 3_ o) _|: 1':'2+2
-3 7 4 =

2 3_ 4 _(1)2+3
& 7 A =

Entonces
D= agdy tagdy tagdy = @-2)+ 00—+ (200 =-28

Ejemplo 4.

Desarrollar por cofactores de la primera columna y calcular el valor del
determinante D del ejemplo 3 para verificar que obtenemos el mismo valor.

Para expandir por cofactores de la primera columna, primero evaluamos los
cofactores A, A1, A;) de los elementos de la primera columna:

-1 3

5

%= 41 Ay == -2 Ay = (-1 =-17
-3 7 -3 7 5 2
Entonces
D =ayndy +aydy +asdy = QA0+ -2 +(6(-17)=-28
Ejemplo 5.

Considere la matriz A y calcule su determinante det A

2 1 -1 3

0o 1 4 0
A=

0 5 =2 6

0 -3 1 0
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Para evaluar el determinante de A usamos la férmula (2) que permite desarrollar un
determinante por cofactores de una columna. Observe que la primera columna

de A consta de tres ceros y un 2. Desarrollando por la columna (1) se tiene

2 1 -1 3
o 1 4 0
det A= 0 5 _o 6:ﬂnﬂn"'ﬂzlﬂzl"'ﬂzl-’%l"'ﬂn—‘gu:
o -3 1
1 4 0
=(2)5 -2 6
-3 1

Adun falta evaluar el determinante de 3x3, que desarrollamos por cofactores de la columna

3 porque dos de sus elementos son ceros, entonces

1 4 0
det A= (2|5 -2 5:(2}(—5}‘_13 j‘:(—12)(1+12):—156
2 1 0

Ejemplo 6.

El determinante de una matriz triangular.
Considere la matriz B triangular, calcule det B

-1

= D D )
= D D
o= = [

Entonces, desarrollando por cofactores de la primera columna, y desarrollando los
menores correspondientes de la misma forma, se tiene

=1 2 -1
2 1 3
det 5 ve s (o1 4 (3}(2]'1 : (325 =30
E = = = = =
oo 1 0 5
0 0 5
oo 0

ubns
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Asi que, el determinante de una matriz triangular es el producto de sus elementos
en la diagonal principal.

3.6. Propiedades de los determinantes.

I. El determinante de una matriz . y el de su traspuesta At son iguales.

Al =14
2 30 2 3 2
A=13 27 At=13 21
2 16 076
Al = |AY = =2
2. [A1=0 s

Posee dos filas (o columnas) iguales.

2 3 2
Al=13 2 3/=0
2 3 2

Todos los elementos de una fila (o una columna) son nulos.

=2
I Qo
[

4/=13 2 3|=0
00 0

=

Los elementos de una fila (o una columna) son combinacién lineal de las otras.

2 3 2
Al=1{1 2 4/=0

3 5 6
Fz=F+Fy

3. Un determinante triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal.

. ____________________________________________________________________________________________|
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A=

[ e
oo
) T s
I
2
I
=
I
I
g

4. Si en un determinante se cambian entre si dos filas (o dos columnas), su valor sélo
cambia de signo.

[
i

Fy + Fy

o= D

%

iy [ S
(=}

WL
o T e Y ]
I
|
b =

5. Si a los elementos de una fila (o una columna) se le suman los elementos de otra
multiplicados previamente por un numero real, el valor del determinante no varia.

Es decir, si una fila (o una columna) la transformamos en una combinacion lineal de las
demas, el valor del determinante no varia.

2 1 2 2 1 7
I 2 0j=16 C3=2C1+Cy+CY 1 2 4|=16
3 5 6 3 5 17

6. Si se multiplica un determinante por un nimero real, queda multiplicado por dicho
numero cualquier fila (o cualquier columna), pero soélo una.

[
[
[ e
[

e
[ ]
i I N T
o O

I
[ ]
CRCRT
ik B S T
) e
==
iy [ (N T
) e

7. Si todos los elementos de una fila (o columna) estan formados por dos sumandos,
dicho determinante se descompone en la suma de dos determinantes en los que las
demas filas (o columnas) permanecen invariantes.

2 1 2 2 1 2 2 1 2
a+b a+ec at+d=la a a|l+|b ¢ d
3 D 6 3 b 6 3 5 6

g |[4-B|=[A]-[B]

El determinante de un producto es igual al producto de los determinantes.
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3.7. Inversa de una matriz: método de la adjunta.

En el dlgebra matricial, la division no esta definida. La inversion de matrices es la

contraparte de la division en algebra.

La inversa de una matriz esta definida como aquella matriz, que multiplicada por la original

da por resultado la matriz identidad, se denota como 47"

At A=4.4"1=

esto se cumple siempre y cuando det(4) = 0.

La matriz inversa se obtiene en su forma clasica, de la siguiente manera:

1
At = T Adj(4)

El procedimiento para obtener la matriz inversa de una matriz 4 por el método de la

adjunta es el siguiente:

- Se calcula el determinante de 4. Si det(4) # 0 entonces tiene matriz inversa (en caso
contrario se dice que es una matriz singular)
- Se obtiene la transpuesta de 4. es decir, 4"

- Se calcula la matriz de cofactores de 47. dando lugar a la matriz adjunta de 4. esto

es, de':ﬂ]

Adj(4)

L
- Se forma el producto det(4)

Ejemplo I.

Obtener la matriz inversa de:
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Solucién.

det() =| 7 2= (-9-9-E@=12-10=2

r_[-4 5
=1 —3]
_[-3 -2
Adj(4) = | . 4]
> 4
1 I=3 -3_|"2 ~
-1 _ , - —
At = adj@) = 5[0 T 5
2

3
] 6—5 44
4.4t =% 2] 2 —| 15 15
5 -3l 3 - —+— -5+6
= -2 272
2
_Jr 0y _
~lo 1]‘I

Ejemplo 2: Calcular la inversa de la matriz

A=

[
e R
= O

i |

que corresponde a los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales de
arriba.

Solucion:

Para calcular la inversa debemos seguir los siguientes pasos:
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I. Calculamos el determinante de la matriz:

Lo b

0
Al = 0
1

=

o

= (2)(0)(0) + (3)(1)(1) + (5)(0)(0) — (1)(0)(5) — (0)(3)(1) — (2)(0)(1)
= 3.

Dado que el determinante no es cero, la matriz tiene inversa.

2. Hallamos la matriz adjunta: Es aquella en la que cada elemento se sustituye por
su adjunto. Esto es,

| A A Agg
A"= | Aoy Az Ay
Az1 Az Asg

Donde:

A;; = (—1)"*.det(matriz resultante al eliminar la fila i y columna j de la matriz A).

Asi
A A Ajgg
A" = | An Az A
Azp Asp As
0 0 3 0 3 D\
_ 13141 _ 1142 143
B i A ] A R VRl i
0 1 2 1 212 0
_ 1241 1242 11243
) 0 1 . 2 1 2,22 0
14341 11342 11343
N A i P GV i

Por lo tanto, tenemos que:

0 -3 3
A"=11 -3 -2
0 3 0

3. Calculamos la transpuesta de la matriz adjunta: Si

. ____________________________________________________________________________________________|
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0 —3 3 0 1 0
A= |1 -3 =2 = (A= | -3 -3 3
0 3 0 3 -2 0

4. La matriz inversa es igual a la transpuesta de la matriz adjunta entre el
determinante de la matriz original: Esto es,

PR
(Al
0 1 0
3 -3 3
3 -2 0
N 3
) 0 1 0
- —.|-3 -3 3
3 \3 9 0
Por lo tanto
0 1 o0
A= -1 -1 1
1 -2 0

Asi, hemos obtenido la inversa de la matriz 4.

Observaciéon: Como comentario final, podemos resolver el sistema de ecuaciones
lineales previamente planteado haciendo

7 = A~ 'b obteniendo que

x 0 1 0\ /3
y| = -1 -1 1] |1
. 2
z 1 -2 0/ \2
1
3
= | -2
3
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Entonces, la eleccion de

[}
| =1

3.8. Definicion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo y no
homogéneo.

DETERMINADOS
solucién Unica
COMPATIBLES

tienen solucidn
INDETERMINADOS

NO HOMOGENEOS infinitas solucidnes
algun b;=0

INCOMPATIBLES
no tienen solucién

SISTEMAS DE

ECUACIONES LINEALES DETERMINADOS

solucién (0,0,0,...,0)
HOMOGENEOQOS COMPATIBLES
todos los b=0 tienen solucién” |

INDETERMINADOS
infinitas solucidnes

Un sistema de ecuaciones es homogéneo si todos sus términos independientes son

nulos.

Un sistema de ecuaciones no homogéneo es aquel que tiene alguno de sus términos

independientes no nulos.

Ejemplos de sistemas homogéneos

dx+y—3z=10 x+y—z=10 x+y==z
2x—0y+z=10 dx—=15v+4z=10 dx+dz=4y
x—2y—3z=10 —2y—-3z=1x —3y—Sz=2x

Ejemplos de sistemas no homogéneos

dx+y—3z=1 x+y—z=4 x+y+i==z
2x—Ioy+z=2 2x—=15v+4z=15 2x+dz=4y-1
x—2y—3z=3 —2y—3z+153=x —dy—-Sz="Tx

. ____________________________________________________________________________________________|
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Cuando un sistema de ecuaciones tiene alguna solucion se le llama compatible. Si la
solucion es Unica, se lo denomina compatible determinadoy si tiene infinitas

soluciones compatible indeterminado.
Si un sistema de ecuaciones no tiene solucion decimos que es un sistema incompatible.

3.9. Solucion de sistema de ecuaciones lineales
Método de sustitucion

A través del método de sustitucion lo que debemos hacer es despejar una de las
incognitas en una de las ecuaciones y sustituir su valor en la siguiente. Lo veremos con
mas detalle en el siguiente ejemplo:

x +y =7}
Bx —2y =7

En primer lugar, despejamos una de las incognitas en la primera ecuacion.

x+y=7
x=7-y

A continuacién, sustituimos en la segunda ecuacién el valor correspondiente de la «x».

5x-2y=-7
5.(7-y)-2y=7

Ahora, despejamos la «y».

35-5y-2y=-7
35-7y=-7
-7y=-7-35
-7y=-42
y=-42/-7=6

y=6
Por ultimo, utilizamos el valor de «y» para hallar el valor de «x».
[~
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x=T-y
x=7-6=1

x=1
La solucion de nuestro sistema es x=1 e y =6.

Método de reduccion.

Con el método de reduccion lo que hacemos es combinar, sumando o restando, nuestras
ecuaciones para que desaparezca una de nuestras incognitas.

Los pasos a seguir son los siguientes:

X FYy =7
En primer lugar, necesitamos preparar las dos ecuaciones, si es necesario, multiplicandolas
por los nUmeros que convenga.

En este caso, queremos reducir la «y» de nuestro sistema, por tanto, multiplicamos la

primera ecuacion por 2.

2(x+y=7)
5x-2y=-7

Asi, el sistema se queda:

2x +2y =14
5x -2y =-7

Si nos fijamos, sumando las ecuaciones la y nos desaparece.

2x +2y =14
+5x =2y =-—7

+7x 0 =7
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Y nos quedaria:

7x=7
x=7/7=1
x=1
Por ultimo, sustituimos el valor que hemos calculado despejando la otra incognita en una

de las ecuaciones iniciales.

y= 7-x
y=7-1=6

y=6
La solucion de nuestro sistema es x=1 e y =6.
Método de igualacion.
El método de igualacion consiste en despejar la misma incognita en las dos ecuaciones y
después igualar los resultados.

Los pasos a seguir son los siguientes:

X +y =7}
5 -2y =-7

En primer lugar, elegimos la incognita que deseamos despejar. En este caso, empezaré por
la «x» y despejo la misma en ambas ecuaciones.
x+y=7; x=7-y
5x-2y=-7; 5x=2y-7; x=(2y-7)/5
Una vez hemos despejado, igualamos:
7-y=(2y-7)/5
3(7-y=(2y-7)/5)
35-5y=2y-7
42=7y
y=42/7=6
y=6

. ____________________________________________________________________________________________|
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Por ultimo, sustituimos el valor que hemos calculado despejando la otra incognita en una

de las ecuaciones iniciales.

x=7-y
x=7-6=|
x=1
La solucion de nuestro sistema es x=1 e y =6.
Realiza ahora tu mismo los siguientes sistemas de ecuaciones lineales propuestos por los

tres métodos:

Ax -2y = 0} Bx +y = 48} cAx .y = 20}
x -y =12 x 3y =4 2x +2y =18
D)y4ax +y =8 } E)3x +2y =6 }
2x -2y =-—6 2x —4y =-12

3.10. Método de Gauss.

El Método de Gauss consiste en transformar un sistema de ecuaciones lineal en otro

escalonado.

Por ejemplo:

+y +3z =8

x +y +3z =—8}
+z =12

El sistema transformado en matriz:

+1 +1 +3 -8
({} +1 +3 +B)

0 0 +1 +2

. ____________________________________________________________________________________________|
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Si te fijas, ya podemos despejar directamente una de las incognitas. Por tanto, este tipo de
sistemas es muy facil de resolver obteniendo el valor de las incognitas de abajo hacia

arriba. De esta manera, podemos ir sustituyendo los valores obtenidos en las anteriores.

z=2

[TRKIN

Sustituimos el valor de “z” en la segunda ecuacion y obtenemos el valor de “y”:

y+3.(2) = 8;

“ 9 “, 0,

Sustituimos el valor de “z” e “y” en la primera ecuacién y obtenemos “x’:
y=2

x+(2) +3. (2) =-8;

x=-16

Si nuestro sistema no es un sistema escalonado, lo podemos resolver mediante el método
de Gauss. El método consiste en “hacemos cero”, es decir, sometemos a las ecuaciones a

transformaciones elementales:

e Multiplicamos por un numero distinto de cero.

e Sumar una ecuacion a otra multiplicada por un nimero.

Para trabajar mejor utilizamos sé6lo los niUmeros (coeficientes y término independiente) y

trabajamos con una estructura de matriz.
Ejemplo:

+x +y +z =12
3x -2y -z =4
—2x +y +2z =2

Utilizamos los coeficientes y los términos independientes y realizamos una matriz:

+1 +1 +1 +2
-2 -1 +4
+2 42
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Necesitamos hacer ceros en los numeros destacados en la matriz anterior.
Primeras transformaciones, deseamos realizar los ceros de la primera columna:

Primer paso, transformar la segunda fila,

¢ Fila uno multiplicada por -3

S3.(H ++]+2)=-3-3-3-6
Le sumo la fila 2.

-3 -3 -3 -6
+3 -2 -1 +4
0 -5 —4 -2

Segundo paso, transformar la tercera fila,

e Fila uno multiplicada por +2.
+2. (+1 + 1+ +2) =42 +2 +2 +4

e Le sumo la fila 3.

+2 +2 42 +4
—2 +1 42 42
0 +3 +4 +6

Asi, la matriz resultante seria:

+1 +1 +1 +2
(0 =5 = =2

0 +3 +4 +6

Segundas transformaciones, deseamos realizar los ceros de la segunda columna:
Para ello, sélo utilizamos la segunda y tercera fila:

Fila uno se mantiene.

Fila dos se multiplica por 3.

+3.(0 -5 -4 -2) =+0 -15 -12 -6

Fila tres se multiplica por 5.

+5.(0 +3 +4 +6) =0 +15 +20 +30

|
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Sumo la fila dos y tres transformadas.

0 -15 -12 -6
0 +15 +20 +30
0 0 +8 +24

De esta manera, el sistema resulta:

+1 +1 +1 +2
(U -5 -4 —2)

0 0 +8 +24

x +y +z =
-5y —4z =-2
+8z = +24
Siendo la solucion:
z=24/8=+3
z=+3

“ .,

Sustituimos el valor de “z” en la segunda ecuacion y obtenemos el valor de “y”:
-5y-4.3=-2

-Sy=-2+12

y=+10/-5=-2

y=-2

Sustituimos el valor de “z” e “y” en la primera ecuacion y obtenemos “x”:
x+(-2 )+3=+2

X=+2-3+2

x=+1

3.11. Método de Gauss-Jordan.

Consiste en encontrar otro sistema de ecuaciones equivalente, de manera que la matriz
ampliada, en la forma (A|B), mediante operaciones elementales de matrices, se convierta
en una matriz escalonada reducida. O, lo que es lo mismo, que la parte de la izquierda, la
matriz A, o matriz de coeficientes, se transforme en una matriz identidad. El sistema queda

resuelto directamente.
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Esas operaciones elementales son:
e Intercambiar filas.
e Multiplicar una fila por un niumero real diferente de cero.
e Obtener una fila al sumarla a otra multiplicada por un nimero real diferente de

cero.

Un paso intermedio es llegar a una matriz escalonada: que proporciona un sistema de
ecuaciones lineales equivalente que ofrece una solucién a las raices, retrocediendo de la
ultima ecuacion a la primera. Esto es el método de Gauss o eliminacion gaussiana.
Recordemos que un sistema de ecuaciones lineales:

ay1X; + @ypX; + - gk, = by

Az1Xy + Ag2X; + 7 +Az Xy = by

A31Xy + Q3% + " FA3pXy =

------------------------------------------------

I
o
w

A X B
ay; Qg2 Qin X1 by
Azy Az azn \[*2 ) _ b,

. X3 b3
Any Qp2 Qnn X4 by,

O, abreviadamente:
A-X=B
La matriz de coeficientes A esta formada por los coeficientes de las x, incognitas (ya se ha
dicho que su determinante no es nulo).
La matriz X es la matriz columna formada por las x; incognitas.
La matriz B es la matriz columna formada los n términos independientes.

Se muestra la aplicacion del método de Gauss-Jordan para resolver un caso particular de

un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

Ejercicio:

Hallar las raices de este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Jordan:

. ____________________________________________________________________________________________|
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3x+2y—z=-7
x—y+2z=3
4x+5y+z=0

Solucion:
Se construye la matriz ampliada, afiadiendo a la matriz de coeficientes de las incognitas A,

la matriz vertical de los términos independientes B.

3 2 —1|=7
(1 —1. Z13 )
0

4 5 1
Se intercambian la primera fila y la segunda. (Siempre que sea posible, el primer elemento

3
_7)
0

Operaciones elementales hacen 0 los siguientes elementos de la primera columna:
1. —1 2|3 1 =1 2| 3
3 2 -=1|-7|FR«F —3F1<0 5 -7 —16)
—12

4 5 110/Fe«F—-4F,\0 9 -7
Operamos para hacer 0 el Ultimo elemento de la segunda columna:

de la primera fila conviene que sea el |):

3 2 =1=7 i =1 32
(1 =3 3): (3 2. -1

4 5 110 4 5 1

1 -1 2| 3 1 -1 23
(o 5 =7 —16) . 0 5 -=7|-16
_7l— - i 28| 84

0 9 71—12/ F; « F; SF___ 0 0 s

Hasta aqui serian las transformaciones del método de Gauss o eliminacion gaussiana. Pero
seguimos transformando hasta llegar a una matriz escalonada reducida, que es el método

de Gauss-Jordan.
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1 =1 2| 3
5 -—7]-16

1 =4 2] 8
28| 84 5 (0 5 -—7|-16
5175 /Fsc3gFB\o0 0o 113

0 —_—
i =1 23
£ —Zf 2] 3 F, A
0 5 -7|-16) ReZ |0 1 —2|-F

5 5|75
0 0 1 3 0 0 1 3
i =1 273 .

71 16 7 (Y —1 2p3
0 1 —gl-F|her+zr(0 1 ot
0 o 113 0 o0 13

Quedan las ultimas transformaciones para hacer ceros en el segundo y tercer elemento

de la primera fila para llegar a la matriz escalonada reducida que se busca:

1 -1 2|13\ F-F-2F /1 -1 0]-3
(0 1 0 1) (0 1 0|1 )
0 O 113 0 0 113
(1 -1 0 —3) F,-F,+F, /1 0 0]|-2
0 1 0|1 0 1 0|1
0 0 11 3 (0 0 113 )

Con el método de Gauss-Jordan, se ha llegado a una matriz escalonada reducida, donde, a

la izquierda esta la matriz identidad. La matriz escalonada conseguida se corresponde con

este sistema de ecuaciones lineales equivalente:

x=-2
¥=1
z=3
Este sistema ofrece directamente las raices del sistema que se buscan, x =-2,y =1,z = 3.
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3.12. Inversa de una matriz aplicando método de Gauss-Jordan.

Es un método eficiente para matrices 2 x 2 y 3 x 3.
Consiste en construir una matriz aumentada, colocando a la derecha de la matriz

original A una matriz identidad I, del mismo orden.

A continuacion, se hacen las transformaciones elementales sucesivas con el fin de que la
matriz identidad quede ahora a la izquierda. La submatriz de la derecha obtenida sera

la matriz inversa. Por ejemplo, sea la matriz A del que buscamos su inversa:

X =§ =2
a-(z 1 1)
3 2 B

Formamos una matriz aumentada, anadiendo a su derecha la correspondiente matriz

identidad:
1 -1 =21 0 O
(2 1 110 1 0)
3 2 410 0 1

Sucesivas transformaciones en filas se encaminaran a que la matriz identidad quede al final
a la izquierda. Las primeras transformaciones buscan que la primera columna tenga un
primer elemento | seguido de ceros. Luego buscamos que, de la segunda columna, su

segundo elemento (perteneciente a la diagonal principal) sea el I:

Fy « F, — 2F,

1 -1 -2]1 06 ¢ 1. —1 —211 0 0
(2 1 18 ¥ 0) o5 (0 3 51-2 1 0)
3 410 0 1 3: 2 410 0 1
Fy < F3—3F,

1 -1 -2]1 0 0 I =1 =21 0 O
(0 3 51-2 1 0) A~ (0 3 51-2 1 0)
3 2 410 0 1 0 5 101-3 0 1

Fy «F,/3

1 =1 =2|1 0 O L o=l =21 9 0 0
(o 3 5|2 1 o)~ 0 1 5/,0-2/3 1/3 0
0 5 101-3 0 1 0 5 1o0l=3 0 1

Se sigue transformando, completando con ceros debajo del | anterior en la segunda

columna. Después, transformamos para que el Ultimo elemento de la diagonal principal
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sea un |. El proceso final terminara haciendo ahora 0 los elementos que queden por

encima de la diagonal principal:

F3(-F3—5F2
1 -1 -2| 1 0 0 1 -1 =21 1 0 O
5 0 1 5/|-2/3 1/3 o0
/3|-2/3 1/3 o]~ 3
0o 5 10/-3 0 1 o @ S| =95 a

F3 & 3F3/5
0 1 °/5-2/3 1/3 0\ (o 1 5/,]-2/3 1/3 o
0 0 3/]1/3 -y 4 o o 1|15 -1 3/5

Fs &« F5 —5F3/3
1 -1 -2| 1 0 0 1 =1 =2
0 1 5/-2/3 1/3 0 |~ (o 1 0

1 0 0
wy e —1)
o o 1|15 -1 3/5 0 0 1

1/5 -1 3/5

Y se ha llegado a formar la matriz identidad a la izquierda, quedando a la derecha la matriz

inversa:

F, « F, + 2F,
1 =3 =32|'1 0 0 1 -1 0|7/5 -2 6/5
(0 1 0|—-1 2 —1)~ 0 1 o0f-1 2 -1
g 0 111/5 -1 3/5 o o 1|1/5 -1 3/5
FieF{+F,
o|7/5 -2 6/5 1 0 0/2/5 0 1/5
f 1 W1 2 -1]~10 1 0]|]-1 2 -1
1 o o 1/1/5 -1 3/5

La matriz inversa buscada es:

2/5 0 1/5
Al=-1 2 -
1/5 -1 3/5
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UNIDAD IV. ESPACIOS VECTORIALES

4.1. Definicion de espacio vectorial.

Del latin spatium, el espacio puede ser la extension que contiene la materia existente, la

capacidad de un lugar o la parte que ocupa un objeto sensible.
Espacio vectorial

Vectorial, por su parte, es lo perteneciente o relativo a los vectores. Este término, de
origen latino, refiere al agente que transporta algo de un lugar a otro o a aquello que
permite representar una magnitud fisica y que se define por un médulo y una direccion u

orientacion.

La nocidn de espacio vectorial se utiliza para nombrar a la estructura matematica que se
crea a partir de un conjunto no vacio y que cumple con diversos requisitos y propiedades
iniciales. Esta estructura surge mediante una operacion de suma (interna al conjunto) y

una operacion de producto entre dicho conjunto y un cuerpo.

Es importante tener en cuenta que todo espacio vectorial dispone de una base y que

todas las bases de un espacio vectorial, a su vez, presentan la misma cardinalidad.
Datos historicos y aplicaciones

Espacio vectorial Fue a partir del siglo XVIl que los estudiosos comenzaron a caminar
hacia la concepcion de los espacios vectoriales, con temas tales como las matrices, los
sistemas de ecuaciones lineales y la geometria analitica. Este concepto deriva de la
geometria afin (estudio de las propiedades de la geometria que no varian con
transformaciones afines, tales como las traslaciones o las lineales no singulares), al

introducir coordenadas en el espacio tridimensional o el plano.

Cerca del ano 1636, Descartes y Fermat (célebres cientificos originarios de Francia)
establecieron los fundamentos de la geometria analitica, tomando una ecuacién con dos
variables y vinculando sus soluciones con la determinacion de una curva plana. Para
conseguir una solucién dentro de los limites de la geometria sin necesidad de recurrir a
las coordenadas, el matematico checo Bernard Bolzano presenté un siglo y medio mas
tarde algunas operaciones sobre planos, lineas y puntos que pueden considerarse

antecesores de los vectores.
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Sin embargo, recién a finales del siglo XIX, Giuseppe Peano, conocido matematico
italiano, realizé la primera formulacion moderna y axiomatica de los espacios vectoriales.
Seguidamente, esta teoria se enriquecié de la rama de las matematicas conocida con el
nombre de anilisis funcional, mas precisamente de los espacios de funciones. Para poder
resolver los problemas de analisis funcional que presentaban el fenomeno conocido como
limite de una sucesién o convergencia, se asigné a los espacios vectoriales una topologia

apropiada, para que fuese posible considerar la continuidad y la proximidad.

Cabe mencionar que los vectores como concepto propiamente dicho nacen con el
bipoint de Giusto Bellavitis, un segmento orientado que posee un extremo llamado origen
y otro, objetivo. Mas tarde, fue tomado en cuenta cuando Argand y Hamilton presentaron
los nimeros complejos y este Ultimo creo los cuaterniones, ademas de ser quien concibié
la denominacion de vector. Laguerre, por su parte, fue responsable de la definicion de los

sistemas de ecuaciones lineales y de la combinacién lineal de vectores.

También en la segunda mitad del siglo XIX, un matematico britanico llamado Arthur
Cayley presento la notacion matricial, gracias a la cual es posible armonizar y simplificar
las aplicaciones lineales. Casi cien ahos mas tarde, se produjo una interaccion entre el
analisis funcional y el dlgebra, principalmente con conceptos tan importantes como los

espacios de Hilbert y los de funciones p-integrables.

Entre las aplicaciones de los espacios vectoriales se encuentran ciertas funciones de
compresion de sonido e imagenes, que se basan en las series de Fourier y otros métodos,
y la resolucidon de ecuaciones en derivadas parciales (relacionar una funcion matematica
con diversas variables independientes y las derivadas parciales de la misma respecto de
dichas variables). Por otro lado, sirven para el tratamiento de objetos fisicos y

geomeétricos, como ser los tensores.

4.2. Subespacios vectoriales.

Sea H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V y suponga que H es en si un
espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar definidas en

V. Entonces se dice que H es un sub espacio de V.
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Existen multiples ejemplos de subespacio, sin embargo, en primer lugar, se demostrara un
resultado que hace relativamente sencillo determinar si un subconjunto de V es en

realidad sub espacio de V
Teorema de subespacio

Un subconjunto no vacio de H de un espacio vectorial V es un sub espacio de V si se

cumplen las dos reglas de cerradura:

Reglas de cerradura para ver si un subconjunto no vacié es un sub espacio
i) Six€Hyy€H, entonces x +y € H.

ii) Si x € H, entonces ax € H para todo escalar a.

Es obvio que, si H es un espacio vectorial, entonces las dos reglas de cerradura se
deberan cumplir. De lo contrario, para demostrar que es un espacio vectorial, se debera
demostrar que los axiomas i) a x) de la definicion cumplen bajo las operaciones de suma
de vectores y multiplicacion por un escalar definidas en V. Las dos operaciones de
cerradura [axiomas i) y iv)] se cumplen por hipotesis, como los vectores en H son
también vectores en V, las identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa

[axiomas ii), v), vii), viii), ix) y x)] se cumplen.

Este teorema demuestra que para probar si Hes o no es un sub espacio de V, es

suficiente verificar que:

x +yyaX estan en H cuando x y y estan en H y a es un escalar.
Propiedades de Sub Espacio Vectorial

). El vector cero de V esta en H.2

2). Hes cerrado bajo la suma de vectores. Esto es, para cadauyvenH, la
suma u + vesta en H.

3). H es cerrado bajo la multiplicacion por escalares. Esto es, para cada

u en H y cada escalar ¢, el vector CU esta en H.
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4.3. Condiciones de existencia.

| Direccion de un vector: La direccion del vector es la direccion de la recta que contiene

al vector o de cualquier recta paralela a ella.

2 Sentido de un vector: El sentido del vector ‘—1§ es el que va desde el origen A al

extremo [5.

3 Mébdulo de un vector:

45|

El médulo del vector A § es la longitud del segmento .4 [3, se representa por

El modulo de un vector es un numero siempre positivo o cero.

Modulo de un vector a partir de sus componentes

—

= (ur,uz)

\u| = -,fuzl + u%

i = (3,4) ] =v32+42=,25=5

Modulo a partir de las coordenadas de los puntos:
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Az, ) B(x2, y2)

‘E‘)‘ = /(2 = 21)* + (12 — n1)?
Ejemplo

A(2,1) B(-3,2)
AB|= (B2 + 217 = VI

4 Coordenadas de un vector

A(x4.¥4)

. T
Si las coordenadas de los puntos extremos, Ay B, son:

A1, y1) A(z2, 12)

Las coordenadas del vector ;‘lg son las coordenadas del extremo menos las

coordenadas del origen.

AB = (wg — 1,92 — 1)
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Ejemplo:

Clases de vectores

| Vectores equipolentes

B

Dos vectores son equipolentes cuando tienen igual médulo, direccién y sentido.

2 Vectores libres

<l

El conjunto de todos los vectores equipolentes entre si se llama vector libre. Cada vector

fijo es un representante del vector libre.

3 Vectores fijos:

. ____________________________________________________________________________________________|
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Un vector fijo es un representante del vector libre. Es decir, los vectores fijos tienen el

mismo modulo, direccion, sentido y origen.

4 Vectores ligados

Los vectores ligados son vectores equipolentes que actuan en la misma recta. Es decir, los
vectores fijos tienen el mismo moédulo, direccién, sentido y se encuentran en la misma

recta.

5 Vectores opuestos

e

Los vectores opuestos tienen el mismo modulo, direccion, y distinto sentido.
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o= (uy,uz)

—u = (—u1, —ug)

6 Vectores unitarios

Los vectores unitarios tienen de moédulo, la unidad.
Para obtener un vector unitario, de la misma direccion y sentido que el vector dado se

divide éste por su médulo.

-L_'L

-~
-

=l
I

-._L

P
-

7 Vectores concurrentes

Los vectores concurrentes tienen el mismo origen.

8 Vectores de posicion

. ____________________________________________________________________________________________|
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[0
=

ra=
=
o=

El vector OI_:’} que une el origen de coordenadas () con un punto [ se llama vector de

posicién del punto /.

9 Vectores linealmente dependientes:

r

/ /
W
Varios vectores libres del plano son linealmente dependientes si existe una combinacion

lineal de ellos que sea igual al vector cero, sin que sean cero todos los coeficientes de la

combinacion lineal.

a1t +asve + ... +apvy, =0

10 Vectores linealmente independientes

]
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Varios vectores libres son linealmente independientes si ninguno de ellos se puede

expresar como combinacion lineal de los otros.
ajv] +asvo + ... +apt, =0
a1 =ay = ...—a, =0

Il Vectores ortogonales

= |

Dos vectores son ortogonales o perpendiculares si su producto escalar es cero.

iad-v=0 uy vl +ug-ve =0

-
Fen

12 Vectores ortonormales

ao*

| =

L

L
Dos vectores son ortonormales si:
a Su producto escalar es cero.

b Los dos vectores son unitarios.

. ____________________________________________________________________________________________|
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4.4. Independencia lineal.

Varios vectores libres son linealmente independientes si ninguno de ellos puede ser
escrito con una combinacién lineal de los restantes, de manera que, si la combinacion

lineal es igual a cero, entonces cada uno de sus coeficientes es igual a cero
ajv1 +asvo +---+apvy, =0 — ag=ay=---=a, =0

Los vectores linealmente independientes tienen distinta direccion y sus componentes no

son proporcionales.

71 vectores en [ son linealmente independientes si su determinante es distinto de

cero.

Ejemplo:

Estudiar si son linealmente dependientes o independientes los
vectores & = (2'- 3, 1)'- v = {1'- 0, 1)- w = (D- 3, _1)

I. Calculamos el determinante de los vectores

= = bJ
w o w
'_I.
I
o

—1

2. Como el determinante es igual a cero, concluimos que los vectores son linealmente

dependientes.

Sea V es un espacio vectorial. Se dice que un vector ¥ en V es combinacion lineal de

-+

los vectores Y1* Yz:- -+ Y también en V, si existen escalares %1 %2+ % tyles que
V=ap +ayv, +ta, v,

Se dice que un conjunto de n vectores '**2: - Y2z de un espacio

vectorial V son linealmente dependientes si existen escalares %1 %z---- - % no todos

cero, tales que

. ____________________________________________________________________________________________|
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Observa que la ecuacion (1) se cumple siempre si las constantes €17 %27+ - &

todas cero. Sila Unica forma en que se cumple la ecuacion (1) es ésta, esto es, si

® son

ayv, tagv, . tay, =10 s6lo si @ =a,=...=a, =0

entonces se dice que los vectores son linealmente independientes.
Ejemplo I.

B=(2-13) B =(-63-91

Considere los vectores observar

Y

¥, = =3
las componentes de ambos vectores vemos que 2 1 o que

—

3v1+f=;:[_i

lo que podemos expresar diciendo que el vector cero se puede escribir como una

o v V. .
combinacion lineal de los vectores "1 y "2 Mas formalmente decimos que el vector

cero es una combinacion lineal no trivial de los vectores 1 Va En el sentido de

Y

"1y ™ son diferentes de cero. Por lo tanto estos vectores

que los coeficientes de
son dependientes.

Ejemplo 2.

Considere ahora los vectores % = (2,713 y ¥=03.-14) |2 combinacién lineal
2 3 2o + 3a, 0

aX+a,y=a|—-1|+a,| -1|=| -2, |=|0 =0

3 4 3o + 4 0

implica que

2ot +3a, =10

i~y =0
Jay +4a, =10
y la dGnica solucién a este sistema es % T % =0 Entonces % y ¥ son

vectores independientes o linealmente independientes.

En el ejemplo 2 se ve que la idea de independencia lineal esta relacionada con los sistemas
de ecuaciones lineales. Esta relacion se puede establecer asi:
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-+ =+ -+

. YY)
Un conjunto UL k
solo si, el

}de k vectores de " es linealmente independiente si, y

sistema homogéneo de ecuaciones de # xk

tiene solo la solucién trivial =10,

Este sistema de ecuaciones lineal homogéneo (2) tiene solucion no trivial si el nimero de

incognitas k es mayor que el numero de ecuaciones n, esto es, sik > n. Por lo que

I

. . v » .
cualquier conjunto ‘) de vectores de " es linealmente

dependiente si k >n.

Ejemplo 3.
El conjunto de vectores (L0), (0.1, (2.3) de B* es linealmente dependiente por ser

Rﬂ
tres vectores en .
La independencia lineal puesta en palabras:

e Un conjunto de vectores (diferentes de cero) de un espacio
vectorial V es linealmente dependiente si y sélo si, algin vector del conjunto es
una combinacién lineal de los demas. Es decir, si uno de los vectores depende de

los demas, el conjunto es dependiente.

e Un conjunto de vectores (diferentes de cero) de un espacio
vectorial V es linealmente independiente, si y solo si, ningun vector del conjunto es
una combinacion lineal de los demas. Es decir, si ninguno de los vectores depende

de los demas, el conjunto es independiente.

e Si un vector es un multiplo escalar de otro, los vectores son linealmente

dependientes.

. . , b . .
o Cualquier conjunto de méas de n vectores de " es linealmente dependiente.

. ____________________________________________________________________________________________|
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Finalmente:

—+

TR N . . . . .
1> Y222V vectores de IR', las siguientes condiciones son equivalentes

Sean
I. Los vectores son independientes.
2. La matriz A que tiene a estos vectores como vectores columna es invertible.

3. Ase puede reducir a la matriz identidad de *# *# . (A es equivalente por renglones
al,).

4. Laforma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.

5 detAdz0

4.5y 4.6. Vectores y valores propios.

Sea T una aplicacion o transformacion lineal endomorfica de orden N, se dice que el

vector V no nulo es un vector propio si y solo se transforma de la manera:
T(V)=kV

donde k es un valor propio.
Ejemplo

Sea la matriz A:

1 2 3
A=13 2 1
213

asociada a la aplicacién lineal T:R’->R’; obtener los valores propios de A.

Iro. Se plantea |A-kl|=0 para obtener el polinomio caracteristico:

1 23 1 00

3 2 1)klo 1 0}=0

213 001

-k 2 3

3 2-k 1[0

2 13-k

Rk 1L 1 a3 2-k
(1 k)|1 Ot i PR L 1|:D
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que es reducido a:

-k’ +6k*+2k-12=0 (Polinomio caracteristico de A)
2do. Se determinan las raices del polinomio:

K’ +2k+6k*-12=0

=-k(k*-2) +6(k*2)

(6-k) (k*-2)=0

o—

siendo 6 y +V2 que son valores propios de A por ser reales.
3ro. Se calculan los subespacios vectoriales de cada valor propio, sustituyéndolos por k en
el sistema:

1-& 2 3 X,

3 2k 1 [
21 3-kf\ .

o O O

Para k=6 el subespacio vectorial es {(q, b, c) €R’ | a=b=c}.
Luego se determina un vector no nulo cualquiera por cada subespacio vectorial que seran
vectores propios del correspondiente valor propio. En el caso del valor propio 6 puede

un vector propio suyo seria (1,1,1).

Importancia

Los valores y vectores propios son clave para la diagonalizacion de matrices cuadradas,
proceso que se hace mediante la resolucion del polinomio caracteristico de la matriz
cuadrada asociada a la transformacion lineal en cuestion, usando por lo general el teorema
de Cayley-Hamilton. Una vez encontrada la matriz diagonal semejante, los célculos de la
aplicacion lineal se simplifican notablemente a meros productos. Para matrices superiores

al orden 3, se obtendran polinomios que no tendran un método general de factorizacion.

4.7. Base y dimension.

Un conjunto de vectores S={vl, v2,..., vn} en un espacio vectorial V se denomina base de

V si se cumplen las siguientes condiciones.
*S generaa V.

* S es linealmente independiente

. ____________________________________________________________________________________________|
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Una base posee 2 caracteristicas que se acaban de ver, debe tener suficientes valores para

generar a V, pero no tantos de modo que uno de ellos pueda escribirse como una

combinacion lineal de los demas vectores en S. Si un espacio vectorial consta de un

numero finito de vectores, entonces V es de dimension finita. En caso contrario, V es de

dimension infinita.

Base

En términos generales, una “base” para un espacio vectorial es un conjunto de vectores

del espacio, a partir de los cuales se puede obtener cualquier otro vector de dicho

espacio, haciendo uso de las operaciones en él definidas.

La base es natural, estandar o canénica si los vectores v, v,,..., v, forman base para R".

Si S={vi, Va,..., Vo} s una base para un espacio vectorial V entonces todo vector v en V se

puede expresar como:

l. V=cqcvi+ownt...+cv,

2. V= k|V|+ k2V7_+...+ ann

Restar 2-1

0= (C|- k|) V|+(C2- kz) V2+...+(Cn- kn) Vh

Ejemplo:

demostrar si S = {v|, v,..., v3} es base de R’, v, = (1,2,1); v;= (2,9,0); vs = (3,3,4)

Proponer vector arbitrario, combinacion lineal

b= Vit vht cvs
(b1, b, by) = 11,2, 1)+ ©2(2,9,0)+ c3(3,3,4)

(bi, by, b3) = ¢ +2¢,+3¢3;2¢/+9¢,+3¢3; ¢ t4c;
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¢ +2c,+3¢=b, det A = [(1%9%4)+(2#3% 1 )+0]-[(1¥9%3) +0+(#*2%2)]
2C| + 9C2 + 3C3 = b2 = [36+6]-[27+ | 6]
C + 4¢c;= b, =-] Si generaa R’

4.8.- Bases ortonormales. Proceso de Gram-schimidt.

Los vectores de una base pueden ser mutuamente perpendiculares, o pueden no serlo.

Cuando son mutuamente perpendiculares se dice que es una base ortogonal.

’ " . s .
Recuérdese que dos vectores uy ven R son ortogonalessiysélosi u -v=0.

. . . 3 . .
Si se tiene un conjunto de tres vectores u, v y w en B, y se quiere verificar que sean

un conjunto ortogonal, se necesitan realizar todas las combinaciones de los productos

punto:
Uu v, u-w, v w
Ejemplo I.
Sean los vectores u=(l,2,1), v=(4,0,-4) y w= (I, -1, 1), son un conjunto
ortogonal?

Al realizar los productos punto

u'v=0, uw=0, v-w=0

nos damos cuenta de que todos son iguales a cero, por lo que el conjunto de vectores es

ortogonal.

. x .
Un conjunto de n vectores en [E* es una base ortogonal si:

e El conjunto es base de IR* y Es un conjunto ortogonal.

Ejemplo 2.

ubns
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Sean los vectores u= (1,2, 1),v=(4,0,-4) yw = (I, -1, 1); queremos determinar si son
3
una base ortogonal de [E°.

3 .
Son 3 vectores en [E”| se forma la matriz

cuyo determinante detA = —24 (diferente de cero) , lo que implica que los vectores son

. . . . 3
linealmente independientes, y el conjunto es base de [,

Realizamos los productos punto y obtenemos que
u-v=0 u-w=0 y v-w=0

por lo que el conjunto es ortogonal, entonces, es una base ortogonal.
. ] .
Un conjunto de n vectores en " es una base orto normal si:

e El conjunto es base de [*
e Es un conjunto ortogonal y

e Sus vectores son unitarios

4.9. Trasformaciones lineales.

Las transformaciones lineales desempenan un papel muy importante en matematicas,
fisica, ingenieria, procedimiento de imagenes, graficas en computadoras y muchas otras
areas de la ciencia y la vida diaria. Las transformaciones lineales son mapeos de
importancia fundamental en el algebra lineal y en sus aplicaciones. Son transformaciones

entre espacios vectoriales que conservan la suma vectorial y la multiplicacion por escalar.

Las transformaciones lineales son las aplicaciones entre espacios vectoriales, es decir, que su
dominio y codominio lo son. Las tranformaciones lineales, también llamadas aplicacion lineal,
funcion lineal u operador lineal, son muy importantes y son muy utilizadas en algebra pero
debes conocer que para que esta aplicacion sea una tranformada lineal debe cumplir con dos

condiciones. Por lo tanto para que T: V—>W sea una transformacion lineal debe cumplir:
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T(xty) =T()+T(y) T(kx) = k-T(x)

Al no cumplir cualquiera de estas condiciones no se trata de una transformacion lineal,

por lo tanto, debes corroborarlas cuando sea necesario.

4.9.1. Definicion de transformacion lineal.

Una transformacion lineal es una funcion o aplicacion lineal cuyo dominio y codominio
son espacios vectoriales, en lugar de los nimeros reales como es el caso de las funciones
en el campo real. Por supuesto esta tiene que cumplir con ciertas propiedades, pero
siempre sobre los espacios vectoriales.

A las transformaciones lineales también se les llama operaciones lineares. Una
transformacion lineal es entonces, una funcion entre dos espacios vectoriales que
preserva las operaciones de espacio vectorial, es decir, el conjunto de llegada (codominio
o imagen) de la suma de los 2 vectores del dominio (conjunto de salida) es la suma de las

imagenes de cada uno de los vectores y la imagen del producto del vector por el escalar.

La transformacion lineal es una definicion entre espacios vectoriales, es decir, el objetivo
es transformar un espacio vectorial en otro. Para ensefar una transformacion lineal
usaremos F (v)=WV, son los espacios vectoriales que actian sobre un mismo campo. A las
transformaciones lineales las llamaremos aplicacion lineal.

Una aplicacion entre conjuntos A y B es una regla que permite asignar a cada elemento de

A, uno de B.

La aplicacion de f del conjunto A en el conjunto B si indica mediante f: AB. El conjunto A
se llama conjunto inicial, y el conjunto B final. Si la aplicacion f asigna al elemento a E A el
elemento b E B, diremos que b es la imagen de a, lo que se denota por f(a)=b. la regla ha
de estar inequivocadamente definida, de modo que para todos y cada uno de los

elementos de A, este claro que elemento de B es su imagen.

En sintesis, podemos dar la siguiente definicion:

Una funcién T: V ® W (de un espacio vectorial V en un espacio vectorial W) se dice una
transformacion lineal si, para todo a, b1V, k| K (K es el cuerpo de escalares) se tiene:
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T(@+b)=T()+T(b)
T(ka)=kT(a)
que se puede resumiren T (aa+bb)=aT (a) +b T (b), llamada propiedad delinealidad.

Si T: V --- W es una transformacion lineal, el espacio V se llama dominio de T y el espacio
W se llama codominio de T.

4.9.2. Propiedades de transformaciones linéales: nicleo y recorrido.

o Para toda transformacion lineal T: V ----- W, T (-x) =-T (x)

e Para toda transformacion lineal T: V ----- W, T (0) =0 (El que aparece en la
izquierda es el vector nulo de V, mientras que el que aparece en el lado derecho
es el vector nulo de W. Se puede escribir también T (0Oy) = Ow )

e Sea V un espacio vectorial de dimension finita, W un espacio vectorial, {vi,..., o}
una base de V, y {z,.., z,} un conjunto cualquiera de vectores de W. Entonces

existe una Unica transformacion lineal T: V® W talque T (v) =z (I Si<n

4.9.3. Transformaciones lineales de Rn a Rm

Ejercicio
Determine sila transformacion dada de V7 en W es lineal
TI: R3 — R:

. ____________________________________________________________________________________________|
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Comprobamos la primera propiedad : T(u+v)=Tu+Tv

Seaelvector w=(uy, uy, u3) ¥ v=_(vwm, v

= w+v=(u+vy, Uy +vy, Uz +v3)

Tw+v)=Tu+Tv
My +wv 1

T[H2+1’2 = T[Hg +T
U3 + V3 13

(g wns) =) 3)
= +

My + V3 L3 Vi
1 2

(H3+1’3)=(H3+1’3)

= LaTransformacion no es lineal.

V1
v
V3

Ejercicio
Determine si la transformacion dada de I en W es lineal
TI: R2 - R

)=

Comprobamos la primera propiedad - T(u+v)=Tu+Tv
Seaelvector w=(uy, ) v v=1(vy,w)
= w+v=_(u+vy, r+v1)

Tw+v)=Tu+Tv
Uy +v u v
(s o) = T(oa) 700
H2+1’2 5] 2
(2 +vi) (i + W) =gty + v Wy
COmo

My Wy + Uy Vo +H U VYV F MU VW,
= LaTransformacion no es lineal.
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Ejercicio
Sea T una transformacion lineal de R* - R? tal que

TR

Encuentre (a) T( 4 ) y (D) T( 7 )

Aplicamos las propiedades de transformacion lineal

o 13) =) (2)- 1]
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