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Marco Estratégico de Referencia

Antecedentes historicos

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el ano de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento
marcé un nuevo rumbo para la educacion de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra
escuela fue fundada por el Profesor Manuel Albores Salazar con la idea de traer educacion a
Comitan, ya que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para

que siguieran estudiando.

En el ano 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer
bachillerato tecnologico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision en
grande de traer educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente

que trabajaba por la manana tuviera la opcion de estudiar por las tardes.

La Maestra Martha Ruth Alciazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia
Albores Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el
Profesor Manuel Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en julio de 1996 como
chofer de transporte escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integré en la docencia en

1998, Martha Patricia Albores Alcazar en el departamento de cobranza en 1999.

En el afno 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar
S.C. para darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el ano 2004

funda la Universidad Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la
region no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de

una institucion de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los
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jovenes que tenian intenciéon de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir

preparandose a través de estudios de posgrado.

Nuestra Universidad inicié sus actividades el |8 de agosto del 2004 en las instalaciones de la
4* avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos
de cuarenta alumnos cada uno. En el ano 2005 nos trasladamos a nuestras propias
instalaciones en la carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el
campus Comitan y el corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y
controlar todos los procesos operativos y educativos de los diferentes campus, asi como de

crear los diferentes planes estratégicos de expansion de la marca.

Mision

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos,
Profesores, colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el

proceso de ensenanza-aprendizaje.

Ser la mejor oferta académica en cada region de influencia, y a través de nuestra plataforma
virtual tener una cobertura global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas

innovadoras con pertinencia para la sociedad.
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Valores
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
Escudo

El escudo del Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. esta constituido por
tres lineas curvas que nacen de izquierda a derecha formando los
escalones al éxito. En la parte superior esta situado un cuadro motivo de

la abstraccion de la forma de un libro abierto.
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Eslogan
“Mi Universidad”
ALBORES
b ‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser lider,

trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor y

.’ fortaleza son los rasgos que distinguen.
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Analisis de circuitos eléctricos

Objetivo de la asignatura

Aprender los fundamentos matematicos que permiten analizar senales y sistemas lineales en los
diversos campos de la Ingenieria Eléctrica, mediante diversas técnicas del dominio del tiempo y de la
frecuencia.

UNIDAD |
SENALES CONTINUAS, DISCRETAS Y DIGITALES

I.1.- Clasificacion de senales.

|.2.- Operaciones y transformaciones de las senales.

1.2.1.- Suma y producto de senales.

1.2.2.- Integral y derivada de una sefal continua.

1.2.3.- Sumatoria y diferencia hacia delante y hacia atras de una sefal discreta.

1.2.4.- Escalamiento en la amplitud y en el tiempo.

1.2.5.- Desplazamiento o traslacién en el tiempo.

1.2.6.- Trasposicion.

|.3.- Senales fundamentales de tiempo continuo y discreto.

| .4.- Sistemas continuos y discretos.

|.5.- Sistemas lineales e invariantes en el tiempo (SLI) de sistemas lineales e invariantes.
|.6.- Respuesta de entrada cero (libre) y respuesta de estado cero (forzada).

|.7.- Respuesta transitoria y respuesta permanente.

|.8.- Suma/Integral de convolucion.

1.9.- Andlisis de sistemas y sefales (3/ 6).

1.9.1.- Sistemas discretos de respuesta al impulso de duracion finita y de duracion infinita.
1.9.2.- La estabilidad entrada/salida en términos de la respuesta al impulso.

UNIDAD II

ANALISIS DE SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES (SLI), CONTINUOS Y
DISCRETOS, MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES DE LAPLACEY Z

2.1.- Forma general de la ecuacion diferencial lineal.

2.2.- La transformada de Laplace: propiedades y transformadas comunes.

2.3.- Funcidn de transferencia de sistemas de tiempo continuto.

2.4.- Forma general de la ecuacion en diferencias lineal.

2.5.- Solucion de las ecuaciones en diferencias mediante la recurrencia.

2.6.- La transformada Z: propiedades y transformadas comunes.

2.7.- Funcion de transferencia de sistemas de tiempo discreto.

2.8.- Analisis y solucion de sistemas continuos y discretos en el dominio de la frecuencia.
2.9.- La condicion de crominancia.

2.10.- Analogia entre vectores y funciones del tiempo.
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2.11.- La serie compleja o exponencial de Fourier de senales periodicas continuas.
2.11.1.- Condiciones de simetria.

2.11.2.- El espectro discreto de potencia y la relacién de Parseval.

2.11.3.- Convergencia de la serie de Fourier y condiciones de Dirichlet.

2.11.4.- La serie trigonométrica de Fourier (STF).

2.12.- La serie de Fourier de senales periddicas discretas.

2.12.1.- El espectro discreto de frecuencias y la relacion de Parseval.

UNIDAD lil
LA INTEGRAL DE FOURIER (TF) Y SUS APLICACIONES

3.1.- De la serie de Fourier a la integral de Fourier.

3.1.1.- El espectro continuo.

3.1.2.- Relacién entre la transformada de Fourier y la transformada de Laplace.

3.2.- Propiedades y transformadas comunes.

3.2.1.- Propiedad de modulacion.

3.2.2.- Propiedad de convolucion.

3.3.- La transformada de Fourier de senales periédicas continUas.

3.4.- Respuesta de SCLI a entradas exponenciales complejas y senoidales: respuesta en frecuencia.
3.5.- Fundamentos de muestreo y reconstruccion de senales.

UNIDAD IV

INTRODUCCION A LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO DISCRETO
(TFTD)

4.1- La transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD).
4.2.- Relacion de la TFTD con la transformada Z.
4.3.- Representacion de senales de duracion finita.
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UNIDAD I: SENALES CONTINUAS, DISCRETAS Y DIGITALES

Objetivo: Identificar las caracteristicas mas significativas de las sefales continuas, discretas y

digitales dentro del proceso sistematico.

1.1 CLASIFICACION DE SENALES

Senales analogicas

Senal Analoga |

Intensidad

*>

Tiempo, espacio.... |

Es un tipo de senal generada por algin tipo de fendmeno electromagnético y que es
representable por una funcion matematica continda en la que es variable su amplitud y

periodo en funcion del tiempo.

En pocas palabras es una forma de onda continua que pasa a través de un medio de

comunicacion y se utiliza para comunicarse mediante la voz.
Ejemplos

e Altavoz
e Micréfono
e Volumen

e Frecuencia de sonido
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Senales digitales: Es un tipo de senal generada por algintipo de fenémeno
electromagnético en que cada signo que codifica el contenido de la misma puede ser
analizado en término de algunas magnitudes que representan valores discretos, en lugar de

valores dentro de un cierto rango.

Ejemplos

. pulsos del teléfono.

. Senal de resistencia eléctrica muy pequena (0)
. senal de resistencia eléctrica muy grande (1)

. PC que se basan en sistema binario (1,0).

|l§ Digital Analigica

'E_

_______ Red telefonica puablica

Analogica Digital [[E

Comunicacion a traves de mnderns

Sefiales eléctricas: Es un tipo de sehal generada por algin fenomeno
electromagnético, estas senales pueden ser analdgicas, si varian de forma continua en el
tiempo, o digitales si varian de forma discreta (con valores dados como Oy I.

En la mayoria de los casos, las senales (tensiones o corrientes) aplicadas a los circuitos

eléctricos pueden encuadrarse dentro de una de las siguientes categorias:

Senales continuas (DC): Se trata de senales de valor medio no nulo con una frecuencia de

variacion muy lenta, por lo que se pueden considerar como constantes en el tiempo.

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 12
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Senales alternas (AC): Son senales que cambian de signo periodicamente, de tal forma
que su valor medio en una oscilacion completa es nulo. El caso mas simple es el de una senal

sinusoidal.

Senales alternas superpuestas a un valor continuo: Obviamente, se trata de una
superposicion de los dos casos anteriores. Al valor medio de la senal se le llama componente

continua, mientras que la oscilacion recibe el nombre de componente de alterna.

Ejemplos
e Baterias.
e Pilas.

Fuentes de DC.
Fuentes de PC

Senales opticas: La comunicacion optica es cualquier forma de comunicacion que utiliza la

luz, senas, gestos, etc. como medio de transmision.

Ejemplos

e Las senales de humo

e Banderas de colores

e El reflejo del sol por medio de un espejo
e El cédigo Morse

e Faros marinos

____________________________________________________________________________________________________________|
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1.2 Operacion y transformacion de senales
1.2.1 Suma y producto de senales

Escalamiento en Magnitud
Equivale a multiplicar la sefal por una constante real.

En la practica se pueden presentar cuatro casos:

X X,

A > |: Amplificador.
A < |: Atenuador.
A = |: Aislador.

A = -I: Inversor.

Ejemplo: x,(t) = 2 x,(t)

X, ()
: %0

Ejemplo: x,[n] = 2 x,[n]
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wqn] sy [n]
* * 9 9
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
[ ] [ ] [ ] a2 [ 1 il 1
1 I I 1 1 1 1 1 1
! ! ! ! 1 1 1 1 1
el ! 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AR A A S O S S S S
2 a 2 4 f -3 i} 2 4 i
Reflexion

Se consigue mediante un cambio de signo en la variable independiente.
Graficamente equivale a una reflexion sobre el eje vertical (t = 0; n = 0).

Un ejemplo practico de la operacion (reflexion) seria: Si x (t) es una senal de audio en una
grabadora de cinta, x (-t) seria la misma grabacion, pero reproducida en sentido contrario (a

la misma velocidad).

Cuando se tiene la operacion de reflexion acompanada de un desplazamiento se debe reflejar

la senal y luego se debe desplazar. Estas operaciones no son conmutativas entre si. Esto es:

K-t =X(- (Lt )

Feflexicn Desplazatmiento
t=-t t=t-t

0% e 3 () R— O ST

Ejemplo: x,(t) = x,(3 - t)

____________________________________________________________________________________________________________|
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Ejemplo: x,[n] = x,[2 - n]

#q[n] #a[n]
| ] L | ] . 2 ] ] ] . 2
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
L T T A
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- = » | : : : : WA r ; i ; i ———8—8n
] i} ] 4 1] 4 -2 1] 2 4

Convolucion de Senales

Esta operacion es muy usada en comunicaciones, analisis armodnico, etc., permitiendo

encontrar facilmente muchos resultados importantes.

La integral del lado derecho, es decir la integral de convolucion, la, podemos interpretar

como el area bajo la curva resultante del producto entrex (T )y h (t- T ).

Para esta integral, se han realizado los siguientes cambios de variable: Para x (t) se hace el

cambio de variable independiente, t = .

Para h (t) se hace el cambio de variable independiente, t =1, ademas se refleja y se desplaza

la senal t unidades.

____________________________________________________________________________________________________________|
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El calculo de la integral se puede realizar de dos maneras, analiticamente (resolviendo las
integrales planteadas) o graficamente (calculando las areas respectivas a partir de los graficos

realizados para las senales).

La convolucion con & (t) se calcula valiéndose de la propiedad de separacion de la

funcion & (t), que permite escribir la funcion x (t) como la suma de infinitos pulso pesados:

(el

Y =x()* ()= [ (B ¢E— 1)1 =x(x)

—0

Ademas, se puede verificar que:

f(t)m §(t-T)=f(t-T).

f(e-T,)m §(t-T,)=f(t-T,-T,).

(t-T,))m 5(t-T,)= &(t-T,-T,).
f(e)r[a(t+T)+ 5(t-T)=f(t+T)+f(t-T).
Ejemplo de célculo:

Primero se grafican las senales x (t) y h (t):

{t 0etc3 {1 —-1=<z <1
i (2) = X =

0 oira valar

0 oiro valor

.sﬂ:f,:l FY

Se cambia la variable t por ¢ y se refleja h (t):

____________________________________________________________________________________________________________|
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T Dera3 1 —-1«r=l
hiT) = Xin =
0 ofro valor 0 oire valor
;2':’_ T‘:I F 9

Ahora se desplaza h (- T ), t unidades, consiguiendo h (t- T ), o lo que es lo mismo h (-

(T -9

F—T (-3 <Tt 1 -1<zt=l

h@—ﬂ:{ Xﬁ):{

0 airo valar 0 ofra valor

Bt —T) .

Luego se deben tomar en cuenta los diferentes intervalos de t para los cuales cambia la

expresion de x (t) *h (t - T ), resolviendo la integral de convolucion para cada intervalo.

El primer intervalo a considerar seria - <t < -1, en el cual se tiene, para cualquier valor de

t
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h l{t-'l:]l‘l" T

: it
\ Hinhit-
' r{ v

k
t3 £ 1 | s

1
X (k-1 =0 Fﬁﬁnﬂﬂ%@%=jXﬁm@—ﬂﬁ=D

P)=0 —mefe—1

El segundo intervalo a considerar seria - | <t < I, en el cual se tiene, para cualquier valor de
t

hit)

() Himphito)

|
t3 151 4 |t

w

rome-y-{ T T F(f}=}f(ﬂ*r‘2{ﬁ)=j(ﬁ—t}dt:£+g+l
0 ofro wlor 1 o

2
piey < XD

-1t <l

El siguiente intervalo a considerar seria | <t <2, en donde:

i)

h(t-T) t *
| (W)

w

f-1 -l<t<l
Xhﬁﬁ—t}=[ﬂ o valor FH}=XﬁHhﬁ%=IUJﬂdm=Ez

Fifi=2F l1<f<? -1

El cuarto intervalo a considerar seria 2 <t < 4, en el cual, para cualquier valor de t:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 19



EUDS |

Mi Universidad

F 3 L
' (T ET)
hit-T
i) X (+-7)
1
[0 N, :
-1 431 t1 |t—31
-1t f-3<t<l L .
HOLCE T() = T = [(E-Ddv=dri-
0 ofro valor A 2
1 -
fr;rj=4+r-2— Tercd

El dltimo intervalo a considerar seria 4< t <m, en el cual se obtiene para cualquier valor de t:

)

'y hit-T) &
|

[ /— Z(Th(t-T)
¥ | *

-1 1+5 t

Fioh(f-1)=10 Fif) = F(#h() = _r;rmh(f- =
Fifi=0 d<i<cm B

Finalmente, resumiendo el resultado de x (t) ® h (t) en un grafico, se obtiene:

YREX{t*hit)
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1.2.2 Integral y derivada de una seiial continta

Derivacion de Seiiales
Esta operacion, muy usada en el modelado de sistemas, la podemos interpretar como la

velocidad de cambio de la senal. Graficamente representa su pendiente.

Para el modelado de muchos sistemas se usan ecuaciones diferenciales, definidas como:
N dkyfsy M d¥x()
E—— = - .

Yan =L - 5

k-0 4 k-0 dtk
Algunos ejemplos de su utilizacion serian:

Respuesta de un circuito RC.

Movimiento de un vehiculo sujeto a entradas de aceleracion y fuerzas de friccion.

A partir de una expresion para x(t) en funcion de senales elementales se puede obtener su

derivada mediante el uso de las siguientes relaciones:

drfy) e duft) P
=i =
0wty | =0 _ 50
L s s LB T T T T T T4 ;i;:-:'l\-lifi;;'.'12.i15'.‘-?
§-F-G-5-4-3-2-101 234868 67
uft] At
S ——— 4-\
HeT-f-6-4-3-2=-10 12 34 567 ......;. .2||||||t
B T B 101 146887

dey (2)
x2(£)=——"
Ejemplo: dt
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x) (g)=rs)—riz-1) xo () =uls)—ule-1)

En el caso de los sistemas discretos estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de

diferencias, definidas como:

N M
2 apyln—k]= Zbgx[n-k]
k=0 k=0

Igualmente, las senales elementales discretas estan relacionadas mediante las siguientes

ecuaciones de diferencias:

uln] =r[n]-r[n-17 & [n] =u[n] - u[n-1]

Ejemplo: x,[n] = x,[n] - x,[n - 1]

®q[n] ®gln]
s = 8 e
1 1 1 1
1 1 1 1
-1 ! ! ! ! a1l &l
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
e & & T & N o %+ 9
2 0 2 4 L -2 0 2 4 L]
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Integracién de Senales

Operacién muy usada en comunicaciones, analisis espectral, etc., representando graficamente

el area acumulada bajo la curva que define la senal.

Las senales fundamentales, rampa y escalén, estan relacionadas por medio de las siguientes

integrales:
; Y ; i)
[u(-c)aft:r(z) Iﬁ(t)d't:u(r} ]
o — 1
F 9
HeTefief-d-3-2-10 1234 6§87
] §-T-G-5-4-3-2-10 1234565 6T
1rit] quit]
R B-T-B-5-4-3-2-1( 1 23 4 6§ 6 7
HeTefi=f-4-3-2-10 12 3 465 67

¢
x2(6)= [x) (Dt
Ejemplo: -
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(1)

15 -

0 —wmef<0

2
0 -oo<£<0 x9(£)= o oga<2
x1(8)=1¢ 0<z<2 2
! P 2<i<m
1l 2<f<om

Para las senales discretas, la integracion no es mas que una sumatoria:
n
rlal= 2 x[k]
k=—w

Igualmente, las senales elementales discretas estan relacionadas mediante las siguientes

sumatorias:

ulz]= > 8 k] rlal= 3 ulk]

k=-wm k=-u

Ejemplo:

i
xzlz]l= 2 x1 [#]

k=-uw

____________________________________________________________________________________________________________|
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o
wqn] Hgln] L
o
g7
e 5
a & & 8?2
1 1 1 1
ol o .
1 1 1 1 1 H
1 1 1 1 1
G : : : : \n 21
] 0 2 4 5 —F—a—H i t i i N
3 4 1 0 1 4 3 4 5

1.2.3 Sumatoria y diferencia hacia adelante y hacia atras de una seial
discreta.

Desplazamiento

e Equivale fisicamente a adelantar o atrasar la sefal.

e Graficamente equivale a desplazar la senal hacia la izquierda (adelanto) o hacia la

derecha (atraso).

e El adelanto de una senal no es posible fisicamente, pero es muy util su consideracion

en el andlisis de senales.

e Este tipo de relaciones entre senales se presenta en aplicaciones como:

El sonar, el procesamiento de senales sismicas y el radar, en las cuales una diferencia en el
tiempo de propagacion de las senales entre un emisor y varios receptores resulta en un

corrimiento en tiempo entre senales medidas en los diferentes receptores.

En la practica se pueden presentar dos casos:

Dresplazarmiento

to

TO > 0: Adelanto TO < 0: Atraso
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Ejemplo: x,(t) = x,(t- 1)

(1)
F 3

Ejemplo: x,[n] = x,[n + 2]

wqn] #g[n]

L I
1
1
T

= d-ee---m

e R
i |

1.2.4 Escalamiento en la amplitud y en el tiempo.

Escalamiento en Tiempo
Se consigue mediante un escalamiento lineal de la variable independiente.
Graficamente equivale a ensanchar (a < |) o encoger (a > 1) la sefal.

Si se trata de una senal discreta, esta operaciéon originara la aparicion de nuevas muestras
iguales a cero (a < |) o la desaparicion de algunas muestras (a > |), debido a que la variable

independiente "n" solo puede tomar valores enteros.

Un ejemplo practico de la operacion (escalamiento en tiempo) seria: Si x(t) es una senal de
audio en una grabadora de cinta, x (2 t) seria la misma grabacion, pero reproducida al doble

de la velocidad) y x ("2 t) reproducida a la mitad de la velocidad.
.
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Cuando se tiene la operacion de escalamiento en tiempo acompanada de un desplazamiento,
primero se debe escalar la senal y luego se debe desplazar. Estas operaciones tampoco son

conmutativas entre si.

Cuando se desee escalar en tiempo y desplazar una senal, se debe proceder de la siguiente

manera.

Aat -ty =2alt-tyfa))

Desplazarmento
t=at t=t-t./a
b0 ) — 1} B— (T R 2R

Ejemplo: x,(t) = x,(2t + 3)

(1)
F 3

Ejemplo: x,[n] = x,[2 n + I]

#q[n] ®g[n]
L S S " % 9 =w:
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
-| 1 : : : : [ I} 1 1 1 :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
88 T T T 1 ———09» | » | » | » 1 - 'n
-2 o 2 + 8 & 4 2 0 2 4 & g
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1.2.5 Desplazamiento o traslacién en el tiempo.

Movimiento de traslacion
Todos los puntos del solido se mueven en trayectorias paralelas. La velocidad de un punto
del sélido es la misma que la velocidad del centro de masas.

Graficamente se representa de la siguiente manera:

Traslacién

Movimiento de traslacion pura

Se presenta un movimiento de traslaciéon pura cuando el cuerpo cambia de posicidon sin
cambiar su orientacion, es decir, todos los puntos del cuerpo sufren el mismo
desplazamiento a medida que transcurre el tiempo. De acuerdo con la figura, la particula A 'y
el centro de masa C.M,, han tenido el mismo desplazamiento; esta es la razon por la cual,
cuando se analiza el movimiento de traslacidon, es suficiente considerar el movimiento del
centro de masa del cuerpo. Es posible demostrar que el centro de masa, en lo que a
traslacion se refiere, se comporta como si toda la masa estuviera concentrada en dicho
punto y como si todas las fuerzas externas actuaran sobre él.

Ejemplo:

Calcule la magnitud del de la cantidad de movimiento angular del segundero de un reloj
alrededor de un eje que pasa por el centro de la caratula, si la manecilla tiene una longitud de
150 cm y una masa de 6,00 g. Trate la manecilla como una varilla delgada que gira con

velocidad angular constante alrededor del extremo.

Solucion

____________________________________________________________________________________________________________|
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El periodo de un segundero es un minuto, por lo que el momento angular es igual a:

_MFZ;’Z'
3T

3
_ 6’0"130 ke (15,0x10™ m)

L=1Iw

2T 4 71%10° kg-m?/s
60,0 s

»

1.2.6 Transposicion.

Una de las dificultades que presenta la sintesis de controladores por transposicion es la
seleccion del método de transposicion adecuado en cada caso. El objetivo de la transposicion
es el de determinar un controlador digital para el cual el comportamiento del control digital
se aproxime lo mas posible al comportamiento del control analédgico. Es imposible obtener
un comportamiento idéntico debido al efecto del muestreo y de la cuantificacion. El control
digital obtenido sera en el mejor de los casos equivalente al control analégico, pero en
ninglin caso mejor.

Existen varias técnicas de transposicién bien conocidas. Cada una de ellas presenta sus
ventajas e inconvenientes y por tanto se adaptan mas o menos a cada problema en particular,
ninguna de ellas puede considerarse mejor que las otras de forma general. Podemos citar

entre los métodos existentes a los siguientes:

e Transposicién por muestreo — bloqueo de orden cero.
e Transposicion por aproximacion bilineal.

e Transposicion por aproximacion de Euler.

e Transposicion por conservacion de polos y ceros.

e Transposicion por muestreo — bloqueo de orden uno (argumento ’foh’ de la funcion

c2d de Matlab).

____________________________________________________________________________________________________________|
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Transposicion por muestreo — bloqueo de orden cero

Este método de transposicion consiste simplemente en reemplazar el controlador continuo
por un sistema digital compuesto de un controlador continuo al cual precede un muestreo y
un bloqueo de orden cero. La funcion de transferencia del controlador digital equivalente se
obtiene calculando la transformada en Z del controlador analégico precedido de un bloqueo
de orden cero (con Matlab funcion: Cz = c2d (C, Te,'zoh’)).

Algunas propiedades de la Transposicion por muestreo — bloqueo de orden cero son:

e Los polos del controlador C (z) se ubican en z=e TePi donde Pi son los polos del
controlador analogico C(s). Se dice que se conservan los polos.

e Si el controlador C(s) es estable, entonces el controlador C (z) obtenido también
sera estable. Se debe sin embargo tener presente que no existe ninguna garantia en
cuanto al sistema en lazo cerrado.

e Los ceros del controlador no se conservan. Si C(s) no posee ceros, entonces C (z)
puede presentar ceros o viceversa.

e La ganancia estatica del controlador se conserva.

Con este método de transposicion la salida del controlador digital es igual a la salida del
controlador analégico en los instantes de muestreo, y este valor se mantiene durante todo el
periodo de muestreo. La salida digital presentara siempre un retraso respecto a la senal

analdgica.

Transposicion por aproximacion bilineal

La transposicion por muestreo — bloqueo de orden cero es con frecuencia muy brusca. Se
requiere por lo tanto de algunos métodos mas complejos, con frecuencia basados en
aproximaciones de las ecuaciones diferenciales que rigen los sistemas continuos. El método
de transposicion por aproximacion bilineal se basa en la aproximacion de la integracion de

funciones con el método de los trapecios.
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Si denotamos a I(t) como |a integral de |a sefial x(t). Con esta aproximacion tendremos lo siguiente:

I(kT,) = I((k — 1T,) +%(1(k7}) + x((k — 1DT,))

Utilizando la transformada en Z, obtenemos:
; _Te(1 + z")x
(Z) - 2 (1 _ z_l) (Z)

Sabiendo que para los sistemas continuos la integracion es equivalente a una multiplicacion por 1/s en el dominio de la
Te(1+2z71)

frecuencia, se quiere hacer una aproximacién de 1/s con la funcién de transferencia digital: ?(1_1”) . Esto es
equivalente a hacer el cambio de variable:
2(z-1)
§ 5 ——
Te(z+1)
En la funcién de transferencia a transponer o lo que es equivalente imponer |a igualdad z = 24Tes |
2-Tes

Efecto en dominio de la frecuencia.

A diferencia de la transposiciéon por muestreo — bloqueo de orden cero, la transformacién
bilineal no introduce retraso. El comportamiento de la fase sera mejor en términos globales.
En cuanto a la amplitud, se observa que el filtrado introduce una distorsion muy importante

para frecuencias cercanas a la frecuencia de Nyquist.
Efecto sobre un control integral o derivativo.

La amplificacion de las frecuencias cercanas a la frecuencia de Nyquist conduce a la
amplificacion de los ruidos a alta frecuencia, lo que no es para nada deseable, y menos aun
para una accion de control derivativa. Por el contrario, el efecto sobre el integrador es

beneficioso, debido a que las frecuencias altas se atenuan.

Correccion de la distorsion.

Para corregir la distorsion que introduce la aproximacién bilineal, se puede afadir un término
de deformacion previa “prewarping”’, el cual permite corregir la distorsion para una

frecuencia especifica w0. Para ello modificamos el cambio de variable como sigue:

____________________________________________________________________________________________________________|
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5 2z-1
LTz + 1
tan 20’e e Z +

El comportamiento del controlador digital se vuelve en este caso casi idéntico al del

controlador analogico, pero solo a la frecuencia especifica wO0.

1.3 Senales fundamentales de tiempo continuo y discreto.

Una senal continua o una senal continua en el tiempo es una variable cantidad (una senal),
cuyo dominio, que es a menudo el tiempo, es un proceso continuo (por ejemplo,
un conectado intervalo de los nimeros reales). Es decir, el dominio de la funcion es
un conjunto no numerable. La funcion en si no tiene que ser continua. Para el contrario,

un tiempo discreto de

En muchas disciplinas, la convencidon es que una senal continua debe tener siempre un valor

finito, lo que hace mas sentido en el caso de senales fisicas.

Cualquier senal analégica es continua por la naturaleza. Sehales de tiempo discreto, que se
utilizan en el procesamiento de senal digital, pueden ser obtenidas por muestreo y

cuantificacion de sefales continuas.

Senal continua también puede definirse mas de una variable independiente que no sea el
tiempo. Otra variable independiente muy comun es el espacio y es particularmente util en el

procesamiento de imagenes, donde se utilizan dos dimensiones espaciales.
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Seiales discretas

El otro tipo basico de senales, para el cual la variable independiente (tiempo) es discreta, es
decir que estan definidas para un conjunto de valores discretos de su variable independiente.
Ejemplos:

e Los valores semanales del indice bursatil "Dow Jones".

e Los valores de Ingresos Promedios de la poblacion segin su nivel de instruccion.
Notacion:
Para nombrar este tipo de senales se usan letras minusculas y el simbolo "n" para denotar la

variable de tiempo discreto.

La variable independiente, ademas, se encerrara entre corchetes "[.]"
Seiales continuas

Uno de los dos tipos basicos de senales, para las cuales la variable independiente es continua,
es decir son senales que estan definidas para un intervalo continuo de valores de su variable

independiente.
Ejemplos:

e Una Senal de voz como una funcién del tiempo.

e Presion atmosférica como una funcién de la altura.
Notacion:

Para nombrar este tipo de sefales se usan letras minusculas y el simbolo "t" para denotar la

variable de tiempo continuo.

La variable independiente, ademas, se encerrara entre paréntesis "(.)"

____________________________________________________________________________________________________________|
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1.4.- Sistemas continuos y discretos.

Sistemas continuos

En un sistema continuo las senales continuas de entrada son transformadas en

senales continuas de salida. X (t) ----- y(t)
Entrada Sistema Salida
x(t) h(t) y(t)

Sistema Discreto

Cuando las entradas de tiempo discreto se transforman en salidas de tiempo discreto, al

sistema se denomina «sistema discretoy.

Simbdlicamente se representa como: x[n] — y[n]

Entrada Sistema Salida
X[n] H[n] Y[n]

1.5.- Sistemas lineales e invariantes en el tiempo (SLI) de sistemas
lineales e invariantes.

En procesamiento de senales, un sistema LTI (Linear Time-Invariant) o sistema lineal e
invariante en el tiempo, es aquel que, como su propio nombre indica, permanece invariante

en el tiempo.

Linealidad

Un sistema es lineal (L) si satisface el principio de superposicion, que engloba las propiedades de
proporcionalidad o escalado y aditividad. Que sea proporcional significa que cuando la
entrada de un sistema es multiplicada por un factor, la salida del sistema también sera

multiplicada por el mismo factor. Por otro lado, que un sistema sea aditivo significa que, si la
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entrada es el resultado de la suma de dos entradas, la salida sera la resultante de la suma de

las salidas que producirian cada una de esas entradas individualmente.

Propiedad de proporcionalidad

Si

Propiedad de aditividad

T ——] L — 1

T T+ Ty =——a» L [—>l1+12

Ty —— L

Principio de linealidad o de superposicion proporcional

ar + fJry — L — aj + i

Matematicamente, si y,(t), y,(t), ... y.(t) son las salidas del sistema para las entradas x,(t), x,(t),

.. X,(t) y a,, @, ... a, son constantes complejas, el sistema es lineal si:

Ek: apzx(t) — ; aryx (t)

En un sistema lineal, si la entrada es nula, la salida también ha de serlo. Un sistema
incrementalmente lineal es aquel que, sin verificar la Ultima condicién, responde linealmente a
los cambios en la entrada.

Por ejemplo, y(t) = 2x(t) + 2 no es lineal puesto que y(t) # O parax(t) = 0, pero si es

incrementalmente lineal.
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Invariabilidad

Un sistema es invariante con el tiempo si y solo si su comportamiento y sus caracteristicas
son fijas. Esto significa que los parametros del sistema no van cambiando a través del tiempo
y que por lo tanto, una misma entrada nos dara el mismo resultado en cualquier momento

(ya sea ahora o después).

x(f) > TI  p— y() wft—fy) —= TI |— y{t—ty)

Matematicamente, un sistema es invariante con el tiempo si un desplazamiento temporal en la

entrada x(t-t,) ocasiona un desplazamiento temporal en la salida y(t-t,).
Si z(t) — y(t), entonces (¢t — &p) — y{t — o)

LTI (sistema lineal e invariante en el tiempo)

La combinacion mediante el principio de superposicion de ambas propiedades confiere a los

sistemas la caracteristica LTI.

rff) ——» ITI p—> yft) ar(t —fy) —= LTI |—— ay{f —f)

Principio de Superposicion con LTI

ari{f — i) + frglf —fy) ——= LTI [ apli — i) + Fpalf — f2)

Una caracteristica muy importante y util de este tipo de sistemas reside en que se puede
calcular la salida del mismo ante cualquier sefal mediante la convolucién, es decir,
descomponiendo la entrada en un tren de impulsos que seran multiplicados por la respuesta

al impulso del sistema y sumados.
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1.6.- Respuesta de entrada cero (libre) y respuesta de estado cero
(forzada).

Si la respuesta libre (respuesta natural u homogéneos) tiende a cero (circuito estrictamente estable),
en régimen permanente sélo queda la componente forzada. La respuesta forzada a una excitacion
sinusoidal (o salida en régimen permanente sinusoidal en circuitos estrictamente estables) es

la sinusoide de la entrada amplificada y desfasada, como se puede ver en la Figura |:

r(ty=Rsenwyt —— Sistema p— c(f)=Csen(wyf + P)
Entrada Salida

A\
r(fy=Rsenwyt c(t)=Csen(wyt+ ¢)

Figura |
Suponga un sistema con funcion de transferencia H ,, entrada X, y salida Y ,, representado

mediante el diagrama de bloques de la Figura 2:

X Y
(.S) H(s) —(.S)

De la Figura 2 sabemos que:

Y,
(s)
=Hg (1)
X(s) (s)
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Entonces, ;Cual sera entonces la respuesta forzada a una excitacion exponencial? Razonamos

de la siguiente manera analitica:

X debe ser dela forma — x = kesotu{t)

k

X o) = ——
%) s — 5,

Por tanto:

Utilizando la ecuacién (1) entonces:

k
Yoy = H X5y = H (—)
® = Moo = Mo\

Utilizando la técnica de expansion en fracciones simples vemos que:

Respuesta

forzada

Y(S):H(S)' k — Al + o+ ‘471 + AO
S78 STh STPp S5

Respuesta Libre

Vemos en la ecuacion anterior que la respuesta forzada Y, es:

k

4o
Yro=5=5 = 4= (S - So) (5 = 50) = kHs,)

Al hacer la anti transformada de la respuesta forzada Yy, obtenemos que yy, es:
— t
Yroy = kHise ue (2)
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La ecuacion (2) confirma que la respuesta forzada a una excitacion sinusoidal es la sinusoide

de la entrada amplificada en H,, (la funcion de transferencia evaluada en s,).
1.7.- Respuesta transitoria y respuesta permanente.

La respuesta en el tiempo de un sistema de control se divide normalmente en dos
partes: la respuesta transitoria y la respuesta en estado estable.

Para el estudio de la respuesta transitoria de un sistema de control, lo mds conveniente es contar
con la representacion prototipo. Es decir, si tenemos el modelo matematico de un sistema,
debemos representar dicho sistema mediante un diagrama de bloques donde esté claramente
expresada la funcion de transferencia directa G, y una realimentacion negativa unitaria como

se ilustra en la Figura |:

R (s) + C(S)
Gy —1>—

Figura 1. Sistema de control con realimentacion unitaria

Ya sabemos que la funcion de transferencia a lazo cerrado C /R del sistema de control de la

Figura | se determina mediante la siguiente féormula:

Co) __ G

Denominamos a C/R, “modelo prototipo” (o configuracion prototipo), cuando tiene la

siguiente forma:

2

- 1)

Ry, 5?2 +2¢w,s+ w2

C(S) W
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Doénde:

w,,: frecuencia natural

¢: factor de amortiguamiento relativo
Entonces, debemos representar el sistema de interés (el que estamos estudiando) con una
funcidn de transferencia similar a la forma de la ecuacion (1) y de alli obtener los valores para
la frecuencia natural w,y el factor de amortiguamiento relativo {. Con estos dos valores
podremos calcular lo que realmente interesa en el analisis de la respuesta transitoria ante una
entrada escalon unitario:

I. Sobrepaso maximo (M,)

2. Tiempo de asentamiento (T,)

3. Tiempo de levantamiento (T,)

La formula para cada uno de estos parametros se presenta mas adelante. Pero antes, es

necesario ofrecer una definicion mas formal sobre respuesta transitoria.

Definicion de respuesta transitoria

Sea y(t) la respuesta de un sistema en tiempo continuo, entonces:

Y@ = 3,0 + yu(0)

donde y,, es la respuesta transitoria, mientras y,,, es la respuesta en estado estable.

La respuesta transitoria de un sistema de control es importante ya que tanto su amplitud
como su duracién deben mantenerse dentro de limites tolerables o prescritos. Esta definida
como la parte de la respuesta en el tiempo que tiende a cero cuando el tiempo se hace muy

grande.
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Por lo tanto,
llm yi(t) =

Respuesta Permanente

La respuesta en el tiempo de un sistema de control consta de dos partes: la respuesta
transitoria y la respuesta en estado estable o también llamada en régimen permanente.

Se entiende por respuesta transitoria a la que va del estado inicial al estado final. Por
respuesta permanente se entiende la forma en la cual la salida del sistema se comporta
cuando t tiende a infinito.

Es el sistema cuando ya se ha estabilizado.

Por ejemplo, un calefactor posee un régimen transitorio desde el momento en que se
conecta, hasta que toma la temperatura de operacion (en principio maxima). El
comportamiento se 'mide' a partir del régimen, es decir de la temperatura de operacién.

Esto se aplica a cualquier tipo de dispositivos, motores que deben operar a una velocidad de
régimen, (ejemplo el rotor de un helicoptero), o cualquier otro dispositivo que requiera un
determinado periodo, desde que se lo conecta hasta que adquiere la, velocidad, temperatura,

o cualquier otra magnitud, de régimen, (a la cual operara normalmente)

1.8.- Sumal/Integral de convolucién.

Para sistemas lineales e invariantes en el tiempo, sabemos que podemos representarlos a

través de una funcion de transferencia

w13
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Donde U(S) es la transformada de Laplace de la entrada del sistema y Y(S) es la transformada
de Laplace de la salida del sistema asumiendo claro condiciones iniciales nulas. Con esto,
hemos visto en nuestro curso de analisis de sistemas, que podriamos resolver el sistema

expandiendo por fracciones parciales la siguiente ecuacion:

Y(S) = G(S) UE)

u(t)

Note que la multiplicacion en el dominio complejo s es equivalente a la convolucion en el
dominio temporal, por lo tanto, la transformada inversa de la ecuacion anterior viene dado

por la siguiente integral de convolucion (que viene dado de la convolucion de Laplace):

t t
y(t) = gt) * u(t) = fn ot — T)u(r)dr = fﬂ g(r)u(t — T)dr = G(s)U (s)

Interpretacion de la Integral de Convolucién

La integral de convolucién junto con la respuesta al impulso vista en la entrada anterior,

nos permite encontrar la respuesta de un sistema dinamico ante cualquier tipo de entrada.
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é(t) i
t

é(t)

Impulse Response

Amplitud
-

o
—+
o
=
S

0 1 2 3 4 5
Time (seconds)

Basicamente la convolucion calcula la salida del sistema dividiendo la senal de entrada en
pequenas contribuciones en el tiempo, lo que no es mas que pequenos pulsos separados en
el tiempo multiplicados por la magnitud de la entrada u(t).

u(t)

Recordando que la funcion pulso viene dado por:

/T 0<t<T
ro{'y °Ti7

Normalizando el pulso unitario

1 0<t<T
TP“){U t>T

Aproximando una senal de entrada cualquiera de estos pequenos pulsos, se tiene que:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 43


https://es.wikipedia.org/wiki/Convoluci%C3%B3n

EUDS |

Mi Universidad PY
u(t) 4
TP(t)u(0)

TP(t — T)u(1)
TP[f - QT]H(Q}
TP{t - 3T]u(3}

Y asi sucesivamente...

Donde la funciéon global de entrada
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u*(t) = iTP(t — kT u(kT)
k=1

Con esto la salida del sistema viene dado por la suma de las contribuciones individuales de
cada pulso.

o0

y*(t) =Y Tg(t — kT)u(kT)
k=1

Si aplicamos el concepto del impulso, donde tenemos el limite del impulso tendiendo para
cero, podriamos expresar el sumatério como una integral

Lim y (t)

t t
y(t) = ﬂ ot - T)u(r)dr = fn g(r)u(t - T)dr

1.9.- Analisis de sistemas y sefiales
1.9.1.- Sistemas discretos de respuesta al impulso de duracion finita y
de duracion infinita.

FIR es un acrénimo en inglés para Finiste Impulse Response o Respuesta finita al
impulso. Se trata de un tipo de filtros digitales cuya respuesta a una sefal impulso como

entrada tendra un niumero finito de términos no nulos.

Expresion Matematica de los filtros FIR
Para obtener la salida solo se basan en entradas actuales y anteriores. Su expresion en el

dominio n es:

N-1
Un = Z bk Ln—k
k=0

En la expresion anterior es el orden del filtro. es el numero de términos no nulos y el

numero de coeficientes del filtro. Los coeficientes son .

La salida también puede expresarse como la convolucion de la sefal de entrada con la

respuesta al impulso .
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N-1
UYp = E htZn—k
—0

Aplicando la transformada Z a la expresion anterior:

N-1
H(z) o Z h*"z_k = hy + -'Ii'rl-?f_1 + -+ hy 13_[N_1:|
k=0

1.9.2.- La estabilidad entradal/salida en términos de la respuesta al
impulso.

Los sistemas dinamicos son proyectados para realizar determinado tipo de tareas o para

procesar una determinada senal.

Pero debemos entender que, si un sistema dinamico no es estable, este no podra
desempenar su funcidon cuando una determinada senal de entrada es aplicada al sistema. Por
lo tanto, en la practica un sistema dinamico debe operar siempre en una region de

estabilidad.
Esta definicion de estabilidad se realiza con base en la representacion matematica usada:

o Estabilidad Entrada-Salida

o Estabilidad Interna.
Estabilidad BIBO

Una entrada u(t) limitada implica en que la salida y(t) es limitada (bounded-input bounded-

output BIBO estable)

El andlisis de estabilidad BIBO puede ser analizado utilizando la respuesta al impulso

t
y(t) = ﬁ gt — T)u(r)dr
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donde g(t) es la respuesta al impulso del sistema.

Teorema

Un sistema SISO es BIBO estable si y solamente si g(t) es absolutamente integrable en el

intervalo de:

[0, 00)

O sea:
| la0lde < M < o0
0

Supongamos que la siguiente figura representa la respuesta del impulso del sistema:

Impulse Response

Amplitude

Basta integrar desde cero a t del modulo del sistema
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Al integrar, se puede apreciar que el sistema evidentemente es un sistema estable, pues el
area de la curva es un area finita y limitada. Esto nos dice que, de forma general, un sistema

con una entrada impulso debe de tender para cero en el tiempo.

Si el sistema no va para cero al momento de hacer la integral va a dar ilimitada.
EJEMPLO Sistema BIBO

Considere el siguiente sistema Lineal.

Resolviendo:

b e 20t-7)y(1)dr
y(t) 0.1 4] [J?E—E(f—rjgtf{g)ddq—]

Para una entrada u{t)=1 se obtiene que

y(t) = —0.05e 2 (e — 1) + 2.4e % (¥ — 1)

Sistema estable, pues con una entrada limitada se tiene una salida limitada.

EJEMPLO 2

Considere el siguiente sistema Lineal.
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i(t) = {_02 g] 2(£) + [[1]] u(t)

y(t) = [-0.1 4] z(t

Resolviendo

t e 20Ty (r)dr
y(©) = [-01 4] ﬁ.f Eﬁ{t‘T]UuETET

Para u(t)=1 se obtiene que:

y(t) = —0.05e (e — 1)

Este sistema es estable a pesar de que tenga un auto valor positivo. El estado de x2 va para
infinito, solo que ese estado no aparece en la salida. En este caso se va a apreciar la
DIFERENCIA que existe entre el concepto de estabilidad ENTRADA-SALIDA y el concepto

de Estabilidad Interna.

Una de las ventajas de representar un sistema por variables de estado es que podemos tener

todos los modos dinamicos del sistema inclusive aquellos que no tienen influencia en la salida.

RECURSOS EXTRA

Integral de Convolucion
https://www.youtube.com/watch?v=NyaBx]J0bgY &feature=youtu.be
Estabilidad de sistemas lineales de control
https://www.youtube.com/watch?v=ILPHEkT dfCo&feature=youtu.be
Derivacion de la funcién impulso

https://www.youtube.com/watch?v=wO0]rhOOf-nl
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ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

CUADRO SINOPTICO

Realice un cuadro sinoptico de la unidad nimero uno; véase manual basico de actividades en

plataforma UDS.

UNIDAD II: ANALISIS DE SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES (SLI),
CONTINUOS Y DISCRETOS, MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES DE
LAPLACEY Z

Objetivo: Analizar los sistemas lineales e invariantes continuos y discretos, mediante las

transformaciones de Laplace y z.

2.1.- Forma general de la ecuacion diferencial lineal.

En matematicas, una ecuacién diferencial lineal es aquella ecuacion diferencial cuyas
soluciones pueden obtenerse mediante combinaciones lineales de otras soluciones. Estas
ultimas pueden ser ordinarias (EDOs) o en derivadas parciales (EDPs). Las soluciones a las
ecuaciones diferenciales lineales cuando son homogéneas forman un espacio vectorial, a
diferencia de las ecuaciones diferenciales no lineales.

Una ecuacion diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse en la forma. Donde
g(t) y r(t) son funciones arbitrarias de t.

dy
= g(1) v = ()
Un ejemplo puede ser, donde g(t) =t 2 y r(t) = cos(t).
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d_].r_

2
=} cos(t
dt y+ (t)

A veces es necesaria alguna operacion previa para determinar si una ecuacion es de tipo

lineal.

Por ejemplo:

dy

ty +2=——3
y +2=— =3y

Y puede reescribirse como:

ay
— =(t+3)y+ 2
it ( )y

Algunas ecuaciones caen en varias categorias simultaneamente. Por ejemplo,
dy
|

= 2y +8
. ¥

Es lineal con g(t) = -2, r(t) = 8. La ecuacion también es separable por ser una ecuacion

autonoma.

La palabra lineal en el nombre de la ecuacion se refiere al hecho de que la variable

dependiente y aparece en la ecuacién elevada solo a la primera potencia. La ecuacion

d)’_ 2
gt

No es lineal ya que no puede ser reescrita en la forma
J -
a = &(t) -y +r(t).

Otros ejemplos de ecuaciones lineales son:

dP

i e’ P — sin(t)
dw )
5 sin(t) - w
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2.2.- La transformada de Laplace: propiedades y transformadas
comunes.

La transformada de Laplace es un operador LINEAL muy util para la resolucion de
ecuaciones diferenciales. Laplace demostré cémo transformar las ecuaciones lineales NO

HOMOGENEAS en ecuaciones algebraicas que pueden resolverse por medios algebraicos.

Denotamos al operador de Laplace por L, y como operador, actia sobre una funcion f y

devuelve otra funcion L[f]

La transformada de Laplace de una funcion f(t), 0 < t £ <« es una funcién L[f] de una variable

real s dada por:

(F(s) =)L[f](s) = fn N S(0e~*dt = lim . /l: J(t)e™*tdt

T

Esta definida para todos € R donde la integral tenga sentido.
Ejemplo: Si f(t) = c. Se puede calcular la transformada de Laplace.

Las transformadas mas comunes son:

(PVI) =

] _1 T
Llcl(s) = f ce”dt = lim ee”*dl = lim c[—e_ﬂ =
0

T T—00 L] o

-1 1 ¢
= lim n|:—e_”+ —e‘““] =0+-=—,5>0
a8 8 .

T—00

observa que 5i 5 >0, entonees Um, e " =10

Las transformadas mas comunes son:
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Transformada de una derivada Supongamos que “Y’0(t)” es continua para” t 2 0” y que para

toda “s > s0” (para algun s0) se verifica que “e —=st y (t) — 0 si T — «”. Entonces se tiene

Lly'(s) = —y(0) + sL]y](s)

que:

Nota |. Para que la transformada sea util, debe ser posible recuperar f(t) de L[f](s). El
operador con que haremos esto es lineal, se denota por L —| y se denomina transformada de

Laplace inversa
Problemas de valor inicial y transformadas:

Consideremos el problema de valor inicial:

Hf{f] +ay(t) = f(t)

y(0) = o

(PVI) =

Con “a” constante y “f’ una funcion continua a trozos en “[0, +%)”

Supongamos que “L [y 0]”,” L[y]” y “L[f]” estan definidas en un INTERVALO COMUN" s >

s0. Para resolver la ecuacion hacemos lo siguiente:

I. Aplicamos L a cada miembro de la Ecuacion diferencial (usamos que el operador de

Laplace es lineal) Resultando:
sC[y](s) — y(0) + ally](s) = L[f](s)

2. Siel “lim— e =st y (t) = 0” entonces usamos la formula de la derivada, de manera
que la ecuacién anterior resulta:

3. La ecuacion anterior, es una ecuacion algebraica. Despejando” L[y](s)”, resulta:

. iy L 5
['I)r {H:I _.:rﬂ}l _ng[{i[”:l
. iy L 5
"':[.I'}_ i'fj :_{ ”3_; =|=[ Jr+] [fr :I
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El método de la transformada para resolver un PVI de segundo orden:
Usando lo anterior, resolver el siguiente problema de valor inicial:

" —y=19(0)=0,4(0) =1

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados, obtenemos:

Despejando, resulta: Lly" —y] = L[1]

‘ i ; 1
$*Lly) — sy(0) — y'(0) — L[y] = -
Luego: ' © 8

Por medio de la tabla, tenemos que:

sy(D)+y'(0)+2 141 1 1 -
W= s2—1 T#-1 s-1 s °°

2.3.- Funcion de transferencia de sistemas de tiempo continto.

La Funcién de Transferencia H(s) es el cociente formado por Y(s), la Transformada de Laplace
de la salida de un sistema LTI (Causal, Lineal e Invariante en el tiempo), dividida entre X(s), la
Transformada de Laplace de la entrada a dicho sistema, cuando las condiciones iniciales son

iguales a cero en el tiempo t=0~

Doénde:
I. La Funcion de Transferencia sélo se expresa como una funcién de la variable compleja s.
Para obtenerla, es necesario que las condiciones iniciales sean nulas. De no serlo, se debe

obligar a dichas condiciones a ser cero.
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Y5y =L(Y@))

X = L)
2 Conociendo la Funcién de Transferencia H(s) de un sistema, podemos conocer la
salida y(t) en el dominio del tiempo para cualquier entrada x(t), aplicando los siguientes pasos:

3. La Funcion de Transferencia es una propiedad intrinseca del sistema, no depende del tipo

o naturaleza de la entrada o excitacion.

4. La Funcion de Transferencia no ofrece informacion sobre las caracteristicas fisicas del
sistema. De hecho, sistemas con diferentes estructuras, dimensiones o distribuciones fisicas

pueden tener la misma Funcion de Transferencia.

5. La Funcién de Transferencia es una parte importante del primer paso necesario para el

diseno y analisis de sistemas de control: el modelo matematico del sistema.

6. La Funcion de Transferencia H(s) de un sistema LTI también se puede definir como la
Transformada de Laplace de la Respuesta al Impulso, con todas las condiciones iniciales
iguales a cero. Suponiendo que la respuesta del sistema al impulso se denota como h(t),

entonces:

Y = HnX(y)

Y =L (Y(s)

La Funcidon de Transferencia se obtiene a partir de la representacion de un sistema LTI por
medio de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes, el modelo dindmico del
sistema. Se hace uso intensivo de la propiedad de La Transformada de Laplace definida como
“derivacion n-ésima de una funcion en el dominio del tiempo”. Dicha propiedad sirve de
fundamento para el método que permite separar algebraicamente la salida de la entrada, y

obtener la Funcion de Transferencia.
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Ejemplo: Hallar la Funcién de Transferencia X(s)/P(s) del siguiente sistema mecanico

>zt

P
TSI

Para obtener la ecuacion diferencial que describe el comportamiento dinamico de este

sistema, aplicamos la Ley de Newton:

dx(t)
QF = m

Suponiendo las condiciones iniciales iguales a cero, y que se trata de un sistema lineal, causal
e invariante en el tiempo (LTI), aplicamos superposicion y determinamos las fuerzas que

actiian sobre la masa m, asi obtenemos:

d dp(t) . dx(t)z
—kx(t] — b—dt + k +b dt =m a7t

Esta es la ecuacion diferencial del sistema, su modelo matematico. Por ser un sistema LTI, los
coeficientes de la ecuacion son constantes. Se procede ahora a aplicar la Transformada de
Laplace a esta ecuacion. Sabemos de La Transformada de Laplace que la manera mas practica

es actuar sobre cada término de la ecuacion por separado:
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L(kx(f)) = kx(y)

dpy)
dx(p>
L(m d(;i ) = mszx(S)

Asi la ecuacion del sistema luego de aplicarle Laplace es:
—kx(s) — bsx(g) + kp(s) + bsp) = ms?x(,
Que podemos expresar como:
(ms?+ bs + k)x() = (bs + k)py

Con el fin de despejar y obtener la Funcion de Transferencia del sistema:

X(s) bs +k
piy msZ+bs+k

2.4.- Forma general de la ecuacion en diferencias lineal.

En ocasiones, al construir un modelo matematico interesa elegir una variable que tome
valores discretos. Asi ocurre, por ejemplo, con el tiempo, ya que es comun realizar
mediciones regulares a la hora de controlar un experimento. Estos datos constituyen un
conjunto finito, o infinito numerable, de valores de la variable independiente. Para este tipo
de modelos deterministicos discretos, las herramientas matematicas mas adecuadas para

analizarlos son las ecuaciones en diferencias y los sistemas en diferencias.

Llamamos ecuacion en diferencias a una expresion del tipo
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F(Yrrns Yetn—1s Yetn—2s * = s Yrrls Yoo f:| = ().
Una solucidon de la misma, es toda sucesion y que la cumpla. El conjunto de todas las
soluciones recibe el nombre de solucion general. Esta solucion general presenta cierto

numero de parametros, que pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales, dando

lugar a las diferentes soluciones particulares.
Ecuaciones lineales de primer orden

Definicion. Una ecuacion en diferencias lineal de primer orden es aquella que puede

expresarse cCOMmao:
Pl(t) iy + polt)y, = qlt),

Donde pi(t), i = |, 2 y q(t) son funciones en la variable discreta t. Si la sucesién q(t) es nula,
entonces la ecuacion lineal recibe el nombre de ecuacién homogénea asociada. Cuando las
funciones pl(t) y p2(t) son constantes, se dice que la ecuacion lineal es de coeficientes
constantes. Este tipo de ecuaciones son muy interesantes en el estudio de dinamica de

poblaciones. Suelen aparecer escritas como

Y1 = plt)ye + q(t)

Donde p(t)yt representa el crecimiento de la poblacion en el tiempo t y q(t) el niumero de
individuos que en el tiempo t se incorporan a la poblacion como consecuencia de la
inmigracion.

2.5.- Solucion de las ecuaciones en diferencias mediante la
recurrencia.

El considerar el tiempo como una variable discreta implica que toma valores enteros t = 0, |,
2, ... (también puede tomar valores negativos), donde t representa el nimero de periodos
transcurridos desde el instante inicial. EI| modelo de cambio de la variable y vendra descrito

por los valores que toma la variable en t, es decir, por una sucesion de valores

{4(0), »(1), ... u(t),...}
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Que también se puede representar como

{to. Y1y oo Ynsen-]

Llamamos ecuacion en diferencias a toda expresion de la forma
Ft, y(t), yt+1),....ylt+n)....) =0

Una ecuacion en diferencias puede ser:

Yerd — Y1 = 15— 3

Llamamos orden de una ecuacidn en diferencias a la diferencia entre el operador diferencia
mayor y menor que aparezcan en la ecuacion, es decir, t + n — t = n Ejemplo 52.2 yt+3 -
yt+| — 5yt = t es una es una ecuacion en diferencias de orden tres, en cambio, yt+3 — yt+| =

t 2 — 3 es una ecuacion en diferencias de orden dos.

Llamamos solucién de una ecuacion en diferencias a toda sucesion {y (0), y (1), ..., y(t), .. .}
que la satisfaga. Ejemplo yt = t es solucion de la ecuacién yt+2 + yt =2t + 2yaquet+2 + t

=2t + 2.

Llamamos solucion general de una ecuacion en diferencias al conjunto de todas las
soluciones, que tendra tantos parametros como orden tenga la ecuacion. La determinacion
de estos parametros, a partir de unas condiciones iniciales, nos proporcionara las distintas

soluciones particulares.

yt+1—yt = 3 es una ecuacion en diferencias de orden uno cuya solucién general es yt = 3t+c.
Si consideramos unas condiciones iniciales, por ejemplo, yO = 2, entonces y0 =3 -0+ c =¢,
por tanto, ¢ = 2 y la solucion particular es yp(t) = 3t + 2. Es decir, la solucion es la sucesion

yp(t) ={2,5,8 II,...}

Si tenemos una ecuacién en diferencias de primer orden yt = f (t, yt—I) y una condicion

inicial yO, obtenemos:
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= f(Lw) w2 = fl2.), wa = f(3.02).. ..

De ahi el nombre de relaciones de recurrencia. Asi, si tenemos, por ejemplo, yt+| = a

yt y la condicién inicial y0, entonces:

yl=ﬂyn.=}yg=ay1=a2yﬂ=}m=ﬂm=a3yn=} L= w=ay

En aplicaciones econdmicas nos interesa fundamentalmente establecer resultados cualitativos
sobre las soluciones. Por ejemplo, nos podria interesar el comportamiento de las soluciones
cuando t crece mucho o bien ver como variaciones de eventuales parametros de la ecuacion
en diferencias afectan a la solucion. Desgraciadamente, esto solo es posible para tipos
particulares de ecuaciones como son las ecuaciones en diferencias lineales que pasamos a

estudiar.

2.6.- La transformada Z: propiedades y transformadas comunes.

Frecuentemente se han empleado métodos de transformacién para simplificar el analisis y
sintesis de sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales o en diferencias. La
transformada Z es una regla por la cual unas secuencias de nimeros son convertidas a una
funcidon de la variable compleja z. Debido a su estructura basica, la transformada Z posee
propiedades que facilitan la solucion de ecuaciones en diferencias lineales usando

simplemente manipulaciones algebraicas.

PROPIEDADES MAS IMPORTANTES
v Superposicion

Se compone de las caracteristicas de:

|. Homogeneidad:

flk)e F(z)
af (k) aF(z)

2. Aditividad:
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filk) e F(z)
filk) e F(z)

3. Entonces:
Sik)+ filkys F(z)+ Fi(z)

Por lo tanto, la propiedad de superposicién establece que si:

J(k)= af,(k)+ bf, (k)
Transformadas Comunes:
E[f{kﬂ = Z|aﬁ{k}+ b__il"l{k}] = E[cz_f',[!r}h E[bﬁik}]

A(z)= Z[6 (k)| = E Sk =8(M+8()=""+8(2)=7+ ..
k=0

L A(m)=1
I) Impulso unitario (delta de Kronecker). Definiendo la secuencia impulso unitario 6 (k) = |

para k = 0, su transformada se determina de la siguiente forma:

Definiendo un impulso retrasado m unidades de tiempo discreto y retomando la propiedad

de corrimiento hacia la derecha, se obtiene el siguiente par de transformacion:
2) Escalon unitario Definido por la siguiente expresion:
NDkuk=-k=0,1,23,..,n.
flk)=d(k=-m)
F(z)= Z[§ (k- m)]= ="
La transformada se obtiene de acuerdo con el siguiente desarrollo

Ui=z)=
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U(z)= Y u(k)z* = u(0)+ u(l)z" + u(2)z7+ .+ u(k)z""+ .

k=0

U(z)= lim ERERTD)
T k=0 v k=

1

4

L U(z)= en laregion |z|-1

|:|>-1

como:

Es la region de convergencia de la transformada U(z), la cual se enuncia normalmente

I) Serie geométrica flk)=a* k=012 3 . n

De acuerdo con la definicion anterior, la transformada F(z) se determina segun el siguiente

. =
z=1

procedimiento, considerando la propiedad de multiplicacion por a“.

Empleando la propiedad mencionada:
z[a' f(k)] = F(a'z)

Entonces:

flk)=a"w

a'z-1
Multiplicando y dividiendo por a se obtiene la transformada de una secuencia geométrica.

[=|> lal

secuencia geométrica converge.

Si se trabaja en la region dentro del plano complejo z , la transformada F(z) de la

____________________________________________________________________________________________________________|
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F(z)= —= |z = |a]

I=-4a

Cuando la serie infinita F(z) converge en una region del plano z, es posible usar el método

de la transformada para resolver problemas de sistemas en el tiempo discreto.

] . -
De acuerdo con el valor de en la serie geométrica, se observa que se presentan los
siguientes casos:

Si la|> 1 se tiene una serie divergente y |z|> |a|
Si lal=1 se tiene una magnitud unitaria y |2[> [I

Si |a|< 1 se tiene una serie convergente a cero y |—'| > |ﬂ|

2) Rampa discreta unitaria Slk)=k k=0,1,23, ..

A continuacion, se desarrolla brevemente la obtencién de la transformada de una rampa
discreta. Multiplicando la ecuacion anterior por — z y considerando a = |, se obtiene

finalmente la expresion de la transformada de una rampa:

y

= ;1 |:|:3'].
=0 (z-1)

F(:}:Z k="

k=0

Para una secuencia geométrica se tiene:

Derivando con respecto a z:

dy e d = z-a)-z_  -a . )
d= © drz-a (z- a) _{—a]' E bk _ _=
- =0 - 3 ASI PUES: @z TTT,
k=0 =
—E [ A
E=0 L'ﬂ}z

2.7.- Funcion de transferencia de sistemas de tiempo discreto.
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Los métodos de variables de estado para el analisis y diseno de sistemas de tiempo continuo

pueden extenderse al analisis y disefio de sistemas de tiempo discreto.
La forma general del modelo de estado para un sistema de tiempo discreto es:
x((k+1)T)= f(x(kT),u(kT))
y(kT)=g(x(kT).u(kT))
Donde x(kT), u(kT) e y(kT) son los vectores de estado, de entrada y de salida
respectivamente.

A partir de estas ecuaciones vemos que, dado el estado inicial x (0) y los valores de las
entradas u (0), u(T), u(2T), ..., u(kT), se puede deducir univocamente la evolucion del estado
x(T), x(2T), ..., x((k+1) T) y la evolucion de la salida y (0), y(T), ..., y(kT). Para un sistema
lineal e invariante en el tiempo, de n-ésimo orden, las ecuaciones se reducen a la forma

siguiente:
x(k+1)=4 x(k)+ B u(k)
v(k)=C x(k)+D u(k)
Siendo:
x(k) el vector de estado, de dimensién nxl|
u(k) el vector de entrada, de dimension mx|
y(k) el vector de entrada, de dimension px|
A la matriz de dinamica del sistema, de dimensiéon nxn
B la matriz de entrada del sistema, de dimensién nxm
C la matriz de salida del sistema, de dimensién pxn

D la matriz de salida del sistema, de dimension pxm

____________________________________________________________________________________________________________|
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Se observa que la ecuacion es un conjunto de ecuaciones en diferencias de primer orden que
representan la dinamica del proceso de tiempo discreto y que la ecuacion de salida es

simplemente una ecuacion algebraica.

La convolucion proporciona una potente herramienta de trabajo para analizar y disehar un
sistema en el dominio del tiempo. ;Por qué necesitamos trabajar en el dominio de la

frecuencia? Veamos tres razones:

Hay multitud de fendmenos que pueden modelarse matematicamente mediante una sefal
senoidal o exponencial como paso previo a su estudio en el dominio de la frecuencia. Incluso
cuando una sefal no es de esta naturaleza puede analizarse en términos del dominio de la
frecuencia. La respuesta de un procesador LTI a una entrada senoidal es muy simple puesto
que en régimen permanente el procesador solo puede modificar la amplitud y la fase, pero
nunca la frecuencia. Aplicando el principio de superposicion puede obtenerse la respuesta a

senales de entrada ciertamente complejas.

Si una senal de entrada x[n] se caracteriza por su espectro en frecuencia, y el procesador
LTI por su respuesta en frecuencia, el espectro de la senal de salida y[n] se obtiene mediante
una simple multiplicacion, lo cual es mas facil que el equivalente en el dominio del tiempo

como es la convolucién.

El diseno de sistemas y algoritmos DSP a menudo comienza por una serie de especificaciones
en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, el diseno del filtro digital de paso bajo, paso

bando y rechazo de banda vistos anteriormente.

Veamos una serie de punto de referencia como motivacion para comenzar el estudio del

analisis en el dominio frecuencial.

|.- La mayoria de las senales digitales que se emplean en la practica pueden ser analizadas o
sintetizadas mediante una serie de senales senoidales y cosenoidales de amplitud y fase

apropiadas.
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2.- Aproximar la caracterizacién de una senal mediante un nimero limitado de componentes

senoidales y cosenoidales facilita, sin perder precision, el andlisis y diseho de DSPs.

3.- Si una senal es estrictamente periodica, sus componentes frecuenciales estan descritas por
términos armonicos. Su espectro tiene un nimero determinado de lineas. La senal esta
modelada matematicamente por una serie de Fourier. La expresion trigonométrica de una
serie de Fourier puede ser descrita en forma exponencial, expresando cada término senoidal
y cosenoidal por la parte imaginaria y real respectivamente:

ej 7= cos St Jjrsen

]- e — P
cnsﬂ=£(ejﬁ+g J

1 {j_? _.)
senﬂ=—(f —
zj-e &

2.8.- Analisis y solucion de sistemas continuos y discretos en el
dominio de la frecuencia.

En el dominio de la frecuencia compleja s=cr+jw de la transformada de Laplace se realiza el
analisis mediante la funcion de transferencia. Se determina la respuesta en el tiempo, se hace
un analisis de estabilidad en el plano complejo s y se determina el lugar geométrico de las

raices para sistemas realimentados, esto para sistemas continuos.

Para sistemas discretos se realiza un analisis similar utilizando la funcion de transferencia

discreta mediante la transformada Z.
En el dominio de la frecuencia real w de la transformada de Fourier se realiza el analisis de:

v La composicién de una funcién periddica en base a sus armonicas.
v Anilisis del espectro de frecuencia.

v Anilisis de la respuesta de frecuencia.
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v Obtencidn practica de los espectros de frecuencia mediante la transformada ripida de

Fourier en base a una senal muestreada.

Las aplicaciones de sistemas lineales estan orientadas a tiempo y frecuencia. Se utilizan rutinas
para procesamiento de sefnales y programas demostrativos del comportamiento dinamico en

tiempo Yy en frecuencia.

(\

Analisis de respuesta temporal en base a la variacion de un parametro.
Analisis de la respuesta en frecuencia en base a la variacion de un parametro.
Lugar geométrico de las raices.

Manejo de la transformada de Fourier para andlisis de datos.

Discretizacion de sistemas.

Cambio de modelos.

Diagramas de bloque.

Utilizacion del simulink.

Modulacion de senales.

AN N NN Y U N NN

Filtrado de senales

Los sistemas se analizan utilizando la funcidn de transferencia y la respuesta de frecuencia

para sistemas continuos y discretos.

Para sistemas continuos el andlisis se realiza mediante: transformada de Laplace, transformada
de Fourier, transformada rapida de Fourier. Se representa el lugar geométrico de las raices,
analisis en el plano 'sl, analisis de estabilidad absoluta y relativa, diagramas de respuesta de

frecuencia y el espectro de frecuencia.

Para sistemas discretos el analisis se realiza mediante: transformada Z, series de Fourier,
transformada discreta de Fourier. Se representa el lugar geométrico de las raices, analisis en

el plano 'z”, anilisis de estabilidad absoluta y relativa y el espectro de frecuencia.

2.9.- La condicion de crominancia.

La crominancia es el componente de la senal de video que contiene las informaciones del

color. Por otra parte, la luminancia de la luz o brillo.
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El color esta definido por dos magnitudes: la saturacion, que nos da la "cantidad" de color, y
el matiz (en inglés hue) que nos indica "qué color es". Dependiendo del sistema utilizado para
la codificacion de una imagen estas dos magnitudes toman diferentes formas.
La idea de la transmision del color en television como crominancia y luminancia se debe
a Georges Valensiy fue expuesta en 1938. Por aquel tiempo las pruebas realizadas
transmitiendo las senales RGB evidenciaban la incompatibilidad con el sistema de television
monocromatica. Para ver y medir la senal de crominancia se utiliza el vectorscopio.
Sistemas de codificacion de la crominancia
v RGB

Si se trabaja con las senales puras RGB, esto solo sucede en la captacion, es decir en la
camara o en la generacion, y en la proyeccion de la imagen sobre un tubo de rayos catodicos u
otro sistema, aun teniendo la informacion de color no trabajamos independientemente con él
ya que también la informacion de luz esta incluida en ellas.

Componentes
Como hemos visto, una vez separada la luminancia de la informacion de color obtenemos las
componentes del mismo. Estas portan las magnitudes que definen el color, es decir la
saturacion y el tinte (hue). Los sistemas por componentes trabajan con las tres senales. Cada
senal va por su camino y por ello sufre distorsiones diferentes, tanto en amplitud como en
tiempos (hay retardos) que complican y alteran el resultado final de la mezcla de ellas para
componer la imagen en la pantalla del televisor. Esta forma de trabajar con la senal de TV

tuvo una cierta extension a finales de los anos 80 del siglo XX, justo antes de la aparicion del

video digital SDI.

La senal de video digital SDI mantiene las tres senales arriba indicadas, es decir que en cuanto
a la croma es un sistema por componentes, pero dichas sehales una vez digitalizadas se
multiplexan para realizar la senal final, junto con otras, que se trasporta en SDI. Este es el

sistema de instalacion de TV utilizado en la actualidad.

Modulacion en subportadora
En television analdgica se crea una sola senal a la que se denomina video compuesto. Esta

sefal esta constituida por la suma de la senal de luminancia (la que porta la informacion de la
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luz) y la de color que va sobre una subportadora doblemente modulada, modulacién en
cuadratura.
En el sistema PAL y NTSC la modulacion es en amplitud y en fase. En amplitud se modula la
saturacion y en fase el tono, de tal forma que se establece un vector cuyo moédulo es la
saturacion (cantidad de color) y el argumento el tinte (el color que es). En SECAM en una

linea se modula en amplitud un componente y en la siguiente la otra.

La frecuencia de la subportadora varia con el sistema de TV, en PAL es de 4,43361825Mhz y
en NTSC de 3,579545Mhz (también con mas precision). Hay sistemas mixtos en los cuales la
frecuencia de subportadora varia. Esta frecuencia esta relacionada con las frecuencias de
campo y de linea de cada sistema y son generadas por osciladores locales en el sistema
NTSC uno de 15750 khz con un tiempo 24 microsegundo y otro oscilador vertical de 60Hz
(59. decimales) Si multiplicamos 525 lines por la frecuencia de cuadros (30cuadros por
segundo) el resultado sera 15750 y si divide 15750 por 525 lines por cuadros el resultado
sera (30 cuadros). En SECAM se usan las frecuencias de 4,250MHz y 4,40625 MHz para cada
componente de color.

La demoludacion de la subportadora de color 3.58Mhz precisa en el receptor de un
generador de subportadora enganchado en fase y frecuencia con la sehal a demodular Para
proporcionar esa sincronia se inserta en la senal de video compuesto una salva de color,
normalmente se le llama con la palabra inglesa burst, que es una porcion de subportadora,
unos cuantos ciclos, que se insertan en el pértico posterior del sincronismo de linea con una
amplitud de 300mV. para ponerlo en fase y frecuencia se extrae un pulso

llamado sandcastle o también desde el flyback.

2.10.- Analogia entre vectores y funciones del tiempo.

Un vector es una magnitud tal que, para poderla comprender en su totalidad, no solo es

suficiente saber su valor (médulo), sino también una direccion y un sentido.

Es decir, si yo te digo que vivo a 10 km de ti, sélo con ello no sabes donde vivo, pues he de

decirte en qué direcciodn. La posicidn es por tanto una magnitud vectorial.
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Sin embargo, una magnitud escalar esta perfectamente definida por un valor. Por ejemplo, si

te informo que he tardado Iminuto en escribir esto, ya sabes todo lo que queria decirte.

El tiempo es por tanto una magnitud escalar, no vectorial, al menos en la fisica clasica (sin
meternos en honduras de la flecha termodinamica ni de la direccion hacia adelante del

tiempo).

En fisica, un vector es un ente matematico como la recta o el plano. Un vector se representa
mediante un segmento de recta, orientado dentro del espacio euclidiano tridimensional. El
vector tiene 3 elementos: modulo, direccion y sentido. Los vectores nos permiten

representar magnitudes fisicas vectoriales, como las mencionadas lineas abajo.

En matematicas se define vector como un elemento de un espacio vectorial. Esta nocion es
mas abstracta y para muchos espacios vectoriales no es posible representar sus vectores
mediante el modulo y la direccion. En particular los espacios de dimension infinita sin
producto escalar no son representables de ese modo. Los vectores en un espacio euclideo se
pueden representar geométricamente como segmentos de recta, en el

plano (bidimensional), o en el espacio (tridimensional).

Algunos ejemplos de magnitudes fisicas que son magnitudes vectoriales: la velocidad con que
se desplaza un movil, ya que no queda definida tan solo por su médulo que es lo que marca el
velocimetro, en el caso de un automovil, sino que se requiere indicar la direccion (hacia
donde se dirige), la fuerza que actua sobre un objeto, ya que su efecto depende ademas de su
magnitud o modulo, de la direccidn en la que actia; también, el desplazamiento de un objeto,

pues es necesario definir el punto inicial y final del movimiento.

Caracteristicas de un vector
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Un vector se puede definir por sus coordenadas, si el vector esta en el plano xy, se representa:
V=V=(V,V)

siendo sus coordenadas:
Ves Vi

Si consideramos el triangulo formado por los componentes Vg, Vy {como catetos) y ¥ (como hipotenusa): se puede
calcular ¥, multiplicando V' por el cosa (siendo a el angule formado par ¥, y V') o multiplicando V por el senf
(siendo B el angulo formado por V;, y V). De igual forma se puede calcular Vy. multiplicando V por el seno o

multiplicando V por el cos@ (considerando las posiciones de a y B mencionadas anteriormente).

Siendo el vector la suma vectorial de sus coordenadas:
. — =
V=V +V,

5i un vector es de tres dimensiones reales, representado sobre los ejes x, ¥, Z, se puede representar.
V=V=(V,V,V)

siendo sus coordenadas:

Va, Vi, Va

Si representamos el vector graficamente podemos diferenciar los siguientes elementos:

La recta soporte o direccion, sobre la que se traza el vector.

El médulo o amplitud con una longitud proporcional al valor del vector.

El sentido, indicado por la punta de flecha, siendo uno de los dos posibles sobre la recta

soporte.
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El punto de aplicacidon que corresponde al lugar geométrico al cual corresponde la

caracteristica vectorial representado por el vector.

Por lo tanto, en un vector podemos diferenciar:

2.11.- La serie compleja o exponencial de Fourier de seiiales
periodicas continuas.

Las transformaciones de la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier convierten las sefiales en el

dominio del tiempo en representaciones en el dominio de la frecuencia (o espectrales). El andlisis de

____________________________________________________________________________________________________________|
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Fourier es esencial para describir ciertos tipos de sistemas y sus propiedades en el dominio

de la frecuencia.

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una funcion
periddica y continua a trozos (o por partes). Las series de Fourier constituyen la herramienta
matematica basica del analisis de Fourier empleado para analizar funciones periddicas a través
de la descomposicion de dicha funcion en una suma infinita de funciones sinusoidales mucho
mas simples (como combinacion de senos y cosenos con frecuencias enteras). EIl nombre se
debe al matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier, que desarrollo la teoria cuando
estudiaba la ecuacién del calor. Fue el primero que estudio tales series sistematicamente, y
publico sus resultados iniciales en 1807 y 181 1. Esta area de investigacion se llama algunas

veces analisis armoénico.

Es una aplicacion usada en muchas ramas de la ingenieria, ademas de ser una herramienta
sumamente util en la teoria matematica abstracta. Sus areas de aplicacion incluyen analisis
vibratorio, acustica, optica, procesamiento de imagenes y senales, y compresion de datos. En
ingenieria, para el caso de los sistemas de telecomunicaciones, y a través del uso de los
componentes espectrales de frecuencia de una senal dada, se puede optimizar el diseno de

un sistema para la senal portadora del mismo. Refiérase al uso de un analizador de espectros.

Forma compleja

Por la identidad de Euler, las formulas geométricas de Fourier también pueden expresarse en

su forma compleja:
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2.11.1.- Condiciones de simetria.
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Se le llama asi a la correspondencia de posicion que existe, o deberia existir, entre dos

puntos o elementos. Se trata de una caracteristica presente en las diversas construcciones

geométricas, sistemas Yy ecuaciones, ademas de encontrarse en los seres vivos y entes

abstractos. Sin embargo, en un aspecto formal, el objeto simétrico es aquél que, partiendo de

cierto problema matematico resuelto y que es aplicado para la creacion de un objeto similar,

el primero no podra ser diferenciado del

caracteristicas, medidas y constitucion.

Simetria de Media Onda

x(t) = - x (t £ T/2)

ultimo, puesto que tendran

las mismas

Tipo de simetria existente en algunas senales periodicas que permite muchas veces la

simplificacion de diversos calculos. Graficamente se verifica al invertir y desplazar medio

periodo (adelante o atras) la sehal y obtener como resultado una senal idéntica a la original.

Ejemplo:
1S x(1)
0.5
{10,009 (7.007 P40 (1,009 2,00 5,00 8,00
0.5 -
-1 4
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La simetria de Media Onda puede combinarse también con las simetrias Par e Impar, dando
como resultado Simetrias de Cuarto de Onda Par e Impar respectivamente.

Ejemplo: Cuarto de Onda Impar:

I oxit

-T2 T2

(]

—
—
(]

Ejemplo: Cuarto de Onda Par:

1 - it

—
=
=]

Simetrias Escondidas

Algunas sefhales no poseen ningln tipo de simetria, pero si son manipuladas adecuadamente

dan origen a senales con simetrias que antes no eran evidentes. Ejemplo:

S x(t)
1 I -

x(£)= 0 4 <f<8
x(£)=x(ttT) T=8

Esta sefal, si es desplazada (adelantada), da origen a una senal con Simetria Par:

y(®=x(+2)

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 75



EUDS |

Mi Universidad
@

Si se le resta 0.5, da origen a una senal con Simetrias Impar y de Media Onda (Cuarto de

Onda Impar): z (t) = x (t) - 0.5

JE(t)

2.11.2.- El espectro discreto de potencia y la relacion de Parseval.

En matematicas, la Relacion de Parseval demuestra que la Transformada de Fourier es
unitaria; es decir, que la suma (o la integral) del cuadrado de una funcién es igual a la suma (o
a la integral) del cuadrado de su transformada. Esta relacién procede de un teorema
de 1799 sobre series, cuyo creador fue Marc Antoine Parseval. Esta relacion se aplico mas

tarde a las Series de Fourier.

Aunque la Relacion de Parseval se suele usar para indicar la unicidad de cualquier
transformada de Fourier, sobre todo en fisica e ingenieria, la forma generalizada de este

teorema es la Relacion de Plancherel.
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Teorema de Parseval

(T
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El valor medio de una senal se define como la media de todos los valores que definen y

componen la misma cuya suma representa el area bajo la curva entre un periodo de tiempo

que matematicamente se representa por la ecuacion |. Graficamente corresponde a un

triangulo que contiene el area equivalente a la que tiene la senal bajo su curva como se

muestra en la figura I.

T
Area =J. f(®)
0

T
//Ar‘a — jf(_t)dt

\/

Fig. 1.: Area bajo la curva de sefal

En los sistemas de comunicaciones es importante conocer la potencia promedio de las

senales lo que es equivalente al valor cuadratico medio en un periodo definido (T) de la sefal

como lo muestra la ecuacion 2, si f(f) corresponde a una senal de corriente o voltaje

representa la potencia promedio entregada por la misma a una resistencia de | Q. Los limites

de integracion para una senal periddica corresponden a un periodo de la senal ya que, si se

toma n periodos, se aumenta el tiempo n veces y de igual manera pasaria con el area, por lo

tanto, se obtendria el mismo resultado.

T /2

p= {f (O} de

—T/2

Ecuacion 2.
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El teorema de Parseval define que la potencia de las senales es equivalente a la suma de la
potencia de sus componentes espectrales y se toma dependiendo de si la sehal es periddica o
no ya que para su andlisis se implementa la serie y la transformada de Fourier

respectivamente.
Teorema de Parseval para sefiales periédicas:

Si, por un lado, la serie de Fourier corresponde a la serie trigonométrica o, por el otro, a la
exponencial compleja el Teorema de Parseval corresponde a las ecuaciones 3 y 4
respectivamente. En donde se define que la potencia de la senal es equivalente a la suma de la
potencia de los componentes espectrales representados por los coeficientes a0, an y bn para
el primer caso y Cn para el segundo. El valor cuadratico medio es corresponderia al valor
cuadratico medio de los componentes espectrales como lo muestra la ecuacidon 5, donde

CO es el nivel de offset de la sefal y Cn la amplitud de la n-ésimo armonico.

8

T/2
| U =gat 43 @2 +b,7)

T -T/2 o~

Ecuacion 3.

1 (T/2 ®

+| L gera= Y iGr
-T/2 =

Ecuacion 4.

1 (T/2 = C,
7)., FOr=ct ) 1 EE
n=1
Teorema de Parseval para senales aperiédicas:
Como se mencioné anteriormente el andlisis para este tipo de senales se hace a través de la
Transformada de Fourier y de igual manera se aplica que la potencia corresponde a la contenida en

cada una de sus armonicos. Es util hablar del contenido de la Energia como se muestra en la ecuacién

5, si f(t) corresponde al voltaje que se entrega a una carga de |1Q la ecuacidon expresaria la energia
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total que entrega a la misma. Para este caso, el teorema de Parseval se plantea a través de la ecuacion
8 en donde la energia de la senal se determina por la multiplicacion del area bajo la curva que se

denomina como espectro de energia de la senal expresada como [f(w)|2 multiplicado por 1/2r.

E = f £ (0)12dt

Ecuacion 5.

E=[TIf (R dt=—[" Ifw)]?*dw

2.11.3.- Convergencia de la serie de Fourier y condiciones de

Dirichlet.

Las series de Fourier se utilizan, basicamente, para analizar funciones que son periodicas;
analizamos su correspondiente Serie de Fourier, que no es mas que una descomposicién de
la funcion original en una suma infinita de funciones elementales en senos y cosenos que
tienen frecuencias multiplos de la senal inicial. En ingenieria se usan en Optica, acustica,
procesamiento de senales (audio, video o simplemente imagenes), estudio de vibraciones y

perturbaciones de sistemas, etc...

Definicién y algoritmo de calculo de la Serie de Fourier

Sea f(‘l) una funcion de una variable real. Supongamos que dicha funcion es integrable en

un determinado intervalo de longitud T. Se define la serie de Fourier de f(‘l} como:

1
flx)= ?D + 30 | (an cos (nwz) + by sin (nwz))
2T
W= —
donde: T es la frecuencia fundamental .
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Se llaman Coeficientes de Fourier a: (), iy, bn Hay que tener en cuenta que

tanto Iy como bn hacen referencia a infinitos términos ya que como se ve en la expresion
de la Serie de Fourier el sumatorio va desde | hasta n.
Parece obvio que una vez conozcamos los coeficientes de Fourier ya estaremos en

disposicion de poder construir la serie de Fourier de la funcion f(I )
Notas a tener en cuenta de las Series de Fourier:

* La Serie de Fourier de f(‘l) converge af('“r}dentro del intervalo de longitud T.
Fuera de este intervalo la Serie de Fourier no converge a f(‘l) y lo que nos queda son
periodos de la Serie de Fourier de f(‘l} que existe dentro de dicho intervalo.

» Si la funcion f(I)tiene un periodo T igual a la longitud del intervalo donde estamos

expandiendo la Serie de Fourier obtendremos que Ila Serie de Fourier
de f(‘l} converge a la funcion f(‘l} en todo su dominio y podemos decir, de forma

precisa, que se trata de la Serie de Fourier de f(‘l) sin tener que especificar ningun

intervalo.
Se definen la Sumas Parciales de la Serie de Fourier f(‘l} en el intervalo T o simplemente la

Serie de Fourier de f(I ), si la funcién tiene periodo T, como:

Sk (x) = Z—D + Zi:l (ay cos (nwzx) + by, sin (nwzx))

Notese que la diferencia con la expresion inicial es que el sumatorio sélo llega hasta k. Asi

T .
nos quedara para el caso concreto de 52 (“1' }:

S (x) = HQ—G + aj cos (lwx) + by sin (lwx) + a2 cos (2wx)

____________________________________________________________________________________________________________|
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A los dos sumandos @1 COS (lwx} T bl S111 (lwx)se les suele denominador

primer armonico. Analogamente a los dos sumandos de subindice 2 se les llama segundo

armonico y asi sucesivamente con cada dos sumandos del mismo subindice.

Convergencia de Fourier
La convergencia de la serie de Fourier involucra tres aspectos distintos y fundamentales:

a) Que existan y puedan hallarse los coeficientes genéricos a, y b,
lo cual resulta obvio porque de lo contrario ni solo no habra convergencia si no que no

habra serie.

b) Que exista la serie, lo cual requiere ademas de la existencia de los coeficientes, que pueda

expresarse la funcion por una sumatoria infinita de términos.

c) Que la funcion desarrollada en serie de Fourier pueda, ademas, aproximarse por un
numero finito de términos. Esto significa que pueda despreciarse el resto de los términos, a
partir de un valor del indice “n” determinado y sin embargo la funcion asi expresada se
aproxime lo suficiente a la original.

Todos estos aspectos que definen si una serie es o no convergente, han sido estudiados y
reunidos en las condiciones de Dirichlet, que sirven para establecer analiticamente la

convergencia de Fourier.
Condiciones de Dirichlet

Las condiciones que una determinada funcién f(x) debe cumplir para poder ser representada
como una serie de Fourier, se conocen con el nombre de condiciones de Dirichlet las cuales
pueden ser esquematizadas en los siguientes puntos. Para que una funcion f(x) sea susceptible

de ser expandida en series de Fourier debe ser:

e periddica
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e univaluada y continua a trozos (continua menos, en un niimero finito de puntos) con

un ndmero finito de maximos y minimos

T/2

e La integral f—T/Z dx |f(x)| debe ser convergente. Donde [-T/2, T/2] quiere indicar el

intervalo de definicion de una funcion con perido T.

2.11.4.- La serie trigonométrica de Fourier (STF).

Las series de Fourier tienen la forma:

- 2 2
T+ amcos e+ brsin 27T

n=1

Donde a, y b, .. denominan coeficientes de Fourier de la serie de Fourier de la funcién f(t).

Si f(t) es una funcidn variable real t, que es integrable en el intervalo [t, — T/2, t, + T/2]
entonces se puede obtener el desarrollo en serie de Fourier de f en ese intervalo. Fuera del
intervalo la serie es periodica, con periodo T. Si f(t) es periodica en toda la recta

real, la aproximacion por series de Fourier también sera valida en todos los valores de t.

Luego la serie de Fourier asociada a f(t) es:

____________________________________________________________________________________________________________|
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ay  x= 2nw . {2nxm
fiEy ~—+ [ cns(—t) + b, sm(—t)]
®~ 3 ; WO T T

Donde ag , &, ¥ b, son los coeficientes de Fourier que toman los valores:

2 e 2 [T onw 2 [T/ 2nm
== t)dt, — t)cos| —1¢ )dt, b, = — t sin(—t)dt.
a0 Tﬂ{gﬂ} =g [, 70 (T ) 7/, f0m( 7

Otra forma de definir la serie de Fourier es:

[=2]
() = ‘;—“ + ) (an costnt + by sinw,t)

n=1

2
dondew, = nwyw = 2nf = T

siendo:

2 o+T 2 iy +T 2 tp+T
ag = —f F(t)dt, ay, = —f F(t) coswytdt, b, = —f F(t) sin w, tdt.
T N T ty b4

i}

A esta forma de la serie de Fourier se le conoce como la serie trigonométrica de Fourier.

2.12.- La serie de Fourier de seiales periodicas discretas.

El andlisis para la representacion de senales periodicas discretas en el dominio de la
frecuencia resulta muy similar al empleado para las senales periddicas de tiempo continuo. La
diferencia mas importante radica en que la representacion en serie de Fourier de una senal
discreta es una serie finita, en oposicion al caso de las senales periodicas continuas que

requieren de una serie infinita.

La exponencial compleja discreta, & @2 ™ "

, es periodica con periodo N. ademas el conjunto
de total de las sehales exponenciales complejas discretas que son periodicas con periodo N

esta dado por:
N P P e S =

En este conjunto solo hay N senales distintas, esto como consecuencia del hecho de que las

exponenciales complejas discretas que difieren en frecuencia por un multiplo de 2 son
.
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idénticas (a diferencia de las exponenciales complejas de tiempo continuo que son todas

diferentes):

Trln] = Tpppmiln]

Definido este conjunto de exponenciales complejas, se puede entonces hallar la
representacion de Fourier para una senal periddica discreta, con periodoy frecuencia

fundamental, mediante las ecuaciones:

. k}n:
x[n]= che"rk%n = ZCI:GJ '
=< N> =< N>
T
—ik — ik
Cp=f Talne ™ =f Talale TV
=< N> n=- Nz

Estas ecuaciones especifican una descomposicion de x[n] en una suma de N exponenciales
complejas relacionadas armonicamente, de ahi la existencia entonces de N valores para

C, (C=C,.n), dando origen a un espectro discreto periodico.

Finalmente, para indicar la correspondencia entre una senal periodica x[n] y sus coeficientes
C, se utiliza la siguiente notacion:
38
xfnfe——Cy ; Xj=C
Para facilitar el calculo de estos coeficientes se debe aprovechar cualquier simetria

presentada por la senal x[n] y una adecuada escogencia del intervalo de n para los N

términos a utilizar en la sumatoria respectiva.

2.12.1.- El espectro discreto de frecuencias y la relacion de Parseval.

____________________________________________________________________________________________________________|
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El espectro de frecuencias se caracteriza por la distribucion de amplitudes para cada
frecuencia de un fendmeno ondulatorio (sonoro, luminoso o electromagnético) que sea
superposicion de ondas de varias frecuencias. También se llama espectro de frecuencia al

grafico de intensidad frente a frecuencia de una onda particular.

El espectro de frecuencias o descomposicion espectral de frecuencias puede aplicarse a
cualquier concepto asociado con frecuencia o movimientos ondulatorios como son los
colores, las notas musicales, las ondas electromagnéticas de radio o TV e incluso la rotacion

regular de la tierra.

[F1 F2

o

~—1—r

3

: Amplityd

.-it- |

- —

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
frecuencia

El espectro de frecuencia de un fendmeno ondulatorio (sonoro, luminoso o
electromagnético), superposicion de ondas de varias frecuencias, es una medida de la
distribucion de amplitudes de cada frecuencia. También se Illama espectro de frecuencia al

grafico de intensidad frente a frecuencia de una onda particular.

El espectro de frecuencias o descomposicion espectral de frecuencias puede aplicarse a
cualquier concepto asociado con frecuencia o movimientos ondulatorios, sonoro y
electromagnético = Una fuente de luz puede tener muchos colores mezclados en diferentes

cantidades (intensidades).

Un prisma transparente, deflecta cada fotdn segun su frecuencia en un angulo ligeramente
diferente. Eso nos permite ver cada componente de la luz inicial por separado. Un grafico de
la intensidad de cada color deflactado por un prisma que muestre la cantidad de cada color
es el espectro de frecuencia de la luz o espectro luminoso. Cuando todas las frecuencias

visibles estan presentes por igual, el efecto es el "color" blanco, y el espectro de frecuencias
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es uniforme, lo que se representa por una linea plana. De hecho, cualquier espectro de
frecuencia que consista en una linea plana se llama blanco de ahi que hablemos no solo de

"color blanco" sino también de "ruido blanco".
El espectro de frecuencias: El espectro de frecuencias se divide en dos grandes partes:

v" Ondas materiales

v" Ondas electromagnéticas.

Ondas Materiales:

Se propagan por vibraciones de la materia (solida, liquida o gaseosa). Incluyen:

Ondas infrasonoras (debajo de los 8Hz).

Ondas sonoras (entre 8 y 30,000Hz). Por ejemplo, voz humana (hasta 4,000Hz), audio (de
20Hz hasta 20,000Hz).

Ondas ultrasonoras (arriba de los 30,000Hz).
Ondas Electromagnéticas:

Son debidas a la vibracion de un campo electromagnético, fuera de todo soporte material.
Incluyen: Ondas radioeléctricas (o herzianas), que son generadas por una corriente
oscilatoria, y que pueden ser miriamétricas o kilométricas (VLF/LF, very low frequency / low
frequency, entre 0 y 315KHz), hectométricas (MF, medium frequency, entre 3I15KHz y
3230KHz), decamétricas (HF, high frequency, entre 3230KHz y 27,500KHz), métricas (VHF,
very high frequency, entre 27,500KHz y 322MHz), decimétricas (UHF, ultra high frequency,
entre 322MHz y 3300MHz), centimétricas (SHF, entre 3300MHz y 31.8GHz) o milimétricas
(WHD, entre 31.8GHz y 400GHz).

Ondas luminosas (luz), originadas de un cuerpo luminoso que transmite su luz, y que pueden
ser infrarrojo (longitud de onda entre 0.8 y 300 micras), visible (longitud de onda entre 0.4 y
0.8 micras, y que incluye los colores rojos, anaranjado, amarillo, verde, azul, turquesa y

violeta), o ultravioleta (longitud de onda entre 0.02 y 0.4 micras).
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Rayos X (longitud de onda hasta 0.001 micras), generados por cuerpos radioactivos.
Rayos gamma (longitud de onda entre 0.005 a 0.25 Angstroms), generados por cuerpos
radioactivos. Para efectos de telecomunicaciones son importantes las ondas radioeléctricas

(comunicacion inalambrica) y las ondas luminosas (comunicacion via fibras opticas).

RECURSOS EXTRA

serie de Fourier exponencial compleja
https://www.youtube.com/watch?v=9aC-sbRqcNo
Teorema de Parseval y espectro de potencia
https://www.youtube.com/watch?v=eW]CKNSYeRO

Series de Fourier y Condiciones de Dirichlet

http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/nunez/cursos/MetodosMatematicos2/2008B/S03_C09.pdf

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

SUPER NOTA

Realice una super nota de la unidad numero dos; véase manual basico de actividades en

plataforma UDS.

UNIDAD IlI: LA INTEGRAL DE FOURIER (TF) Y SUS APLICACIONES
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Objetivo: El alumno podre resolver problemas aplicando la integral de Fourier y

comprendera todas las aplicaciones de la misma en los sistemas y sefales.

3.1.- De la serie de Fourier a la integral de Fourier.
3.1.1.- El espectro continuo.

En fisica un espectro continuo generalmente significa un conjunto de valores alcanzables para
cierta cantidad fisica (como energia o longitud de onda) que se describe mejor como un
intervalo de numeros reales, en oposicion a un espectro discreto, un conjunto de valores
alcanzables que son discretos en el sentido matematico, donde hay una brecha positiva entre

cada valor y el siguiente.

El ejemplo clasico de un espectro continuo, del cual se deriva el nombre, es la parte del
espectro de la luz emitida por los atomos excitados de hidrégeno que se debe a que los
electrones libres se unen a un ion de hidrégeno y emiten fotones, que se extienden
suavemente en un amplio rango de longitudes de onda, en contraste con las lineas discretas
debido a que los electrones caen de algin estado cuantico unido a un estado de menor

energia.

El espectro continuo, también llamado térmico o de cuerpo negro, es emitido por cualquier
objeto que irradie calor (es decir, que tenga una temperatura distinta de cero absoluto = -
273 grados Celsius). Cuando su luz es dispersada aparece una banda continua con algo de

radiacion a todas las longitudes de onda.

3.1.2.- Relacion entre la transformada de Fourier y la transformada
de Laplace.

Transformadas de Laplace puede ser considerada como un super-conjunto de CTFT. Como
ves, en un ROC si las raices de la funcion de transferencia de la mentira en el eje imaginario,
es decir, s=o+jw, 0 = 0, como se ha mencionado en comentarios anteriores, el problema de
las transformadas de Laplace se reduce a la transformada de Fourier de Tiempo Continuo.

Para retroceder un poco, seria bueno saber por qué transformadas de Laplace evolucionado
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en primer lugar, cuando nos habia transformadas de Fourier. Usted ve, la convergencia de la
funcion (sefnal) es una condicion indispensable para una transformada de Fourier de existir
(absolutamente summable), pero también hay senales en el mundo fisico, donde no es posible
tener tal convergente de las senales. Pero dado que su anilisis es necesario, podemos hacer
que ellos convergen, por la multiplicacion de un mondtonamente decreciente exponencial
eo, lo que los hace converger, por su propia naturaleza. Esta nueva o+jw se le da un nuevo
nombre de 's', que a menudo nos sustituto como 'testigos de jehova' para senales
sinusoidales de respuesta de las causales de los sistemas LTIl. En el s-plane, si la ROC de la
transformada de Laplace cubre el eje imaginario, entonces la transformada de Fourier
siempre va a existir, ya que la sefal que va a converger. Es de estas senales en el eje

imaginario que comprenden senales periodicas efjw = cos wt + j pecado wt (Euler).

De la misma manera, z-transformar es una extension de la DTFT, en primer lugar, hacer que
ellos convergen, segundo, para hacer nuestra vida mucho mas facil. Es facil lidiar con una z
que

con un e?jw (configuracion de r, el radio del circulo de la republica de china como untiy).

La de Laplace y de Fourier son continuas (integral) se transforma de funciones continuas.

La transformada de Laplace se asigna una funcion f(t) a una funcion F(s) de la variable

compleja s, donde s=o+jw.

Puesto que la derivada "f(t)=df(t)dt mapas a sF(s), la transformada de Laplace de una ecuacién
diferencial lineal es una ecuacion algebraica. Por lo tanto, la transformada de Laplace es dutil

para, entre otras cosas, la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.

Si fijamos la parte real de la variable compleja s a cero, 0=0, el resultado es la transformada

de Fourier F(jw), que es esencialmente el dominio de la frecuencia, la representacion de f(t).

La transformada en Z es esencialmente una version discreta de la transformada de Laplace vy,
por lo tanto, puede ser util en la solucion de la diferencia de las ecuaciones, el discreto
version de diferencial de las ecuaciones. La transformada en Z asigna una secuencia f[n] a una

funcion continua F(z) de la variable compleja z=rejQ.
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Si se establece la magnitud de z a la unidad, r=I, el resultado es el Tiempo Discreto la
transformada de Fourier (DTFT) F(jQ), que es esencialmente el dominio de la frecuencia, la

representacion de f[n].

Ademas, son mas propensos a utilizar una transformada de Fourier que Laplace para senales
que no son causales, porque transformadas de Laplace hacer la vida mucho mas facil cuando
se utiliza como Unilateral (Una cara) se transforma. Usted podria utilizar por ambos lados, el

resultado va a trabajar a ser el mismo con algunas matematicas de la variacion.

La de Laplace y de Fourier son continuas (integral) se transforma de funciones continuas.

La transformada de Laplace se asigna una funcion f(t) a una funcién F(s) de la variable

compleja s, donde s=o+jw.

Puesto que la derivada ‘f(t)=df(t)/dt mapas a sF(s), la transformada de Laplace de una
ecuacion diferencial lineal es una ecuacion algebraica. Por lo tanto, la transformada de Laplace

es Util para, entre otras cosas, la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.

Si fijamos la parte real de la variable compleja s a cero, 0=0, el resultado es la transformada

de Fourier F(jw), que es esencialmente el dominio de la frecuencia, la representacion de f(t).

La transformada en Z es esencialmente una version discreta de la transformada de Laplace vy,
por lo tanto, puede ser util en la solucion de la diferencia de las ecuaciones, el discreto
version de diferencial de las ecuaciones. La transformada en Z asigna una secuencia f[n] a una

funcidn continua F(z) de la variable compleja z=rejQ.

Si se establece la magnitud de z a la unidad, r=I, el resultado es el Tiempo Discreto la
transformada de Fourier (DTFT) F(jQ), que es esencialmente el dominio de la frecuencia, la

representacion de f[n].
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Diferencias entre la transformada de Laplace y Fourier

|.- La transformada de Laplace rara vez se resuelven mediante integracion (si no por
medio de tabla y uso de computadora (por ejemplo, matlab) es mas comun)

2.- La trasformada de Fourier se emplea con senales a periddicas a diferencia de la serie de
Fourier.

3.- La transformada de Laplace es de amplia aplicacion en el campo de la electrénica y la
teoria de circuitos. Por otra parte, la transformada de Fourier, es de amplia aplicacion en el
analisis de senales, asi como diferentes campos de la fisica (teoria de la difraccion, mecanica

cuantica.

3.2.- Propiedades y transformadas comunes.

3.2.1.- Propiedad de modulacion.

Modulacion engloba el conjunto de técnicas que se usan para transportar informacion sobre
una onda portadora, tipicamente una onda sinusoidal. Estas técnicas permiten un mejor
aprovechamiento del canal de comunicacion lo que posibilita transmitir mas informacion de
forma simultanea ademds de mejorar la resistencia contra posibles ruidos e interferencias.
Segun la American National Standard for Telecommunications, la modulacién es el proceso,
o el resultado del proceso, de variar una caracteristica de una onda portadora de acuerdo
con una senal que transporta informacion. El proposito de la modulacion es sobreponer

sefales en las ondas portadoras.'

Basicamente, la modulacién consiste en hacer que un parametro de la onda portadora cambie
de valor de acuerdo con las variaciones de la sefal moduladora, que es la informacion que

queremos transmitir

Basicamente, la modulacién consiste en hacer que un parametro de la onda portadora cambie
de valor de acuerdo con las variaciones de la sefal moduladora, que es la informacion que
queremos transmitir. Esta técnica permite un mejor aprovechamiento del canal de

comunicacion lo que posibilita transmitir mas informacion en forma simultanea ademas de
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mejorar la resistencia contra posibles ruidos e interferencias. Una senal portadora es una
onda eléctrica modificada en alguno de sus parametros por la senal de informacion (sonido,

imagen o datos) y que se transporta por el canal de comunicaciones
3.2.2.- Propiedad de convolucion.

En este modulo veremos varias de las propiedades de convolucion que mas prevalecen.
Notese que estas propiedades se aplican a ambas convoluciones de tiempo continuo y de
tiempo discreto. (Véase los dos modulos anteriores si necesita un repaso de convolucion).
También para algunas demostraciones de las propiedades, usaremos las integrales de tiempo-
continuo, pero podemos probarlas de la misma manera usando las sumatorias de tiempo-

discreto.

Asociatividad

Ley Asociativa

FlO*(2@*f3)) =(f1 ©*F2(1)) *f3(1)

fi—— E+h ¥

EQUIVALENTE

h+fo—s| & > I

Implicacion grafica de la propiedad de asociatividad de la convolucion.

Conmutatividad

: Ley Conmutativa
y(©==f(t)*h(Oh(t)*f(t)
Para probar la Ecuacién, lo Unico que tenemos que hacer es un pequefo cambio de variable

en nuestra integral de convolucion (o suma),
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y(O)=lo—=f(D)h(t-7) dt
Dejando t=t-t
, podemos mostrar facilmente que la convolucion es conmutativa:

y(t)==[e0—cof{t-1) h(t)dr[o—oh(T)f(t-T) dT

ft)*h(®)=h(t)*f(t)

EQUIVALENTE

La figura muestra que ambas funciones pueden ser vistas como entradas del sistema mientras

lo otro es la respuesta al impulso.
Distribucion

Ley Distributiva
flO*(2)+3 )= O*2O+1 ©*3)

La demostracion de este teorema puede ser tomada directamente de la definicion de

convolucién y usando la linealidad de la integral.
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(T

fi = fot+ fu v —
EQUIVALENTE
£
fi ¥ -
&

I. Las propiedades matematicas de esta operacion se corresponden directamente con la
forma en que funcionan los circuitos lineales.

2. Propiedades 6 Elemento neutro 0 Distributividad 6 Conmutatividad 6 Asociatividad

3. Elemento Neutro. El elemento neutro de la convolucion es: OLa sefal impulso, ya que
al convolucionar cualquier sefal con el impulso se obtiene en la salida la misma senal.
En los sistemas cuya respuesta impulsional sea la salida es igual a la entrada.

4. Ejemplo, Para esta demostracion, dejaremos que §(t) sea el impulso unitario localizado
en el origen, usando la definicion de convolucién empezamos con la integral de
convolucion

5. De la definicidon del impulso unitario, conocemos que: 6(t)=0 Siempre que Tt#0.
Usamos este hecho para reducir la ecuacion anterior y obtener lo siguiente:

6. La integral de &(t) solo tendra un valor cuando t=0 Por lo tanto esa integral sera igual
a uno. Donde podemos simplificar la ecuacion de nuestro teorema:

7. Ley Distributiva La demostracion de este teorema puede ser tomada directamente de
la definicion de convolucion y usando la linealidad de la integral. Ejemplo:

8. Ley Conmutativa. Es conmutativa pues el resultado de la operacién es el mismo,
cualquiera que sea el orden de los elementos con los que se opera.

9. Se define como la asociacion (juntar) de varios nimeros, de forma que su suma de, el

mismo resultado que sin asociarse. Ley Asociativa
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10. Ejemplo, La senal en la salida del sistema global es: |. La salida en el primer sistema es
2. Esta senal es aplicada al segundo sistema, cuya salida valdra:
I 1. Por otra parte, la respuesta impulsional global se puede calcular aplicando un impulso a
la entrada global. La salida del primer sistema cuando la entrada sea un impulso sera su
respuesta impulsional. Esta sefal se aplica al segundo sistema, cuya salida se calcula por
medio de la convoluciéon: Por tanto, Esta propiedad se cumple para cualesquiera
|2. Desde un punto de vista tedrico, en la asociacién en cascada de circuitos LIT es
indiferente el orden en que se conecten; sin embargo, en la practica el orden si
importa porque los circuitos no suelen ser lineales y porque tienen distintas

limitaciones fisicas, Por ultimo
3.3.- La transformada de Fourier de seiales peridodicas continuas.

Inicialmente el andlisis de senales en el dominio de la frecuencia se enfoca hacia las senales
periddicas de tiempo continuo. La representacion de estas senales, en el dominio de la
frecuencia, se logra utilizando para ello el conjunto ortogonal de senales conformado por las
senoidales complejas (exponenciales) cuyas frecuencias son multiplos enteros de una

frecuencia fundamental, esto es:

Bl conpunto de sefiales Dy (£) :»;?”'ﬂ:"ﬁ'l"":'if artogonal en en &l intervalo (0.7)

donde : @, = % ®p =k, =T, k=0+14£243

permite repressniar la sefal periddica (pericde T) como

x(ﬁ);i@kéjkmﬂf donde O = %Ix(ﬂg_ fkmofdf_
=—00 T

Esta serie, conocida como serie exponencial de Fourier, es una forma muy conveniente de
representar una senal x(t) en el domino de la frecuencia, ya que mediante sus coeficientes se

obtienen:
®Espectro de Amplitud: |C,| = f(k,), con simetria par si x(t) es una sefal real.
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"iEspectro de Fase: C, = g(k, ), con simetria impar si x(t) es una sefal real.

Finalmente, para indicar la correspondencia entre una senal periodica x(t) y sus coeficientes

C, se utiliza la siguiente notacion:

I(E)Lck ;A=

El calculo de estos coeficientes se facilita si la senal x(t) es real y posee algin tipo de simetria.
En estos casos es aplicable la Serie Trigonométrica de Fourier, cuyos coeficientes son
calculados aprovechando estas caracteristicas de simetria. Para la obtencién de la serie

trigonométrica de Fourier se hace uso de las relaciones:
dy, _ 1 . + jou :
Ch = O | 2?7k = E[ak — by )y 2T = Cos(or) + jSen()

De este modo se obtiene una nueva expresion para la senal x(t):

x() = %‘f’ + 3 ap Cas(emyt) + 3 by Sen(ko,t) , donde :
k=1 k=1

‘%": C, = %Ix(ﬁ}dﬁ . @ = %Ix{f}tﬁ’m(kmoz)dz , by = = | x()Sen(r0,t)d
T T T

| o

Esta serie trigonométrica también se puede escribir en forma condensada:

x(e) = %‘f’ + 3 A, Cos(rm,t+Dy) 5 donde :
k=1

b
%’:C’O=%Ix(ﬂdﬁ , A= ool 4kl @, =Tg_1{——k]
T

2
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Condiciones de Simetria para la Senal X(T)

La existencia de simetria en la senal x(t) permite simplificar el calculo de los coeficientes de la
serie trigonométrica de Fourier. A continuacion, se resumen dichas condiciones de simetria

ya las respectivas ecuaciones para el célculo de los coeficientes.

TIPO DE
CARACT,
SIMETRIA | CONDICION h
EN it) DE LA SERIE a k
o)
Términos d
PAR x(t) = x(-t) Ergg'[r:{';stje 4 Ix(ﬁ)CﬂS(kmoz)dﬁ 0
0 T q
o
Térrminos d
IMPAR ¥(t) = - x() ;Zﬁ'{:{fﬂiﬂ © 0 ; [ x(&)Seniemgt)dt
0
T T
T Armadnicos 4 4 /5
%ONDA | ft)=- (£ 2] | Impares = jx(z)cas(moz).:ﬁ = Ix(f)Sm(kmoﬂdﬁ
0 0
_ Armanicos T
\ u{l) = 1) Impares 5 4
AONDA| o~ oy T e = [ xte)Cos(ha )t 0
- PAR - 27 | Cosfkagt) | £ 0
0=-xty [ Y.
% ONDA _ T ( — |z Sen(kwat) dE
IMPAR ity =-xltt =) de T o
- - 27 | Senfkagt) 0

3.4.- Respuesta de SCLI a entradas exponenciales complejas y
senoidales: respuesta en frecuencia.

Exponenciales Complejas

Se trata de senales fundamentales en el estudio delos sistemas lineales debido a sus
caracteristicas de auto funcion: "La respuesta de un sistema lineal a una determinada
exponencial compleja es esa misma exponencial multiplicada por una constante (en general

compleja)".

La propiedad anterior puede ser muy util si se utiliza adecuadamente. Sise descompusiese

cualquier senal como combinacion lineal de exponenciales complejas, la respuesta de un
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sistema lineal a dicha entrada seria una combinacién lineal de las mismas exponenciales
complejas, pero con distintos coeficientes. Por ello, para caracterizar un sistema lineal
bastara con caracterizar su respuesta a las exponenciales complejas. Si se restringe el analisis
al caso de sinusoides complejas, la caracterizacion de la respuesta delos sistemas a sinusoides
complejas constituye el objetivo del andlisis de Fourier (transformadas y series de Fourier) o
analisis en frecuencia. Gran parte de esta practica va destinada a fijar conceptos del analisis

de senales en el dominio de la frecuencia.

Exponenciales complejas continuas: son senales del tipo x(t)=Ceat donde Cya son, en
general, nimeros complejos. Dependiendo de como sean los valores de a y C tenemos los

siguientes tipos de senales:
I) C vy a reales: exponenciales reales (funcion atenuada)

2) a imaginario puro: sinusoide compleja. Sia=jw0, estas senales son periodicas de

periodo TO=(2m) /w0.

Se llaman sinusoides armonicamente relacionadas de periodo fundamental TO a la familia de

sinusoides relacionada por la expresion:
ok(t) = ejkwOt; k=0, 1, 2, ...

Como se vera en el siguiente apartado, dichas funciones se emplean como base para

desarrollar en serie sehales continuas periddicas (series de Fourier).

3) Cy a complejos: exponencial compleja, que se compone de una sinusoide compleja

multiplicada por una exponencial real:
x(t) = p-eat -ej (w0t + @)

Exponenciales complejas discretas: son secuencias del tipo x[t]=Ce donde Cy Bson, en
general, nimeros complejos. Dependiendo de como sean los valores de By C tenemos los

siguientes tipos de secuencias:

I) Cy Breales: exponenciales reales (funcion atenuada)
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2) Bimaginario puro: sinusoide compleja. Estas senales tienen dos particularidades que

debemos recordar (3=jQ0):
* La sinusoide es periddica en QO0, de periodo 2m(basta con analizar Q0

en el intervalo [0,2m)). La principal consecuencia de esta propiedad es que una sinusoide
continla muestreada no puede ser recuperada a partir de sus muestras si la frecuencia de

muestreo es inferior al doble de su frecuencia.

Este fenomeno debe tenerse perfectamente claro, por lo que debe reflexionarse sobre esta
propiedad. Algunos ejercicios de la practica ayudaran a relacionar esta propiedad con el

teorema de muestreo.

Las secuencias sinusoidales solamente son periddicas cuando se cumpleQO/(2m) =m/N,
donde N es el periodo y m un niumero entero (frecuencia racional). En el resto de los casos

no existe periodicidad, como ocurria en el caso continuo.

3) Cy Bcomplejos: exponencial compleja, que se compone de una sinusoide compleja

multiplicada por una exponencial real:
x[n] = p-ean -ej (Q0 n+ P)

Durante el desarrollo de la practica tendra oportunidad de visualizar diversas senales de este

tipo, tanto continuas como discretas, asi como composiciones de las mismas.

3.5.- Fundamentos de muestreo y reconstruccion de seinales.

Como se ha mencionado anteriormente, el convertidor (C/D) realiza dos procesos, la
operacion de muestreo y la conversion a tiempo discreto. Uno de los métodos de muestreo
y con versiona tiempo discreto mas tipicos consiste en realizar un muestreo periddico o
uniforme, el cual se basa en la seleccion de muestras de la senal analdgica en un intervalo de
tiempo uniforme. Matematicamente, el procedimiento consiste en sustituir la variable t=n T,
donde T es el periodo de muestreo, obteniendo una secuencia de muestras:

x[n]=xa (nT),n €Z
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donde la frecuencia de muestreo es fs= |I/T y viene dada en muestras por segundo. También

se puede expresar en radianes por segundo, ws= 211/T. La diferencia mas importante entre la

sefal analdgica y la sefal discreta es que la variable independiente de la secuencia es un indice

entero donde se ha perdido la dimension temporal, es decir, se ha producido una

normalizacion temporal. Como veremos, esta relacion entre la variable temporal analogica (t)

y discreta (n) se transforma en una relacion andloga entre el dominio de la frecuencia de

tiempo continuo y de tiempo discreto.

En general, la operacién de muestreo es no invertible porque se produce perdida de
informacion de la sefal, ya que pueden existir varias senales analogicas diferentes que
coincidan en los puntos de muestreo, generando la misma senal muestreada. Sin embargo, si
imponemos alguna limitacion a las senales analogicas, esta ambigliedad puede resolverse y el
proceso pasa a ser invertible. Esta limitacion viene dada por el teorema del muestreo. Se
puede demostrar que el sistema de la siguiente figura es una operacion lineal pero no

invariante en el tiempo.

x (1) x[n] = x (nT)

—p D P—>

T

Figura 2.5: Representacion de un convertidor C/D ideal.

RECURSOS EXTRA

Relacion entre Laplace y Fourier
https://www.youtube.com/watch?v=QIlAyljaldpA
Transformada de Fourier senales periddicas

https://www.youtube.com/watch?v=IKVshFpe6Fc
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Propiedades de la convolucion

https://www.youtube.com/watch?v=0U22uW8xSRQ

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

MAPA CONCEPTUAL

Realice un mapa conceptual de la unidad nimero tres; véase manual basico de actividades en

plataforma UDS.

UNIDAD IV: INTRODUCCION A LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE
TIEMPO DISCRETO (TFTD).

Objetivo: El estudiante podra resolver ejercicios aplicando la transformada de Fourier en

tiempo discreto, asi como la identificacion de su relacion con la transformada de Z.

4.1- La transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD).

Definicion y propiedades.

En la practica, determinar la salida y separar la parte de estado estable de la respuesta de un
sistema puede ser un proceso largo y dificil. Sin embargo, si sélo se requiere la parte de
estado estable, suele ser mas facil y directo hacer un analisis senoidal de estado estable en el
que la entrada se modela como una superposicién de componentes senoidales y cosenoidales

estables de diferentes frecuencias.

Recuérdese que este procedimiento se basa en el hecho de que la respuesta de estado
estable de un sistema lineal invariante con el tiempo (L.T.I) a una entrada senoidal o
cosenoidal es una senoide de la misma frecuencia, pero que difiere en amplitud y fase.

Cuando una suma lineal de componentes senoidales y cosenoidales se aplica a un sistema
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lineal estable, el sistema responde modificando la amplitud y produciendo un desfase de cada
componente de entrada de una magnitud que depende de su frecuencia. La superposicion

lineal de todas las componentes modificadas constituye la salida de estado estable del

sistema.

Cuando se trabaja con senales y sistemas de tiempo continuo, la senal de entrada x(t) se
representa por su Transformada de Fourier X(jw) y el sistema por su funcion de respuesta
en frecuencia de estado estable H(jw). El producto de X(jw) y H(jw) determinan el espectro
de salida: Y(jw)=H(jw) X(jw) el cual, al ser invertido, proporciona la forma de onda de la

senal de salida de estado estable y(t).

Ahora bien, se sabe que la funcion de respuesta en frecuencia de un sistema de tiempo
continuo puede encontrarse directamente aplicando la transforma de Fourier a la respuesta

al impulso unitario, h(t)
TF

ST Rl AT
>H(jm)—_[_mh(f) e At

La funcion de respuesta en frecuencia de un sistema digital esta relacionada de manera similar
a su respuesta a la muestra o impulso unitario h[n] por una transformacion formal. Es decir,

TFTD

H(Ejl mT) _ Zh[n] ] E—j'n'mT

.32[?2]< __________ > 3= —om
obienTFTD
}3[?2]< ---------- > i W=wT

donde TFTD es la Trasformada de Fourier de tiempo discreto. Mas adelante veremos que

ambas definiciones son equivalentes, donde T es el periodo de muestreo f, = |/T.
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Plbesit&qsueﬂ_la fffi\%. es igual a 'Evsé (WV\£1= w T), a un valor de la fase comprendido entre 0 y p

( ) donde le corresponde una frecuencia f deducida por:

2 =nT

teniendo en cuenta que:
Q=w g dx=2 7T
de donde se obtiene que:

! '¢?=l'f5'¢:v

v A

Expresion que la relaciona la frecuencia en cuestion con el periodo o la frecuencia de

muestreo Y la fase correspondiente.

Respecto de la convergencia de la TFTD debemos hacer las siguientes consideraciones.
La integral de Fourier de tiempo continuo siempre converge hacia una funcién bien definida

de la frecuencia cuando se aplica a sefales de energia finita.

De manera similar, se puede garantizar que la suma de los términos exponenciales que
define al la TFTD de una secuencia sera finita para todas las frecuencias restringiendo su
aplicaciéon a secuencias aperiodicas que se reducen a cero para valores crecientes de n. Es

condicion necesaria y suficiente que se verifique la condicion

S,

Se dice que una secuencia con esta propiedad es absolutamente sumable. Puede
demostrarse ademas que una secuencia absolutamente sumable es por fuerza aperiddica y

que posee energia finita, es decir,
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]
Mt < o

JarT
La funcion de respuesta en frecuencia definida como Hie ) o bien H(£) caracteriza

la respuesta de estado estable de un sistema de tiempo discreto a una componente de
JouawrT e

o bien “[H]: En general las

entrada exponencial compleja “[H] - €

JraiT
funciones Hie ) y H(L) son complejas que se expresan en forma polar como:

o )

H(Ej'mT)z ‘H(ejlmT) o H(D _ |H(ﬂ)| ei'}*’(ﬁ)

En esta seccion desarrollaremos la TFTD segun la definicion:

H(E) = ih[n]-e‘”'ﬁ

n=-m

Desde un punto de vista practico la mayoria de las senales digitales no son periédicas. Hay
varias formas de enfocar el desarrollo de la Transforma de Fourier de una secuencia digital.

Un procedimiento es via la Transformada de Fourier aplicada a una senal analogica.

Sin embargo, puesto que nuestro estudio esta relacionado con los sistemas digitales es

preferible efectuar el andlisis a partir de aproximaciones en el entorno digital.

Este analisis aplicado a una secuencia periédica se modela como:

2arn

| N1 TR
@ = — Z x[ﬂ]-e N
N?E=U

Aunque la ecuacion especifica el periodo entre n=0 y N-I, cualquier otro periodo completo

es asi mismo valido.
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4.2.- Relacion de la TFTD con la transformada Z.

Una generalizacion de la Transformada de Fourier es la transformada Z. Ventajas de la
Transformada Z La Transformada de Fourier no converge para todas las secuencias La
transformada Z tiene la ventaja de que, en problemas analiticos, el manejo de su notacion,
expresiones y algebra es con frecuencia mas conveniente El empleo de la transformada Z en
senales discretas tiene su equivalente en la transformada de Laplace para senales continuas y
cada una de ellas mantiene su relacion correspondiente con la transformada de Fourier. El
empleo de la transformada Z en senales discretas tiene su equivalente en la transformada de
Laplace para senales continuas y cada una de ellas mantiene su relacion correspondiente con

la transformada de Fourier.

Transformada de Fourier HM=X(e"1= Z x(ic)e et

Fm—m

La transformada de la misma - = —x
secuencia tambien se define X(2)= Z x(k)z
coma S

Segun la variable Z[_r(ﬁc]z}((z“}z i_ﬂ:;c 7
complega continua z : A

La correspondencia entre una secuencia y 1@;) 9}[’(3)

su transfarmada se denota coma:

La transformada de Fourieres  X(z)
simplemente con

) La transformada de Fourier es
= = g/ la transformada Z tomando |Z|=1

La transformada de la misma secuencia también se define como Segun la variable compleja

continua z La correspondencia entre una secuencia y su transformada se denota como: La
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transformada de Fourier es simplemente con La transformada de Fourier es la transformada

Z tomando.

Propiedades de la transformada de Z

La transformada Z posee propiedades gue facilitan la solucidn de
ecuaciones en diferencias lineales usando simplemente
manipulaciones algebraicas.

a) SUPERPOSICION
Se compone delas
caracteristicas de:

1IHomogeneidad: fk) & F(2)

af (k) <> aF (2)
QAditvidad:  r oy ()
S} > Fo(2)
H)+ filke) <> Fi(2)+ Fy(2)

4.3.- Representacion de senales de duracion finita.

Una senal continua o senal en el tiempo-continuo es una senal que puede expresarse como

una funcion cuyo dominio se encuentra en el conjunto de los niUmeros reales, y normalmente

es el tiempo. La funcidn del tiempo no tiene que ser necesariamente una funcion continua.

La senal es definida sobre un dominio que puede ser o no finito, sobre el cual a cada posible

valor del dominio le corresponde un Unico valor de la senal. La continuidad de la variable del

tiempo implica que el valor de la sehal puede precisarse para cualquier punto arbitrario del

tiempo perteneciente al dominio. Un ejemplo tipico de una senal continua: Son las pilas

eléctricas
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f(t) =sin(t), teR

El mismo ejemplo con duracién finita podria ser:
f(t) =sin(t), te&[-mn]y f(t) = 0 para cualquier otro valorde £.

El valor de una sefial de duracidn finita (o infinita) puede o no ser finito. Por ejemplo,
1
ft) = e t€[0,1]y f(t) = 0 para cualquier otro valorde  {,

es una sefial de duracién finita pero toma un valor infinito parat = 0.

RECURSOS EXTRA

Transformada de Fourier de tiempo discreto
https://www.youtube.com/watch?v=ifZWHOOxhTE
Senales y sistemas: Transformadas
https://www.youtube.com/watch?v=DJ]9C8iSE8tk
Senales basicas de tiempo discreto

https://www.youtube.com/watch?v=-4K-o|I7yPs

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE
ENSAYO

Realice un ensayo de la unidad nimero cuatro; véase manual basico de actividades en

plataforma UDS.

____________________________________________________________________________________________________________|
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