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Marco Estratégico de Referencia

Antecedentes historicos

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el afno de 1979 con el inicio
de actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento
marcé un nuevo rumbo para la educaciéon de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra
escuela fue fundada por el Profesor Manuel Albores Salazar con la idea de traer educacion
a Comitan, ya que esto representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region

para que siguieran estudiando.

En el ano 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer
bachillerato tecnologico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision
en grande de traer educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la

gente que trabajaba por la manana tuviera la opcion de estudiar por las tardes.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia
Albores Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre,
el Profesor Manuel Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en julio de 1996 como
chofer de transporte escolar, Karla Fabiola Albores Alcazar se integré en la docencia en

1998, Martha Patricia Albores Alcazar en el departamento de cobranza en 1999.

En el ano 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar
S.C. para darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el ano 2004

funda la Universidad Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la
region no existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de

una institucién de Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de
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los jovenes que tenian intencion de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir

preparandose a través de estudios de posgrado.

Nuestra Universidad inicio sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de
la 4° avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos
grupos de cuarenta alumnos cada uno. En el afio 2005 nos trasladamos a nuestras propias
instalaciones en la carretera Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el
campus Comitan y el corporativo UDS, este ultimo, es el encargado de estandarizar y
controlar todos los procesos operativos y educativos de los diferentes campus, asi como

de crear los diferentes planes estratégicos de expansion de la marca.

Mision

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando
altos estandares de calidad académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos,

Profesores, colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el

proceso de ensenanza-aprendizaje.
Vision

Ser la mejor oferta académica en cada region de influencia, y a través de nuestra
plataforma virtual tener una cobertura global, con un crecimiento sostenible y las ofertas

académicas innovadoras con pertinencia para la sociedad.
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Valores
e Disciplina
e Honestidad
e Equidad
e Libertad
Escudo

El escudo del Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. esta constituido
por tres lineas curvas que nacen de izquierda a derecha formando los
escalones al éxito. En la parte superior esta situado un cuadro motivo

de la abstraccion de la forma de un libro abierto.
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Eslogan

“Mi Universidad”

ALBORES

ﬂ

‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser
lider, trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor

-’ y fortaleza son los rasgos que distinguen.
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Objetivo de la materia:

El alumno comprendera la importancia del calculo en la aplicacién de las diferentes

asignaturas

Criterios de evaluacion:

No Concepto

| Trabajos Escritos

2 Actividades web escolar
3 Actividades Aulicas
4 Examen

Total de Criterios de evaluacion

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

Porcentaje
10%
20%
20%
50%

100%
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I.1.- ANTECEDENTES HISTORICOS

El Calculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales de la humanidad. Una vez
construido, la historia de la matematica ya no fue igual: la geometria, el algebra y la
aritmética, la trigonometria, se colocaron en una nueva perspectiva teorica. Detras de
cualquier invento, descubrimiento o nueva teoria, existe, indudablemente, la evolucién de
ideas que hacen posible su nacimiento. Es muy interesante prestar atencion en el bagaje de
conocimientos que se acumula, desarrolla y evoluciona a través de los afos para dar lugar,
en algin momento en particular y a través de alguna persona en especial, al nacimiento de
una nueva idea, de una nueva teoria, que seguramente se va a convertir en un
descubrimiento importante para el estado actual de la ciencia y, por lo tanto merece el
reconocimiento. El Calculo cristaliza conceptos y métodos que la humanidad estuvo
tratando de dominar por mas de veinte siglos. Una larga lista de personas trabajo con los
métodos "infinitesimales" pero hubo que esperar hasta el siglo XVII para tener la madurez
social, cientifica y matematica que permitiria construir el Calculo que utilizamos en

nuestros dias.

Sus aplicaciones son dificiles de cuantificar porque toda la matematica moderna, de una u
otra forma, ha recibido su influencia; y las diferentes partes del andamiaje matematico

interactian constantemente con las ciencias naturales y la tecnologia moderna.

Newton y Leibniz son considerados los inventores del calculo pero representan un
eslabon en una larga cadena iniciada muchos siglos antes. Fueron ellos quienes dieron a los
procedimientos infinitesimales de sus antecesores inmediatos, Barrow y Fermat, la unidad
algoritmica y la precision necesaria como método novedoso y de generalidad suficiente
para su desarrollo posterior. Estos desarrollos estuvieron elaborados a partir de visiones
de hombres como Torricelli, Cavalieri, y Galileo; o Kepler, Valerio, y Stevin. Los alcances
de las operaciones iniciales con infinitesimales que estos hombres lograron, fueron
también resultado directo de las contribuciones de Oresme, Arquimedes y Eudoxo.

Finalmente el trabajo de estos ultimos estuvo inspirado por problemas matematicos y
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filosoficos sugeridos por Aristoteles, Platon, Tales de Mileto, Zendn y Pitagoras. Para
tener la perspectiva cientifica e historica apropiada, debe reconocerse que una de las
contribuciones  previas  decisivas fue la  Geometria  Analitica desarrollada

independientemente por Descartes y Fermat.

Sin la contribucion de éstos y de muchos otros hombres mas, el calculo
de Newton y Leibniz seguramente no existiria. Su construccion fue parte importante de la
revolucion cientifica que vivid la Europa del siglo XVIl.Los nuevos métodos enfatizaron la
experiencia empirica y la descripcion matematica de nuestra relacion con la realidad. La
revolucion cientifica supuso una ruptura con las formas de pensar, estudiar y vincularse
con la naturaleza que dominaron casi absolutamente en Europa entre los siglos V y XV.
Esta ruptura y salto en la historia del conocimiento estuvieron precedidos por las
importantes transformaciones que se vivieron durante los siglos XV y XVI con el
Renacimiento y la Reforma Protestante. El Cilculo Diferencial e Integral estan en el
corazon del tipo de conocimiento, cultura y de sociedad de la que, esencialmente, somos

parte.

El extraordinario avance registrado por la matematica, la fisica y la técnica durante los
siglos XVIIl, XIX y XX, se lo debemos al Calculo infinitesimal y por eso se puede
considerar como una de las joyas de la creacion intelectual de la que el hombre puede

sentirse orgulloso.
El siglo XVl y la disputa por la creacion del calculo

En sus comienzos el calculo fue desarrollado para estudiar cuatro problemas cientificos y

matematicos:
e Encontrar la tangente a una curva en un punto.
e Encontrar el valor maximo o minimo de una cantidad.

e Encontrar la longitud de una curva, el area de una regidon y el volumen de un

solido.
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e Dada una formula de la distancia recorrida por un cuerpo en cualquier tiempo
conocido, encontrar la velocidad y la aceleracion del cuerpo en cualquier instante.
Reciprocamente, dada una formula en la que se especifique la aceleracion o la
velocidad en cualquier instante, encontrar la distancia recorrida por el cuerpo en

un periodo de tiempo conocido.

En parte estos problemas fueron analizados por las mentes mas brillantes de este siglo,
concluyendo en la obra cumbre del filosofo-matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz
y el fisico-matematico inglés Issac Newton: la creacion del cilculo. Se sabe que los dos
trabajaron en forma casi simultanea pero sus enfoques son diferentes. Los trabajos de
Newton estan motivados por sus propias investigaciones fisicas (de alli que tratara a las
variables como "cantidades que fluyen") mientras que Leibniz conserva un caracter mas
geométrico y, diferenciandose de su colega, trata a la derivada como un cociente
incremental, y no como una velocidad. Leibniz no habla de derivada sino de incrementos
infinitamente pequenos, a los que llama diferenciales. Un incremento de x infinitamente
pequeno se llama diferencial de x, y se anota dx. Lo mismo ocurre para y (con notacion
dy). Lo que Newton llamo fluxion, para Leibniz fue un cociente de diferenciales (dy/dx).
No resulta dificil imaginar que, al no poseer en esos tiempos un concepto claro de limite y
ni siquiera de funcién, los fundamentos de su calculo infinitesimal son poco rigurosos. Se
puede decir que el calculo de fluxiones de Newton se basa en algunas demostraciones
algebraicas poco convincentes, y las diferenciales de Leibniz se presentan como entidades
extranas que, aunque se definen, no se comportan como incrementos. Esta falta de rigor,
muy alejada del caracter perfeccionista de la época griega, fue muy usual en la época post-
renacentista y duramente criticada. Dos siglos pasaron hasta que las desprolijidades en los
fundamentos del célculo infinitesimal se solucionaron, y hoy aquel calculo, potencialmente
enriquecido, se muestra como uno de los mas profundos hallazgos del razonamiento

humano.

Resulta muy interesante la larga y lamentable polémica desatada a raiz de la prioridad en el

descubrimiento. Al principio la disputa se realizé en el marco de la cortesia pero al cabo
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de tres décadas comenzd a ser ofensiva hasta que en el siglo XVIIlI se convirtieron en
mutuas acusaciones de plagio. La polémica se torn6é cada vez mayor y finalmente se

convirtié en una rivalidad entre los matematicos britanicos y los continentales.

La discusion siguid hasta mucho después de la muerte de los dos grandes protagonistas y,
afortunadamente, hoy ha perdido interés y la posteridad ha distribuido equitativamente las
glorias. Hoy esta claro que ambos descubrieron este calculo en forma independiente y casi

simultanea entre 1670 y 1677, aunque fueron publicados unos cuantos anos mas tarde.

La difusion de las nuevas ideas fue muy lenta y al principio sus aplicaciones escasas. Los
nuevos métodos tuvieron cada vez mas éxito y permitieron resolver con facilidad muchos
problemas. Los nuevos logros fueron sometidos a severas criticas, la justificacion y las
explicaciones logicas y rigurosas de los procedimientos empleados no se dieron hasta
avanzado el siglo XIX, cuando aparecieron otros matematicos, mas preocupados por la
presentacion final de los métodos que por su utilizacion en la resolucion de problemas

concretos.
El siglo XVIII

Durante buena parte del siglo los discipulos de Newton y Leibniz se basaron en sus
trabajos para resolver diversos problemas de fisica, astronomia e ingenieria, lo que les
permitio, al mismo tiempo, crear campos nuevos dentro de las matematicas. Asi, los
hermanos Bernoulli inventaron el calculo de variaciones y el matematico francés Monge la
geometria descriptiva. Lagrange, también francés, dio un tratamiento completamente
analitico de la mecanica, realizé contribuciones al estudio de las ecuaciones diferenciales y
la teoria de nimeros, y desarrollo la teoria de grupos. Su contemporaneo Laplace
escribié Teoria analitica de las probabilidades (1812) y el clasico Mecanica celeste (1799-

1825), que le vali6 el sobrenombre de "el Newton francés".

Sin embargo el gran matematico del siglo fue el suizo Euler, quien aport6 ideas
fundamentales sobre el calculo y otras ramas de las matematicas y sus aplicaciones. Euler
escribid textos sobre calculo, mecanica y algebra que se convirtieron en modelos a seguir

para otros autores interesados en estas disciplinas. El éxito de Euler y de otros
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matematicos para resolver problemas tanto matematicos como fisicos utilizando el calculo
solo sirvié para acentuar la falta de un desarrollo adecuado y justificado de las ideas
basicas del cdlculo. La teoria de Newton se baso en la cinematica y las velocidades, la de
Leibniz en los infinitésimos, y el tratamiento de Lagrange era completamente algebraica y
basada en el concepto de las series infinitas. Todos estos sistemas eran inadecuados en
comparacién con el modelo logico de la geometria griega, y este problema no fue resuelto

hasta el siglo posterior.

A los matematicos de fines del siglo el horizonte matematico les parecia obstruido. Se
habia llegado al estudio de cuestiones muy complicadas a las que no se les conocia o veia
un alcance claro. Los sabios sentian la necesidad de estudiar conceptos nuevos y hallar

nuevos procedimientos.
El siglo XIX

Un problema importante fue definir el significado de la palabra funcion. Euler, Lagrange y
el matematico francés Fourier aportaron soluciones, pero fue el matematico aleman
Dirichlet quien propuso su definicion en los términos actuales. En 1821, un matematico
francés, Cauchy, consiguioé un enfoque logico y apropiado del célculo y se dedico a dar una
definicion precisa de "funcién continua". Basé su vision del calculo sélo en cantidades
finitas y el concepto de limite. Esta solucion plante6 un nuevo problema, el de la definicidn
logica de numero real. Aunque la definicion de cdlculo de Cauchy estaba basada en este
concepto, no fue él sino el matematico aleman Dedekind quien encontrd una definicion
adecuada para los nimeros reales. Los matematicos alemanes Cantor y Weierstrass

también dieron otras definiciones casi al mismo tiempo.

Ademas de fortalecer los fundamentos del analisis, nombre dado a partir de entonces a las
técnicas del cdlculo, se llevaron a cabo importantes avances en esta materia. Gauss, uno de
los mas importantes matematicos de la historia, dio una explicacion adecuada del
concepto de numero complejo; estos nimeros formaron un nuevo y completo campo del
andlisis, desarrollado en los trabajos de Cauchy, Weierstrass y el matematico aleman
Riemann. Otro importante avance fue el estudio de las sumas infinitas de expresiones con

funciones trigonométricas, herramientas muy Utiles tanto en las matematicas puras como

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 13

Mi Universidad



SUDS |

en las aplicadas, hecho por Fourier. Cantor estudio los conjuntos infinitos y una aritmética
de numeros infinitos. La teoria de Cantor fue considerada demasiado abstracta y criticada.
Encontramos aqui un espiritu critico en la elaboracion de estas nociones tan ricas. Esto
constituye un punto de vista muy diferente del que animaba a los matematicos del siglo
anterior. Ya no se trata de construir expresiones ni forjar nuevos métodos de calculo,

sino de analizar conceptos considerados hasta entonces intuitivos.

Gauss desarrollé la geometria no euclideana pero tuvo miedo de la controversia que
pudiera causar su publicacion. También en este siglo se pasa del estudio simple de los

polinomios al estudio de la estructura de sistemas algebraicos.

Los fundamentos de la matematica fueron completamente transformados durante el siglo
XIX, sobre todo por el matematico inglés Boole en su libro Investigacion sobre las leyes

del pensamiento (1854).

Siglo XXy nuestros dias

Es importante el aporte realizado por Lebesgue referido a la integracion y a la teoria de la
medida y las modificaciones y generalizaciones realizadas por matematicos que lo

sucedieron.

En la Conferencia Internacional de Matematicos que tuvo lugar en Paris en 1900, el
matematico aleman David Hilbert, quien contribuyé de forma sustancial en casi todas las
ramas de la matematica retomo veintitrés problemas matematicos que él creia podrian ser
las metas de la investigacion matematica del siglo que recién comenzaba. Estos problemas

fueron el estimulo de una gran parte de los trabajos matematicos del siglo.

El avance originado por la invencion del ordenador o computadora digital programable dio
un gran impulso a ciertas ramas de la matematica, como el andlisis numérico y las
matematicas finitas, y genero nuevas areas de investigacion matematica como el estudio de
los algoritmos. Se convirtid en una poderosa herramienta en campos tan diversos como la

teoria de numeros, las ecuaciones diferenciales y el algebra abstracta. Ademas, el
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ordenador permitido encontrar la solucion a varios problemas matematicos que no se

habian podido resolver anteriormente.

El conocimiento matematico del mundo moderno esta avanzando mas rapido que nunca.
Teorias que eran completamente distintas se han reunido para formar teorias mas
completas y abstractas. Aunque la mayoria de los problemas mas importantes han sido
resueltos, otros siguen sin solucion. Al mismo tiempo aparecen nuevos y estimulantes

problemas y aun la matematica mas abstracta encuentra aplicacion.

iQué es calculo?

En general el término calculo (del latin calculus = piedra) hace referencia al resultado
correspondiente a la accion de calcular. Calcular, por su parte, consiste en realizar las
operaciones necesarias para prever el resultado de una accién previamente concebida, o

conocer las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos.

P —=
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CALCULO DIFERENCIAL

El cilculo diferencial es una parte del andlisis matematico que consiste en el estudio de
como cambian las funciones cuando sus variables cambian. El principal objeto de estudio
en el calculo diferencial esla derivada. Una nocion estrechamente relacionada es la

de diferencial de una funcion.

El estudio del cambio de una funcion es de especial interés para el calculo diferencial, en
concreto el caso en el que el cambio de las variables es infinitesimal, esto es, cuando dicho
cambio tiende a cero (se hace tan pequefio como se desee). Y es que el calculo diferencial
se apoya constantemente en el concepto basico del limite. El paso al limite es la principal
herramienta que permite desarrollar la teoria del calculo diferencial y la que lo diferencia

claramente del algebra.

Desde el punto de vista matematico de las funciones y la geometria, la derivada de una
funcion en un cierto punto es una medida de la tasa en la cual una funcion cambia
conforme un argumento se modifica. Esto es, una derivada involucra, en términos

matematicos, una tasa de cambio. Una derivada es el calculo de las pendientes instantaneas

de en cada punto. Esto se corresponde a las pendientes de las tangentes de
la grafica de dicha funcién en sus puntos (una tangente por punto); Las derivadas pueden
ser utilizadas para conocer la concavidad de una funcion, sus intervalos de crecimiento,

sus maximos y minimos

1.2 FUNCIONES

Las funciones son reglas que relacionan los elementos de un conjunto con los elementos
de un segundo conjunto.

Cuando una magnitud depende de otra, se dice que esta en funcion de ésta.

Una funcidn f es una relacién que asigna a los elementos de un primer conjunto (conjunto
inicial X) un elemento de un segundo conjunto (conjunto final Y). A cada elemento de X le

corresponde, un y solo un elemento de Y.
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El elemento x del primer conjunto es la variable independiente. Es un valor que se fija
previamente.

La letra y es la variable dependiente y corresponde a los elementos del conjunto final. Esta
variable depende del valor de la variable independiente x.

A f(x) se le denomina imagen de x, mientras que a x se le llama antiimagen de f(x).

{Qué no es una funcion?
Si a un valor de la variable x le corresponde mas de un valor dey, entonces

esa relacion no es una funciéon.
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Un ejemplo de lo que no es una funcion es cuando asignamos al conjunto de entrada las
estaturas y al de salida, los alumnos un colegio. Esta relacion no seria una funcion, pues

podria haber casos de valores de estaturas que tuviesen varios alumnos.

¥
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Otro ejemplo de lo que no seria una funcion: la ecuacion de la elipse (para simplificar,
centrada en el origen 0).

Y sabemos que la ecuacion de la elipse centrada en O es:
2y

g

Por laimageny por la ecuacion, podemos ver que a valores concretos de x les

corresponden dos valores de y. Por lo tanto, esta ecuacion tampoco se corresponde con

una funcion.

Como se ha dicho que la condicion de una funcidn es que a cada elemento del conjunto

inicial X le corresponda, un y solo un elemento del conjunto final Y, de eso se deduce que:

* Toda relacion no tiene porqué ser necesariamente una funcion, aunque toda funcion
si que es una relacion.

* Por lo tanto, una ecuacion (que es una relacion) no tiene que ser necesariamente una

funcion.
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1.3 Clasificacion de los tipos de funciones

La grafica de una funcion

La grafica de una funcidn es el conjunto de puntos en el plano
de la forma (x,y) en donde x esta en el dominio de la funcion y

ademas y=f(x).

A continuacion discutiremos algunos tipos importantes de funciones y observaremos
sus graficas. Pon atencion a la forma que tienen las graficas de estas funciones. Todos los
ejemplos son de funciones algebraicas, discutiremos otros tipos de funciones, como
las funciones trigonométricas, mas adelante. Por lo pronto, observa las siguientes

funciones y sus graficas.

Funcion constante: f(x)=k, donde k es alguna constante

4
3
2
Funcidn Constante 1
tix)= -3 -2 -1 1 2
-1
-2
3
-4

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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iQué tienen en comun todas las graficas? ;En qué difieren?

Funcion lineal: f(x) = ax + b

Funcion Lineal Funcion Lineal
fix)= - 2% fix)= 2%
pendiente = - 2 pendiente = z
4 4
3 3
2 2
1 1
-2 -1 -1 1 2 -2 -1 _1 1 2
-2 -2
-3 -3
-1 -1
Funcidn Lineal Funcidn Lineal
filx)= - filx)= x
pendiente = - 1 pendiente = 1
4 4
3 3
2 2
1 1

-3 -3
-4 -4
iQué tienen en comun todas las graficas? ;En qué difieren?

_________________________________________________________________________________________________________
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Funcién cuadratica:

f(x)= ax* + bx + ¢ = a(x - x,)* +y,

El punto rojo se Funcidn Cuadratics
- , 4
llama vértice de la parabola. ;
2
(Cuales son sus /_—/},
ik
?
coordenadas!’ s » 1 B N
-z
(Como se relacionan las -3
coordenadas del vértice con -4
— 2 — 2
los nimeros en la forma fX)=Xx"+2x+1=(x+1)
f)= a(x-x))* + yo?
El punto rojo se Funcion Cuadratica
- , 3
llama vértice de la parabola. ;
1
(Cuales son sus
-3 -z _ 1
coordenadas!? 1
-z
-3
(Como se relacionan las _4
coordenadas del vértice con -3
. = 2 = 2_
los nimeros en la forma fx)=2x"+x=(x+1)"-1

flx)= a(x-x))" + yo?

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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El punto rojo se Funcion Cusdréticsa
, . , 5
llama vértice de la parabola. 4
3
{Cuales son sus 2
1
coordenadas?
-1 74 1 z 3
(Como se relacionan las 2
coordenadas del vértice con -3
— 2 2
los nimeros en la forma f)=2x-x> =1-(x-1)
f)= a(x-xo)* + y?
Funcion Cuadratica
) 14
El punto rojo se 13
llama vértice de la parabola. 12
11
) 1
(Cuales son sus g
coordenadas!? g
7 ,,
-1 1 z
{Como se relacionan las
fx)=10+2x-2x
coordenadas del vértice con
i 21 |
los nimeros en la forma
fx)= a(x-x,)* + y? i
2 ) +
{Qué significancia tienen los [- G
numeros a, X, ¥, para la (
grafica de la  funcion 2 2

flx)= a(x-x))" + yo?
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Funcion polinomial

P(x) =x*-3x* + 2x - 7

Funcidn Polinomial

Z.5 ,'r
!
Z2 _, c z 4 & g
-5
Funcién racional
Una funcion racional es un cociente de dos polinomios, f(x) = P(x) / Q(x)
x+4
fix) =
x*-16
Funcidn Racional
10
5
-5 -4 -z z 4 &
-5
-10

i{Qué sucede en los valores dexen los que el denominador es igual a cero!?
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Funcion potencia: f(x)= k x"
En donde k es cualquier constante real y n es un nimero real.

Por lo pronto nos restringiremos a exponentes racionales. Funciones como x”seran

discutidas mas tarde. El dominio de una funciéon potencia depende del exponente n.

fl)=x" fl=x"”
Funcion Potencia Funcion Potencia
10 e
5 1

1 2 3 2.5 5 7.5
fl)=x"" flo)=x*
Funciodn Potencia Funcidn Potencia
4
2.5
2
1.5
1
0.5
2 4 G =] -7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5
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Funcion definida por secciones

No es necesario que una funcion esté definida por una sola formula. La regla de

correspondencia puede depender de qué parte del dominio proviene la variable

independiente.

En las siguientes dos graficas veremos dos ejemplos de funciones definidas por secciones.

frg={

4x,si 0<=x<=15

z0

X, si x<0
f(x)={3, si 0<=x<1

2x-1,i x>=1

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 25
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FUNCIONES: DOMINIO, RANGO Y GRAFICA

Dominio, Codominio y Rango de una funcion
Dominio

El dominio de una funcion son todos los valores reales que la variable X puede tomar y la
grafica queda bien definida, es decir que no tiene hoyos o rupturas.

Se pueden expresar esos valores del dominio con notacion de conjuntos 6 intervalos.

Codominio
El codominio son todos los numeros reales que conforman el conjunto de los valores que

puede tomar en determinado momento la variable “y” (los valores que podrian salir).

Rango
Rango de una funcion: Es el conjunto formado por las imagenes.
Son los valores que toma la funcion "Y" (variable dependiente), por eso se denomina

“f(x)”, su valor depende del valor que le demos a "X".

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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La manera mas efectiva para determinar el Rango consiste en graficar la funcién y ver los
(Il

valores que toma “Y” de abajo hacia arriba. O sea son los valores que tiene la variable “y

para determinados valores de x, en esa funcion (los valores que realmente salen).
Asi que el rango es un subconjunto del codominio.

Ejemplo: puedes definir una funcion f(x)=2x con dominio y codominio los enteros (porque
tu lo eliges asi).

Pero si lo piensas, veras que el rango (los valores que salen de verdad) son sélo los
enteros pares.

Asi que el codominio son los enteros (lo has elegido tU) pero el rango son los enteros

pares.

Ejemplo. En una escuela hay 10 salones numerados del | al 10. Mediante una funcién le
asignamos un salon a cada nino. A Juan le corresponde el Salon | y a Pedro el Salén 7. Esa
es la funcion.

El dominio es el conjunto formado por Juan y Pedro: el codominio son los 10 salones. El
Rango son solo los salones que tienen correspondientes; esto es, el Rango es el conjunto

formado por los salones | y 7.
CALCULO DEL DOMINIO Y RANGO DE FUNCIONES

Vamos a calcular de forma numérica y grafica el dominio y rango de varias funciones para

fijar los conceptos anteriores.

FUNCIONES POLINOMICAS
Las funciones polinémicas, tienen como dominio todo el conjunto de los niumeros reales:

R, puesto que a partir de una expresion polindmica, se puede sustituir el valor de “X” por
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cualquier numero real que hayamos elegido y se puede calcular sin ningun problema el

numero real imagen “Y”.

Son funciones polindmicas: La recta (funcion lineal o afin), la parabola (funcion de segundo

grado) y los polinomios de grado superior.
FUNCION LINEAL

EJERCICIO I: Determinar Dominio y Rango de f(x) = X + 3

Lo primero que hacemos es tabular valores de los pares ordenados xy para

representarlos en el plano cartesiano:

y=x+3
X -4 =3 =2 o S 0 1 2 3 4
y =l 0 1 2 3 4 5 6 7

Ahora ubicamos cada pareja en el plano y unimos los punots para obtener la grafica de

nuestra funcion.

15 & R= (—eo +c>o)

10

A
a\
A 4

-10 0 5 10 D=(—o0,+00)
5

-10 ¥
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Como podemos ver, la grafica es una linea recta. Este tipo de funcion se conoce como

lineal y representa a los polinomios de grado |.

Dominio de la funcion

Como es una funcion lineal el dominio sera todo el conjunto de los numeros reales

(puede tomar cualquier valor negativo o positivo sin restriccion alguna).

Dom f(x) = R o también puede expresarse Dom f(x)=(— <« , + o« )

Rango de la funcion
El Rango sera también todo el conjunto de los nimeros reales. Seguimos el eje “Y” de

abajo hacia arriba y podemos leer valores siempre.

Rango = (— o, + =)

FUNCION CUADRATICA

EJERCICIO 2 :Determinar Dominio y Rango def(x) =x2- 2x- 3

Tabulamos valores de los pares ordenados x,y para representarlos en el plano cartesiano:

Ahora ubicamos cada pareja en el plano y unimos los puntos para obtener la grafica de

nuestra funcion.

EUDS |
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Rango =(—eo,+oo)

A
L

Rango=[-4,+=)

e Virtice (1,-4)

Como podemos ver, la grafica es una parabola. Este tipo de funcion se conoce como

cuadratica y representa a los polinomios de grado 2.

Dominio de la funcion
Como es una funcion polinomica de segundo grado el dominio sera todo el conjunto de

los nimeros reales (siempre tomara valores tanto negativos como positivos en el eje x).

Dom f(x) =R

Rango de la funcion

Note como la grafica empieza a tomar valores en el eje y solo a partir de un punto

determinado. "Por lo tanto, en este caso, el rango ya no seran todos los reales.

Para hallar el Rango, debemos determinar a partir de qué punto la funciéon empieza a

tomar valores en el eje y.Esto ocurre en el vértice de la funcion.

El vértice de una funcion cuadratica se define como (-b /2a, f(-b, 2a)) reemplazando

valores tenemos que -b /2a = (-(-2) / 2(l)) = |. Este es el valor de x en el vértice.
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Ahora reemplazamos este valor de x en la funcion original para conocer el valor de y en el
vértice:

f(y  =12-  2()- 3

I
Z
.;
1l
:

Por lo tanto, el vértice esta en el punto (I, - 4).

El eje “Y” empieza a tomar valores (de abajo hacia arriba) a partir de -4.

Rango = [~ 4 , + e0 )

* El paréntesis cerrado [ o ] significa que el valor esta incluido en el intervalo.

* El paréntesis abierto ( o ]) significa que el valor no esta incluido en el intervalo.

EJERCICIO 3: Determinar Dominio y Rango de f(x) = —x2 + 5x - 4

—-x2+5x-4
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 25 3 4 5 6
y -40 | -28 | -18 | -10 | -4 0 2 225 2 0 -4 -10

Ahora ubicamos cada pareja en el plano y unimos los puntos para obtener la grafica de

nuestra funcion.

>-
§
®
N
w
~
(™
N

. 2

A

Dom f(x) =R

Rango =(—==, 2.25]

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 31

EUDS |

Mi Universidad


http://3.bp.blogspot.com/-QuUzsuzwMrQ/U-QLWa9m0-I/AAAAAAAAAZg/-v_CeqoHvk4/s1600/1.jpg
http://4.bp.blogspot.com/-ks9GuxQKhbI/U9XMkz8tQgI/AAAAAAAAASc/uhKP6cZLDBE/s1600/domyrango2.jpg
http://3.bp.blogspot.com/-QuUzsuzwMrQ/U-QLWa9m0-I/AAAAAAAAAZg/-v_CeqoHvk4/s1600/1.jpg
http://4.bp.blogspot.com/-ks9GuxQKhbI/U9XMkz8tQgI/AAAAAAAAASc/uhKP6cZLDBE/s1600/domyrango2.jpg
http://3.bp.blogspot.com/-QuUzsuzwMrQ/U-QLWa9m0-I/AAAAAAAAAZg/-v_CeqoHvk4/s1600/1.jpg
http://4.bp.blogspot.com/-ks9GuxQKhbI/U9XMkz8tQgI/AAAAAAAAASc/uhKP6cZLDBE/s1600/domyrango2.jpg
http://3.bp.blogspot.com/-QuUzsuzwMrQ/U-QLWa9m0-I/AAAAAAAAAZg/-v_CeqoHvk4/s1600/1.jpg
http://4.bp.blogspot.com/-ks9GuxQKhbI/U9XMkz8tQgI/AAAAAAAAASc/uhKP6cZLDBE/s1600/domyrango2.jpg

Dominio de la funcion

Todos los reales.

Dom f(x) =R

Rango de la funcion

Ahora hallemos el Rango, entonces, determinemos en qué punto se encuentra el vértice
de la funcion.

El vértice esta en (-b /2a, f(-b, 2a)) reemplanzando valores tenemos que -b /2a =( -5/ 2(-

1)) = 52 (o 2)5). Este es el wvalor de x en el Vvértice.
Ahora reemplazamos este valor de x en la funcion original para conocer el valor de y en el

vértice:

f(512) = -(5/2)2+ 5(5/2)—- 4 = -254+ 252 - 4 = 9/4 = 225

Por lo tanto, el vértice esta en el punto (2.5; 2,25).

El eje “Y” empieza a tomar valores (de abajo hacia arriba) desde menos infinito y llega

hasta el vértice de la parabola (hasta Y = 2,25).

Rango = [ =, 2.25 )

FUNCION CUBICA

EJERCICIO 4: Determinar Dominio y Rango def(x) = x3- 6x2+8x

X3 — 6x2 + 8x
X -4 -3 -2 -1 0 | 2 3l 4
y -192 | -105 | -48 -15 0 3 0 -3 0
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Ahora ubicamos cada pareja en el plano y unimos los puntos para obtener la grafica de

nuestra funcion.

Rango=(—==,+==)

Dom f(x) =R

Como es una funcion polinémica de tercer grado el dominio sera todo el conjunto de los

numeros reales.

Dom f(x) =R

El Rango sera también todo el conjunto de los nimeros reales. Seguimos el eje “Y” de
abajo hacia arriba y podemos leer valores siempre.

Rango = [, = )

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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FUNCIONES RACIONALES

Para calcular el dominio de este tipo de funciones el primer paso es igualar el
denominador a cero y resolver esa ecuacion, una vez resuelta esa ecuacion el dominio

estara formado por todos los reales excepto las soluciones de la ecuacién.

Dom f(x) = R -{los valores de x que me anulan el denominador (si los hay)}

EJERCICIO 5 : Determinar Dominio y Rango de

En este tipo de funciones, lo primero que hacemos es establecer si existen valores para
los cuales la funcion no esta definida. Recordemos que la divisidn por cero no esta definida

en los reales. Para ello, igualamos el denominador a cero:

X - 3 = 0 , luego X = 3.

Esto significa que para x=3 la funcion no esta definida.

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Por tanto, el dominio estara formado por todos los reales excepto para x=3. Es decir,

habra una asintota vertical en x=3 y ademas sera punteada, porque la funcion se acerca a

este valor pero nunca lo toca.

Dom f(x) = R — {3} ; También podemos expresar el Dominio como

Dom f(x) = (-~ ,3)U (3, +«)

Ahora tabulamos valores de los pares ordenados x,y para representarlos en el plano
cartesiano y ver qué forma tiene nuestra grafica
(x+2)/ (x+3)

e A D o N e e e S D
[ v [1143[1167] 12 [125[1333] 15 | 2 [#iovor| o [ 05 [0667] 075 | 08 [0833]0,857] 0875 0889 09 [0909[0917]0,923

Rango = R-{1}  ; =, NU(1, +=)

Domf(x)=R—{3};(-==,3)U(3,+==)

Para calcular el valor del Rango, vamos ahora a despejar a X y averiguar si existen valores
de "y" para los cuales no esté definida la funcion. Para ello vamos a reemplazar f(x) por vy,

para simplificar las operaciones:

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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_(x+2)
Y=@-3

yx—3)=(x+2)
Xy—3y—=x+2
xy—x-=3y+2
x(y—1) =3y +2

3y+2|

Para que se cumpla la regla de que el denominador sea diferente de cero, hacemos que y -
=0, de donde tenemos que Y =I|. Esto significa que habra una asintota horizontal
(punteada) en y=1, lo cual significa que la funcion se acercara cada vez mas a este valor

pero nunca lo tocara.
Esto podemos comprobarlo facilmente en la grafica.

Luego, la funcion estara definida en todos los valores de Y menos en “y = 1”.

Rango =R —{l}; (-, U (I, + =)

EJERCICIO 6: Determinar Dominio y Rango de

(2 —1}

YT &-1

Lo primero que tenemos que determinar los valores para los cuales no esta definida la

funcién. Para ello igualamos el denominador a cero :

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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X-1=0; X=1

Por tanto, el dominio estara formado por todos los reales excepto para x=I. Es decir,
habra una asintota vertical en x=3 y ademas sera punteada, porque la funcién se acerca a
este valor pero nunca lo toca.

El dominio estara formado por todos los reales excepto en x=1.
Domf(x) =R —={I}; (=, YU (I, + =)

Antes de tabular valores, lo primero que tenemos que mirar es si se puede simplificar o

no la funcion.

En el numerador tenemos una diferencia de cuadrados perfectos que podemos expresar

como (x -1) (x *+1), la cual podemos simplificar. Asi:

_xz—l

¥= x—1
,={xf“D(x+1)

> x—1

Tenemos finalmente que y = x+| (esto significa que nuestra grafica sera una recta

discontinua en x = |).

Ahora tabulamos valores de los pares ordenados x,y para representarlos en el plano

cartesiano y ver qué forma tiene nuestra grafica
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LE=T)
A=)

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
y -4 -3 -2 -1 0 1 |#iDIvV/0! 3 4 5

Rango=R-{2};(~-==,2)U(2,+==)

1 2 3 4
Dom f(x) =R—{1}; (===, 1) U(1,+==)

Calculo del rango

Esta grafica presenta un “hueco” en “Y = 2", Luego la funcidn estara definida en todos los

valores de Y excepto en “Y = 2”.

Rango =R —{2}; (- ,2)U (2, + =)

4x* +4
fO=55—3

EJERCICIO 7. Determinar Dominio y Rango de 8

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Como sabemos, el denominador no puede ser igual a cero, porque la funcion no tendria
solucion, luego lo primero que haremos es Igualar a cero el denominador para establecer
que valores arrojan como valor cero:
2x2-8=0
2x2 =8
x2 = 8/2
x2 =4
de donde obtenemos que las raices son : X = -2 y X = 2. Estos son los valores para los
cuales no esta definido el denominador.
Entonces, El dominio estara formado por todos los reales excepto los numeros “2” y “ -
21’
Dom f(x) =R —={-2,2} ; (= ,-2) U (-22) U (2, + =)
Tabulamos algunos valores para graficar nuestra funcion.

4x*+4
fG)= 2x2-8

x*—8
| = || 5 4 | 3 2 - 0 1 2 a | s 6 7
y |2222|2313[247619|2,833| 4 [#iDIv/0!|-1,3333| -0,5 |-1,33 [#iDIV/0! 2,833 2,476 2,313 | 2,222
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10

Rango=(—==,-0.5]U(2,+==)

6 -4 -2 [ ] 4 6

Dom f(x) =R-{-2,2};
Domf(x)=(-==,-2)U(-2,2) U (2, +==)

-10

Ahora vamos a establecer si hay valores de y para los cuales la funcion no esté definida.

Para ello despejamos la variable x:

4x% + 4
2x%2— 8

y(2x?—8) =4x%*+ 4

y=

2x’y—8y=4x*+4
2x?’y—4x? =4+ 8y
2x*(y—2)=4+ 8y

. 2(2+ 4y)
2(y—2)
o 2t 1)
0—-2)
y—2=0
y=2
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La grafica presenta una asintota horizontal en “Y = 2”, pero ademas podemos notar que la
curva que esta debajo del eje “X” corta al eje “Y” en el punto (0,-0.5). Luego el Rango
sera:
Rango = (- 0 , -0.5] U (2 , + 0 )
Verifique que los valores de “Y” entre “Y = -0.5” y “Y = 2” no estan senalados en la
grafica, por lo tanto no pertenecen al Rango.
EJERCICIO 8. Determinar Dominio y Rango de
) 4x% + 4
x —
2x*+ 8
Igualamos a cero el denominador. Como podemos ver, no existe ninglin valor para el cual
x sea igual a cero, es decir x puede tomar cualquier valor en R. Por lo tanto, el Dominio
estara representado por todos los numeros reales.
Dom f(x) = R
5 -4 3 2 z 0 1 2 3 4 5
1,7931 1,7 1,5385 1,25 0,8 0,5 0,8 1,25 1,5385 1;7 1,7931
25 1
__________________________ !—-—_—_—_—_—_—_—_—_—_—______
15
Rango=[0.5,2)
1
05 Dom f(x) =R
-10 5 { 5 10
w
] [
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Ahora vamos a establecer si hay valores de y para los cuales la funcién no esté definida.

Para ello despejamos la variable x:

4x% + 4
= —
Y =222+ 8

y(2x*+8) =4x*+4
2x%y+8y=4x*+4
2x’y—4x*=4— 8y
2x%(y—2)=4— 8y
22— 4y)
2(y—2)
g A3
—2)
y—2=0

2

¥i=

La grafica presenta una asintota horizontal en “Y = 2”, pero ademas podemos notar que la

curva corta al eje “Y” en e punto (0,0.5). Luego el Rango sera

Rango = [ 0.5 , 2 )
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FUNCIONES IRRACIONALES

(T

Funciones irracionales son las que vienen expresadas a través de un radical que lleve en su

radicando la variable independiente.

Si el radical tiene indice impar, entonces el dominio sera todo el conjunto R de los

numeros reales porque al elegir cualquier valor de X siempre vamos a poder calcular la

raiz de indice impar de la expresion que haya en el radicando.

Pero si el radical tiene indice par, para los valores de X que hagan el radicando negativo

no existira la raiz y por tanto no tendran imagen.

Cuando queremos hallar el dominio de este tipo de funciones lo primero que debemos

hacer es tomar lo que hay dentro de la raiz y hacer que sea mayor o igual que cero. A

continuacion se resuelve esa inecuacion y la solucion de dicha inecuacion conforma el

dominio de la funcion.

EJERCICIO 9. Determinar Dominio y Rango de

f(x)=VY-2x+4

foo)=VY-2x+4

X -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
Yy 2,41 | 2,289 2,15443 2 1,817 1,5874 | 1,25992 0 -1,26 | -1,5874 | -1,82
Raiz de indice
Dom f(x)

impar
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A
A 4

-3 -2 -1 ) 1 3 4

Rango = R

f(xX)=+vx+3

EJERCICIO 10. Determinar Dominio y Rango de

Cuando queremos hallar el dominio de este tipo de funciones lo primero que debemos
hacer es tomar lo que hay dentro de la raiz y hacer que sea mayor o igual que cero. A
continuacion se resuelve esa inecuacion y

la  solucion de dicha inecuacion conforma el dominio de la funciéon.

Domf(x) =[-3,+ )

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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fx)=vx+3
X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
y |#INUM!|#NUM! 0 1 1,414 | 1,73205 2 2,23607| 2,449 |2,64575| 2,828
4 4
3
2 /
1
4 2 ) 2 a
-1
2
-3
‘v
Calculo del rango
Al observar la grafica, vemos que esta toma valores en el eje y a partir de 0 y crece
indefinidamente. Por tanto:
Rango =[0, + «)
EJERCICIO 1 1. Determinar Dominio y Rango de
f(x) =v—-2x+4
Tomamos lo que hay dentro de la raiz y hacemos que sea mayor o igual que cero. A
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continuacion se resuelve esa inecuacién y la solucion de dicha inecuacion conforma el

dominio de la funcion.

-2X + 4 2 0 ; -2X 2 — 4 por menos uno ; 2X = 4 ; X = 2
Dom f(x) = (- o0 , 2 ]
f(x)=v—2x+4

[« [0 [ s [ s [7T6[ s[4l [2]a1folal2]3sTa]

[ v | 4899 | 26004 [4,47214] 4,223] 2 [3,74166] 3,641 |3,16228] 2,828 | 2,42909] 2 |1,a14] 0 [sinumi[sinumi|

A
P
v

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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1.4.- Operaciones con funciones
Suma de funciones

(f+ g)(x) = f(x) + g(x)

Dominio

Df+g=DfllDg

Ejemplo

fix)+gix)= %w’f

D= R - {2}D, = [0, ~)
D(f +¢) =[0,2) U2 =)

Propiedades

Asociativa:

f(x) + [g09) *+ h(x)] = [f(x) + g(x)] + h(x)

Conmutativa:

f(x) + g(x) = () + f(x)
Elemento neutro:

La funcion constante: f(x) = 0.
Elemento simétrico:

La funcion opuesta: —f(x).

Resta de funciones

(f = g)(x) = f(x) = g(x)
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Dominio
Df-g)=DfllDg

fix)=——_ gix)=-x

Fx) —g(x) = o~

D(f +g) = [0, 2) U (2, )
Producto de funciones

(f -8)) = f(x) ~g(x)

Dominio
D(f -g)=DfllDg

fix)=—— gix) =-fx
Fx) - glx) =%-J§ - g

D(f +¢) =[0,2) U2, =)
Propiedades

Asociativa:

f(x) - [g(x) -h(x)] = [f(x) -g()] - h(x)
Conmutativa:

f(x) -g(x) = g(x) -f(x)

Elemento neutro:

La funcion constante: f(x) = I.

Distributiva:
f(x) - [g(x) + h()] = [f(x) -g(x)] + [f(x) - h(x)]
]
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Division de funciones

(f/ g)(x) = f(x) / g(x)

Dominio
Df+g)=(Dfl1Dg)-{xe R /gkx) =0}

fix)=—"—ro gi(x) =fx

F ] _xX -2 _ 3
(x)-gix) = &

Df=R -{2}Dg=[0, ») g(x) # 0
D(f+¢)=(0,2) U2 ~)

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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UNIDAD II
LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES
2.1.- LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

I. Concepto de continuidad

Intuitivamente, una funciA®n es continua si su grafica puede dibujarse de un solo trazo, es

decir, sin levantar el lapiz del papel.

Ejemplo de funciAn continua: f(x)=x3.

Griafica:

Griafica:

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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DefiniciA®n formal:

La funciA®n f es continua en el punto c si

limx—cf(x)=f(c)

La funciA®n f es continua si es continua en todos los puntos.

Por ejemplo, la funciAn f(x)=1/x no es continua en x=0 porque no existe f{0).
Observaciones:

En realidad, para hablar de continuidad en un punto a, debera ser indispensable que el

punto a pertenezca al dominio de la funciA®n.

Por ejemplo, el dominio de f(x)=1/x es R—{0} y la funciA®n es continua en su dominio. Sin
embargo, no existe el limite de f(x) cuando x—0 ni existe f(0), por lo que decimos

que f no es continua en x=0.

Como normalmente consideramos a todas las funciones como ffR—R, tenemos que

calcular primero el dominio de la funciAn y, después, la continuidad en el dominio.
2. Funciones elementales
« Funciones polinA’micas
f(x)=amxm + am—Ixm—1 ++ .. + alx + a0
Son continuas en todos los reales.
e Funciones racionales
fx)=p()q(x)

Son continuas en todos los reales excepto en los que anulan al denominador.

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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e Funciones exponenciales

f(x)=ax

Como regla general, son continuas en todos los reales. Cuando la base es no

positiva, a<0, puede haber complicaciones.
e Funciones logaritmicas

flx)=log(x)

Son continuas en todos los reales positivos.
e Funciones irracionales

f(x)=n\/x

Si n es par, son continuas en todos los reales. Si n es impar, en los reales positivos.
e Funciones trigonométricas

El seno y el coseno son continuos en todos los reales. La tangente no es continua

en 17/2+nr7 para todo entero n.

La mayoria de las funciones que veremos son combinaciones de las anteriores, asA que es

recomendable aprender su continuidad.
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2.2.- CALCULO DEL LIiMITE DE UNA FUNCION

Las funciones matematicas se utilizan en otros ambitos, por ejemplo, para calcular los
beneficios o los costes de una empresa, la velocidad o aceleraciéon de un movil, etc., por lo

que es importante conocer el comportamiento de una funcion.

Por ejemplo, la siguiente funcion no esta definida en x=0x=0 ni en x=—1x==1 (porque no

se puede dividir entre 00):

1

TR

Sin embargo, si podemos preguntarnos como se comporta la funcion cuando xx se
aproxima a 00 o cuando se aproxima a —I—=1. ;Y si xx crece o decrece indefinidamente!?

Los limites de la funcién ff nos proporcionan las respuestas.

Ademas de ayudarnos a visualizar la grafica de la funcién, los limites también se utilizan
para estudiar otras propiedades, como la continuidad de una funcion, la diferenciabilidad,

etc.
2. Concepto de limite

Dada una funcion fR—Rf:R—Ry un punto xOERXO€ER, el limite de ff cuando xx tiende

a x0x0 se representa como

lim f(x)

X—Xp

En un principio, este limite es el valor que tomaffen el punto x0x0, es
decir, f(x0)f(x0). Si f(x0)f(x0) no existe (por ejemplo, cuando x0x0 anula el denominador

de ff), entonces el limite es el valor al que ff se aproxima cuando xx se aproxima a x0x0.

Por ejemplo, sea la funcidn
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fx) =

No existe f(0)f(0), pero cuanto mas se aproxima xx a 00, la funcion crece mas y mas,

como podemos observar en la grafica:

Por tanto, el limite de ff cuando xx tiende a 00 es infinito:

lim f(x) = 4+o0

x—0

También, podemos predecir el comportamiento de la funcion cuando xx crece o decrece
indefinidamente (cuando xx tiende  a foot), Cuando  esto ocurre, la

funcion f(x)=1/x2f(x)=1/x2 se aproxima cada vez mas a 00:

Jim 16 =0
lim f(x) =0

3. Definicion formal
Para los interesados, la definicion formal del limite es la siguiente:

Sea la funcion R—RfiR—Ry sea xOERxXOER, existe el limite de ff cuando xx tiende

a x0x0 y es KERKER si Ve>0ve>0, 36>036>0 tal que
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lx — x|l < 6=

If(x) - K| <&
Matematicamente, lo resumimos con la notacion de limite:

lim f(x) =K

x—=xp
La definicion del limite cuando x—ex— es ligeramente distinta.

4. Limites laterales

lim f(x) = lim f(x) = K
x—x) X=X
g
lim f(x) =K

X—Xxp

Vimos en un ejemplo anterior que la funcion f(x)=1/x2f(x)=1/x2 tiende
a o+ cuando xx tiende a 00. Sin embargo, no ocurre los mismo con la

funcion f(x)=1/xf(x)=1/x:

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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En este caso, la funcion crece indefinidamente cuando xx se aproxima a 00 por la derecha

(de 00) y decrece indefinidamente cuando se aproxima a 00 por la izquierda.

En este caso, decimos que no existe el limite x—0x—0, pero si existen los limites

laterales.

El limite lateral de ff por la derecha de 00 es

Y el limite lateral de ff por la izquierda de 00 es

1
lim —= —oo
=0 X

El limite de f(x)f(x) cuando xx tiende a x0x0 existe si y solo si existen los limites laterales

y, ademas, coinciden:

lim f(x) = lim f(x) = K
|}
lim f(x) =K

X—Xxp

5. Limites infinitos

Hemos estado hablando, basicamente, de limites en puntos finitos XOERXO€ER, pero
también podemos preguntarnos cual es limite de una funcion cuando xx crece o decrece

indefinidamente, es decir, cuando x—+®x—+ y cuando X——°x—=,

Por ejemplo, la siguiente funcion tiende a 8/58/5 cuando xx tiende a +eot:
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2 x>
I =2
lil_'!l f(x) =8/5
lim f (x) =8/5

Mas adelante, veremos como se calculan estos limites.

La grafica de la funcién anterior es

10

Obviamente, no podemos hablar de limites laterales cuando xx tiende a infinito.
6. Reglas basicas

Hasta el momento, no hemos explicado cémo calcular los limites.

I. Lo primero que hacemos para calcular el limite deffen el punto x0x0 es
comprobar si se puede calcular f(x0)f(x0) porque, en este caso, el limite es dicho

valor:
lim £(x) = f(xo)

Es decir, en este caso s6lo hay que cambiar las xx por x0xO0.
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lim =—=10

x2 0
x—?ﬂx-l-l_]_

Nota: en una funcidén definida a trozos, hay que calcular primero los limites
laterales en x0xO si es un punto de cambio de definicion.

2. Es importante comprobar que la funcion esta escrita en su minima expresion.

Por ejemplo, el siguiente limite parece indeterminado (no se puede

dividir 00 entre 00):

. x*—2x+1 0
xl—liti: x—1 _ﬂ_-

Sin embargo, podemos simplificar la funcion:

x*-2x+1 (x—-1)*
x—1  ox—1

=x—1

De este modo,

o oxt-2x+1
im =
xr—1 x—1
=limx—-—1=
x—1
=1—-1=0
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2.3.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Continuidad de Funciones.

Intuitivamente se puede decir que una funcion es continua cuando en su grafica no aparecen
saltos o cuando el trazo de la grafica no tiene "huecos". En la figura 8.6., aparece la grafica de
tres funciones: dos de ellas no continuas (discontinuas) en el punto x = a de su dominio

(fig. 86. (@) y 86. (b)) y la otra (fig. 86. (c)) continua en todo su dominio.

W

fig. 8.6.

Al mirar con un poco de cuidado las graficas de la fig. 8.6., se pueden deducir intuitivamente,
resultados que permitiran comprender con mayor claridad la definicion precisa de lo que
n

significa:  "ser una funcion continua en un punto dado de su dominio".

En la grafica de la fig. 8.6. (a) se tiene:
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Fime Fix = Fiem Fixy= L= Lirz F(x) =010
i ¥ w—a’ x—xa . (Existe).
ii. f(a) existe.
Lirmp Flx) = L= Fia)

Pero, © % . (Por esta razon fes discontinua) ;Qué le sucede a la
grafica si f(a)= L2
Para la grafica de la fig. 8.6. (b) se tiene:

 Limz f(x) = L = Limg F(x) = L, < Lism £ (%)

i No existe. (Por esta

razon f es discontinua)
ii. f(a) = L,(Existe).
Finalmente, para la grafica de la fig. 8.6. (c) se tiene:
BSOS LS bl DL

(Por esta razén fes discontinua)

ii. f(a) (Existe).
Lirs F(x) = £ ()

iii.
Estas tres condiciones son las que en Ultima instancia, permiten deducir intuitivamente que la
funcion cuya grafica aparece en Ila fig. 86. (c) es continua en el puntoa.

Lo anterior nos permite establecer la siguiente definicion.

Definicion:
Una funcion fes CONTINUA EN x = g, si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:
i. f(a) existe.

Lime F X0

ii. x—=a existe.

L L £(x) = F(a)

iiii.
Si al menos wuna de estas tres condiciones deja de cumplirse se dice

que fes DISCONTINUA (NO CONTINUA) en x =a.
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Observaciones:
) ) Lire F i) Lieeg ()
i.Si en la definicion anterior, sustituimos ¥—*a por x—a o por
Lir f(x) , : .
K , se dice entonces que fes continua a la derecha, respectivamente, a la
izquierda del punto x =a.

ii. Algunos autores adoptan como definicion de continuidad en un punto, la condicion iii. de la

iz Flx) = Fiad

definicion anterior, esto es, f es continua en x =g, si y solo si, x—=a

iii. Si en la definicion de continuidad se hace: x =a + h; conay (a + h) en el dominio de f, se

Lirpe Fila 7)) = Fia)

dice entonces, quefes continua enasi y solo si, #—=0

Liree F(x)

iv. Si f es discontinua enx =gy ¥—+=2 existe pero es diferente de f(a), se dice que la
discontinuidad es REMOVIBLE O EVITABLE. En caso contrario, se dice que la
discontinuidad es ESENCIAL.

Asi por ejemplo, la grafica de la fig. 8.6. (a) corresponde a la grafica de una funcién con
discontinuidad Removible o evitable en x =a. Mientras que la grafica de la fig. 8.6. (b)
corresponde a la grifica de wuna funcién con discontinuidad ESENCIAL enx =a.
v. Cuando una funcién tiene discontinuidad removible en un punto, se usa la frase "Remover la

discontinuidad" para indicar que se puede redefinir la  funcién  haciendo

Filen = Lipme Fx0 . .
que: ¥ y de esta manera obtener una nueva funciéon continua en x

4+l s x<0

Fix= 3 s ox=10

= a. Considere por ejemplo, la funcion fdefinida por: cx+l & x>0

La grafica de la funcién aparece en la fig. 8.7.
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fig. 8.7.
Si se analiza la continuidad de fen el punto x = 0, se tiene:
Lsz(x] Lzm(x +1h =1
= Lim f(x)=1
Lsz[x} Lzm(2x+1] i (7
i. x—=0 (Existe)
ii.f (0) = 3 (Existe)
Lim f(x)=1=F{0) =
Pero, x—0 J(x) 7O ; lo que indica que fes discontinua en x = 0. Ahora, como
Lism F(x) = F(0
x—0 Sl =50 :I, la discontinuidad evitable.

Se puede entonces, "remover" o "evitar" la discontinuidad, redefiniendo una nueva funcion

Lim f(x) = F(0)

de tal forma que ¥ . Esto es,

4 +1 & x<0
Fixy= 1 s x=10
2x+1 = xx0

Esta nueva funcion es continua

redefiniendo

a fasi:

=0.

Es de anotar que la funcion f se ha redefinido y por lo tanto, no se trata de la misma funcion.

{Por qué?

8.3.1. Teoremas sobre funciones continuas. Los siguientes teoremas, que se enuncian sin

demostracion, senalan importantes propiedades de las funciones continuas y son al mismo
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tiempo herramientas Utiles que permiten deducir, en muchos casos, la continuidad de una
funcion, sin recurrir directamente al empleo de la definicion.

TEOREMA |. (Algebra de funciones continuas)

Sean f, g dos funciones continuas en el punto x =a. Entonces:

i.(f * ges continua enx =a (Suma de funciones continuas es continua).

ii. f — g)es continua enx =a. (Diferencia de funciones continuas es continua).

iii. (f xg)es continua enx =a. (Producto de funciones continuas es continua).
J

iv. &} es continua en x = g, si g(a) ' 0. (Cociente de funciones continuas es continua).
Consecuencias:
C.C.l1. La funcion polindbmica es continua en todo punto del eje real. En efecto, sea

S x-1
= + + + + ., . s .
Fx) = a,x Eu - T A T2 yna funcién polindmica de grado n.

Sea a un punto cualquiera del eje real. Al aplicar sucesivamente el teorema | en sus partes i., ii
y iii se obtiene que:

LimPixl=aa" +a_a "+ +aa+ta, = Fla)
¥z 8 ml ! g 8 de aqui,P,(x) es una

funcidn continua en todo punto del eje real.

C.C.2. Toda funcién racional es continua en los puntos que no anulen el denominador de la

funcion.

Demostracion: aplicar el teorema |.
TEOREMA 2. (Limite de la funcion compuesta)

limgix)= E:-

Sean fy g dos funciones tales que: fes continua enby ¥z

Lim( fog)(x) = Lim £ (g(2) = f|lime(x)|= 7@

Entonces: #—=z
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Algunas consecuencias importantes de este teorema son las siguientes:

Lim f(x)=b Limff (x) =yfLim 7 (x) =%

C.C.3.Si === , entonces, **t

. Cuando n sea par, se

debe cumplir ademas que b > 0.

Lim (x) =5 Lim|f (x)] = |Lam 7 ()| = o

C.CA4. Sj === , entonces, **&

Las consecuencias C.C.3. y C.C.4., se expresan respectivamente en palabras de la siguiente
forma: "El limite de la raiz n-sima, es la raiz n-sima del limite y "El limite del valor absoluto, es el

valor absoluto del limite".

C.C.5. (Continuidad de la funcién compuesta). Si g es continua en ay f es continua en

g(a), entonces (fo g) (x) = f (g(x)) es continua en a.

8.3.2. Continuidad En Un Intervalo

Definiciones:

i. Una funcidon fes continua en un INTERVALO ABIERTO si y solo si, fes continua

en TODO punto del intervalo.

ii.Una funcion f es continua en un INTERVALO CERRADO [a, b] si y solo si, f es continua en

el intervalo abierto (g, b), continua por la derecha de a y continua por la izquierda de b.

Definiciones similares se establecen para la continuidad de una funcion en un intervalo

semiabierto de cualquiera de las formas: (g, b] 6 [q, b).

N 7 =[] | |
Asi por ejemplo, la funuonf( ) | (mayor entero menor o igual a x), es continua en los

intervalos de la for'ma[M ~lLaxlne U, ya que en cada uno de estos intervalos, la funcion es
constante.

Considere también la funcion f definida por:

2 ; —
f{x}={x s o —1<x<2
X

+2 & 2ixi3
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y cuya grafica aparece en la fig. 8.8.

Se desea analizar la continuidad de f en el intervalo [-1, 3]

T

1 1 2 3

fig. 8.8.

I.Continuidad en el intervalo abierto (-1, 3). Se analiza la continuidad sélo en el punto x = 2, ya
que en los demas puntos del intervalo fes continua por ser polindmica en cada

tramo. Continuidad en x = 2
i f2) = 4
Lz’mf{x] = L:-..‘m(x +21 =4
Lsz{x] = Lzmx =4

ii. #—=2 =3

Z}L:-iﬁ:;zf(x] =4

Lim f(x)=7(2)

iii. =2 ., ii,, y iii. se concluye que f es continua en x = 2 y por lo tanto fes

continua en el intervalo (-1, 3).

2. Continuidad por la derecha del punto x = -1

i. f(-1) = (-1 = I (Existe)
Lim fix) = Lzm x =1

i, =17 f{ ) -1* (Existe)

. Lie Flx) = -

i, x—=-1
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Luego fes continua por la derecha del punto x = -1.
3. Continuidad por la izquierda del punto x = 3
i. f(3) = 3 + 2 = 5 (Existe)
Lim Fix)=Limi{x+2)=25
ii. ¥ x5 (Existe)
iiii. %._I}P;Ef{x:l =) Asi quefes continua por la izquierda del puntox= 3.

De |. 2.y 3. se concluye de acuerdo a la definicion, que f es continua en el intervalo cerrado [-

1, 3].

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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DERIVADAS REGLA DE LA CADENA

REGLA DE LA CADENA

Ahora analizaremos una de las reglas de derivacion mas potentes: la regla de la
cadena. Esta se aplica a las funciones compuestas y afiade versatilidad a las reglas
analizadas anteriormente (Reglas de derivacién). Como ejemplo, comparar las funciones
que se muestran a continuacion; las de la izquierda se pueden derivar sin la regla de la

cadena, mientras que a las de la derecha conviene aplicarles dicha regla.

SIN REGLA DE LA CADENA  |CON REGLA DE LA CADENA
y =" +1 y =22+ 1

y = Sen y = Sen Ox

y = 3x+ 2 y = (3z + 2)*
y=x+tan x y = x + tan 2

TEOREMA

Si y = f(u) es una funcion derivable de u y ademas u = g(x) es una funcion derivable de x,
entonces y = f(g(x)) es una funcién derivable de x y simbdlicamente lo expresamos

mediante la siguiente formula:

dy _ dy du
dr  du dr

En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u,
mientras que u cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx)

veces mas rapido que x.

Al aplicar la regla de la cadena, es Uutil considerar que la funcion compuesta f ¢ g estd

constituida por dos partes: una interior y otra exterior.

Mi Universidad
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Funcién Exterlnr

.1\
v=f(8& ))‘ ( )

La derivada de y = f(u) es la derivada de la funcién exterior (en la funcion interior u)
multiplicada por la derivada de la funcion interior.

FUNCIONES DERIVABLES POR REGLA DE LA CADENA

EJEMPLO N° |
Usar la regla de la cadena para calcular la derivada de la funcién f{fj — {_,_}.f':l — JJ\‘

PASO N° I: Escribamos la Funcién Interior y la Funcién Exterior.
sea u=glr) = 51° — 3 entonces y = flu) =u"

PASO NP° 2: Calculemos las derivadas.

dy - duv

—=8u'" y — =15x"

du dx

PASO N° 3: Usando la regla de la cadena se tiene.
dy dy du

= 8u’ . 152 =8(5z* — 3)7 . 1522

dr  du dx

PASO N° 4: Expresamos la derivada simbolicamente.

flx) =Gz =3 —  f(z) =852 — 3)"(1527)

EJEMPLO N° 2

En algunos casos podemos transformar una funcion para no usar la regla de la cadena,
pero siempre resultara mas mas rapido calcular la derivada de un funcién aplicando la regla
de la cadena, veamos:

EUDS |

Mi Universidad
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EUDS |

Mi Universidad
Hallar la derivada de la siguiente funcion: f(.] = |a_’ + l:]2
PASO N° I: Escribamos la Funcién anterior en forma de producto.
flr)=(z"+1). (" + 1)
PASO N° 2: Aplicar la regla de derivacion de un producto.

il 1, - . 1, - .
(P D) = — (P D@D+ (1) — (" = 1)
dr dr dr

= (®+1). 5t + (2 +1) . 52t

EJEMPLO N° 3

Usar la regla de la cadena para calcular la derivada de la funcion (1] = (2% +1)?
PASO N° |: Escribamos la Funcién Interior y la Funcién Exterior.

Sea u=qg(z) = (2" +1) entonces y= f(u)=u’

PASO NP° 2: Calculemos las derivadas.

d_y =2u y @ = 5z

du dx

PASO N° 3: Usando la regla de la cadena se tiene.
dy dy du

S T : 4
de  du'de 27 +1). 52

PASO N° 4: Expresamos la derivada simbolicamente.

flx)=(2"+1)? = f'(z)=10(z"+1) .2

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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EJEMPLO N° 4

Usar la regla de la cadena para calcular la derivada de la funcion () = /30 + |

Reescribamos la funcién como: () = (31 + 1)

PASO N° I|: Escribamos la Funcién Interior y la Funcién Exterior.

b bt

Seau=g(r)=(3x+1) entonces y= flu)=u

PASO NP° 2: Calculemos las derivadas.

dy 1 - du

—=—u?r Yy —=3

du 2 dx

PASO NP° 3: Usando la regla de la cadena se tiene.
dy dy du 1

— _ = .3
de  du dr 2/3zx+1

PASO N° 4: Expresamos la derivada simbolicamente.

flz)=vV3z+1 — fl(z)= 2\/%

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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R A DF §.A CAFPEFNA

Cuando una wvariable y depende de una wvariable
iNndependiente X en una forma muy complicada,
es conveniente considerarla como una funcién
compueaesta de dos o mas funciones .

EJEMPLO :
= [(3Ix2 + x — 5)°

entonces podemos considerar :

w = n*donde nw= 3x"+ x — 5
Esto a weces se representa esguematicamente
como una “‘cadena®” de wvariables |,
nombre a la regla que veremos mas acﬁm&
N gE > X
v podemos leer | v depende de u | u dependse de x

Estudiaramos la derivada de una composicion
de funciones |, la cual es de gran iIMmportancia en la

rescolucidn de problemas fisicos |, guimicos |, etc .

I RIVACTON PEFE I'VA FEITWVCIOW
COPFTITIE ST A

La derivada de una funcion compuesta esta
basada en el siguiente teorema :

T «oRr>»r. =
Siou es diferenciable en x|, v g es dferenciable en

u(x), entonces g o u , es diferenciable en x |, luago
s tiene :

|2 (e (x))]|" =g (ze(x)) .z’ (x)

ex i Perride
Fiawderrey Freferroa

EJEMPLO A
Supongamos gue d4deseamos encontrar la

derivada de = funcidn T definida por
F{x) = (Sx*+ T)Y'5 ;Sera mnecesario elevar el binomio
a la potencia 15 , para posteriormente derivar 7

Lo anterior mno es necesario , para esto existe la
REGLA DE L& CADEMNA .

Por el teorema:

g(u(x)) = (Sx* +7)"* — u(x) = Sx*+ 7
luego : g(u) = u'®

Ahora : g’(u) = 15u™™ v u’(x) = 20x>

P [-5;!:“ 7T° = g (wlx))e’ (x) = ISl 1.’3'"6;
= 25(8x* + 7)) . 20x7 = 30027 (5xc” +

S
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Observa que para obtener el resultado primero se
deriva la funcidn exterma (la funcidon potencial) yv el
resultado se multiplica por la derivada de la funcion
iNnterna (que es Sx* + 7).

EJEMPLO 2 :
Calcular la derivada de la funcidn: w = {(3x — 2)3
RESOLUCIOMN

La funcicon cubica es extermna vy 3IxXx — 2 es la funcicon
iNnterna . y'=3(3x—2]‘2 = = 9 (3x — 2)°F

g™
o S ot o Freferrer

EJEMPLO 3: N
Calcular la derivada de la funcidn h{tRuB"HQS

RESOLUCION

La funcion h{x) es una funcion compuesta por :
f(x) = 5x — 2 vy g(x)= x?

FPor lo tanto

- o
DEpalLR

Ffx) =g o fix) = glftah) > hfxi=(5x — 2)°
o) = g (b F (o) » ot ()= (S — 2)% 5

e N . AT 2
Suponga que g es una funcidon diferenciable vy gue
e e E .
] Si fi(lx) = x", entonces f "(x) = nx™"
Iy Si fx) = [gi{x)]™, entonces :
T2 Ax) = nlg(x)]"".g” (x)
EJEMPLO 4 :

Hallar la derivada de cada una de |las funciones
siguientes

o
1) f(x) = (4x? — 3x + 6)° D) () = %)

) F{x) = [(x2 + 1)° + 4]+ Y £
) F(x) = [( ] 1 V) F (ac) T

RESOLUCION
1) T° (x) = 5(4x? — 3x + 6)*(8x — 3)

I (x)=3 [%)E ; (%) HUBIITII,':E

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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_3(3x+1 .{[S{x—EJ—(Eﬁx+I}]}

(x— 2)%
> f () = 3(3x + D (-7) _ —21(3x + 1)*
(a— 2)2 (x — 2)°

) F7(x) = 4[{x? + 1)° + 4]°. 6(x? + 1) . 2x
= 48x(x? + 1)° [(x* + 1)° + 4]°

V) f(x)= (2x+3) 7 > F (x) = — 2(2x + 3)* (2)
. f
— Flx)=—
({ B — 3} ¥
NOTACTION DFE, I.EIRNIZ F»A

REECIA DI F.A ©CADPENA

Sea v = g{u(x)). Queramos expresar , ahora - el
teorama anterior de manera mas simple .

FPara esto hacemos v = u(x)

[v depende de x, entonces j—a_ = g&" ()]

Mos queda : yw = g{wv)
[v depende de v , entonces :

dy _
pr i Z(wj]
Reemplazando en el teoreama anterior
ﬁ — _ti — -
v = golg (@) ] = g(mlx)).pu ()

ady oy dv
efx g dx

MNos queda :

EJEMPLO 1 :
Halle la derivada de la funcion :
fi{x) = (3x* + x — 5)*
RESOLUCION :
Sea vy = fi(x) . luego podemos escribir
v=pn*donde p=3xT+x—5

o g oo oo o pr o

Entonces - = dy” (G + 1)

=y
ol
= 4(3IX®* + x — 5)*.(6x+1)
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EJEMPLO 2 :

d 4 _ B
. — — -+ 2
Calcular 7 'E"':r

RESOLUCION -

Seay=%x® _Sx° + 2 =(x" _3x7 + 2)'"7, debemos
dy
o

Efectuando el cambio de wvariable
u=x*—3x?+ 2 _..(u depende de Xx)

]
* Nos queda vy =3 =27 (Vv dspendaﬁmnoa

calcular

* Litilizando la notacion de Leibnit= :
v  dv e

= . el T
dx  die dx cx) s M
dy d = 1 —
Fares e e 3
e _ d 4 8 _ & 2
= (e Fx? +2) = dx Dx:

Reemplazando en (1) :
oy — iu_g_.'a_{éw:-r —9xZ)

o =
— %(x*‘ — 8 +2) 7 (da® — 9" )
i a T
Es decir : =2 = = Naa® 9 )
o 3'—?f{x4 — 3x% 4+ 2)
AT — O™

=
3*}{;\;‘4 — 37 +2}
EJEMPLO 3 :

e = 2

- S (axTr2x— 1
Hallar : ( Zv )
RESOLUCION :

oy

Sea y = (3x? + 2x — 1)?°, debemos calcular I
Haciendo el cambio de variable : u = 3x? + 2x —1
(u depende de x)
MNos queda : yw = u?? {y depende de u)

Utilizando la notacidn de Leibnitz
dy _ dy dwu _ i "
S e = (208 M 6x + 2) Huﬂmu%
= 20(322 + 2x — 107 (6x + 2) )
T
[ e
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 74



https://4.bp.blogspot.com/-KqSJQUEEp7c/XKWdmkf9_mI/AAAAAAAAFzo/r_-f9zypygsZvZ0TL54m5Mr6a6PtxdxVACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(4).gif
https://4.bp.blogspot.com/-KqSJQUEEp7c/XKWdmkf9_mI/AAAAAAAAFzo/r_-f9zypygsZvZ0TL54m5Mr6a6PtxdxVACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(4).gif
https://4.bp.blogspot.com/-KqSJQUEEp7c/XKWdmkf9_mI/AAAAAAAAFzo/r_-f9zypygsZvZ0TL54m5Mr6a6PtxdxVACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(4).gif

TR rvEA o

S Foes una funcion continua & INnyvectiva |, definida
ern un iNntervalo | entonces su funcidon INversa f*
también s continua .

Ty TN v

Si Ff es una funcion inyectiva diferenciable,
entonces su funNncion INversa Ff es diferenciable

(r/) (=

x
r(r ()
OBSERVACION : B"','I
Si asumimos que F * es diferenciable | la nrr‘nl.gﬁ

obtenida en el tecrema anterior se puede deducir
a partir del hecho que :

Frro))=(Fer (»)=»: vye R,

Ermn efecto si derivamos ambos lados | obtenamos

que -
T (F{v)) - (FY(¥) =1 y entonces
. i - -
{f }1 (v)= = R con F(F(v) )-0
£ (r (s)) ’
EJEMPLOS
—a
1) Si vy =% = a"?¥, entonces ady _ %x-?

2) Si v=%g(x) y g es diferenciable entonces

de v = u'"" donde u = g(x) se sigue que :

el efw  f pe x

dx dp dx n

Es decir :

[ietai)— 2 [t ™ = I[atads " g = ()
ol re

X fra—1 . X =z .
7 e ()= “[g(;l::l}l g ()

& = = -
a2, % {3 + 1) = + 7
- 7 {*-.-t-‘ } (e )

< I TS

of T _ = —r#y ¥ 2 —E A
d)dx{ +I}_ {(.—r + 7) }— 4(.:: + 7) -

Y=
EJERCICIO :
Halle la derivada de la funcién v = [g({x)] ™"
asumiendo gue g es diferenciable . Y
RESOLUCIOMN : RUBIHHE

S
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-

=

Es claro gque y = pn """ donde u = g(x), luego :

dy dy dyg  m J:'—"—! . e ’:-3 . )
> i g (x) = — |g(x) ™" g’ ()

HEENS o Ly e _ : ::-I
Es decir : E{[g(.—x] ]}— u[g(x]]_ -2 (x)

DERIVADAS DFE FITNCIONES
WRASCENIENTE S

De acuerdo a lo estudiado anteriormente tenemos
que las funciones logaritmicas y exponenciales son
continuas en todo su dominio de definicion . Se
demuestra que dichas funciones so en
diferenciables . Tenemos las siguient

derivacion .

1) Si: T(x) = e* entonces : T '(xX) = e*

) Si: fi({x) = e entonces : F(x) = g’{x‘f&’ﬁ'ﬁfﬁ

im) si: f{ix)=Lnx , entonces : f ’{x}=£

& "(a)

V) Si: fi{x) = Ln[g(x)] . entonces: T *(x) = & ()

V) Si: f(x)=Log,x,6 entonces : f’'(x) = % Log e
Vi) Si: fi{x) = b*, entonces . T *(x) = {(Ln b).b*
EJEMPLO 1

Derivar : fra) = ™ +2*

RESOLUCION :

fixy=e™+2x L[5 4 0] (32 + 2)e™ *+2r

o
EJEMPLO 2

Calcular la derivada de : y = Ln x?.
RESOLUCION :

y = Lrx?, luego ¥' = —F 3% ==

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 76

UDS .

Mi Universidad


https://4.bp.blogspot.com/-IrvOcmO9zB8/XKWdnTYnPdI/AAAAAAAAFzw/4m6xlLYXPYIWmgypHBBI2j0-mLY4n_OmACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(6).gif
https://4.bp.blogspot.com/-IrvOcmO9zB8/XKWdnTYnPdI/AAAAAAAAFzw/4m6xlLYXPYIWmgypHBBI2j0-mLY4n_OmACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(6).gif
https://4.bp.blogspot.com/-IrvOcmO9zB8/XKWdnTYnPdI/AAAAAAAAFzw/4m6xlLYXPYIWmgypHBBI2j0-mLY4n_OmACLcBGAs/s1600/REGLA+DE+LA+CADENA+EN+LAS+DERIVADAS+EJERCICIOS+RESUELTOS+PDF+(6).gif

EUDS |

Mi Universidad
@

EJEMPLO 3 :

Calcular la derivada de y=+e™ +1
RESOLUCION :

Hacemos y=[e* +1]'°

Se aplica la férmula de la derivada de una raiz .

&

dy 1 I:H*' " ”I.-'E 1 d e

—|:|!='"" + ]}= E[F* + f} IEH” =
dx 2 dax 2 206" + 1

EJEMPLO 4 :
Calcular la derivada de y = cos(Ln x)

RESOLUCION : HUBIHQS

* La funcién  y= cos(Lnx®) : es de la forma
y=cos U donde u es una funcionde la forma
u=Ln v donde v es una funcion de X .

Si y=cos(Lnx?) _, y' = —2x sen(Lnx® )

:'.I:E

= y' = fsen(er:z)

EJEMPLO 5
Calcular f'(x), si: f(x) = Ln(senx)
RESOLUCION :

d 1 d

E[M{MM)]=M.EﬁWM}= JLosy=ctg x

Senx
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PROBLEMA 8:

Calcula: iseu {m&{xE — 2;:-*]]'

RESOLUCION: Y
Sea: y=sen(cos(x°—2x)) debemos ::alt::uleﬂu %03

Empezando de ‘“‘adentro hacia afuera’,
efectuamos los cambios de wvariable:

Cambio: u=x* — 2x, nos queda: y=sen(cos u).
Cambio: v=cos u, nos queda y=sen v.

Luego: gii se expresa como:

dy dy dv du

= -y
dxy dv du dx x)
L dy _d - :
Pero- do — do (senuv|=cosuv:
dre ol e & 73
—_—=— = - s —=2x — 2
N e
Reemplazando en (1):
%-mv-f—mnu}-rﬂx—ﬂj luego :
dy

——=cos(cosu)- [—Sﬂﬂ{x‘? - 2-1-'}] (22 -2)=

=cos {cﬂs (x® — 2:::}]'- (—sen (a? — 2::;:}}1"2::;:— 2)

NMota que el mismo resultado se obtiene si
derivamos primero la funcion externa y el resultado
se multiplica por la derivada de la funcidn interna.

Veamos est0: 5, porivada de (x*—2x) es (2x—2)

| :

:t_senﬁmm (x¥ — 2x)) =cosfeos(x® — 2x)) (—senfx? — 2x)) (2x - 2)

l !

Lt derivada del coseno es —seno
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PROBLEMN.S 14 :
Deaeterminar la mr-esima derivada de
nH i) fax + b)"
) fifx) = cosax
i) fifx) = serx
) fix) = (7 — 3x)~"
RESOLUCIOM :
) De: y=(ax + Bb)" —» y = na(ax + b))’
. W=y — T)a® fax + b)) =
— VU= — 1) — 2)a” (ax + b)) o
Cre donde se pusaedese inducir gue HuBlHnE
¥y =l a fax + B)"" - " = nra”

) De : w = cos ax

— ! = — £ |err cExT —cr ms(ﬂx+ %]
o = . = T
— v " = a” sern ax—=a” ms[ﬂx+3%)
e
Entonces - y{“} = a-"ms(an: —+ =
T — eowvosSiae
M) Como : sernZax = 2“‘
x Pt X e
— Flx)=g——5
Luego su enesima derivada | sera

- (B) - (=)

ererdler o aen

— F Ay — — ;ﬁfﬂﬂ.ﬂ 2o

—= Fra) = —%-2" m3(2x+ % ceemmmenl e XTI
W) De : y= (1T — 3x) "

—> w ' = (—IWNIT - BxIT(—3)

e oy T = (I 2T — B (3D

—» o " = (—IMN—2I—IWIT — B (-3 )

Ce donde se puaedese inducir v deducir queﬂuB HUE

oy, =37l (I — Zx)

-\-:'ﬂ-—h.-._\_ X
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IV UNIDAD DERIVADAS TRIGONOMETRICAS

Derivada de la funcioén coseno

f(x) = cos(u) fl(x) = —sin(u) - o'

Derivada de la funcion tangente

f(z) = tan(u) (@) = sec?(u) -’

Derivada de la funcion cotangente

f(x) = cot(u) (@) = —cse?(u) -

Derivada de la funcion secante

f(xz) =sec(u)  f'(x) =sec(u) -tan(u) - o’

Derivada de la funciéon cosecante

f(x) =csc(u)  f'(xz) = —csc(u) - cot(u) -’

Ejemplos de ejercicios de funciones derivadas
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Deriva las siguientes funciones

Recuerda siempre derivar el argumento de la funcion trigonométrica y multiplicarlo por la

derivada de la funcion.

() = sin(d)
f'(x) = cos(dz) - 4

f'(x) = 4 cos(4ax)

of () = sin(z?)
f'(z) = cos(z?) - 42”

f'(x) = 4a® cos(z?)

3f(I) = 56?’14 (I) = (5671.(1'))4 En este ejemplo, partiremos de la férmula:

)= 2 2 ona)
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s f(z) = cos(3a? + & — 1)
fix) = — s.in{:}a:2 +ax—1) - (6z+1)

f(x) = —(6z 4+ 1) -sin(32® + = — 1)

6f(i“) = % - 0052(5;-:)

1
f;(I) = E 2. COS(EII) . —SET]_.(EII) .5
f;(I) = -3 005(51“) - SE:H.(EII)

7 flx) =tan/x
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g flz) = cot(él:r:g)

f'(x) = —sec? (4x?) - 8x

fl(x) = -8z 5€c2(4x2)

o flx)= cot? (4x)
f(x) =2 cot(4dz) - —csc? (4x) -4

f(x) = =8 cot(4dx) - cscg(él:r:)

1of () = sec(dx)

. _______________________________________________________________________________________________________________|
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