CAPITULO 1%

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

—~ R:mc de las matemdticas que estudia las rela-

» e -~ ciones entre los dngulos y lados en cualquier
N iGngulo.

. — Desde hace mas de 3000 aios los babilonios

G _3 y los egipcios fueron los primeros en utilizar los

N Hiparco de Nicea angulos y las razores trigonométricas para efec-

(190-120a. C) tuar medidas en la ogriculiura, asi como para la

construccién de pirdmides.
Hiparco de Nicea

Asirénomo, matemdtico y gedgrafo griego nacido en Nicea. Uno de los
prindpales desarrolladores de la trigonometria (plana y esférica), construyé
tablas que relacionaban los angules centrales con las cuerdas delimitadas
por su angulo central correspondiente. Gracias a esta tabla, equivalente a
una tabla de senos actual, logré relacionar los lados y Gngulos en cualquier
friangulo plano.

Los triGngulos estéricos se forman en la superficie de una esfera y son ob-
ieto de estudio de la trigonomeiria esférica, la cual se aplica en la néutica
y navegacién.
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Funciones trigonométricas

A las razones que existen entre las longitudes de los lados de un tridgngulo rectingulo se les llama funciones o razones
rigonométricas,

Definiciones

Seno de un dngulo, Es la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa,

Coseno de un fingulo. Es la razon entre el cateto adyacente y la hipotenusa.
Tangente de un dngulo. Es 1a razdn entre el cateto opuesto y el cateto adyacente,
Cotangente de un dngulo. Es 1a raz6n entre el cateto adyacente y el opuesto.
Secante de un dngulo. Es la razén entre 1a hipotenusa y el cateto adyacente,
Cosecante de un dingulo. Es la razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto,
Nota: los catetos se nombran segiin el dngulo agudo que se utilice.

EJEMPLOS
_i 1. @e-En el siguiente tridngulo determina los catetos opuesto y adyacente para cada uno de los dngulos agudos.
E
b D
Solucién

Para el dngulo a: Para el dngulo B:
cateto opuesto = a cateto opuesto = b
cateto adyacente = b cateto adyacente = g
hipotenusa = ¢ hipotenusa = ¢

El cateto que es opuesto para uno de los dngulos serd el adyacente para el otro, siendo la hipotenusa el lado que no
presenta variante,

2 @+ Obtén las funciones trigonométricas de los dngulos agudos del signiente triingulo rectingulo:
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Solucion
En el tridngulo la hipotenusa es ¢ y los catetos son g y b, entonces las funciones para los dngulos agudos a y Bson;
Funciones de o Funciones de f5:
sena = = sen B =2 —
¢ [
B — >< gl
(4 c
tane == s i 2
|: b a ]
b a
Sl >< i
a b
| seca == secp == —
b a
L e ot >—< aepaE |
a b

Las funciones trigonométricas de un dngulo agudo guardan ciertas relaciones entre si:
Funcién directa Funcién reciproca
seno (sen) €———» cosecante (csc)
coseno (cos) €—— 3 secante {sec)
tangente (tan) €——— cotangente (ctg)

Colunciones
Cualquier funcién de un dngulo es igual a la cofuncidén de su complemento,
En el trifingulo rectingulo;
Por geometria:
90° +ax + B =180°
[} Donde:
c a+B=90%B=90"-a
a por tanto, @ y 8 son complementarios,
[

b

Entonces, mediante las definiciones:
sen o = cos (90° — a) =cos B

cos & =sen (90° — a) =sen B
fan a=ctg (90° —a)=cig B
ctg a=tan (90° — @) =tan B
sec a=csc (90° —a) =csc B

csc a = sec (90° —a) =sec B
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Ejemplos

Dadas las funciones trigonométricas, se determinan sus respectivas cofunciones;
sen32° = cos (90" — 32%) = cos 58°
tan 25° = cg (90° — 25°) = ctg 65°

xF_ FEr|l__ &
C‘Ds‘s——i‘fﬂ 2 3 -—.!‘BHE

r rE_x| 3
s'eczwcsc YR -—cscz

Rango numérico

Dado que la hipotenusa de un tridngulo rectingulo siempre es mayor que cualquiera de los dos catetos, los valores del
seno y el coseno de un dngulo agudo no pueden ser mayores que +1, ni menores que —1, mientras que los valores de las
funciones cosecante y secante, al ser reciprocas del seno y coseno, no pueden estar entre —1 y +1; los catetos de un
trifingulo rectingulo pueden guardar entre si cualquier proporcidn, por tanto, los valores de la tangente y la cotangente
varian sobre todo el conjunto de mimeros reales.

Valor

Dada una funcidn trigopnométrica de un dngulo agudo se pueden determinar las demas funciones a partir de la cons-
fruccion de un tridingulo rectingulo y el empleo del tearema de Pitdgoras como a continuacion se ilustra.

EJ'EMPLOS - .
_& 1. @+ Sifesagudo, y cos b= I.calwlalosvalnresdelasfumiouastrigunométricasparaﬂ.
E | solucién
w Se construye un tridgngulo rectingulo, donde 8 es uno de los dngulos agudos, la hipotenusa es 4 y el cateto adyacente
es3,
Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:
@7 =7+ (37
16=x2+9
16 -9 =x
7=4
VT =x
Por tanto, las funciones trigonométricas del dngulo agudo @ son:
] PR e L M
4 N N
J7 4
= — 6= —
fan 3 SEC 3
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2 ®¢:Sifesagudo y:anﬂz%,calculalosmloresdcsanuycmanodeléngulo 6

Solucién

Se construye un tridgngulo rectingulo, donde @ es uno de los dngulos agudos, el cateto opuesto es 1 y el cateto adya-
cente es 2.
Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:

@ =17+ @) _
x:: 1+4
x*=5 - i
x= 35
2]
25 2
5

1 /5 2
Por consiguiente, senf= — = — ycos = — =
= 5 a7 N

EJERCICIO 37
1, Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos, en los siguientes tridingulos;
a) g e c) B ) A
]
x Js
x 9
c
B
b) . N d N
1 V2
x 10
= < M
M []
7

2. Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos en los siguientes tridngulos rectingulos:

1
a) 8i 8y ason los dngulos agudos y cos 0= = d) Si 8y asonlos dngulos agudos y sec 0= 2+/3
Ji5

: : 2 :
b) 8i £ Ay / Bson complementarios y fan B= 3 e) Sia+ B=90"yctg a= 5

c) 8i Z My £ Nsoncomplementarios ycsce N=2  f) senA= % ¥y £ Bescomplemento de £ A

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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Signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano

Si un tridngulo rectingulo se ubica en el plano cartesiano, de manera que uno de sus catetos coincida con el eje horizontal,
las funciones trigonométricas tendrdn un signo dependiendo del cuadrante sobre el cual se encuentre dicho triingulo,

n Ya |
+
+ > +
e e
= >
e+ b ¢
= [ \ "
11} v
Tabla de signos
| cuadrante 1l cuadrante Il cuadrante IV cuadrante
Seno + + - -
Coseno + = = +
Tangente + - + -
Cotangente & - + -
Secante + - o At
Cosecante i + - -
EJEMPLOS
_E_ ] ®¢-Sea el punto A(-3, 4), determina las funciones trigonométricas del Angulo agudo = X O A,
E | Solucién
b e Por el teorema de Pitdgoras; LY
(0A)" =(- 37+ (@ A(=3,4) il
(04) =9 +16 : +
|
OA = J35 =5 : T
.
———+—
X 7]
Por tanto, las funciones trigonométricas del dngulo e, son;
5
sena:——g rcm-:z--—g s'eca:—.—g
cos = —E cf, ﬂ_-i CSC = E
Sl e &
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2 @9 Calcula las funciones trigonométricas para el dngulo B, si se sabe que fan B =4 y 180° < B<270°,
Solucién

El dngulo se define en el tercer cuadrante y la funcidn tangente es positiva, por tanto, fan 8 =
se ubican en el plano cartesiano,

%= _j;,aswsvalores
Por el teorema de Pitdgoras: ) rt
(W= (47 + (17 :
=16 +1 ;
h= 17 s)1° b ¢
l

Entonces, las funciones trigonométricas del dngulo 8 son;

4 A7 e i ~17
" N7 17 ! 4 ¢ 4
1 V17 1
cosB= i = = cagpB= T sec B= =17

3 ®e: Encuentra las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo @ que forman el punto P(2, - 5) y el eje horizontal,
Solucién

Por el teorema de Pitdgoras: E
OP" =(2) +(-5)’ olVe X
OP =4+25
0P =429
Las funciones trigonométricas son;
5  5V29 5 J29 P(2,-5)
sen @ =— =——— anb=—= secl=——
29 29 2 5
2 2J29 2 V29
cosl=—="—"— f=—= O=——1H
29 29 TR 5
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EJERCICIO 38

LI B

1.

10,
11,
12,

. Determina las funciones trigonométricas del dngulo a, si se encuentra en el cuarto cuadrante con cig a = — =

Calcula las funciones trigonométricas del dngulo agudo o= < XOM que forman el punio M( 12, -5) y el eje hori-
zontal,

Encuentra las funciones trigonométricas del dngulo agudo ar= YON que forman el punto N (-4, —7) y el eje vertical,
Determina las funciones trigonométricas del dngulo agudo = X0A que forman el punto A(2, 3) y el eje horizontal,

Calcula las funciones trigonométricas del dngulo agudo @ = XOB que forman el punto B[% -g] y el eje
horizontal,

; ; ; ; 3
Calcula las funciones trigonométricas del dngulo e, si se encuentra en el tercer cuadrante con csc @ = =

=

Encuentra las funciones trigonométricas del dngulo B, si se sabe que cos B =-% y 90° < 8 < 180°

., Obtén las funciones trigonométricas del ingulo w, si se sabe que crg w=—8 y % <ws 2%

Sicsc 8= ? 5i 90° < & < 1807, calcula las funciones trigpnométricas del dngulo &

3
Calcula las funciones trigonométricas del dngulo B si se sabe que cos B = —% ¥ ﬁﬂﬁﬂ?ﬁ:

Sisen a > 0, ran « < 0 y sec @ =—2, caleula las funciones trigonométricas del dngulo «
Siseca>0,crga<0ycosa= %.mlculalasﬁmcioncstrigunométricasdelﬁnguloa

¢ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes « « s « ¢ + ¢ 2 2 5 2 00 oo

Funciones trigonométricas para angulos mayores que 90°
Todo éngulo mayor que 90°, se puede expresaren la forma (n-90° + &) o bien n-gia],dondcnesmwtcm posi-
tivo y aes un dngulo cualquiera, la funcidn de dicho dngulo serd equivalente a;

i} La misma funcién de @ si nes un nimero par.

i) La cofuncidn correspondiente de e si n es un niimero impar,

Esto con el fin de expresar la funcién trigonométrica de dicho dngulo en una expresion equivalente, pero con un 4n-
gulo agudo, conservando el signo correspondiente a la funcidn dada, segin el cuadrante donde se encuentre el lado
terminal,

.E. @9 Expresa como funcidn de un dngulo agudo ran 140°,

§_ .

EJEMPLOS
1
|

Solucién
H éngulo se sitia en el segundo cuadrante, donde la funcidn tangente es negativa, entonces:

tan 140° = tan (2 - 90° — 40°) = —tan 40°

Ahora bien, fan 140° se puede expresar también como fan (1 - 90° + 50°), n=1, por tanto se utiliza cotangente, la cual
es cofuncidn de la tangente, entonces:

tan 140° = tan (1- 90° + 50°) = —ctg 50°
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2 ®e: Expresa como funcién de un dngulo agudo sen %ﬁ .
Solucion
H dngulo estd en el tercer cuadrante, donde la funcién seno es negativa, entonces:

sen Ex—m 2-£+g:r =—gen Ex
9" 2 97)° 9

sen %x se puede representar también como sen[a-g-%x], n =13 por tanto se utiliza la cofuncién del seno, es
decir, se expresa en términos del coseno,

sen Ex = sen S-E—ix =—cos i:r
9" P ) 18
3 ®e«-Expresa como funcién de un dngulo agudo sec 350° 15 28”,

Solucién
H dngulo estd situado en el cuarto cuadrante donde la funcidn secante es positiva, entonces:
sec 350° 15° 28" = sec (4 - 90° —9° 447 327) = sec9° 44" 327
O en términos de cosecante:
sec 3507 15" 28” = sec (3 - 90° + BO® 15° 28"") = csc BO® 15° 28”
4 @+ Expresa como funcién de un 4ngulo agudo cos 1 000°,
Solucién

Cuando el dngulo es mayor que 360°, debe dividirse entre esta cantidad para obtener el mimero de giros o vueltas que
da el lado terminal y el residuo es el dngulo que debe expresarse en funcién de un dngulo agudo.

giros o vueltas
3 &

360° | 1000°

280°
i Angulo equivalente

H édngulo equivalente a 1 000° es 280°, situado en el cuarto cuadrante donde la funcidn coseno es positiva, entonces:
cos 1000° = cos280° = cos (4 - 90° — B0®) = cos 80°
O bien, en términos de la funcidén seno,
cos1 000° = cos 280° = cos (3 - 90° + 10°) = sen 10°
5 ®e:Expresa como funcién de un dngulo agudo sen 6 290°,
Solucién
Se obtiene el dngulo equivalente, que sea menor que 3607,
17
360° |6290°
170°
H é4ngulo equivalente es 1707, el cual se sitiia en el segundo cuadrante donde la funcién seno es positiva, entonces,
sen 6 290° = 5en 170° = sen (2 - 90° — 10°) = sen 10°
O bien, en términos de coseno,
sen6 290° = sen 170° =sen (1 - 90° + 80°) = cos 80°
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& ®e-Expresa como funcién de un 4ngulo agudo fan(—65°).
Solucién

Se traza el dngulo negativo, el cual girard en sentido horario y serd equivalente a un dngulo de 295°, que se sitia en el
cuarto cuadrante, donde la funcidn tangente es negativa,

A

(1
K 3%

295°

Por consiguiente:

tan (—65%)= fan 295° = fan (4 - 90° — 65°) = —tan 65°
O bien, en términos de cotangente:

tan (-65°)= tan 295° = tan (3 - 90° + 25°) = —c1g 25°

7 ®¢-Expresa como funcién de un 4ngulo agudo sen [—%x]
Solucién

Se traza el dngulo negativo, el cual se encuentra en el tercer cuadrante donde la funcion seno es negativa,

x A

AR

AL

Por tanto,
35 37 K, K n
R b i G JIRLAA L Y (S ke
sen[ ﬁ] SEn " s'en[ 3 36] S‘eﬂ36

Obien, en términos de coseno;

sen -Ex =sen ﬂx—m@ S-E-Ex ——COSEJF
e e 2 36 ) 36

Funciones trigonométricas de ang ulos negativos

Los dngulos negativos giran en sentido horario y las funciones trigonométricas de dngulos negativos, se expresan en
términos de funciones trigonométricas de dngulos positivos,
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En el tridngulo A AOB, ubicado en el primer cuadrante;

YA A
mﬂ=£ !anB:.‘g secn9=£
AO BO
msﬂ=£ c:gﬂ:ﬂ_a. cmB:A_O
AB AB 0
En el rigngulo A AOB, ubicado en el cuarto cuadrante: 010 P
AR AR A0
— == I ""B = — - =
sen (; — an (-0) = sec (—6) =
BO BO A0
cos (-8) = ﬁ 'Ctg("'a)""'ﬁ CW('B)“"E A
Por consiguiente: sen (—0) = —sen @ tan (—0)=—rtan 6 sec(—0)y=sect
cos(—0)=cos 8 ctg (—0)=—ctg 0 cse(—0)y=—csc 8
EAEMPLOS ol
_8_ 1, ®e:Expresa sen (-30°) en términos de un dngulo positivo.
E | Solucién
iy

Al aplicar sen (—8)= —sen 8, se obtiene:
sen (—30°%) = —sen 30°
2 ®s-Expresa tan (-120°) en términos de un dngulo positivo y agudo.
Solucién
Sec aplica tan (—6)= —1an 0y se obtiene:

tan (—120°) = —rtan 120°
yal reducir a un dngulo agudo,

an {—120“} =—tan 120° =—ian {2 -90° - ﬂ]‘q} = —(—fﬂﬂ mu} =tan 60°

Valores numéricos de las funciones trigonométricas circulares

Los valores de las funciones trigonométricas guardan una estrecha relacién con el circulo unitario y se pueden
calcular por medio de la medicidn de algunos segmentos de éste, el uso de tablas matemdticas o con el empleo de

una cakuladora,
Yih
Vv
o T
S
-4 o L
o M|R X
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Sise consideran las distancias OR = ON =0V =1, entonces para calcular el valor de las funciones trigonométricas del
angulo e, se emplean las definiciones de las mismas y representan la longitud de los segmentos:
catefo opuesio ~ MN _ MN _ —

SEN A= — (T = m=m— = — =

hipotenusa ON 1

=

cos a = SFcleadyacente _ OM _ OM _ oo
hipotenusa (9 1
ran o= _Cat€to opuesto =ﬁ=s_=ﬁ
cateto adyacente  OR 1
s s m:ewad}'acentezgsz:ﬁ

aifeto opresio ov

wca:M=£ =E:ﬁ
cateto adyacente  OR 1

CW&:mhwmum .—_G=T;O_T=a
cateto opuesto OV 1

EIEMPLOS
2 1. ®¢-Calcula el valor de las funciones trigonométricas del dngulo 32° 10°,
E | solucién
""' Si se emplea el circulo unitario para calcular las funciones, donde a=32° 10°, enfonces:
A
Y
v 1t
32°10°
o MR ’x
Se consideran los segmentos OR = ON = OV =1, entonces:
sen32° 10" = MN =0,5324 c5e32° 10" = OT =1.8783
c0s32° 10° = OM =0,8465 sec32°10° = 0S = 1,1813
tan32° 10’ = SR =0.6289 cfg 32° 10° = VT = 15900
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Si se emplean las tablas mateméticas (incluidas al final del texto) para calcular el valor de las funciones trigonométri-
cas de 32° 10", entonces, se procede de la siguiente forma;

Grados Radianes Sen Tan Ctg Cos
o 00 0000 0000 | 0000 10000 | 15708 | 90° 00
2° 00" 5585 | 5209 | 6249 1.6003 8480 10123 | 58°00°
10 5614 (5324 | 6289 1.5900 8465 1.0094 50'
20 5643 | 5348 | 6330 15798 8450 1.0085 40
g 5672 5373 | 8am 15697 8434 1.0036 ao
40 5701 5398 | 8412 15597 B418 1.0007 20
50° 5730 5422 | p4asa 15497 8403 2977 10
00 5760 5446 | 6404 15399 9387 9948 | 57° 00"
& 00 7854 | 7071 | 10000 | 10000 | 7071 7854 | 45° 00

Cos Ctg Tan Sen Radianes | Grados

H renglén superior corresponde a la columna izquierda cuyos valores van desde 0° 00° a 45° 00° y el rengldn inferior
va desde 45° 00’ a 90° 00°,

El valor de sen 32° 10’ se busca en lacolumna izquierda de arriba hacia abajo y ademds se observa que es el mismo
walor que el de cos 57° 50°, buscado en la columna derecha de abajo hacia arriba, esto es porque son cofunciones,

Si se busca el valor de las funciones trigonométricas empleando una calculadora, el procedimiento es el siguiente;

a) Verificar si la calculadora es de renglén simple o es mis sofisticada y cuenta con doble rengldn, Esto es porque
se teclea de forma diferente; en la explicacién que a continuacidn se presenta se considera que el estudiante
empleard una miquina de doble renglén,

b) Es necesario definir en qué medidas angulares se desea trabajar (grados o radianes),

¢} Considerar que el idioma que regularmente emplean los fabricantes en los meniis y teclados es el inglés, es por
ello que el ejemplo asi lo considera,

d) Para encontrar las funciones cosecante, secante y cotangente, es necesario encontrar primero sus respectivas
funciones reciprocas, ya que las calculadoras no cuentan con estas funciones de manera directa, y después
dividir la unidad entre dicho resultado.

Si se emplea Ia medida en grados debes digitar la tecla de [Modely elegir 1a opcién | Deg | 1a cual indica que la medida
angular estd en grados sexagesimales,

Si se busca el sen 327 10°, entonces:

Sedigita[ sin_|después, el valor de los grados 32 a continuacién la tecla [ = » » |enseguida 10 y por ltimo la tecla
Para que el resultado aparezca en la pantalla es necesario digitar la tecla| = |y el resultado desplegado en
la pantalla de la calculadora es 0.53238389,

Si la funcién buscada es sec 32° 10, ésta no puede ser calculada de forma directa, por lo que es necesario encontrar
su funcién reciproca. Ademsds, ahora vamos a usar la medida angular en radianes, por tanto:

Sedigita yse elige la opeién ,1a cual indica que la medida angular empleada estd en radianes, 32°
10’= 05614 rad.

Se comienza digitando un paréntesis [ (| en seguida la funcién reciproca de la secante, la cual es el coseno
[ cos ]de 0.5614, después se cierra el paréntesis [ ) |y por iltimo la tecla [ x —T] Ia cual es la funcién reciproca.
Para que aparezca el resultado se teclea| = | yse desplegard en la pantalla 1. 1813,
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EJERCICIO 39

a) sen 210°
b) tan 165°
c) cos 280°
d) csc 120°
e) sec 358°
D sen 240° 37 25"
g) cig 315°

1. Expresaen funcidn de un dngulo agudo las siguientes funciones:

h) tan 254° 46’ 24"
i) cos95°25

5 sec 320°48712”
k) csec 127°

D crg (-48%)

m) cos (—38° 547)

n) sen (—28°35°24™)

2, Expresa en érminos de un dngulo positivo las siguientes funciones;

a) sen (-160°)
b) cig (-140°)
c) sec (—2407)
d) cos (—2807)
) tan (—345%)

D cse (=907

2) cos (-225° 15" 467)
h) cig (-176° 45’ 23")
i) sec (-108°32%)

j) sen (-228°15%)

3. Expresaen funcidn de un dngulo agudo las siguientes funciones;

a) sen (-160°)

b) crg 1240°

¢) cos (—2800°)

d) ran 5 445°

&) csc(—98° 32" 127)
1 sec (-230%)

2) sen (1315°)

h) tan 823° 25’ 18"

i) cos (-428°45° 24™)
J) cig 920°

k) sec (—2207)

I) csc328°33 417

4, Encuentra el valor de las siguientes funciones trigonométricas (empleando tablas o calculadora):

a) sen 187
b) cig 46°
c) sec 25°
d) cos 83°
) tan 37°

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormspondiente »

D csc 719"

g) cos 2° 10°
h) cig 14° 40°
i) sec 10°30°
J) sen 29°50°




. —=
- —— -
CAPITULO 192
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS NOTABLES
HISTORICA
2 -
|,
y — srénomo, matemdtico y gedgrafo egip-
;m.p..__,h"" ~ cio del siglo Il de la era cristiana, nace
e IedeciendTollerr‘-midc: Hermia [en el ﬁ\clllo Egiptoli:
- alr or del afic 100, y vive v frabaja en A
——— . Skl

Prolomeo Piclomeo calculé cuerdas inscribiendo poligonos

(100d.C.-1704.C)  regulares de lados 3, 4, 5 y 6 en un circulo, lo

cual le permitié caleular cuerdas subtendidas por

angulos de 36°, 72°, 60°, 90° y 120°, En su obra Almagesto, Polomeo

proporcioné una tabla de cuerdas de 0° a 180° con variaciones de 1°,
con una exactitud de 1/3 600 de una unidad.

los astrénomos de la India habian desarrollado también un sisiema trigono-
métrico basado en la funcién seno, en vez de cuerdas como los griegos.
Esta funcién seno era la longitud del lado opuesto a un dngulo en un
friéngulo rectangulo de hipotenusa dada. Los mateméticos indios utilizaron
diversos valores para ésta en sus fablas.

A finales del siglo Vil los astrénomos érabes trabaijaron con la funcién seno
y a finales del siglo X ya habian completado la funcién seno vy las otras
cinco funciones. También descubrieron y demostraron feoremas fundamen-
fales de la trigonometria, fanto para triéngulos planos como esféricos. Los
matemdticos sugirieron el uso del valor r= 1 (radio de la circunferencia) y
esto dio lugar a los valores modernos de las funciones trigonométricas.
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Valor de las funciones trigonométricas de los angulos

de 0°, 90°, 180°, 270° y 360°

Las coordenadas del punto P sobre el eje X son (g, 0) y la distancia al origen es igual a a, entonces las funciones de

los dngulos de 0° y 360° son:
0° =sen 360° = 0 0
Ya sen 0° = sen S
a
cos 0% =cos360°= — =1
a
360° P(a, 0) fan 0° = tan 360° = E =0
N .,
k/dw X crg(]“:c:gﬂﬁ(]”:%ﬂuaxiste
a
sec0°=s'e.:'360°_—.- =1
a
cse 0° = ese 360° = %Nuaxiste

Para el 4ngulo de 90°, las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje ¥ es P(0, b), la distancia al origen es b,

entonces;
YA sen90° = b =1
b
1]
cos90°= — =0
 P(0, b) b
tan90° = b No existe
d=b é\?loo 0
0
» cig90°= — =0
X b
. b .
sec90° = 0 No existe
csc90° = L =1
b

Para el dngulo de 180° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — Xson (- a, 0), la distancia al origen es a.

d=a

Y4

-

\lsﬂo

P(-a, 0)

R
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sen 180° =
cos 180° =
tfan 180° =
crg 180° =
sec 180° =

cse 180° =

(=]

=0

g cll:a JII
g.

slills> old d|ea]d ®

No

(=T R~
g.
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Para el dngulo de 270° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — ¥ son P(0, —b), la distancia al origen es b,
b

Y“ Seﬂﬁﬂ‘b:—— =—1

| =
=

270°

N

b P(0. - b)

cos 2100 = — =0

tan 270° =

i<
&
)
&

ctg 270°= — =0

<!,_|c:' o|d =

-
Y

sec 270° =

ole
&
g.

cse 270° = = |

&=

Cuadro de valores de las funciones trigonométricas

3
2

Funciones

seno
coseno
tangente
mtangente
secante

msecante

0 2

o° o

0] 1

1 0

0 No existe
No existe 0

1 No existe
No existe 1

180°

-1

No existe

=1

No existe

270°
-1
0

No existe

No existe

-1

360°

No existe
1

No existe

Valor de las funciones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°

Para las funciones trigonométricas de los dngulos de 60° y 30° se construye un iridngulo equildtero de lado igual a 2;

C

60°

B

1 A

D

Setraza CA | BD, CA es bisectriz del # €y mediatriz del lado BD,
En el tridngulo BAC, £ B=60°, 2 ACB=30°y BA =1
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Para obtener el lado &= CA sc usa el teorema de Pitdgoras:

CA’=BC -AB 5 CA = (27— (1)
CA =3
CA=3
Las funciones trigonométricas del dngulo de 60° son;
mﬁﬂ”:-‘?- ranﬁﬂ”:-—‘?:ﬁ secﬁﬂ“—%=2
1 1 3 2 23
680° = — = —=—— 6= =2
cos 2 cig \.I'S 3 s \E 3
Las funciones trigonométricas del dngulo de 30° son;
il L1 wf3 L3 203
sen30-5 ran?-ﬂ—?-i 3 sec?.(}w:g 3
oos30°=? CTS3G°=$=J§ csc30°=%=2
Para calcular las funciones trigonoméiricas del dngulo de 45° se construye un cuadrado de longitud por lado igual a
la unidad y se traza su diagonal,
D C
450
1
4‘50
B [1a
1
Para obtener el valor de la hipotenusa, se aplica el teorema de Pitigoras:
a=p+? donde: & =(17+(1)
ﬂz=1+l
a&=2
D acuerdo con el resultado anterior, a = +2
b=1
B
Las funciones trigonométricas del dngulo de 45° son:
mn45°:715=% m45°=%=1 sec45°:$=ﬁ
1 2 1 V2
450 = —="— 45°= —=1 45°= "~ _ 2
cos R 2 cig 1 csc 1 J2
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Funciones trigenométricas para dngules notables

Aplicacién de los valores trigonométricos de los dngulos notables

EAFMP[QS
_E 1 ilo-Chlculaelvalmm:mérimdeESenﬂi}“wsGO”.
E f

i

Solucion
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se efectia la operacidn:

1 1 1
2 30° - 60°=2.|=|]|=|==
son 0P - co (3H3)-3
2 @+ Determina el valor numérico de la expresion: tan®60° + c1g?45°,

Solucién
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se determina que:

tan® 60° + c1g® 45° = (tan 6(]°)2+(m‘g45°)2=(.j§)2+(1)2=3+ 1=4
Por tanto, fan® 60° + crg?45° = 4

3 @+: Calcula el valor numérico de sen g:r +3 sen %ﬁ.
Solucion
Los dngulos se expresan en funcién de dngulos agudos para obtener los valores de las funciones trigonométricas:

sen Ex coen [T EA T gy B =
6 2 B

6 6 2
sen ux —aen | e ] = vem-Eeee 1
6 2 6) 6 2
Entonces,
7 11 1 1 1 3 4
fen Eﬁ +3 sen Eﬁ ——51‘3 (—E] ———E—E——E =-2
7 11
Por tanto, sen rid +3 sen 5" =-2
4 ®¢- Mediante dngulos notables demuestra la siguiente ignaldad:
sen 30° — (cos 30° - ctg 60°) = cos” 60°
Solucién
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas:
1 V3 1 1
w=—; W= [ 4 60°=—
SER 2 cos 2 cig '\}E cos 2

Después se sustituyen los valores de las funciones y se demuestra que se cumple con la igualdad:
sen 30° — (cos 30° - c1g 60°) = cos” 60°

1 fIy i
E'(E] 4
|
274 4
11

4 4

Con lo cual queda demostrada la igualdad propuesta.
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5 ®@e-Demuesira la siguiente igualdad, mediante el valor de los éngulos notables:

3
[sen’ 5::+3.s'er:2ﬁ = cs'cg
Solucién

Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas:
s'en-g-:r =-1; sec 28 =1, cscg—=2
Entonces:

(-1) +3(1

=
Il

_

o

M-P-h-‘-
]

[ o T 5 T O T ]

Por tanto, la igualdad es verdadera.

EJERCICIO 40
Completa la siguiente tabla:
sen cos tan csc
Grados Radianes
o 0
X ¥
as° T
o0 3
w | %
120° %
135° -y
150° %
180° Tz

3
S elE MR ol el ol

300°
315°
| 3
3s0° 28
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CAPTUIO 192

7.
8.

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones:
1,

2 sen 30° cos 30°

. 2 sen 30° sen 60°

3:an£ s‘enf
' 6 3

. sec” 45° - 2 tan® 45°

. sen?30° cos?30°

3
[szn’¢5°cos’45°]5
3 tan 60° crg 30° sen 45° cse 45°
2 sen 60° sec 30° cos 45° tan 45°

10,

11,

12,

13,

14,

15,

2 sen £ cos
* 4

Funciones trigenométricas para dngules notables

Fi9 1 Fi9
(senz = +cos’ —]

4 6 6

2 sen 30° cos 30° (1 - 2 sen?30%)
5 5 5
ian’ §x+4sen E:r—:icrgzz:r

cos 120° + sec 180"
cse 270° + sen 330°

[(m 120°)(tan 240"]]’

fan 315° — cos 300°

J(tan 25°)(sen 180°)(cos 240°)

sen 90°+{ms 210° + sen 300"]2 + sec 240°

Utiliza &ngulos notables para demostrar las siguientes igualdades:

16,

17.

18,
19

20,

sen 240° + 5en 120°.cos 60°

=tan210°
sen 120°-sen(—-60°)
ian E-.s'en39r= 14 sen™
3 3 6

21 180° =2 5en 60° + sen 240°(sec 45°)°
cos 25° +3 sen 225° = =2 sec 45°

sen 30°

=
ese sen 150° - sen 300°

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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