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Prefacio

Enfoque general y nivel matematico

Al elaborar la novena edicion, nuestro interés principal no fue tan sélo agregar material
nuevo sino brindar claridad y mejor comprension. Este objetivo se logré en parte al in-
cluir material nuevo al final de los capitulos, lo cual permite que se relacionen mejor.
Con cierto afecto llamamos “contratiempos” a los comentarios que aparecen al final de
los capitulos, pues son muy ttiles para que los estudiantes recuerden la idea general y la
forma en que cada capitulo se ajusta a esa imagen; asi como para que entiendan las limi-
taciones y los problemas que resultarian por el uso inadecuado de los procedimientos.
Los proyectos para la clase favorecen una mayor comprension de como se utiliza la es-
tadistica en el mundo real, por lo que afadimos algunos proyectos en varios capitulos.
Tales proyectos brindan a los estudiantes la oportunidad de trabajar solos o en equipo, y
de reunir sus propios datos experimentales para realizar inferencias. En algunos casos, el
trabajo implica un problema cuya solucién ejemplifica el significado de un concepto, o
bien, favorece la comprension empirica de un resultado estadistico importante. Se am-
pliaron algunos de los ejemplos anteriores y se introdujeron algunos nuevos para crear
“estudios de caso”, los cuales incluyen un comentario para aclarar al estudiante un con-
cepto estadistico en el contexto de una situacion prictica.

En esta edicién seguimos haciendo énfasis en el equilibrio entre la teoria y las apli-
caciones. Utilizamos el cdlculo y otros tipos de conceptos matemdticos, por ejemplo, de
dlgebra lineal, casi al mismo nivel que en ediciones anteriores. Las herramientas analiti-
cas para la estadistica se cubren de mejor manera utilizando el cédlculo en los casos
donde el andlisis se centra en las reglas de los conceptos de probabilidad. En los capitulos
2 a 10 se destacan las distribuciones de probabilidad y la inferencia estadistica. En
los capitulos 11 a 15, en los cuales se estudian la regresion lineal y el anélisis de varian-
za, se aplica un poco de dlgebra lineal y matrices. Los estudiantes que utilizan este libro
deben haber cursado el equivalente a un semestre de calculo diferencial e integral. El
dlgebra lineal es titil aunque no indispensable, siempre y cuando el instructor no cubra la
seccién sobre regresion lineal multiple del capitulo 12 utilizando dlgebra de matrices. Al
igual que en las ediciones anteriores, y con la finalidad de desafiar al estudiante, muchos
ejercicios se refieren a aplicaciones cientificas y de ingenierfa a la vida real. Todos los
conjuntos de datos asociados con los ejercicios estdn disponibles para descargar del sitio
web http://www.pearsonenespafiol.com/walpole.

XV
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Resumen de los cambios en la novena edicion

e Para brindar una mayor comprension del uso de la estadistica en el mundo real, en
varios capitulos se agregaron proyectos para la clase. Los estudiantes tienen que ge-
nerar o reunir sus propios datos experimentales y realizar inferencias a partir de ellos.

 Se agregaron mds estudios de caso y otros se ampliaron para ayudar a los usuarios
a comprender los métodos estadisticos que se presentan en el contexto de una si-
tuacidn real. Por ejemplo, la interpretacion de los limites de confianza, los limites
de prediccion y los limites de tolerancia se exponen utilizando situaciones de la
vida real.

» Se agregaron “contratiempos’ al final de algunos capitulos y en otros se ampliaron
los que ya se inclufan. El objetivo de dichos comentarios es presentar cada capitulo
en el contexto de la idea general y analizar la forma en que los capitulos se relacio-
nan entre si. Otro objetivo es advertir acerca del uso inadecuado de las técnicas
estadisticas examinadas en el capitulo.

 El capitulo 1 se mejord y ahora incluye mas estadisticos de una sola cifra y técni-
cas graficas. También se incluy6 nuevo material fundamental sobre muestreo y
disefio experimental.

* Los ejemplos que se agregaron en el capitulo 8 sobre las distribuciones de mues-
treo tienen la finalidad de motivar a los estudiantes a realizar las pruebas de hipé-
tesis y de los valores P. Esto los prepara para el material mds avanzado sobre los
temas que se presentan en el capitulo 10.

* El capitulo 12 contiene mds informacion sobre el efecto que tiene una sola variable
de regresion en un modelo que presenta una gran colinealidad con otras variables.

* El capitulo 15 ahora introduce material sobre el importante tema de la metodologia
de superficie de respuesta (MSR). El uso de las variables del ruido en la MSR permite
ejemplificar los modelos de la media y la varianza (superficie de respuesta doble).

* En el capitulo 15 se introduce el disefio compuesto central.

 El capitulo 18 incluye mds ejemplos y un mejor andlisis de como se utilizan los
métodos bayesianos para la toma de decisiones estadisticas.

Contenido y planeacion del curso

Este libro estd disefiado para un curso de uno o dos semestres. Un plan razonable para el
curso de un semestre podria incluir los capitulos 1 a 10, lo cual daria como resultado
un programa que concluye con los fundamentos de la estimacion y la prueba de hipéte-
sis. Los profesores que desean que los estudiantes aprendan la regresién lineal simple
podrian incluir una parte del capitulo 11. Para quienes deseen incluir el andlisis de
varianza en vez de la regresion, el curso de un semestre podria incluir el capitulo 13 en
vez de los capitulos 11 y 12. El capitulo 13 trata el tema del andlisis de varianza de un
factor. Otra opcidn consiste en eliminar partes de los capitulos 5 o 6, asi como el capitulo
7. Al hacer esto se omitirian las distribuciones discretas o continuas, mismas que inclu-
yen la binomial negativa, la geométrica, la gamma, la de Weibull, la beta y la logaritmi-
ca normal. Otros contenidos que se podrian omitir en un programa de un semestre son
la estimacién de maxima verosimilitud, la prediccién y los limites de tolerancia del
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capitulo 9. El programa para un semestre suele ser flexible, dependiendo del interés que
el profesor tenga en la regresion, el andlisis de varianza, el disefio experimental y los
métodos de superficie de respuesta (capitulo 15). Existen varias distribuciones discretas
y continuas (capitulos 5 y 6) que tienen aplicaciones en diversas dreas de la ingenieria y
las ciencias.

Los capitulos 11 a 18 incluyen una gran cantidad de material que se podria agregar
al segundo semestre, en caso de que se eligiera un curso de dos semestres. El material
sobre la regresion lineal simple y multiple se estudia en los capitulos 11 y 12, respecti-
vamente. El capitulo 12 puede ser muy flexible. La regresion lineal miultiple incluye
“temas especiales”, como variables categdricas o indicadoras, métodos secuenciales
para la seleccién de modelos, por ejemplo, la regresion por etapas, el estudio de residua-
les para la deteccion de violaciones de supuestos, la validacién cruzada y el uso de los
estadisticos PRESS, asi como el de C, y la regresion logistica. Se hace hincapi€ en el uso
de regresores ortogonales, un precursor del disefio experimental en el capitulo 15. Los
capitulos 13 y 14 ofrecen hasta cierto grado material abundante sobre el andlisis de va-
rianza (ANOVA), con modelos fijos, aleatorios y mixtos. En el capitulo 15 se destaca la
aplicacién de los disefios con dos niveles en el contexto de los experimentos factoriales
fraccionarios y completos (2¢). También se ejemplifican los disefios especiales de selec-
cién. En el capitulo 15 se incluye asimismo una nueva seccion sobre la metodologia de
superficie de respuesta (MSR), para ejemplificar el uso del disefio experimental con la
finalidad de encontrar condiciones 6ptimas de proceso. Se analiza el ajuste de un modelo
de segundo orden utilizando un disefio complejo central. La MSR se amplia para abarcar
el andlisis de problemas sobre el disefio de un parametro robusto. Las variables de ruido
se utilizan para ajustar modelos dobles de superficie de respuesta. Los capitulos 16, 17 y
18 incluyen una cantidad moderada de material sobre estadistica no paramétrica, control
de calidad e inferencia bayesiana.

El capitulo 1 es un bosquejo de la inferencia estadistica, presentada a un nivel ma-
tematico sencillo, pero de manera mds amplia que en la octava edicién con el propdsito
de examinar mas detalladamente los estadisticos de una sola cifra y las técnicas graficas.
Este capitulo estd disefiado para brindar a los estudiantes una presentacion preliminar de
los conceptos fundamentales que les permitirdn entender los detalles posteriores de mayor
complejidad. Se presentan conceptos clave sobre muestreo, recoleccion de datos y disefio
experimental, asi como los aspectos rudimentarios de las herramientas gréificas y la infor-
macion que se obtiene a partir de un conjunto de datos. También se agregaron las graficas
de tallo y hojas, y las de caja y bigotes. Las graficas estdn mejor organizadas y etique-
tadas. El andlisis de la incertidumbre y la variacién en un sistema se ilustra de forma
detallada. Se incluyen ejemplos de cdmo clasificar las caracteristicas importantes de un
sistema o proceso cientifico, y esas ideas se ilustran en ambientes practicos, como procesos
de manufactura, estudios biomédicos, y estudios de sistemas bioldgicos y cientificos de
otros tipos. Se efectia una comparacion entre el uso de los datos discretos y continuos;
también se hace un mayor énfasis en el uso de modelos y de la informacién con respecto a
los modelos estadisticos que se logran obtener mediante las herramientas gréficas.

En los capitulos 2, 3 y 4 se estudian los conceptos basicos de probabilidad, asi como
las variables aleatorias discretas y continuas. Los capitulos 5 y 6 se enfocan en las distri-
buciones discretas y continuas especificas, asi como en las relaciones que existen entre
ellas. En estos capitulos también se destacan ejemplos de aplicaciones de las distribucio-
nes en estudios reales cientificos y de ingenieria. Los estudios de caso, los ejemplos y
una gran cantidad de ejercicios permiten a los estudiantes practicar el uso de tales distri-
buciones. Los proyectos permiten la aplicacién practica de estas distribuciones en la vida
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real mediante el trabajo en equipo. El capitulo 7 es el mds tedrico del libro; en €l se ex-
pone la transformacién de variables aleatorias, y podria ser que no se utilice a menos que
el instructor desee impartir un curso relativamente teérico. El capitulo 8 contiene mate-
rial grafico, el cual amplia el conjunto bdsico de herramientas graficas presentadas y
ejemplificadas en el capitulo 1. Aqui se analizan las graficas de probabilidad y se ilustran
con ejemplos. El muy importante concepto de las distribuciones de muestreo se presenta
de forma detallada, y se proporcionan ejemplos que incluyen el teorema del limite central
y la distribucién de una varianza muestral en una situacién de muestreo independiente y
normal. También se presentan las distribuciones ¢ y F para motivar a los estudiantes a
utilizarlas en los capitulos posteriores. El nuevo material del capitulo 8 ayuda a los estu-
diantes a conocer la importancia de la prueba de hipdtesis mediante la presentacién del
concepto del valor P.

El capitulo 9 contiene material sobre la estimacién puntual y de intervalos de una
muestra y dos muestras. Un andlisis detallado y con ejemplos destaca las diferencias
entre los tipos de intervalos (intervalos de confianza, intervalos de prediccién e interva-
los de tolerancia). Un estudio de caso ilustra los tres tipos de intervalos estadisticos en el
contexto de una situaciéon de manufactura. Este estudio de caso destaca las diferencias
entre los intervalos, sus fuentes y los supuestos en que se basan, asi como cudles son los
intervalos que requieren diferentes tipos de estudios o preguntas. Se afiadié un método
de aproximacion para las inferencias sobre una proporcion. El capitulo 10 inicia con una
presentacion bésica sobre el significado prictico de la prueba de hipétesis, con un énfasis
en conceptos fundamentales como la hipétesis nula y la alternativa, el papel que desem-
pefian la probabilidad y el valor P, asi como la potencia de una prueba. Después, se
presentan ejemplos de pruebas sobre una o dos muestras en condiciones estandar. Tam-
bién se describe la prueba r de dos muestras con observaciones en pares (apareadas). Un
estudio de caso ayuda a los estudiantes a entender el verdadero significado de una inte-
raccién de factores, asi como los problemas que en ocasiones surgen cuando existen in-
teracciones entre tratamientos y unidades experimentales. Al final del capitulo 10 se
incluye una seccién muy importante que relaciona los capitulos 9 y 10 (estimacién y
prueba de hipétesis) con los capitulos 11 a 16, donde se destaca el modelamiento esta-
distico. Es importante que el estudiante esté consciente de la fuerte relacion entre los
capitulos mencionados.

Los capitulos 11 y 12 incluyen material sobre la regresion lineal simple y miltiple,
respectivamente. En esta ediciéon ponemos mucho mas atencion en el efecto que tiene
la colinealidad entre las variables de regresion. Se presenta una situacién que muestra
como el papel que desempefia una sola variable de regresiéon depende en gran parte de
cudles son los regresores que la acompafan en el modelo. Después se revisan los proce-
dimientos secuenciales para la seleccién del modelo (hacia adelante, hacia atrds, por
etapas, etcétera) con respecto a este concepto, asi como los fundamentos para utilizar
ciertos tipos de valores P con tales procedimientos. En el capitulo 12 se estudia material
sobre los modelos no lineales con una presentacion especial de la regresion logistica, la
cual tiene aplicaciones en ingenieria y en las ciencias bioldgicas. El material sobre la re-
gresion multiple es muy extenso, de manera que, como antes se exXpuso, plantea una gran
flexibilidad. Al final del capitulo 12 se incluye un comentario que lo relaciona con los
capitulos 14 y 15. Se agregaron varios elementos para fomentar la comprension del ma-
terial en general. Por ejemplo, al final del capitulo se describen algunas dificultades y
problemas que podrian surgir. Se indica que existen tipos de respuestas que ocurren de
forma natural en la practica, por ejemplo, respuestas de proporciones, de conteo y mu-
chas otras, con las cuales no se debe utilizar la regresion estandar de minimos cuadrados
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debido a que los supuestos de normalidad no se cumplen, y transgredirlos causaria erro-
res muy graves. Se sugiere utilizar la transformacién de datos para reducir el problema
en algunos casos. Nuevamente, los capitulos 13 y 14 sobre el tema del andlisis de varian-
za tienen cierta flexibilidad. En el capitulo 13 se estudia el ANOVA de un factor en el
contexto de un disefio completamente aleatorio. Algunos temas complementarios incluyen
las pruebas sobre las varianzas y las comparaciones multiples. Se destacan las compara-
ciones de tratamientos en bloque, junto con el tema de los bloques completos aleatoriza-
dos. Los métodos graficos se extendieron al ANOVA para ayudar al estudiante a
complementar la inferencia formal con una inferencia pictdrica que facilita la presenta-
cién del material a los cientificos y a los ingenieros. Se incluye un nuevo proyecto donde
los estudiantes incorporan la aleatoriedad adecuada a cada plan, y se utilizan técnicas
gréficas y valores P en el informe de los resultados. En el capitulo 14 se amplia el mate-
rial del capitulo 13 para ajustar dos o mds factores dentro de una estructura factorial. La
presentacion del ANOVA en el capitulo 14 incluye la creacién de modelos aleatorios y
de efectos fijos. En el capitulo 15 se estudia material relacionado con los disefios facto-
riales 2%; los ejemplos y los estudios de caso plantean el uso de disefios de seleccion y
fracciones especiales de orden superior del factorial 2%. Dos elementos nuevos y espe-
ciales son la metodologia de superficie de respuesta (MSR) y el disefio de pardmetros
robustos. Son temas que se relacionan en un estudio de caso que describe e ilustra un
disefo doble de superficie de respuesta, asi como un andlisis que incluye el uso de super-
ficies de respuesta de la media y la varianza de procesos.

Programa de computo

Los estudios de caso, que inician en el capitulo 8, muestran impresiones de listas de
resultados por computadora y material grafico generado con los programas SAS y
MINITAB. El hecho de incluir los célculos por computadora refleja nuestra idea de que
los estudiantes deben contar con la experiencia de leer e interpretar impresiones de listas
de resultados y graficas por computadora, incluso si el software que se utiliza en el libro
no coincide con el que utiliza el profesor. La exposicién a mds de un tipo de programas
aumentaria la experiencia de los estudiantes. No hay razones para creer que el progra-
ma utilizado en el curso coincidird con el que el estudiante tendrd que utilizar en la
préctica después de graduarse. Cuando sea pertinente, los ejemplos y los estudios de
caso en el libro se complementardn con diversos tipos de graficas residuales, cuantilares,
de probabilidad normal y de otros tipos. Tales graficas se incluyen especialmente en los
capitulos 11 a 15.

Complementos

Manual de soluciones para el instructor. Este recurso contiene respuestas a todos los
ejercicios del libro y se puede descargar del Centro de Recursos para Profesor de Pearson.

Diapositivas de PowerPoint® ISBN-10: 0-321-73731-8; ISBN-13: 978-0-321-73731-1.
Las diapositivas incluyen la mayoria de las figuras y las tablas del libro; se pueden des-
cargar del Centro de Recursos para el Profesor de Pearson.



XX Prefacio

Reconocimientos

Estamos en deuda con los colegas que revisaron las anteriores ediciones de este libro y
que nos dieron muchas sugerencias ttiles para esta edicion. Ellos son David Groggel, de
Miami University; Lance Hemlow, de Raritan Valley Community College; Ying Ji, de
University of Texas at San Antonio; Thomas Kline, de University of Northern lowa,
Sheila Lawrence, de Rutgers University; Luis Moreno, de Broome County Community
College; Donald Waldman, de University of Colorado-Boulder y Marlene Will, de Spalding
University. También queremos agradecer a Delray Schulz, de Millersville University,
Roxane Burrows, de Hocking College y Frank Chmely por asegurarse de la exactitud de
este libro.

Nos gustaria agradecer a la editorial y a los servicios de produccion suministrados
por muchas personas de Pearson/Prentice Hall, sobre todo a Deirdre Lynch, la editora en
jefe, a Christopher Cummings, el editor de adquisiciones, a Christine O’Brien, la editora
de contenido ejecutivo, a Tracy Patruno, la editora de produccién y a Sally Lifland, la
editora de produccién. Apreciamos los comentarios y sugerencias ttiles de Gail Magin,
la correctora de estilo. También estamos en deuda con el Centro de Asesoria Estadistica
de Virginia Tech, que fue nuestra fuente de muchos conjuntos reales de datos.

R.HM.
S.L.M.
K.Y.



CAPITULO 1

Introduccion a la estadistica
y al analisis de datos

1.1 Panorama general: inferencia estadistica, muestras, poblaciones
y el papel de la probabilidad

Desde inicios de la década de los ochenta del siglo pasado y hasta lo que ha transcurrido
del siglo xxi1 la industria estadounidense ha puesto una enorme atencién en el mejora-
miento de la calidad. Se ha dicho y escrito mucho acerca del “milagro industrial” en
Japon, que comenzé a mediados del siglo xX. Los japoneses lograron el éxito en donde
otras naciones fallaron, a saber, en la creacién de un entorno que permita la manufactura
de productos de alta calidad. Gran parte del éxito de los japoneses se atribuye al uso de
métodos estadisticos y del pensamiento estadistico entre el personal gerencial.

Empleo de datos cientificos

El uso de métodos estadisticos en la manufactura, el desarrollo de productos alimenti-
cios, el software para computadoras, las fuentes de energia, los productos farmacéuticos
y muchas otras dreas implican el acopio de informacién o datos cientificos. Por su-
puesto que la obtencién de datos no es algo nuevo, ya que se ha realizado por mas de mil
afios. Los datos se han recabado, resumido, reportado y almacenado para su examen
cuidadoso. Sin embargo, hay una diferencia profunda entre el acopio de informacién
cientifica y la estadistica inferencial. Esta dltima ha recibido atencion legitima en déca-
das recientes.

La estadistica inferencial gener6 un niimero enorme de “herramientas” de los méto-
dos estadisticos que utilizan los profesionales de la estadistica. Los métodos estadisticos
se diseflan para contribuir al proceso de realizar juicios cientificos frente a la incerti-
dumbre y a la variacién. Dentro del proceso de manufactura, la densidad de producto de
un material especifico no siempre sera la misma. De hecho, si un proceso es discontinuo
en vez de continuo, la densidad de material no sélo variard entre los lotes que salen de la
linea de produccion (variacién de un lote a otro), sino también dentro de los propios lo-
tes. Los métodos estadisticos se utilizan para analizar datos de procesos como el anterior;
el objetivo de esto es tener una mejor orientacion respecto de cudles cambios se deben
realizar en el proceso para mejorar su calidad. En este proceso la calidad bien podria
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definirse en relacién con su grado de acercamiento a un valor de densidad meta en armo-
nia con qué parte de las veces se cumple este criterio de cercania. A un ingeniero podria
interesarle un instrumento especifico que se utilice para medir el monéxido de azufre en
estudios sobre la contaminacién atmosférica. Si el ingeniero dudara respecto de la efica-
cia del instrumento, tendria que tomar en cuenta dos fuentes de variacién. La primera
es la variacion en los valores del mondxido de azufre que se encuentran en el mismo
lugar el mismo dia. La segunda es la variacion entre los valores observados y la cantidad
real de monéxido de azufre que haya en el aire en ese momento. Si cualquiera de estas
dos fuentes de variacion es excesivamente grande (seguin algtn estdndar determinado
por el ingeniero), quiza se necesite remplazar el instrumento. En un estudio biomédico
de un nuevo farmaco que reduce la hipertension, 85% de los pacientes experimentaron
alivio; aunque por lo general se reconoce que el medicamento actual o el “viejo” alivia
a 80% de los pacientes que sufren hipertensién crénica. Sin embargo, el nuevo farmaco
es mds caro de elaborar y podria tener algunos efectos colaterales. ;Se deberia adoptar
el nuevo medicamento? Este es un problema con el que las empresas farmacéuticas,
junto con la FDA (Federal Drug Administration), se encuentran a menudo (a veces es
mucho mas complejo). De nuevo se debe tomar en cuenta las necesidades de variacion.
El valor del “85%” se basa en cierto nimero de pacientes seleccionados para el estudio.
Tal vez si se repitiera el estudio con nuevos pacientes jel nimero observado de “éxitos”
seria de 75%! Se trata de una variacidn natural de un estudio a otro que se debe tomar en
cuenta en el proceso de toma de decisiones. Es evidente que tal variacién es importante,
ya que la variacién de un paciente a otro es endémica al problema.

Variabilidad en los datos cientificos

En los problemas analizados anteriormente los métodos estadisticos empleados tienen
que ver con la variabilidad y en cada caso la variabilidad que se estudia se encuentra
en datos cientificos. Si la densidad del producto observada en el proceso fuera siempre
la misma y siempre fuera la esperada, no habria necesidad de métodos estadisticos. Si el
dispositivo para medir el monéxido de azufre siempre diera el mismo valor y éste fuera
exacto (es decir, correcto), no se requeriria andlisis estadistico. Si entre un paciente y
otro no hubiera variabilidad inherente a la respuesta al medicamento (es decir, si el far-
maco siempre causara alivio o nunca aliviara), la vida seria muy sencilla para los cienti-
ficos de las empresas farmacéuticas y de la FDA, y los estadisticos no serfan necesarios
en el proceso de toma de decisiones. Los investigadores de la estadistica han originado
un gran nimero de métodos analiticos que permiten efectuar andlisis de datos obtenidos
de sistemas como los descritos anteriormente, lo cual refleja la verdadera naturaleza de
la ciencia que conocemos como estadistica inferencial, a saber, el uso de técnicas que, al
permitirnos obtener conclusiones (o inferencias) sobre el sistema cientifico, nos permiten
ir mds alla de s6lo reportar datos. Los profesionales de la estadistica usan leyes funda-
mentales de probabilidad e inferencia estadistica para sacar conclusiones respecto de los
sistemas cientificos. La informacién se colecta en forma de muestras o conjuntos de
observaciones. En el capitulo 2 se introduce el proceso de muestreo, el cual se continda
analizando a lo largo de todo el libro.

Las muestras se retinen a partir de poblaciones, que son conjuntos de todos los indivi-
duos o elementos individuales de un tipo especifico. A veces una poblacién representa un
sistema cientifico. Por ejemplo, un fabricante de tarjetas para computadora podria desear
eliminar defectos. Un proceso de muestreo implicaria recolectar informacién de 50 tarje-
tas de computadora tomadas aleatoriamente durante el proceso. En este caso la poblacion
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seria representada por todas las tarjetas de computadora producidas por la empresa en un
periodo especifico. Si se lograra mejorar el proceso de produccién de las tarjetas para
computadora y se reuniera una segunda muestra de tarjetas, cualquier conclusién que se
obtuviera respecto de la efectividad del cambio en el proceso deberia extenderse a toda la
poblacién de tarjetas para computadora que se produzcan en el “proceso mejorado”. En
un experimento con farmacos se toma una muestra de pacientes y a cada uno se le admi-
nistra un medicamento especifico para reducir la presion sanguinea. El interés se enfoca
en obtener conclusiones sobre la poblacién de quienes sufren hipertension. A menudo,
cuando la planeacién ocupa un lugar importante en la agenda, es muy importante el acopio
de datos cientificos en forma sistemdtica. En ocasiones la planeacion estd, por necesidad,
bastante limitada. Con frecuencia nos enfocamos en ciertas propiedades o caracteristicas
de los elementos u objetos de la poblacién. Cada caracteristica tiene importancia de inge-
nierfa especifica o, digamos, bioldgica para el “cliente”, el cientifico o el ingeniero que
busca aprender algo acerca de la poblacién. Por ejemplo, en uno de los casos anteriores
la calidad del proceso se relacionaba con la densidad del producto al salir del proceso.
Un(a) ingeniero(a) podria necesitar estudiar el efecto de las condiciones del proceso, la
temperatura, la humedad, la cantidad de un ingrediente particular, etcétera. Con ese fin
podria mover de manera sistematica estos factores a cualesquiera niveles que se sugie-
ran, de acuerdo con cualquier prescripcion o diseiio experimental que se desee. Sin
embargo, un cientifico silvicultor que estd interesado en estudiar los factores que influyen
en la densidad de la madera en cierta clase de drbol no necesariamente tiene que disefar
un experimento. Este caso quiza requiera un estudio observacional, en el cual los datos
se acopian en el campo pero no es posible seleccionar de antemano los niveles de los
factores. Ambos tipos de estudio se prestan a los métodos de la inferencia estadistica. En
el primero, la calidad de las inferencias dependera de la planeacién adecuada del experi-
mento. En el segundo, el cientifico estd a expensas de lo que pueda recopilar. Por ejemplo,
si un agrénomo se interesara en estudiar el efecto de la lluvia sobre la produccién de
plantas seria lamentable que recopilara los datos durante una sequia.

Es bien conocida la importancia del pensamiento estadistico para los administrado-
res y el uso de la inferencia estadistica para el personal cientifico. Los investigadores
obtienen mucho de los datos cientificos. Los datos proveen conocimiento acerca del fe-
némeno cientifico. Los ingenieros de producto y de procesos aprenden mds en sus es-
fuerzos fuera de linea para mejorar el proceso. También logran una comprension valiosa
al reunir datos de produccion (supervision en linea) sobre una base regular, lo cual les
permite determinar las modificaciones que se requiere realizar para mantener el proceso
en el nivel de calidad deseado.

En ocasiones un cientifico s6lo desea obtener alguna clase de resumen de un con-
junto de datos representados en la muestra. En otras palabras, no requiere estadistica
inferencial. En cambio, le serfa util un conjunto de estadisticos o la estadistica descrip-
tiva. Tales nimeros ofrecen un sentido de la ubicacién del centro de los datos, de la va-
riabilidad en los datos y de la naturaleza general de la distribucién de observaciones en
la muestra. Aunque no se incorporen métodos estadisticos especificos que lleven a la
inferencia estadistica, se puede aprender mucho. A veces la estadistica descriptiva va
acompafiada de graficas. El software estadistico moderno permite el calculo de medias,
medianas, desviaciones estindar y otros estadisticos de una sola cifra, asi como el
desarrollo de graficas que presenten una “huella digital” de la naturaleza de la muestra.
En las secciones siguientes veremos definiciones e ilustraciones de los estadisticos y
descripciones de recursos graficos como histogramas, diagramas de tallo y hojas, diagra-
mas de dispersion, graficas de puntos y diagramas de caja.
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El papel de la probabilidad

En los capitulos 2 a 6 de este libro se presentan los conceptos fundamentales de la pro-
babilidad. Un estudio concienzudo de las bases de tales conceptos permitird al lector
comprender mejor la inferencia estadistica. Sin algo de formalismo en teoria de proba-
bilidad, el estudiante no podria apreciar la verdadera interpretacion del andlisis de datos
a través de los métodos estadisticos modernos. Es muy natural estudiar probabilidad
antes de estudiar inferencia estadistica. Los elementos de probabilidad nos permiten
cuantificar la fortaleza o “confianza” en nuestras conclusiones. En este sentido, los con-
ceptos de probabilidad forman un componente significativo que complementa los mé-
todos estadisticos y ayuda a evaluar la consistencia de la inferencia estadistica. Por
consiguiente, la disciplina de la probabilidad brinda la transicién entre la estadistica
descriptiva y los métodos inferenciales. Los elementos de la probabilidad permiten ex-
presar la conclusién en el lenguaje que requieren los cientificos y los ingenieros. El
ejemplo que sigue permite al lector comprender la nocién de un valor-P, el cual a menudo
proporciona el “fundamento” en la interpretacién de los resultados a partir del uso de
métodos estadisticos.

Ejemplo 1.1: ‘ Suponga que un ingeniero se encuentra con datos de un proceso de produccién en el cual
se muestrean 100 articulos y se obtienen 10 defectuosos. Se espera y se anticipa que
ocasionalmente habr4 articulos defectuosos. Obviamente estos 100 articulos representan
la muestra. Sin embargo, se determina que, a largo plazo, la empresa sélo puede tolerar
5% de articulos defectuosos en el proceso. Ahora bien, los elementos de probabilidad
permiten al ingeniero determinar qué tan concluyente es la informacién muestral respec-
to de la naturaleza del proceso. En este caso la poblacion representa conceptualmente
todos los articulos posibles en el proceso. Suponga que averiguamos que, si el proceso
es aceptable, es decir, que su produccion no excede un 5% de articulos defectuosos, hay
una probabilidad de 0.0282 de obtener 10 o m4s articulos defectuosos en una muestra
aleatoria de 100 articulos del proceso. Esta pequena probabilidad sugiere que, en reali-
dad, a largo plazo el proceso tiene un porcentaje de articulos defectuosos mayor al 5%.
En otras palabras, en las condiciones de un proceso aceptable casi nunca se obtendria la
informacién muestral que se obtuvo. Sin embargo, jse obtuvo! Por lo tanto, es evidente
que la probabilidad de que se obtuviera seria mucho mayor si la tasa de articulos defec-
tuosos del proceso fuera mucho mayor que 5%. A

A partir de este ejemplo se vuelve evidente que los elementos de probabilidad ayu-
dan a traducir la informacién muestral en algo concluyente o no concluyente acerca del
sistema cientifico. De hecho, lo aprendido probablemente constituya informacién in-
quietante para el ingeniero o administrador. Los métodos estadisticos (que examinare-
mos con mds detalle en el capitulo 10) produjeron un valor-P de 0.0282. El resultado
sugiere que es muy probable que el proceso no sea aceptable. En los capitulos si-
guientes se trata detenidamente el concepto de valor-P. El proximo ejemplo brinda una
segunda ilustracion.

Ejemplo 1.2: [ Con frecuencia, la naturaleza del estudio cientifico sefalard el papel que desempean la
probabilidad y el razonamiento deductivo en la inferencia estadistica. El ejercicio 9.40
en la pagina 294 proporciona datos asociados con un estudio que se llevo a cabo en el
Virginia Polytechnic Institute and State University acerca del desarrollo de una relacién
entre las raices de los drboles y la accién de un hongo. Los minerales de los hongos se
transfieren a los drboles, y los azicares de los arboles a los hongos. Se plantaron dos
muestras de 10 plantones de roble rojo nortefio en un invernadero, una de ellas contenia
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plantones tratados con nitrégeno y la otra plantones sin tratamiento. Todas las demas
condiciones ambientales se mantuvieron constantes. Todos los plantones contenian el
hongo Pisolithus tinctorus. En el capitulo 9 se incluyen mds detalles. Los pesos en
gramos de los tallos se registraron después de 140 dias y los datos se presentan en la
tabla 1.1.

Tabla 1.1: Conjunto de datos del ejemplo 1.2

Sin nitrégeno  Con nitrogeno

0.32 0.26
0.53 0.43
0.28 0.47
0.37 0.49
0.47 0.52
0.43 0.75
0.36 0.79
0.42 0.86
0.38 0.62
0.43 0.46
e}
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Figura 1.1: Gréfica de puntos de los datos de peso del tallo.

En este ejemplo hay dos muestras tomadas de dos poblaciones distintas. El objeti-
vo del experimento es determinar si el uso del nitrégeno influye en el crecimiento de las
raices. Este es un estudio comparativo (es decir, es un estudio en el que se busca comparar
las dos poblaciones en cuanto a ciertas caracteristicas importantes). Los datos se deben
graficar como se indica en el diagrama de puntos de la figura 1.1. Los valores o represen-
tan los datos “con nitrégeno” y los valores X los datos “sin nitrogeno”.

Observe que la apariencia general de los datos podria sugerir al lector que, en pro-
medio, el uso del nitrégeno aumenta el peso del tallo. Cuatro observaciones con nitroge-
no son considerablemente mds grandes que cualquiera de las observaciones sin nitrégeno.
La mayoria de las observaciones sin nitrégeno parece estar por debajo del centro de los
datos. La apariencia del conjunto de datos parece indicar que el nitrégeno es efectivo.
Pero, ;como se cuantifica esto? ; Como se puede resumir toda la evidencia visual aparente
de manera que tenga algtn significado? Como en el ejemplo anterior, se pueden utilizar
los fundamentos de la probabilidad. Las conclusiones se resumen en una declaracién
de probabilidad o valor-P. Aqui no demostraremos la inferencia estadistica que produce
la probabilidad resumida. Igual que en el ejemplo 1.1, tales métodos se estudiaran en el
capitulo 10. El problema gira alrededor de la “probabilidad de que datos como éstos se
puedan observar”, dado que el nitrogeno no tiene efecto; en otras palabras, dado que
ambas muestras se generaron a partir de la misma poblacién. Suponga que esta probabi-
lidad es pequeiia, digamos de 0.03; un porcentaje que podria constituir suficiente eviden-
cia de que el uso del nitrégeno en realidad influye en el peso promedio del tallo en los
plantones de roble rojo (aparentemente lo aumenta). A
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. Como trabajan juntas la probabilidad y la inferencia estadistica?

Es importante para el lector que comprenda claramente la diferencia entre la disciplina
de la probabilidad, una ciencia por derecho propio, y la disciplina de la estadistica infe-
rencial. Como sefialamos, el uso o la aplicacién de conceptos de probabilidad permite
interpretar la vida cotidiana a partir de los resultados de la inferencia estadistica. En
consecuencia, se afirma que la inferencia estadistica emplea los conceptos de probabili-
dad. A partir de los dos ejemplos anteriores aprendimos que la informacién muestral esta
disponible para el analista y que, con la ayuda de métodos estadisticos y elementos de
probabilidad, podemos obtener conclusiones acerca de alguna caracteristica de la pobla-
cioén (en el ejemplo 1.1 el proceso al parecer no es aceptable, y en el ejemplo 1.2 parece
ser que el nitrégeno en verdad influye en el peso promedio de los tallos). Asi, para un
problema estadistico, la muestra, junto con la estadistica inferencial, nos permite
obtener conclusiones acerca de la poblacion, ya que la estadistica inferencial utiliza
ampliamente los elementos de probabilidad. Tal razonamiento es inductivo por natu-
raleza. Ahora, cuando avancemos al capitulo 2 y los siguientes, el lector encontrara que,
a diferencia de lo que hicimos en nuestros dos ejemplos actuales, no nos enfocaremos en
resolver problemas estadisticos. En muchos de los ejemplos que estudiaremos no utili-
zaremos muestras. Lo que haremos serd describir claramente una poblacién con todas
sus caracteristicas conocidas. Las preguntas importantes se enfocardn en la naturaleza de
los datos que hipotéticamente se podrian obtener a partir de la poblacién. Entonces, po-
driamos afirmar que los elementos de probabilidad nos permiten sacar conclusiones
acerca de las caracteristicas de los datos hipotéticos que se tomen de la poblacion,
con base en las caracteristicas conocidas de la poblacion. Esta clase de razonamiento
es deductivo por naturaleza. La figura 1.2 muestra la relacion bésica entre la probabilidad
y la estadistica inferencial.

Probabilidad

Poblacion Muestra

Inferencia estadistica

Figura 1.2: Relacién bésica entre la probabilidad y la estadistica inferencial.

Abhora bien, en términos generales, ;cudl campo es mds importante, el de la proba-
bilidad o el de la estadistica? Ambos son muy importantes y evidentemente se comple-
mentan. La tinica certeza respecto de la didactica de ambas disciplinas radica en el hecho
de que, si la estadistica se debe ensefiar con un nivel mayor al de un simple “libro de
cocina”, entonces hay que comenzar por ensefiar la disciplina de la probabilidad. Esta
regla se basa en el hecho de que un analista no podra aprender nada sobre una poblacién
a partir de una muestra hasta que aprenda los rudimentos de incertidumbre en esa muestra.
Considere el ejemplo 1.1; en el que la pregunta se centra en si la poblacién, definida
por el proceso, tiene o no mds de 5% de elementos defectuosos. En otras palabras, la
suposicion es que 5 de cada 100 articulos, en promedio, salen defectuosos. Ahora bien,
la muestra contiene 100 articulos y 10 estdn defectuosos. ;Esto apoya o refuta la supo-
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sicion? Aparentemente la refuta porque 10 articulos de cada 100 parecen ser “un trozo
grande”. ;Pero como podriamos saber esto sin tener nociones de probabilidad? La tnica
manera en que podremos aprender las condiciones en las cuales el proceso es aceptable
(5% de defectuosos) es estudiando el material de los siguientes capitulos. La probabilidad
de obtener 10 o mds articulos defectuosos en una muestra de 100 es de 0.0282.

Dimos dos ejemplos en donde los elementos de probabilidad ofrecen un resumen
que el cientifico o el ingeniero pueden usar como evidencia para basar una decision. El
puente entre los datos y la conclusidn estd, por supuesto, basado en los fundamentos de
la inferencia estadistica, la teoria de la distribucion y las distribuciones de muestreos que
se examinaran en capitulos posteriores.

1.2 Procedimientos de muestreo; recoleccion de los datos

En la seccién 1.1 estudiamos muy brevemente el concepto de muestreo y el proceso de
muestreo. Aunque el muestreo parece ser un concepto simple, la complejidad de las
preguntas que se deben contestar acerca de la poblacion, o las poblaciones, en ocasiones
requiere que el proceso de muestreo sea muy complejo. El concepto de muestreo se
examinard de manera técnica en el capitulo 8, pero aqui nos esforzaremos por dar algu-
nas nociones de sentido comiin sobre el muestreo. Esta es una transicién natural hacia el
andlisis del concepto de variabilidad.

Muestreo aleatorio simple

La importancia del muestreo adecuado gira en torno al grado de confianza con que el
analista es capaz de responder las preguntas que se plantean. Supongamos que s6lo hay
una poblacién en el problema. Recuerde que en el ejemplo 1.2 habia dos poblaciones
implicadas. El muestreo aleatorio simple significa que cierta muestra dada de un tamario
muestral especifico tiene la misma probabilidad de ser seleccionada que cualquiera
otra muestra del mismo tamafo. El término tamafio muestral simplemente indica el
nimero de elementos en la muestra. Evidentemente, en muchos casos se puede utilizar
una tabla de nimeros aleatorios para seleccionar la muestra. La ventaja del muestreo
aleatorio simple radica en que ayuda a eliminar el problema de tener una muestra que
refleje una poblacién diferente (quizd mas restringida) de aquella sobre la cual se nece-
sitan realizar las inferencias. Por ejemplo, se elige una muestra para contestar diferentes
preguntas respecto de las preferencias politicas en cierta entidad de Estados Unidos. La
muestra implica la eleccién de, digamos, 1000 familias y una encuesta a aplicar. Ahora
bien, suponga que no se utiliza el muestreo aleatorio, sino que todas o casi todas las
1000 familias se eligen de una zona urbana. Se considera que las preferencias politicas en
las dreas rurales difieren de las de las dreas urbanas. En otras palabras, la muestra obte-
nida en realidad confiné a la poblacién y, por lo tanto, las inferencias también se tendran
que restringir a la “poblacion confinada”, y en este caso el confinamiento podria resultar
indeseable. Si, de hecho, se necesitara hacer las inferencias respecto de la entidad como
un todo, a menudo se dirfa que la muestra con un tamafo de 1000 familias aqui descrita
es una muestra sesgada.

Como antes sugerimos, el muestreo aleatorio simple no siempre es adecuado. El
enfoque alternativo que se utilice dependera de la complejidad del problema. Con frecuen-
cia, por ejemplo, las unidades muestrales no son homogéneas y se dividen naturalmente
en grupos que no se traslapan y que son homogéneos. Tales grupos se llaman estratos, y
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un procedimiento llamado muestreo aleatorio estratificado implica la seleccién al azar
de una muestra dentro de cada estrato. El propésito de esto es asegurarse de que ningu-
no de los estratos esté sobrerrepresentado ni subrepresentado. Por ejemplo, suponga que
se aplica una encuesta a una muestra para reunir opiniones preliminares respecto de un
referéndum que se piensa realizar en determinada ciudad. La ciudad estd subdividida en
varios grupos étnicos que representan estratos naturales y, para no excluir ni sobrerrepre-
sentar a algin grupo de cada uno de ellos, se eligen muestras aleatorias separadas de
cada grupo.

Diseiio experimental

El concepto de aleatoriedad o asignacion aleatoria desempefia un papel muy importante
en el drea del disefio experimental, que se presenté brevemente en la seccién 1.1 y es
un fundamento muy importante en casi cualquier drea de la ingenierfa y de la ciencia
experimental. Estudiaremos este tema con detenimiento en los capitulos 13 a 15. Sin
embargo, es conveniente introducirlo aqui brevemente en el contexto del muestreo alea-
torio. Un conjunto de los llamados tratamientos o combinaciones de tratamientos se
vuelven las poblaciones que se van a estudiar o a comparar en algin sentido. Un ejem-
plo es el tratamiento “con nitrégeno” versus “‘sin nitrégeno” del ejemplo 1.2. Otro ejemplo
sencillo serfa “placebo” versus “medicamento activo” o, en un estudio sobre la fatiga por
corrosion, tendriamos combinaciones de tratamientos que impliquen especimenes con
recubrimiento o sin recubrimiento, asi como condiciones de alta o de baja humedad, a
las cuales se somete el espécimen. De hecho, habrian cuatro combinaciones de factores
o de tratamientos (es decir, 4 poblaciones), y se podrian formular y responder muchas
preguntas cientificas usando los métodos estadisticos e inferenciales. Considere primero
la situacion del ejemplo 1.2. En el experimento hay 20 plantones enfermos implicados.
A partir de los datos es facil observar que los plantones son diferentes entre si. Dentro
del grupo tratado con nitrégeno (o del grupo que no se traté con nitrégeno) hay variabi-
lidad considerable en el peso de los tallos, la cual se debe a lo que por lo general se de-
nomina unidad experimental. Este es un concepto tan importante en la estadistica infe-
rencial que no es posible describirlo totalmente en este capitulo. La naturaleza de la
variabilidad es muy importante. Si es demasiado grande, debido a que resulta de una
condicion de excesiva falta de homogeneidad en las unidades experimentales, la variabi-
lidad “eliminard” cualquier diferencia detectable entre ambas poblaciones. Recuerde
que en este caso €so No ocurrio.

La grafica de puntos de la figura 1.1 y el valor-P indican una clara distincién entre
esas dos condiciones. ;Qué papel desempeiian tales unidades experimentales en el pro-
ceso mismo de recoleccion de los datos? El enfoque por sentido comtn y, de hecho, es-
tandar, es asignar los 20 plantones o unidades experimentales aleatoriamente a las dos
condiciones o tratamientos. En el estudio del medicamento podriamos decidir utilizar
un total de 200 pacientes disponibles, quienes serdn claramente distinguibles en algin
sentido. Ellos son las unidades experimentales. No obstante, tal vez todos tengan una
condicidn crénica que podria ser tratada con el farmaco. Asi, en el denominado disefio
completamente aleatorio, se asignan al azar 100 pacientes al placebo y 100 al medica-
mento activo. De nuevo, son estas unidades experimentales en el grupo o tratamiento las
que producen la variabilidad en el resultado de los datos (es decir, la variabilidad en el
resultado medido), digamos, de la presién sanguinea o cualquier valor de la eficacia de
un medicamento que sea importante. En el estudio de la fatiga por corrosién las unidades
experimentales son los especimenes que se someten a la corrosion.
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Por qué las unidades experimentales se asignan aleatoriamente?

(Cual es el posible efecto negativo de no asignar aleatoriamente las unidades experi-
mentales a los tratamientos o a las combinaciones de tratamientos? Esto se observa mas
claramente en el caso del estudio del medicamento. Entre las caracteristicas de los pa-
cientes que producen variabilidad en los resultados estdn la edad, el género y el peso.
Tan sé6lo suponga que por casualidad el grupo del placebo contiene una muestra de
personas que son predominantemente mds obesas que las del grupo del tratamiento.
Quiza los individuos mds obesos muestren una tendencia a tener una presion sanguinea
mads elevada, lo cual evidentemente sesgard el resultado y, por lo tanto, cualquier resul-
tado que se obtenga al aplicar la inferencia estadistica podria tener poco que ver con el
efecto del medicamento, pero mucho con las diferencias en el peso de ambas muestras
de pacientes.

Deberfamos enfatizar la importancia del término variabilidad. La variabilidad ex-
cesiva entre las unidades experimentales “disfraza” los hallazgos cientificos. En seccio-
nes posteriores intentaremos clasificar y cuantificar las medidas de variabilidad. En las
siguientes secciones presentaremos y analizaremos cantidades especificas que se calcu-
lan en las muestras; las cantidades proporcionan una idea de la naturaleza de la muestra
respecto de la ubicacién del centro de los datos y la variabilidad de los mismos. Un ana-
lisis de varias de tales medidas de un solo nimero permite ofrecer un predimbulo de que
la informacion estadistica serd un componente importante de los métodos estadisticos
que se utilizardn en capitulos posteriores. Estas medidas, que ayudan a clasificar la natu-
raleza del conjunto de datos, caen en la categoria de estadisticas descriptivas. Este
material es una introduccidn a una presentacion breve de los métodos pictdricos y gra-
ficos que van incluso mas alld en la caracterizacion del conjunto de datos. El lector de-
beria entender que los métodos estadisticos que se presentan aqui se utilizaran a lo largo
de todo el texto. Para ofrecer una imagen mads clara de lo que implican los estudios de
disefio experimental se presenta el ejemplo 1.3.

Se realiz6 un estudio sobre la corrosion con la finalidad de determinar si al recubrir una
aleacion de aluminio con una sustancia retardadora de la corrosién, el metal se corroe
menos. El recubrimiento es un protector que los anunciantes afirman que minimiza el
dafio por fatiga en esta clase de material. La influencia de la humedad sobre la magnitud
de la corrosién también es de interés. Una medicion de la corrosién puede expresarse en
millares de ciclos hasta la ruptura del metal. Se utilizaron dos niveles de recubrimiento:
sin recubrimiento y con recubrimiento quimico contra la corrosién. También se conside-
raron dos niveles de humedad relativa, de 20% y 80%, respectivamente.

El experimento implica las cuatro combinaciones de tratamientos que se listan en la
siguiente tabla. Se usan ocho unidades experimentales, que son especimenes de alumi-
nio preparados, dos de los cuales se asignan aleatoriamente a cada una de las cuatro
combinaciones de tratamiento. Los datos se presentan en la tabla 1.2.

Los datos de la corrosion son promedios de los dos especimenes. En la figura 1.3 se
presenta una grafica con los promedios. Un valor relativamente grande de ciclos hasta la
ruptura representa una cantidad pequefia de corrosién. Como se podria esperar, al parecer
un incremento en la humedad hace que empeore la corrosion. El uso del procedimiento
de recubrimiento quimico contra la corrosioén parece reducir la corrosion. A

En este ejemplo de disefio experimental el ingeniero eligié sistemdticamente las
cuatro combinaciones de tratamiento. Para vincular esta situacién con los conceptos con
los que el lector se ha familiarizado hasta aqui, deberfamos suponer que las condiciones

Ejemplo 1.3:
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Tabla 1.2: Datos para el ejemplo 1.3

Promedio de corrosion

Recubrimiento Humedad en miles de ciclos hasta la ruptura
Sin recubrimiento 20% 975
80% 350
Con recubrimiento 20% 1750
quimico contra la corrosiéon ~ 80% 1550
2000

Con recubrimiento quimico
contra la corrosiéon

Re]
O
[0}
£
o
o
& 1000
[%2]
o
S
(@]
Sin recubrimiento
0 1 1
20% 80%
Humedad

Figura 1.3: Resultados de corrosion para el ejemplo 1.3.

que representan las cuatro combinaciones de tratamientos son cuatro poblaciones sepa-
radas y que los dos valores de corrosion observados en cada una de las poblaciones
constituyen importantes piezas de informacién. La importancia del promedio al captar y
resumir ciertas caracteristicas en la poblacion se destacard en la seccién 1.3. Aunque a
partir de la figura podriamos sacar conclusiones acerca del papel que desempefia la hu-
medad y del efecto de recubrir los especimenes, no podemos evaluar con exactitud los
resultados de un punto de vista analitico sin tomar en cuenta la variabilidad alrededor
del promedio. De nuevo, como sefialamos con anterioridad, si los dos valores de corro-
sién en cada una de las combinaciones de tratamientos son muy cercanos, la imagen
de la figura 1.3 podria ser una descripcion precisa. Pero si cada valor de la corrosién en
la figura es un promedio de dos valores que estdn ampliamente dispersos, entonces esta
variabilidad podria, de hecho, en verdad “eliminar” cualquier informacién que parezca
difundirse cuando tan sélo se observan los promedios. Los siguientes ejemplos ilustran
estos conceptos:

1. La asignacion aleatoria a las combinaciones de tratamientos (recubrimiento/
humedad) de las unidades experimentales (especimenes).

2. El uso de promedios muestrales (valores de corrosion promedio) para resumir
la informacién muestral.

3. La necesidad de considerar las medidas de variabilidad en el analisis de cual-
quier muestra o conjunto de muestras.
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Este ejemplo sugiere la necesidad de estudiar el tema que se expone en las seccio-
nes 1.3 y 1.4, es decir, el de las estadisticas descriptivas que indican las medidas de la
ubicacién del centro en un conjunto de datos, y aquellas con las que se mide la variabilidad.

1.3 Medidas de localizacion: la media y la mediana de una muestra

Definicion 1.1:

Definicion 1.2:

Las medidas de localizacién estdn disefiadas para brindar al analista algunos valores
cuantitativos de la ubicacion central o de otro tipo de los datos en una muestra. En el ejem-
plo 1.2 parece que el centro de la muestra con nitrégeno claramente excede al de la
muestra sin nitrégeno. Una medida obvia y muy util es la media de la muestra. La me-
dia es simplemente un promedio numérico.

Suponga que las observaciones en una muestra son x,, x,, ..., X,. La media de la mues-
tra, que se denota con X, es

)_C:Zﬁle-i-)(z-i-"'-i-xn.

. n n
=1

Hay otras medidas de tendencia central que se explican con detalle en capitulos
posteriores. Una medida importante es la mediana de la muestra. El propésito de la
mediana de la muestra es reflejar la tendencia central de la muestra de manera que no sea
influida por los valores extremos.

Dado que las observaciones en una muestra son Foao 3 coon 3L g acomodadas en orden de
magnitud creciente, la mediana de la muestra es

5 = J Xeon2 si n es impar,
=31 .
7 XajatXnp241), si n es par.

Por ejemplo, suponga que el conjunto de datos es el siguiente: 1.7, 2.2,3.9,3.11 y
14.7. La media y la mediana de la muestra son, respectivamente,

X =512, x=30.

Es evidente que la media es influida de manera considerable por la presencia de la
observacién extrema, 14.7; en tanto que el lugar de la mediana hace énfasis en el verda-
dero “centro” del conjunto de datos. En el caso del conjunto de datos de dos muestras del
ejemplo 1.2, las dos medidas de tendencia central para las muestras individuales son

X (sin nitrégeno) = 0.399 gramos,
X (sin nitrégeno) = w = 0.400 gramos,
X (con nitrégeno) = 0.565 gramos,
X (con nitrégeno) = w = 0.505 gramos.

Es evidente que hay una diferencia conceptual entre la media y la mediana. Para el
lector con ciertas nociones de ingenieria quiza sea de interés que la media de la muestra
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es el centroide de los datos en una muestra. En cierto sentido es el punto en el cual se
puede colocar un fulcro (apoyo) para equilibrar un sistema de “pesos”, que son las ubi-
caciones de los datos individuales. Esto se muestra en la figura 1.4 respecto de la muestra
“con nitrégeno”.

0
—to— : —0—100—01—0— ‘ —o— : —o+ +o—
025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 0.85 0.90

Figura 1.4: Media de la muestra como centroide del peso del tallo con nitrégeno.

En capitulos posteriores la base para el cdlculo de X es un estimado de la media de
la poblacién. Como antes sefialamos, el propésito de la inferencia estadistica es obtener
conclusiones acerca de las caracteristicas o parametros y la estimacion es una caracte-
ristica muy importante de la inferencia estadistica.

La mediana y la media pueden ser muy diferentes entre si. Observe, sin embargo,
que en el caso de los datos del peso de los tallos el valor de la media de la muestra para
“sin nitrégeno” es bastante similar al valor de la mediana.

Otras medidas de localizacion

Hay muchos otros métodos para calcular la ubicacién del centro de los datos en la mues-
tra. No los trataremos en este momento. Por lo general las alternativas para la media de
la muestra se disefian con el fin de generar valores que representen relacion entre la me-
dia y la mediana. Rara vez utilizamos alguna de tales medidas. Sin embargo, es aleccio-
nador estudiar una clase de estimadores conocida como media recortada, la cual se
calcula “quitando” cierto porcentaje de los valores mayores y menores del conjunto. Por
ejemplo, la media recortada al 10% se encuentra eliminando tanto el 10% de los valores
mayores como el 10% de los menores, y calculando el promedio de los valores restantes.
En el caso de los datos del peso de los tallos, eliminariamos el valor mas alto y el mas
bajo, ya que el tamaiio de la muestra es 10 en cada caso. De manera que para el grupo
sin nitrégeno la media recortada al 10% estd dada por

B 0.32 4+ 0.37 4+ 047 + 0.43 + 0.36 + 0.42 + 0.38 + 0.43
Xreco) = 3 = 0.39750,

y para la media recortada al 10% del grupo con nitrégeno tenemos

4 47 A 52 7 i .62 46
’_CreC(m):O 3+0.47+049 +0.5 ;—O 5+079+0.62+0 — 0.56625.

Observe que en este caso, como se esperaba, las medias recortadas estdn cerca tanto
de la media como de la mediana para las muestras individuales. Desde luego, el enfo-
que de la media recortada es menos sensible a los valores extremos que la media de la
muestra, pero no tan insensible como la mediana. Ademas, el método de la media recor-
tada utiliza mds informacién que la mediana de la muestra. Advierta que la mediana de
la muestra es, de hecho, un caso especial de la media recortada, en el cual se eliminan
todos los datos de la muestra y queda sélo el central o dos observaciones.



Ejercicios

Ejercicios

1.1 Se registran las siguientes mediciones para el
tiempo de secado (en horas) de cierta marca de
pintura esmaltada.

34 25 48 29 36
28 33 56 37 28
44 40 52 3.0 438

Suponga que las mediciones constituyen una muestra
aleatoria simple.
a) (Cudl es el tamafio de la muestra anterior?
b) Calcule la media de la muestra para estos datos.
¢) Calcule la mediana de la muestra.
d) Grafique los datos utilizando una grafica de puntos.
e) Calcule la media recortada al 20% para el conjun-
to de datos anterior.
f) ¢(Lamedia muestral para estos datos es mas o me-
nos descriptiva como centro de localizacién, que
la media recortada?

1.2 Segin la revista Chemical Engineering, una pro-
piedad importante de una fibra es su absorcién del
agua. Se toma una muestra aleatoria de 20 pedazos de
fibra de algodén y se mide la absorcién de cada uno.
Los valores de absorcién son los siguientes:

18.71 21.41 20.72 21.81 19.29 2243 20.17
2371 19.44 20.50 1892 20.33 23.00 22.85
19.25 21.77 22.11 19.77 18.04 21.12

a) Calcule la media y la mediana muestrales para los
valores de la muestra anterior.

b) Calcule la media recortada al 10%.

¢) Elabore una grifica de puntos con los datos de la
absorcion.

d) Si se utilizan sélo los valores de la media, la me-
diana y la media recortada, ;hay evidencia de va-
lores extremos en los datos?

1.3 Se utiliza cierto polimero para los sistemas de
evacuacion de los aviones. Es importante que el poli-
mero sea resistente al proceso de envejecimiento. Se
utilizaron veinte especimenes del polimero en un expe-
rimento. Diez se asignaron aleatoriamente para expo-
nerse a un proceso de envejecimiento acelerado del
lote, el cual implica la exposicion a altas temperaturas
durante 10 dias. Se hicieron las mediciones de resisten-
cia a la tension de los especimenes y se registraron los
siguientes datos sobre resistencia a la tensién en psi.

227 222 218 217 225
218 216 229 228 221
Con envejecimiento: 219 214 215 211 209
218 203 204 201 205
a) Elabore la grafica de puntos de los datos.
b) (En la grifica que obtuvo parece que el proceso
de envejecimiento tuvo un efecto en la resistencia

Sin envejecimiento:

13

a la tensién de este polimero? Explique su res-
puesta.

c) Calcule la resistencia a la tensién de la media de la
muestra en las dos muestras.

d) Calcule la mediana de ambas. Analice la similitud
o falta de similitud entre la media y la mediana de
cada grupo.

1.4 En un estudio realizado por el Departamento de
Ingenieria Mecdnica del Tecnolégico de Virginia
se compararon las varillas de acero que abastecen dos
compaififas diferentes. Se fabricaron diez resortes de
muestra con las varillas de metal proporcionadas por
cada una de las compaiiias y se registraron sus medidas
de flexibilidad. Los datos son los siguientes:

CompaiifaA: 93 88 6.8 87 85

67 80 65 92 70
CompaiifaB: 11.0 9.8 9.9 10.2 10.1
9.7 11.0 11.1 102 9.6

a) Calcule la media y la mediana de la muestra para
los datos de ambas compaiiias.

b) Grafique los datos para las dos compaiiias en la mis-
ma linea y explique su conclusion respecto de cual-
quier aparente diferencia entre las dos compaiiias.

1.5 Veinte hombres adultos de entre 30 y 40 afios de
edad participaron en un estudio para evaluar el efecto
de cierto régimen de salud, que incluye dieta y ejerci-
cio, en el colesterol sanguineo. Se eligieron aleatoria-
mente diez para el grupo de control y los otros diez se
asignaron para participar en el régimen como el grupo
de tratamiento durante un periodo de seis meses. Los
siguientes datos muestran la reduccién en el colesterol
que experimentaron en ese periodo los 20 sujetos:

Grupo de control: 7 3 -4 14 2
5 22 -7 9 5

Grupo de tratamiento: —6 5 9 4 4
12 37 5 3 3

a) Elabore una grafica de puntos con los datos de am-
bos grupos en la misma grafica.

b) Calcule la media, la mediana y la media recortada
al 10% para ambos grupos.

¢) Explique por qué la diferencia en las medias sugie-
re una conclusion acerca del efecto del régimen, en
tanto que la diferencia en las medianas o las me-
dias recortadas sugiere una conclusion diferente.

1.6 Laresistencia a la tension del caucho de silicio se
considera una funcién de la temperatura de vulcanizado.
Se llevé a cabo un estudio en el que se prepararon
muestras de 12 especimenes del caucho utilizando tempe-
raturas de vulcanizado de 20°C y 45°C. Los siguientes
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datos presentan los valores de resistencia a la tension ~ b) Calcule la resistencia a la tensiéon media muestral

en megapascales.

para ambas muestras.

20°C: 2.07 2.14 222 203 221 2.03 c) Alobservar la gréfica, ;le parece que la temperatu-
205 2.18 2.09 2.14 211 2.02 ra de vulcanizado influye en la resistencia a la ten-
45°C: 2.52 215 249 203 237 205 sién? Explique su respuesta.
1.99 242 208 242 229 201 d) (En qué otra cosa, al parecer, influye el incremen-
a) Elabore una grifica de puntos con los datos, tanto to en la temperatura de vulcanizado? Explique su
de los valores de resistencia a la tensién a tempe- respuesta.

ratura alta como los de a temperatura baja.

1.4 Medidas de variabilidad

La variabilidad de una muestra desempefia un papel importante en el andlisis de datos. La
variabilidad de procesos y productos es un hecho real en los sistemas cientificos y de
ingenieria: el control o la reduccién de la variabilidad de un proceso a menudo es una
fuente de mayores dificultades. Cada vez mds ingenieros y administradores de procesos
estdn aprendiendo que la calidad del producto y, como resultado, las utilidades que se
derivan de los productos manufacturados es, con mucho, una funcién de la variabili-
dad del proceso. En consecuencia, gran parte de los capitulos 9 a 15 se dedica al ana-
lisis de datos y a los procedimientos de modelado en los que la variabilidad de la muestra
desempefia un papel significativo. Incluso en problemas pequefios de andlisis de datos el
éxito de un método estadistico especifico podria depender de la magnitud de la variabi-
lidad entre las observaciones en la muestra. Las medidas de ubicacién en una muestra no
brindan un resumen adecuado de la naturaleza de un conjunto de datos. Considere el
ejemplo 1.2, en el que no podemos concluir que el uso del nitrégeno aumenta el creci-
miento sin tomar en cuenta la variabilidad de la muestra.

Aunque los detalles del andlisis de este tipo de conjuntos de datos se estudiardn en
el capitulo 9, a partir de la figura 1.1 deberia quedar claro que la variabilidad entre las
observaciones sin nitrégeno y la variabilidad entre las observaciones con nitrégeno tie-
ne, desde luego, alguna consecuencia. De hecho, parece que la variabilidad dentro de la
muestra con nitrégeno es mayor que la de la muestra sin nitrégeno. Quizds haya algo
acerca de la inclusién del nitrégeno que no sélo incrementa el peso de los tallos (x de
0.565 gramos en comparacion con una X de 0.399 gramos para la muestra sin nitrégeno),
sino que también incrementa la variabilidad en el peso de los tallos (es decir, provoca
que el peso de los tallos sea mds inconsistente).

Por ejemplo, compare los dos conjuntos de datos de abajo. Cada uno contiene dos
muestras y la diferencia en las medias es aproximadamente la misma para ambas, aunque el
conjunto de datos B parece proporcionar un contraste mucho mads claro entre las dos pobla-
ciones de las que se tomaron las muestras. Si el propésito de tal experimento es detectar la
diferencia entre las dos poblaciones, esto se logra en el caso del conjunto de datos B. Sin
embargo, en el conjunto de datos A la amplia variabilidad dentro de las dos muestras
ocasiona dificultad. De hecho, no es claro que haya una diferencia entre las dos poblaciones.

Conjunto de datos A: X X X X X X 0XX00XXX0 0000000
A

X

X 0

Conjunto de datos B: X X X X X X X X XXX 00000000000
A

X

X 0

x>

x1=>
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Rango y desviacion estandar de la muestra

Definicion 1.3:

Asi como hay muchas medidas de tendencia central o de localizacién, hay muchas
medidas de dispersion o variabilidad. Quiza la mas simple sea el rango de la muestra
X, — X, El rango puede ser muy ttil y se examina con amplitud en el capitulo 17
sobre control estadistico de calidad. La medida muestral de dispersion que se utiliza mas
a menudo es la desviacion estandar de la muestra. Nuevamente denotemos con X,

Xppeeer X, los valores de la muestra.

La varianza de la muestra, denotada con s, estd dada por

2 . (xi_J_C)2
& _Z n—1 -

i=1

La desviacion estandar de la muestra, denotada con s, es la raiz cuadrada positiva de
52, es decir,

s =Vs2

Para el lector deberia quedar claro que la desviacién estdndar de la muestra es, de
hecho, una medida de variabilidad. Una variabilidad grande en un conjunto de datos
produce valores relativamente grandes de (x — X)* y, por consiguiente, una varianza
muestral grande. La cantidad n — 1 a menudo se denomina grados de libertad asocia-
dos con la varianza estimada. En este ejemplo sencillo los grados de libertad representan
el nimero de piezas de informacién independientes disponibles para calcular la variabi-
lidad. Por ejemplo, suponga que deseamos calcular la varianza de la muestra y la desvia-
cién estdndar del conjunto de datos (5, 17, 6, 4). El promedio de la muestra es x = 8. El
célculo de la varianza implica:

5—8*+(7—=8+ (6 -8+ —8>=(-32+9+ (=2)*+ (-4~

n
Las cantidades dentro de los paréntesis suman cero. En general, > (x; —X) = 0
i=1
(véase el ejercicio 1.16 de la pagina 31). Entonces, el cdlculo de la varianza de una mues-
tra no implica n desviaciones cuadradas independientes de la media X. De hecho,
como el ultimo valor de x — X es determinado por los primeros n — 1 valores, decimos
que éstas son n — 1 “piezas de informacién” que produce s> Por consiguiente, hay n — 1
grados de libertad en vez de n grados de libertad para calcular la varianza de una muestra.

Ejemplo 1.4: [Enun ejemplo que se estudia ampliamente en el capitulo 10, un ingeniero se interesa en

probar el “sesgo” en un medidor de pH. Los datos se recaban con el medidor mediante
la medicién del pH de una sustancia neutra (pH = 7.0). Se toma una muestra de tamafio
10 y se obtienen los siguientes resultados:

7.07 7.00 7.10 6.97 7.00 7.03 7.01 7.01 6.98 7.08.

La media de la muestra X estd dada por

¢ 7.07 +7.00+71.010 +...+ 7.08=7.0250.
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La varianza de la muestra s estd dada por

2 = é[(7.o7 — 7.025)2 +(7.00 — 7.025)2 + (7.10 — 7.025)
+ -+ 4 (7.08 —7.025)2] = 0.001939.

Como resultado, la desviacion estdndar de la muestra estd dada por

5s=4/0.001939 = 0.044.

Asi que la desviacién estandar de la muestra es 0.0440 con n — 1 = 9 grados de
libertad. .

Unidades para la desviacion estandar y la varianza

A partir de la definicién 1.3 deberia ser evidente que la varianza es una medida de la
desviacion cuadratica promedio de la media X. Empleamos el término desviacion cua-
drdtica promedio aun cuando la definicién utilice una divisién entre n — 1 grados de
libertad en vez de n. Desde luego, si n es grande, la diferencia en el denominador es in-
consecuente. Por lo tanto, la varianza de la muestra tiene unidades que son el cuadrado
de las unidades en los datos observados; aunque la desviacion estdndar de la muestra se
encuentra en unidades lineales. Considere los datos del ejemplo 1.2. Los pesos del tallo
se miden en gramos. Como resultado, las desviaciones estindar de la muestra estdn en
gramos y las varianzas se miden en gramos?®. De hecho, las desviaciones estdndar indivi-
duales son 0.0728 gramos para el caso sin nitrégeno y 0.1867 gramos para el grupo con
nitrégeno. Observe que la desviacion estdndar en verdad indica una variabilidad mucho
mas grande en la muestra con nitrégeno. Esta condicion se destaca en la figura 1.1.

(Cual es la medida de variabilidad mas importante?

Como indicamos antes, el rango de la muestra tiene aplicaciones en el drea del control
estadistico de la calidad. Quizas el lector considere que es redundante utilizar la varianza
de la muestra y la desviacion estdndar de la muestra. Ambas medidas reflejan el mismo
concepto en la variabilidad de la medicion, pero la desviacion estdndar de la muestra
mide la variabilidad en unidades lineales; en tanto que la varianza muestral se mide en
unidades cuadradas. Ambas desempefian papeles importantes en el uso de los métodos
estadisticos. Mucho de lo que se logra en el contexto de la inferencia estadistica implica
la obtencion de conclusiones acerca de las caracteristicas de poblaciones. Entre tales
caracteristicas son constantes los denominados parametros de la poblacion. Dos para-
metros importantes son la media de la poblacién y la varianza de la poblacién. La
varianza de la muestra desempefia un papel explicito en los métodos estadisticos que se
utilizan para obtener inferencias sobre la varianza de la poblacién. La desviacion estan-
dar de la muestra desempefia un papel importante, junto con la media de la muestra, en
las inferencias que se realizan acerca de la media de la poblacién. En general, la varian-
za se considera mds en la teoria inferencial, mientras que la desviacion estandar se utiliza
mads en aplicaciones.
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Ejercicios

1.7 Considere los datos del tiempo de secado del
ejercicio 1.1 de la pagina 13. Calcule la varianza de la
muestra y la desviacién estdndar de la muestra.

1.8 Calcule la varianza de la muestra y la desviacion
estandar para los datos de absorcion del agua del ejer-
cicio 1.2 de la pagina 13.

1.9 El ejercicio 1.3 de la pagina 13 present6 datos de
resistencia a la tension de dos muestras, una en la que
los especimenes se expusieron a un proceso de enveje-
cimiento y otra en la que no se efectud tal proceso en
los especimenes.

a) Calcule la varianza de la muestra, asi como su des-
viacién estdandar, en cuanto a la resistencia a la
tensién en ambas muestras.

b) (Parece haber alguna evidencia de que el envejeci-
miento afecta la variabilidad en la resistencia a la

1.5 Datos discretos y continuos
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tension? (Véase también la gréfica para el ejercicio
1.3 de la pagina 13).

1.10 Para los datos del ejercicio 1.4 de la pagina 13 cal-
cule tanto la media como la varianza de la “flexibilidad”
para las compaiiias A y B. ;Parece que hay una diferencia
de flexibilidad entre la compaiiia A y la compaiifa B?

1.11 Considere los datos del ejercicio 1.5 de la pagi-
na 13. Calcule la varianza de la muestra y la desviacion
estandar de la muestra para ambos grupos: el de trata-
miento y el de control.

1.12  Para el ejercicio 1.6 de la pagina 13 calcule la
desviacion estdndar muestral de la resistencia a la ten-
sion para las muestras, de forma separada para ambas
temperaturas. ;Parece que un incremento en la tempe-
ratura influye en la variabilidad de la resistencia a la
tension? Explique su respuesta.

La inferencia estadistica a través del andlisis de estudios observacionales o de disefios
experimentales se utiliza en muchas dreas cientificas. Los datos reunidos pueden ser
discretos o continuos, segin el drea de aplicacioén. Por ejemplo, un ingeniero quimico
podria estar interesado en un experimento que lo lleve a condiciones en que se maximice
la produccion. Aqui, por supuesto, la produccién se expresaria en porcentaje, o gramos/
libra, medida en un continuo. Por otro lado, un toxicélogo que realice un experimento de
combinacién de farmacos quizds encuentre datos que son binarios por naturaleza (es
decir, el paciente responde o no lo hace).

En la teoria de la probabilidad se hacen distinciones importantes entre datos discretos
y continuos que nos permiten hacer inferencias estadisticas. Con frecuencia las aplica-
ciones de la inferencia estadistica se encuentran cuando se trabaja con datos por conteo.
Por ejemplo, un ingeniero podria estar interesado en estudiar el nimero de particulas
radiactivas que pasan a través de un contador en, digamos, 1 milisegundo. Al personal
responsable de la eficiencia de una instalacién portuaria podria interesarle conocer las
caracteristicas del nimero de buques petroleros que llegan diariamente a cierta ciudad
portuaria. En el capitulo 5 se examinardn varios escenarios diferentes que conducen a
distintas formas de manejo de los datos para situaciones con datos por conteo.

Incluso en esta fase inicial del texto se deberia poner especial atencién a algunos
detalles que se asocian con datos binarios. Son muchas las aplicaciones que requieren
el analisis estadistico de datos binarios. Con frecuencia la medicién que se utiliza en el
analisis es la proporcion muestral. En efecto, la situacién binaria implica dos categorias.
Si en los datos hay n unidades y x se define como el nimero que cae en la categoria 1, en-
tonces n — x cae en la categoria 2. Asi, x/n es la proporciéon muestral en la categoria 1 y
1 — x/n es la proporcién muestral en la categoria 2. En la aplicacién biomédica, por
ejemplo, 50 pacientes representarian las unidades de la muestra y si, después de que se
les suministra el medicamento, 20 de los 50 experimentaran mejoria en sus malestares
estomacales (que son comunes en los 50), entonces % = 0.4 serfa la proporcion muestral
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para la cual el medicamento tuvo éxito, y 1 — 0.4 = 0.6 serfa la proporcién muestral para
la cual el farmaco no tuvo éxito. En realidad, la medicién numérica fundamental
para datos binarios por lo general se denota con 0 o con 1. Este es el caso de nuestro
ejemplo médico, en el que un resultado exitoso se denota con un 1 y uno no exitoso con
un 0. Entonces, la proporcién muestral es en realidad una media muestral de unos y ce-
ros. Para la categoria de éxitos,

Xy +xa+--+x50 1+1+0+---+0+1 20

50 50 T 50

0.4.

. Qué clases de problemas se resuelven en situaciones con datos binarios?

Los tipos de problemas que enfrentan cientificos e ingenieros que usan datos binarios no
son muy dificiles, a diferencia de aquellos en los que las mediciones de interés son las
continuas. Sin embargo, se utilizan técnicas diferentes debido a que las propiedades es-
tadisticas de las proporciones muestrales son bastante diferentes de las medias muestra-
les que resultan de los promedios tomados de poblaciones continuas. Considere los datos
del ejemplo en el ejercicio 1.6 de la pagina 13. El problema estadistico subyacente en
este caso se enfoca en si una intervencién, digamos un incremento en la temperatura de
vulcanizado, alterard la resistencia a la tensién de la media de la poblacién que se asocia
con el proceso del caucho de silicio. Por otro lado, en el drea de control de calidad, su-
ponga que un fabricante de neumdticos para automavil informa que en un embarque con
5000 neumadticos, seleccionados aleatoriamente del proceso, hay 100 defectuosos. Aqui
la proporcién muestral es % = 0.02. Luego de realizar un cambio en el proceso dise-
flado para reducir los neumaticos defectuosos, se toma una segunda muestra de 5000 y
se encuentran 90 defectuosos. La proporcién muestral se redujo a % = 0.018. En-
tonces, surge una pregunta: “‘;La disminucién en la proporcién muestral de 0.02 a 0.018
es suficiente para sugerir una mejoria real en la proporcién de la poblacién?” En ambos
casos se requiere el uso de las propiedades estadisticas de los promedios de la muestra:
uno de las muestras de poblaciones continuas y el otro de las muestras de poblaciones
discretas (binarias). En ambos casos la media de la muestra es un estimado de un para-
metro de la poblacién, una media de la poblacion en el primer caso (es decir, la media
de la resistencia a la tensién) y una proporcién de la poblacién (o sea, la proporcién de
neumdticos defectuosos en la poblacién) en el segundo caso. Asi que aqui tenemos esti-
mados de la muestra que se utilizan para obtener conclusiones cientificas respecto de los
pardmetros de la poblacién. Como indicamos en la seccidn 1.3, éste es el tema general
en muchos problemas pricticos en los que se usa la inferencia estadistica.

1.6 Modelado estadistico, inspeccion cientifica y diagndsticos graficos

A menudo, el resultado final de un andlisis estadistico es la estimacién de los pardmetros
de un modelo postulado. Este es un proceso natural para los cientificos y los ingenie-
ros, ya que con frecuencia usan modelos. Un modelo estadistico no es determinista, es
mds bien un modelo que conlleva algunos aspectos probabilisticos. A menudo una forma
de modelo es la base de las suposiciones que hace el analista. En el ejemplo 1.2 el cien-
tifico podria desear determinar, a través de la informacién de la muestra, algtin nivel de
distincion entre las poblaciones tratadas con nitrégeno y las poblaciones no tratadas. El
andlisis podria requerir cierto modelo para los datos; por ejemplo, que las dos muestras
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provengan de distribuciones normales o gaussianas. Véase el capitulo 6 para el estudio
de la distribucién normal.

Es evidente que quienes utilizan métodos estadisticos no pueden generar la infor-
macién o los datos experimentales suficientes para describir a la totalidad de la pobla-
cion. Pero es frecuente que se utilicen los conjuntos de datos para aprender sobre ciertas
propiedades de la poblacién. Los cientificos y los ingenieros estdn acostumbrados a
manejar conjuntos de datos. Deberia ser obvia la importancia de describir o resumir la
naturaleza de los conjuntos de datos. Con frecuencia el resumen grifico de un conjunto
de datos puede proporcionar informacién sobre el sistema del que se obtuvieron los da-
tos. Por ejemplo, en las secciones 1.1 y 1.3 mostramos graficas de puntos.

En esta seccidn se estudia con detalle el papel del muestreo y de la graficacién de
los datos para mejorar la inferencia estadistica. Nos limitamos a presentar algunas gra-
ficas sencillas, pero a menudo efectivas, que complementan el estudio de poblaciones
estadisticas.

Diagrama de dispersion

A veces el modelo postulado puede tener una forma algo mds compleja. Por ejemplo,
considere a un fabricante de textiles que disefia un experimento en donde se producen
especimenes de tela que contienen diferentes porcentajes de algodén. Considere los da-
tos de la tabla 1.3.

Tabla 1.3: Resistencia a la tension

Porcentaje del algodén Resistencia a la tension

15 7,7,9, 8,10
20 19, 20, 21, 20, 22
25 21, 21, 17, 19, 20
30 87,8,9, 10

Se fabrican cinco especimenes de tela para cada uno de los cuatro porcentajes de
algodon. En este caso tanto el modelo para el experimento como el tipo de andlisis que
se utiliza deberian tomar en cuenta el objetivo del experimento y los insumos importan-
tes del cientifico textil. Algunas graficas sencillas podrian mostrar la clara distincién
entre las muestras. Véase la figura 1.5; las medias y la variabilidad muestrales se describen
bien en el diagrama de dispersion. El objetivo de este experimento podria ser simple-
mente determinar cudles porcentajes de algodén son verdaderamente distintos de los
otros. En otras palabras, como en el caso de los datos con nitrégeno y sin nitrégeno,
(para cudles porcentajes de algodon existen diferencias claras entre las poblaciones o, de
forma mds especifica, entre las medias de las poblaciones? En este caso quizds un mode-
lo razonable es que cada muestra proviene de una distribucién normal. Aqui el objetivo
es muy semejante al de los datos con nitrégeno y sin nitrégeno, excepto que se incluyen
mads muestras. El formalismo del andlisis implica nociones de prueba de hipdtesis, los
cuales se examinardn en el capitulo 10. A propdsito, quizds este formalismo no sea
necesario a la luz del diagrama de diagnéstico. Pero, ;describe éste el objetivo real del
experimento y, por consiguiente, el enfoque adecuado para el andlisis de datos? Es pro-
bable que el cientifico anticipe la existencia de una resistencia a la tension mdxima de la
media de la poblacion en el rango de concentracién de algodén en el experimento. Aqui
el andlisis de los datos deberfa girar en torno a un tipo diferente de modelo, es decir, uno
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que postule un tipo de estructura que relacione la resistencia a la tensién de la media de la
poblacién con la concentracién de algodén. En otras palabras, un modelo se puede escri-
bir como

K, =B, +B,C+B,C°%

en donde p, _es la resistencia a la tensién de la media de la poblacién, que varia con la
cantidad de algodoén en el producto C. La implicacién de este modelo es que, para un
nivel fijo de algodén, hay una poblacién de mediciones de resistencia a la tension y la
media de la poblacion es y, . Este tipo de modelo, que se denomina modelo de regre-
sion, se estudiara en los capitulos 11 y 12. La forma funcional la elige el cientifico. A
veces el andlisis de datos puede sugerir que se cambie el modelo. Entonces el analista de
datos “considera” un modelo que se pueda alterar después de hacer cierto analisis. El uso
de un modelo empirico va acompafiado por la teoria de estimacion, donde 3, 3, y 3,
se estiman a partir de los datos. Ademads, la inferencia estadistica se puede, entonces,
utilizar para determinar lo adecuado del modelo.

— N N
[6)] o [¢)]
T T T

Resistencia a la tension

—
o
T

5 Il Il Il Il
15 20 25 30

Porcentaje de algodon

Figura 1.5: Diagrama de dispersion de la resistencia a la tensién
y los porcentajes de algodén.

Aqui se hacen evidentes dos puntos de las dos ilustraciones de datos: 1) el tipo de
modelo que se emplea para describir los datos a menudo depende del objetivo del expe-
rimento, y 2) la estructura del modelo deberia aprovechar el insumo cientifico no estadis-
tico. La seleccion de un modelo representa una suposicion fundamental sobre la que
se basa la inferencia estadistica resultante. A lo largo del libro se hara evidente la im-
portancia que las graficas pueden llegar a tener. A menudo las graficas ilustran informa-
cién que permite que los resultados de la inferencia estadistica formal se comuniquen
mejor al cientifico o al ingeniero. A veces las grificas o el analisis exploratorio de los
datos pueden ensefiar al analista informaciéon que no se obtiene del andlisis formal.
Casi cualquier andlisis formal requiere suposiciones que se desarrollan a partir del mo-
delo de datos. Las gréficas pueden resaltar la violacion de suposiciones que de otra
forma no se notarfan. A lo largo del libro las grificas se utilizardn de manera extensa
para complementar el andlisis formal de los datos. En las siguientes secciones se pre-
sentan algunas herramientas graficas que son utiles para el andlisis exploratorio o des-
criptivo de los datos.
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Diagrama de tallo y hojas

Los datos estadisticos obtenidos de poblaciones grandes pueden ser muy utiles para es-
tudiar el comportamiento de la distribucidn si se presentan en una combinacién tabular
y gréfica conocida como diagrama de tallo y hojas.

Para ejemplificar la elaboracién de un diagrama de tallo y hojas considere los datos
de la tabla 1.4, que especifican la “vida” de 40 baterias para automdvil similares, regis-
tradas al décimo de afio mds cercano. Las baterias se garantizan por tres afios. Comience
por dividir cada observacion en dos partes: una para el tallo y otra para las hojas, de
manera que el tallo represente el digito entero que antecede al decimal y la hoja corres-
ponda a la parte decimal del nimero. En otras palabras, para el nimero 3.7 el digito 3 se
designa al tallo y el 7 a la hoja. Para nuestros datos los cuatro tallos 1, 2, 3 y 4 se listan
verticalmente del lado izquierdo de la tabla 1.5, en tanto que las hojas se registran en el
lado derecho correspondiente al valor del tallo adecuado. Entonces, la hoja 6 del niimero
1.6 se registra enfrente del tallo 1; la hoja 5 del ntimero 2.5 enfrente del tallo 2; y asi
sucesivamente. El nimero de hojas registrado junto a cada tallo se anota debajo de la
columna de frecuencia.

Tabla 1.4: Vida de las baterias para automoévil

22 41 35 45 32 37 3.0 26
34 16 3.1 33 38 31 47 37
25 43 34 36 29 33 39 31
33 31 37 44 32 41 19 34
47 38 32 26 39 3.0 42 35

Tabla 1.5: Diagrama de tallo y hojas de la vida de las baterfas

Tallo Hoja Frecuencia
1 69 2
2 25669 5
3 0011112223334445567778899 25
4 11234577 8

El diagrama de tallo y hojas de la tabla 1.5 contiene sélo cuatro tallos y, en conse-
cuencia, no ofrece una representacioén adecuada de la distribucién. Para solucionar este
problema es necesario aumentar el nimero de tallos en nuestro diagrama. Una manera
sencilla de hacerlo consiste en escribir dos veces cada valor del tallo y después registrar
las hojas 0, 1, 2, 3 y 4 enfrente del valor del tallo adecuado, donde aparezca por primera
vez; y las hojas 5, 6, 7, 8 y 9 enfrente de este mismo valor del tallo, donde aparece la
segunda vez. El diagrama doble de tallo y hojas modificado se ilustra en la tabla 1.6,
donde los tallos que corresponden a las hojas 0 a 4 fueron codificados con el simbolo *
y los tallos correspondientes a las hojas 5 a 9 con el simbolo -.

En cualquier problema dado debemos decidir cudles son los valores del tallo ade-
cuados. Esta decision se toma hasta cierto punto de manera arbitraria, aunque debemos
guiarnos por el tamafio de nuestra muestra. Por lo general elegimos entre 5 y 20 tallos.
Cuanto mds pequeia sea la cantidad de datos disponibles, mds pequefia serd nuestra
eleccién del nimero de tallos. Por ejemplo, si los datos constan de nimeros del 1 al 21,
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los cuales representan el nimero de personas en la fila de una cafeteria en 40 dias labo-
rables seleccionados al azar, y elegimos un diagrama doble de tallo y hojas, los tallos
serfan 0%, 0., 1 %, 1. y 2% de manera que la observaciéon de 1 mds pequefia tiene tallo
0% y hoja 1, el nimero 18 tiene tallo 1+ y hoja 8, y la observacion de 21 mas grande tiene
tallo 2% y hoja 1. Por otro lado, si los datos constan de ndmeros de $18,800 a $19,600,
que representan las mejores ventas posibles de 100 automdviles nuevos, obtenidos de
cierto concesionario, y elegimos un diagrama sencillo de tallo y hojas, los tallos serian
188, 189, 190, ..., 196 y las hojas contendrian ahora dos digitos cada una. Un automdvil
que se vende en $19,385 tendrfa un valor de tallo de 193 y 85 en los dos digitos de la
hoja. En el diagrama de tallo y hojas, las hojas de digitos miiltiples que pertenecen al
mismo tallo por lo regular estdn separadas por comas. En los datos generalmente se
ignoran los puntos decimales cuando todos los nimeros a la derecha del punto decimal
representan hojas, como en el caso de las tablas 1.5 y 1.6. Sin embargo, si los datos
constaran de niimeros que van de 21.8 a 74.9, podriamos elegir los digitos 2, 3,4, 5,6y
7 como los tallos, de manera que un nimero como 48.3 tendria un valor de tallo de 4
y un valor de hoja de 8.3.

Tabla 1.6: Diagrama doble de tallo y hojas para la vida de las baterias

Tallo Hoja Frecuencia
1 69 2
2% 2 1
2- 5669 4
3% 001111222333444 15
3. 5567778899 10
4x 11234 5
4. 577 3

El diagrama de tallo y hojas representa una manera eficaz de resumir los datos. Otra
forma consiste en el uso de la distribucion de frecuencias, donde los datos, agrupados
en diferentes clases o intervalos, se pueden construir contando las hojas que pertenecen
a cada tallo y considerando que cada tallo define un intervalo de clase. En la tabla 1.5 el
tallo 1 con 2 hojas define el intervalo 1.0-1.9, que contiene 2 observaciones; el tallo 2
con 5 hojas define el intervalo 2.0-2.9, que contiene 5 observaciones; el tallo 3 con 25
hojas define el intervalo 3.0-3.9, con 25 observaciones; y el tallo 4 con 8§ hojas define el
intervalo 4.0-4.9, que contiene 8§ observaciones. Para el diagrama doble de tallo y hojas
de la tabla 1.6 los tallos definen los siete intervalos de clase 1.5-1.9, 2.0-2.4, 2.5-2.9,
3.0-3.4,3.5-3.9,4.0-4.4 y 4.5-4.9, con frecuencias 2, 1, 4, 15, 10, 5 y 3, respectivamente.

Al dividir cada frecuencia de clase entre el niimero total de observaciones, obtenemos la
proporcién del conjunto de observaciones en cada una de las clases. Una tabla que lista
las frecuencias relativas se denomina distribucion de frecuencias relativas. En la ta-
bla 1.7 se presenta la distribucion de frecuencias relativas para los datos de la tabla 1.4,
que muestra los puntos medios de cada intervalo de clase.

La informacién que brinda una distribucién de frecuencias relativas en forma tabu-
lar es mds facil de entender si se presenta en forma grafica. Con los puntos medios de
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Tabla 1.7: Distribucion de frecuencias relativas de la vida de las baterias

Intervalo Punto medio Frecuencia, Frecuencia

de clase de la clase f relativa
1.5-1.9 1.7 2 0.050
2.0-2.4 22 1 0.025
2.5-2.9 2.7 4 0.100
3.0-3.4 32 15 0.375
3.5-3.9 3.7 10 0.250
4.0-4.4 4.2 5 0.125
4.5-4.9 4.7 3 0.075
0.3751
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Figura 1.6: Histograma de frecuencias relativas.

cada intervalo y las frecuencias relativas correspondientes construimos un histograma
de frecuencias relativas (figura 1.6).

Muchas distribuciones de frecuencias continuas se pueden representar graficamente
mediante la curva en forma de campana caracteristica de la figura 1.7. Herramientas
graficas como las de las figuras 1.6 y 1.7 ayudan a comprender la naturaleza de la pobla-
cién. En los capitulos 5 y 6 examinaremos una propiedad de la poblacion que se conoce
como distribucion. Aunque mds adelante en este texto se proporcionard una definicién
mas precisa de una distribucién o de una distribucién de probabilidad, aqui podemos
visualizarla como la que se podria haber visto en el limite de la figura 1.7 cuando el ta-
mafio de la muestra aumentara.

Se dice que una distribucion es simétrica si se puede doblar a lo largo de un eje
vertical de manera que ambos lados coincidan. Si una distribucién carece de simetria
respecto de un eje vertical, se dice que estd sesgada. La distribucién que se ilustra en la
figura 1.8a se dice que estd sesgada a la derecha porque tiene una cola derecha larga y
una cola izquierda mucho mds corta. En la figura 1.8b observamos que la distribucién es
simétrica; mientras que en la figura 1.8c estd sesgada a la izquierda.

Al girar un diagrama de tallo y hojas en direccion contraria a la de las manecillas del
reloj en un dngulo de 90°, vemos que las columnas de hojas que resultan forman una
imagen parecida a un histograma. Por lo tanto, si nuestro objetivo principal al observar
los datos es determinar la forma general o la forma de la distribucidn, rara vez serd ne-
cesario construir un histograma de frecuencias relativas.
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0 1 2 3 4 5 6
Vida de la bateria (afios)

Figura 1.7: Estimacién de la distribucién de frecuencias.

@ (b) ©

Figura 1.8: Sesgo de los datos.

Grafica de caja y bigote o grafica de caja

Otra presentacion que es util para reflejar propiedades de una muestra es la grafica de
cajay bigote, la cual encierra el rango intercuartil de los datos en una caja que contiene
la mediana representada. El rango intercuartil tiene como extremos el percentil 75 (cuar-
til superior) y el percentil 25 (cuartil inferior). Ademas de la caja se prolongan “bigotes”,
que indican las observaciones alejadas en la muestra. Para muestras razonablemente
grandes la presentacion indica el centro de localizacion, la variabilidad y el grado de
asimetria.

Ademads, una variacion denominada grafica de caja puede ofrecer al observador
informacion respecto de cudles observaciones son valores extremos. Los valores extre-
mos son observaciones que se consideran inusualmente alejadas de la masa de datos.
Existen muchas pruebas estadisticas disefiadas para detectar este tipo de valores. Técni-
camente se puede considerar que un valor extremo es una observacién que representa un
“evento raro” (existe una probabilidad pequefia de obtener un valor que esté lejos de la
masa de datos). El concepto de valores extremos volvera a surgir en el capitulo 12 en el
contexto del andlisis de regresion.
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La informacién visual en las gréaficas de caja y bigote o en las de caja no intenta ser
una prueba formal de valores extremos, mds bien se considera una herramienta de diag-
néstico. Aunque la determinacion de cudles observaciones son valores extremos varia de
acuerdo con el tipo de software que se emplee, un procedimiento comun para determi-
narlo consiste en utilizar un multiplo del rango intercuartil. Por ejemplo, si la distancia
desde la caja excede 1.5 veces el rango intercuartil (en cualquier direccién), la observa-
cidén se podria considerar un valor extremo.

Ejemplo 1.5: | Se midi6 el contenido de nicotina en una muestra aleatoria de 40 cigarrillos. Los datos
se presentan en la tabla 1.8.

Tabla 1.8: Valores de nicotina para el ejemplo 1.5

1.09 192 231 179 228 174 147 197
085 124 158 203 1.70 217 255 211
1.86 190 1.68 151 1.64 072 1.69 1.85
1.82 179 246 188 208 1.67 137 193
140 1.64 209 175 1.63 237 175 1.69

1.0 15 20 25

Nicotina

Figura 1.9: Gréfica de caja y bigote para el ejemplo 1.5.

La figura 1.9 muestra la gréifica de caja y bigote de los datos, la cual describe las
observaciones 0.72 y 0.85 como valores extremos moderados en la cola inferior; en
tanto que la observacion 2.55 es un valor extremo moderado en la cola superior. En este
ejemplo el rango intercuartil es 0.365, y 1.5 veces el rango intercuartil es 0.5475. Por
otro lado, la figura 1.10 presenta un diagrama de tallo y hojas. A

Ejemplo 1.6: | Considere los datos de la tabla 1.9, que constan de 30 muestras que miden el grosor de
las “asas” de latas de pintura (véase el trabajo de Hogg y Ledolter de 1992 en la biblio-
grafia). La figura 1.11 describe una grafica de caja y bigote para este conjunto asimétrico
de datos. Observe que el bloque izquierdo es considerablemente mas grande que el
bloque de la derecha. La mediana es 35. El cuartil inferior es 31, mientras que el supe-
rior es 36. Advierta también que la observacién alejada de la derecha estd mas lejos de
la caja que la observacién extrema de la izquierda. No hay valores extremos en este
conjunto de datos. A
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El punto decimal se encuentra 1 digito(s) a la izquierdade I
712

8 | 5

9 |

10 | 9

11 |

12 | 4

13 | 7

14 | 07

15 | 18

16 | 3447899
17 | 045599
18 | 2568

19 | 0237

20 | 389

21 | 17

22 | 8

23 | 17

24 | 6

25 | 5

Figura 1.10: Diagrama de tallo y hojas para los datos de nicotina.

Tabla 1.9: Datos para el ejemplo 1.6

Muestra Mediciones Muestra Mediciones
1 29 36 39 34 34 16 3530 3529 37
2 29 29 28 32 31 17 40 31 38 35 31
3 34 34 39 38 37 18 3536 30 33 32
4 3537 33 38 41 19 35 34 35 30 36
5 30 29 31 38 29 20 3535 31 38 36
6 34 31 37 39 36 21 32 36 36 32 36
7 30 35 33 40 36 22 36 37 32 34 34
8 28 28 31 34 30 23 29 34 33 37 35
9 32 36 38 38 35 24 36 36 35 37 37
10 3530 37 35 31 25 36 30 35 33 31
11 3530 35 38 35 26 35 30 29 38 35
12 38 34 35 35 31 27 3536 30 34 36
13 34 3533 30 34 28 3530 36 29 35
14 40 35 34 33 35 29 38 36 35 31 31
15 34 35 38 35 30 30 30 34 40 28 30

Existen otras formas en las que las graficas de caja y bigote, y otras presentaciones
gréficas, pueden ayudar al analista. Las muestras multiples se pueden comparar de for-
ma grafica. Los diagramas de los datos pueden sugerir relaciones entre las variables y las
gréficas ayudan a detectar anomalias u observaciones extremas en las muestras.

Existen otros tipos diferentes de diagramas y herramientas graficas, los cuales
se estudiardn en el capitulo 8 después de presentar otros detalles tedricos.
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28 30 32 34 3 38 40

Pintura

Figura 1.11: Gréfica de caja y bigote del grosor de las “asas” de latas de pintura.

Otras caracteristicas distintivas de una muestra

Hay caracteristicas de la distribucion o de la muestra, ademads de las medidas del centro de
localizacién y variabilidad, que definen atiin mas su naturaleza. Por ejemplo, en tanto que
la mediana divide los datos (o su distribucién) en dos partes, existen otras medidas
que dividen partes o segmentos de la distribucién que pueden ser muy ttiles. Una sepa-
racién en cuatro partes se hace mediante cuartiles, donde el tercer cuartil separa el cuarto
(25%) superior del resto de los datos, el segundo cuartil es la mediana y el primer cuartil
separa el cuarto (25%) inferior del resto de los datos. La distribucién puede dividirse
incluso mas detalladamente calculando los percentiles. Tales cantidades dan al analista
una nocién de las denominadas colas de la distribucion (es decir, los valores que son
relativamente extremos, ya sean pequefios o grandes). Por ejemplo, el percentil 95 separa
el 5% superior del 95% inferior. Para los extremos en la parte inferior o cola inferior de
la distribucién prevalecen definiciones similares. El primer percentil separa el 1% infe-
rior del resto de la distribucién. El concepto de percentiles desempefiard un papel signi-
ficativo en buena parte de lo que estudiaremos en los siguientes capitulos.

1.7 Tipos generales de estudios estadisticos: diseiio experimental,
estudio observacional y estudio retrospectivo

En las siguientes secciones destacaremos el concepto de muestreo de una poblacion y el
uso de los métodos estadisticos para aprender o quizd para reafirmar la informacién re-
levante acerca de una poblacién. La informacién que se busca y que se obtiene mediante
el uso de tales métodos estadisticos a menudo influye en la toma de decisiones, asi como
en la resolucién de problemas en diversas dreas importantes de ingenieria y cientificas.
Como ilustracién, el ejemplo 1.3 describe un experimento sencillo, en el cual los resul-
tados brindan ayuda para determinar los tipos de condiciones en los que no se recomienda
utilizar una aleacién de aluminio especifica que podria ser muy vulnerable a la corro-
sién. Los resultados serian utiles no sélo para quienes fabrican la aleacién, sino también
para los clientes que consideren adquirirla. Este caso, y muchos otros que se incluyen en
los capitulos 13 a 15, resaltan el concepto de condiciones experimentales disefiadas o
controladas (combinaciones de condiciones de recubrimiento y humedad), que son de
interés para aprender sobre algunas caracteristicas o mediciones (nivel de corrosién) que
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surgen de tales condiciones. En las mediciones de la corrosion se emplean métodos es-
tadisticos que utilizan tanto medidas de tendencia central como de variabilidad. Como
usted verd mds adelante en este texto, tales métodos con frecuencia nos guian hacia un
modelo estadistico como el que se examind en la seccién 1.6. En este caso el modelo se
puede usar para estimar (o predecir) las medidas de la corrosién como una funcién de la
humedad y el tipo de recubrimiento utilizado. De nuevo, para desarrollar este tipo de
modelos es muy Util emplear las estadisticas descriptivas que destacan las medidas de ten-
dencia central y de variabilidad.

La informacién que se ofrece en el ejemplo 1.3 ilustra de manera adecuada los tipos
de preguntas de ingenieria que se plantean y se responden aplicando los métodos esta-
disticos que se utilizan en un disefio experimental y se presentan en este texto. Tales
preguntas son las siguientes:

i. ;Cuadl es la naturaleza del efecto de la humedad relativa sobre la corrosién de la
aleacion de aluminio dentro del rango de humedad relativa en este experimento?

ii. (El recubrimiento quimico contra la corrosién reduce los niveles de corrosion
y existe alguna manera de cuantificar el efecto?

iii. (Hay alguna interaccién entre el tipo de recubrimiento y la humedad relativa
que influya en la corrosion de la aleacién? Si es asi, ;como se podria interpretar?

., Qué es interaccion?

La importancia de las preguntas i. y ii. deberia quedar clara para el lector, ya que ambas
tienen que ver con aspectos importantes tanto para los productores como para los usua-
rios de la aleacidn. jPero qué sucede con la pregunta iii.? El concepto de interaccion se
estudiard con detalle en los capitulos 14 y 15. Considere la gréifica de la figura 1.3, la cual
ejemplifica la deteccidn de la interaccion entre dos factores en un disefio experimental
simple. Observe que las lineas que conectan las medias de la muestra no son paralelas.
El paralelismo habria indicado que el efecto (visto como un resultado de la pendiente
de las lineas) de la humedad relativa es igual, es decir, negativo, tanto en la condicién sin
recubrimiento como en la condicién con recubrimiento quimico contra la corrosion.
Recuerde que la pendiente negativa implica que la corrosion se vuelve mds pronunciada a
medida que aumenta la humedad. La ausencia de paralelismo implica una interaccién
entre el tipo de recubrimiento y la humedad relativa. La linea casi “horizontal” para el
recubrimiento contra la corrosion, opuesta a la pendiente mas pronunciada para la con-
dicién sin recubrimiento, sugiere que el recubrimiento quimico contra la corrosion no
solo es benéfico (observe el desplazamiento entre las lineas), sino que la presencia
del recubrimiento revela que el efecto de la humedad es despreciable. Salta a la vista que
todas estas cuestiones son muy importantes para el efecto de los dos factores individua-
les y para la interpretacion de la interaccion, si estd presente.

Los modelos estadisticos son muy utiles para responder preguntas como las descritas
en i, ii y iii, en donde los datos provienen de un disefio experimental. Sin embargo, no
siempre se cuenta con el tiempo o los recursos que permiten usar un disefio experimen-
tal. Por ejemplo, hay muchos casos en los que las condiciones de interés para el cientifico
o el ingeniero simplemente no se pueden implementar debido a que es imposible controlar
los factores importantes. En el ejemplo 1.3 la humedad relativa y el tipo de recubrimiento
(o la ausencia de éste) son bastante faciles de controlar. Desde luego, se trata del rasgo
distintivo de un disefio experimental. En muchos campos los factores a estudiar no pue-
den ser controlados por diversas razones. Un control riguroso como el del ejemplo 1.3
permite al analista confiar en que las diferencias encontradas (como en los niveles de
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corrosion) se deben a los factores que se pueden controlar. Considere el ejercicio 1.6 de la
pagina 13 como otro ejemplo. En este caso suponga que se eligen 24 especimenes de
caucho de silicio y que se asignan 12 a cada uno de los niveles de temperatura de vulca-
nizado. Las temperaturas se controlan cuidadosamente, por lo que éste es un ejemplo de
disefio experimental con un solo factor, que es la temperatura de vulcanizado. Se podria
suponer que las diferencias encontradas en la media de la resistencia a la tensioén son atri-
buibles a las diferentes temperaturas de vulcanizado.

. Qué sucede si no se controlan los factores?

Suponga que los factores no se controlan y que no hay asignacion aleatoria a los trata-
mientos especificos para las unidades experimentales, y que se necesita obtener informa-
ci6n a partir de un conjunto de datos. Como ejemplo considere un estudio donde el interés
se centra en la relacion entre los niveles de colesterol sanguineo y la cantidad de sodio
medida en la sangre. Durante cierto periodo se reviso el colesterol sanguineo y el nivel de
sodio de un grupo de individuos. En efecto, es posible obtener alguna informacién ttil
de tal conjunto de datos. Sin embargo, deberia quedar claro que no es posible hacer
un control estricto de los niveles de sodio. De manera ideal, los sujetos deberian dividir-
se aleatoriamente en dos grupos, donde uno fuera el asignado a un nivel alto especifico
de sodio en la sangre, y el otro a un nivel bajo especifico de sodio en la sangre, pero es
obvio que esto no es posible. Evidentemente los cambios en los niveles de colesterol se
deben a cambios en uno o diversos factores que no se controlaron. Este tipo de estudio,
sin control de factores, se denomina estudio observacional, el cual la mayorfa de las
veces implica una situacién en que los sujetos se observan a través del tiempo.

Los estudios biol6gicos y biomédicos a menudo tienen que ser observacionales. Sin
embargo, este tipo de estudios no se restringen a dichas dreas. Por ejemplo, considere un
estudio diseflado para determinar la influencia de la temperatura ambiental sobre la ener-
gia eléctrica que consumen las instalaciones de una planta quimica. Es evidente que los
niveles de la temperatura ambiental no se pueden controlar, por lo tanto, la inica manera
en que se puede supervisar la estructura de los datos es a partir de los datos de la planta
a través del tiempo.

Es importante destacar que una diferencia bdsica entre un experimento bien disefiado
y un estudio observacional es la dificultad para determinar la causa y el efecto verdaderos
con este dltimo. Asimismo, las diferencias encontradas en la reaccién fundamental (por
ejemplo, niveles de corrosion, colesterol sanguineo, consumo de energia eléctrica en una
planta) podrian deberse a otros factores subyacentes que no se controlaron. De manera
ideal, en un disefio experimental los factores perturbadores serian compensados me-
diante el proceso de aleatoriedad. En realidad, los cambios en los niveles de colesterol
sanguineo podrian deberse a la ingestion de grasa, a la realizacién de actividad fisica,
etc. El consumo de energia eléctrica podria estar afectado por la cantidad de bienes pro-
ducidos o incluso por la pureza de éstos.

Otra desventaja de los estudios observacionales, que a menudo se ignora cuando €s-
tos se comparan con experimentos cuidadosamente disefiados, es que, a diferencia de
estos ultimos, los observacionales estdn a merced de circunstancias no controladas, natu-
rales, ambientales o de otros tipos, que repercuten en los niveles de los factores de interés.
Por ejemplo, en el estudio biomédico acerca de la influencia de los niveles de sodio en la
sangre sobre el colesterol sanguineo es posible que haya, de hecho, una influencia sig-
nificativa, pero el conjunto de datos especifico usado no involucré la suficiente variacion
observada en los niveles de sodio debido a la naturaleza de los sujetos elegidos. Desde
luego, en un disefio experimental el analista elige y controla los niveles de los factores.
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Un tercer tipo de estudio estadistico que podria ser muy {til, pero que tiene notables
desventajas cuando se le compara con un disefio experimental, es el estudio retrospec-
tivo. Esta clase de estudio emplea estrictamente datos histéricos, que se obtienen duran-
te un periodo especifico. Una ventaja evidente de los datos retrospectivos es el bajo
costo de la recopilacion de datos. Sin embargo, como se podria esperar, también tiene
desventajas claras:

i. Lavalidezy la confiabilidad de los datos histéricos a menudo son cuestionables.

ii. Si el tiempo es un aspecto relevante en la estructura de los datos, podria haber
datos faltantes.

iii. Podrian existir errores en la recopilacion de los datos que no se conocen.

iv. De nuevo, como en el caso de los datos observacionales, no hay control en los
rangos de las variables a medir (es decir, en los factores a estudiar). De hecho,
las variaciones que se encuentran en los datos histéricos a menudo no son sig-
nificativas para estudios actuales.

En la seccién 1.6 se puso cierto énfasis en los modelos de las relaciones entre variables.
Presentamos el concepto de andlisis de regresion, el cual se estudia en los capitulos 11y 12,
y se considera como una forma del andlisis de datos para los disefios experimentales que
se examinaran en los capitulos 14 y 15. En la seccién 1.6 se utilizé6 a modo de ejemplo
un modelo que relaciona la media poblacional de la resistencia a la tensién de la tela con
los porcentajes de algodon, en el cual 20 especimenes de tela representaban las unidades
experimentales. En este caso, los datos provienen de un disefio experimental simple, en
el que los porcentajes de algodén individuales fueron seleccionados por el cientifico.

Con frecuencia, tanto los datos observacionales como los retrospectivos se utilizan
para observar las relaciones entre variables a través de los procedimientos de construc-
cién de modelos que se estudiardn en los capitulos 11 y 12. Aunque las ventajas de los
disenos experimentales se pueden aplicar cuando la finalidad es la construccién de
un modelo estadistico, hay muchas dreas en las que no es posible disefiar experimentos,
de manera que habrd que utilizar los datos historicos u observacionales. Aqui nos refe-
rimos al conjunto de datos histéricos que se incluye en el ejercicio 12.5 de la pagina 450.
El objetivo es construir un modelo que dé como resultado una ecuacién o relacién que
vincule el consumo mensual de energia eléctrica con la temperatura ambiental promedio,
X, el ndmero de dias en el mes, X, la pureza promedio del producto, X,y las toneladas
de bienes producidos, x,. Se trata de los datos histéricos del afio anterior.

572,572, 573, 568, 569, 575, 565, 570.

1.13 Un fabricante de componentes electrénicos se inte-
resa en determinar el tiempo de vida de cierto tipo de ba-
terfa. Una muestra, en horas de vida, es como la siguiente:

123, 116, 122, 110, 175, 126, 125, 111, 118, 117.

a) Calcule la media y la mediana de la muestra.
b) (Qué caracteristica en este conjunto de datos es la
responsable de la diferencia sustancial entre ambas?

1.14 Un fabricante de neumadticos quiere determinar
el didmetro interior de un neumatico de cierto grado de
calidad. Idealmente el diametro seria de 570 mm. Los
datos son los siguientes:

a) Calcule la media y la mediana de la muestra.

b) Obtenga la varianza, la desviacion estdndar y el
rango de la muestra.

¢) Con base en los estadisticos calculados en los inci-
sos a) y b), (qué comentaria acerca de la calidad
de los neumaéticos?

1.15 Cinco lanzamientos independientes de una mo-
neda tienen como resultado cinco caras. Resulta que si
la moneda es legal, la probabilidad de este resultado es
(1/2)° = 0.03125. ;Proporciona esto evidencia sélida
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de que la moneda no es legal? Comente y utilice el con-

cepto de valor-P que se analizé en la seccién 1.1.

1.16 Muestre que las n piezas de informacién en
n

>o(xi —)"c)2 no son independientes; es decir, demues-

i=

tre que

i (xi —x) = 0.
i=1

1.17 Se realiza un estudio acerca de los efectos del
tabaquismo sobre los patrones de suefio. La medicién
que se observa es el tiempo, en minutos, que toma que-
dar dormido. Se obtienen los siguientes datos:

Fumadores: 69.3 56.0 22.1 476
53.2 48.1 527 344
60.2 438 232 138

No fumadores: 28.6 25.1 264 349
298 284 385 302
30.6 31.8 41.6 21.1
36.0 37.9 139

a) Calcule la media de la muestra para cada grupo.

b) Calcule la desviacion estdndar de la muestra para
cada grupo.

¢) Elabore una gréfica de puntos de los conjuntos de
datos A y B en la misma linea.

d) Comente qué clase de efecto parece tener el hecho
de fumar sobre el tiempo que se requiere para que-
darse dormido.

1.18 Las siguientes puntuaciones representan la cali-
ficacién en el examen final para un curso de estadistica
elemental:

23 60 79 32 57 74 52 70 82

36 80 77 81 95 41 65 92 85

55 76 52 10 64 75 78 25 80

98 81 67 41 71 83 54 64 72

88 62 74 43 60 78 89 76 84

48 84 90 15 79 34 67 17 82

69 74 63 80 85 6l

a) Elabore un diagrama de tallo y hojas para las cali-
ficaciones del examen, donde los tallos sean 1, 2,
3,...,9.

b) Elabore un histograma de frecuencias relativas,
trace un estimado de la gréfica de la distribucion y
analice la asimetria de la distribucion.

¢) Calcule la media, la mediana y la desviacion es-
tandar de la muestra.

1.19 Los siguientes datos representan la duracion de
vida, en afios, medida al entero mds cercano, de 30
bombas de combustible similares.

20 30 03 33 13 04
02 60 55 65 02 23
1.5 40 59 18 47 0.7

31

45 03 15 05 25 50
1.0 60 56 60 12 02

a) Construya un diagrama de tallo y hojas para la
vida, en afos, de las bombas de combustible, utili-
zando el digito a la izquierda del punto decimal
como el tallo para cada observacion.

b) Determine una distribucion de frecuencias relativas.

c) Calcule la media, el rango y la desviacién estandar
de la muestra.

1.20 Los siguientes datos representan la duracion de
la vida, en segundos, de 50 moscas de la fruta que
se someten a un nuevo aerosol en un experimento de
laboratorio controlado.

17 20 10 9 23 13 12 19 18 24
12 14 6 9 13 6 7 10 13 7
16 18 8 3 3 32 9 7 10 11
13 7 18 7 10 4 27 19 16 8
7 10 5 14 15 10 9 6 7 15

a) Elabore un diagrama doble de tallo y hojas para el
periodo de vida de las moscas de la fruta usando
los tallos 0%, 0., 1%, 1., 2%, 2. y 3% de manera
que los tallos codificados con los simbolos * vy -
se asocien, respectivamente, con las hojas O a 4 y
5a9.

b) Determine una distribucion de frecuencias relativas.

¢) Construya un histograma de frecuencias relativas.

d) Calcule la mediana.

1.21 La duracion de fallas eléctricas, en minutos, se
presenta en la siguiente tabla.

22 18 135 15 90 78 69 98 102
83 55 28 121 120 13 22 124 112
70 66 74 89 103 24 21 112 21
40 98 87 132 115 21 28 43 37

50 96 118 158 74 78 83 93 95

a) Calcule la media y la mediana muestrales de las
duraciones de la falla eléctrica.

b) Calcule la desviacion estdndar de las duraciones
de la falla eléctrica.

1.22 Los siguientes datos son las mediciones del dia-
metro de 36 cabezas de remache en centésimos de una
pulgada.

6.72 6.77 6.82 6.70
6.66 6.66 6.64 6.76
6.76 6.68 6.66 6.62
6.76 6.67 6.70 6.72
6.66 6.76 6.76 6.72

a) Calcule la media y la desviacién estdndar de la
muestra.

b) Construya un histograma de frecuencias relativas
para los datos.
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¢) Comente si existe o no una indicacién clara de que
la muestra proviene de una poblacién que tiene
una distribucién en forma de campana.

1.23 En 20 automdviles elegidos aleatoriamente, se
tomaron las emisiones de hidrocarburos en velocidad
en vacio, en partes por millén (ppm), para modelos de
1980 y 1990.

Modelos 1980:
141 359 247 940 882 494 306 210 105 880
200 223 188 940 241 190 300 435 241 380
Modelos 1990:
140 160 20 20 223 60 20 95 360 70
220 400 217 58 235 380 200 175 85 65

a) Construya una gréfica de puntos como la de la fi-
gura 1.1.
b) Calcule la media de la muestra para los dos afios y
sobreponga las dos medias en las gréficas.
¢) Comente sobre lo que indica la grafica de puntos
respecto de si cambiaron o no las emisiones po-
blacionales de 1980 a 1990. Utilice el concepto de
variabilidad en sus comentarios.
1.24 Los siguientes son datos histéricos de los suel-
dos del personal (délares por alumno) en 30 escuelas
seleccionadas de la region este de Estados Unidos a
principios de la década de 1970.

379 299 277 291 3.10 1.84 252 3.22
245 2.14 2.67 2.52 271 2.75 3.57 3.85
336 2.05 2.89 2.83 3.13 244 2.10 3.71
3.14 3.54 237 2.68 3.51 3.37

a) Calcule la media y la desviacion estdndar de la
muestra.

b) Utilice los datos para elaborar un histograma de
frecuencias relativas.

¢) Construya un diagrama de tallo y hojas con los datos.

1.25 El siguiente conjunto de datos se relaciona con
el ejercicio 1.24 y representa el porcentaje de las fami-
lias que se ubican en el nivel superior de ingresos en las
mismas escuelas individuales y con el mismo orden del
ejercicio 1.24.

72.2 31.9 26.5 29.1 27.3 8.6 22.3 26.5
20.4 12.8 25.1 19.2 24.1 58.2 68.1 8922
55.1 9.4 14.5 139 20.7 179 85 554
38.1 54.2 21.5 26.2 59.1 433

a) Calcule la media de la muestra.

b) Calcule la mediana de la muestra.

¢) Construya un histograma de frecuencias relativas
con los datos.

d) Determine la media recortada al 10%. Compérela
con los resultados de los incisos a) y b) y exprese
su comentario.

1.26 Suponga que le interesa emplear los conjuntos de
datos de los ejercicios 1.24 y 1.25 para derivar un modelo

que prediga los salarios del personal como una funcién
del porcentaje de familias en un nivel alto de ingresos
para los sistemas escolares actuales. Comente sobre cual-
quier desventaja de llevar a cabo este tipo de analisis.

1.27 Serealiz6 un estudio para determinar la influen-
cia del desgaste, y, de un cojinete como una funcién de
la carga, x, sobre el cojinete. Para este estudio se utilizo
un disefio experimental con tres niveles de carga: 700 1b,
1000 Ib y 1300 Ib. En cada nivel se utilizaron cuatro
especimenes y las medias muestrales fueron 210, 325 y
375, respectivamente.
a) Grafique el promedio de desgaste contra la carga.
b) A partir de la grifica del inciso a), ;consideraria
que hay una relacion entre desgaste y carga?
¢) Suponga que tenemos los siguientes valores indi-
viduales de desgaste para cada uno de los cuatro
especimenes en los respectivos niveles de carga.
(Vea los datos que siguen). Grafique los resultados
de desgaste para todos los especimenes contra los
tres valores de carga.
d) A partir de la grifica del inciso c¢), ;consideraria
que hay una relacion clara? Si su respuesta difiere
de la del inciso b), explique por qué.

X
700 1000 1300
Vi 145 250 150
v, | 105 195 180
V3 260 375 420
Ve | 330 480 750

1.28 En Estados Unidos y otros paises muchas com-
pafifas de manufactura utilizan partes moldeadas como
componentes de un proceso. La contraccién a menudo
es un problema importante. Por consiguiente, un dado
de metal moldeado para una parte se construye mas
grande que el tamafio nominal con el fin de permitir su
contraccién. En un estudio de moldeado por inyeccion
se descubri6 que en la contraccién influyen miiltiples
factores, entre los cuales estan la velocidad de la inyec-
cién en pies/segundo y la temperatura de moldeado en
°C. Los dos conjuntos de datos siguientes muestran los
resultados del disefio experimental, en donde la veloci-
dad de inyeccion se mantuvo a dos niveles (bajo y alto)
y la temperatura de moldeado se mantuvo constante en
un nivel bajo. La contraccién se midié en cm x 10
Los valores de contraccion a una velocidad de inyec-
cion baja fueron:

72.68 72.62 72.58 72.48 73.07

72.55 72.42 72.84 72.58 72.92

Los valores de contraccion a una velocidad de inyec-
cién alta fueron:

71.62 71.68 71.74 71.48 71.55
71.52 7171 71.56 71.70 71.50



Ejercicios

a) Construya una grifica de puntos para ambos con-
juntos de datos en la misma grafica. Sobre ésta
indique ambas medias de la contraccién, tanto
para la velocidad de inyeccion baja como para la
velocidad de inyeccion alta.

b) Con base en los resultados de la grafica del inciso
a), y considerando la ubicacién de las dos medias
y su sentido de variabilidad, ;cudl es su conclusion
respecto del efecto de la velocidad de inyeccion
sobre la contraccidn a una temperatura de moldea-
do baja?

1.29 Utilice los datos del ejercicio 1.24 para elaborar
una gréfica de caja.

1.30 A continuaciéon se presentan los tiempos de
vida, en horas, de 50 ldmparas incandescentes, con
esmerilado interno, de 40 watts y 110 voltios, los cua-
les se tomaron de pruebas forzadas de vida:

919 1196 785 1126 936 918
1156 920 948 1067 1092 1162
1170 929 950 905 972 1035
1045 855 1195 1195 1340 1122
938 970 1237 956 1102 1157
978 832 1009 1157 1151 1009
765 958 902 1022 1333 811
1217 1085 896 958 1311 1037
702 923

Elabore una gréfica de puntos para estos datos.

1.31 Considere la situacién del ejercicio 1.28, pero
ahora utilice el siguiente conjunto de datos, en el cual
la contraccién se mide de nuevo a una velocidad de in-
yeccion baja y a una velocidad de inyeccién alta. Sin
embargo, esta vez la temperatura de moldeado se au-
menta a un nivel “alto” y se mantiene constante.

Los valores de la contraccién a una velocidad de inyec-
cidén baja fueron:

76.20 76.09 75.98 76.15 76.17
75.94 76.12 76.18 76.25 75.82
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Los valores de la contraccién a una velocidad de inyec-
cion alta fueron:

93.25 93.19 92.87 93.29 93.37
92.98 93.47 93.75 93.89 91.62

a) Igual que en el ejercicio 1.28, elabore una gréfica
de puntos con ambos conjuntos de datos en la mis-
ma grafica e identifique las dos medias (es decir, la
contraccién media para la velocidad de inyeccién
baja y para la velocidad de inyeccion alta).

b) Igual que en el ejercicio 1.28, comente sobre la
influencia de la velocidad de inyeccién en la con-
traccién para la temperatura de moldeado alta.
Tome en cuenta la posicién de las dos medias y la
variabilidad de cada media.

¢) Compare su conclusion en el inciso b) actual con
la del inciso b) del ejercicio 1.28, en el cual la tem-
peratura de moldeado se mantuvo a un nivel bajo.
(Dirfa que hay interaccién entre la velocidad de
inyeccion y la temperatura de moldeado? Expli-
que su respuesta.

1.32 Utilice los resultados de los ejercicios 1.28 y
1.31 para crear una gréfica que ilustre la interaccion
evidente entre los datos. Use como guia la gréifica de la
figura 1.3 del ejemplo 1.3. ;El tipo de informacién que
se encontrd en los ejercicios 1.28 y 1.31 se habria en-
contrado en un estudio observacional en el que el ana-
lista no hubiera tenido control sobre la velocidad de
inyeccion ni sobre la temperatura de moldeado? Expli-
que su respuesta.

1.33 Proyecto de grupo: Registre el tamafio de cal-
zado que usa cada estudiante de su grupo. Utilice las
medias y las varianzas muestrales, asi como los tipos
de gréficas que se estudiaron en este capitulo, para re-
sumir cualquier caracteristica que revele una diferencia
entre las distribuciones del tamaiio del calzado de hom-
bres y mujeres. Haga lo mismo con la estatura de cada
estudiante de su grupo.






Capitulo 2

Probabilidad

2.1 Espacio muestral

En el estudio de la estadistica tratamos basicamente con la presentacién e interpretacion
de resultados fortuitos que ocurren en un estudio planeado o en una investigacién cien-
tifica. Por ejemplo, en Estados Unidos, y con la finalidad de justificar la instalacién de
un semaforo, se podria registrar el nimero de accidentes que ocurren mensualmente en
la interseccion de Driftwood Lane y Royal Oak Drive; en una fabrica se podrian clasifi-
car los articulos que salen de la linea de ensamble como “defectuosos” o “no defectuo-
$0s”; en una reaccion quimica se podria revisar el volumen de gas que se libera cuando
se varia la concentracion de un dcido. Por ello, quienes se dedican a la estadistica a me-
nudo manejan datos numéricos que representan conteos o mediciones, o datos catego-
ricos que se podrian clasificar de acuerdo con algtn criterio.

En este capitulo, al referirnos a cualquier registro de informacién, ya sea numérico o
categorico, utilizaremos el término observacion. Por consiguiente, los nimeros 2, 0, 1y
2, que representan el nimero de accidentes que ocurrieron cada mes, de enero a abril,
durante el afio pasado en la interseccién de Driftwood Lane y Royal Oak Drive, constitu-
yen un conjunto de observaciones. Lo mismo ocurre con los datos categéricos N, D, N, N
y D, que representan los articulos defectuosos o no defectuosos cuando se inspeccionan
cinco articulos y se registran como observaciones.

Los estadisticos utilizan la palabra experimento para describir cualquier proceso que
genere un conjunto de datos. Un ejemplo simple de experimento estadistico es el lanza-
miento de una moneda al aire. En tal experimento s6lo hay dos resultados posibles: cara
o cruz. Otro experimento podria ser el lanzamiento de un misil y la observacién de la
velocidad a la que se desplaza en tiempos especificos. Las opiniones de los votantes res-
pecto de un nuevo impuesto sobre las ventas también se pueden considerar como obser-
vaciones de un experimento. En estadistica nos interesan, en particular, las observaciones
que se obtienen al repetir varias veces un experimento. En la mayorfa de los casos los
resultados dependeran del azar, por lo tanto, no se pueden predecir con certeza. Si un
quimico realizara un andlisis varias veces en las mismas condiciones, obtendria diferentes
medidas, las cuales indicarfan un elemento de probabilidad en el procedimiento experi-
mental. Aun cuando lancemos una moneda al aire repetidas veces, no podemos tener la
certeza de que en un lanzamiento determinado obtendremos cara como resultado. Sin
embargo, conocemos el conjunto completo de posibilidades para cada lanzamiento.

Dado lo expuesto en la seccién 1.7, en la que se revisaron tres tipos de estudios esta-
disticos y se dieron varios ejemplos de cada uno, ya deberiamos estar familiarizados con
el alcance del término experimento. En cada uno de los tres casos, disefios experimenta-
les, estudios observacionales y estudios retrospectivos, el resultado final fue un conjunto
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de datos que, por supuesto, estd sujeto a la incertidumbre. Aunque s6lo uno de ellos
tiene la palabra experimento en su descripcidn, el proceso de generar los datos o el proce-
so de observarlos forma parte de un experimento. El estudio de la corrosién expuesto en
la seccion 1.2 ciertamente implica un experimento en el que los datos son representados
por las mediciones de la corrosion. El ejemplo de la seccién 1.7, en el que se observo el
colesterol y el sodio en la sangre de un conjunto de individuos, representé un estudio
observacional (como lo opuesto a un disefio experimental) en el que el proceso incluso
gener$ datos y un resultado sujeto a la incertidumbre; por lo tanto, se trata de un experi-
mento. Un tercer ejemplo en la seccion 1.7 consistié en un estudio retrospectivo, en el cual
se observaron datos histdricos sobre el consumo de energia eléctrica por mes y el prome-
dio mensual de la temperatura ambiental. Aun cuando los datos pueden haber estado
archivados durante décadas, el proceso se seguird considerando un experimento.

Al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento estadistico se le llama
espacio muestral y se representa con el simbolo S.

A cada resultado en un espacio muestral se le llama elemento o miembro del espa-
cio muestral, o simplemente punto muestral. Si el espacio muestral tiene un nimero
finito de elementos, podemos listar los miembros separados por comas y encerrarlos
entre llaves. Por consiguiente, el espacio muestral S, de los resultados posibles cuando
se lanza una moneda al aire, se puede escribir como

S=1{H T},

en donde H y T corresponden a “caras” y “cruces”, respectivamente.

Ejemplo 2.1:

Considere el experimento de lanzar un dado. Si nos interesara el nimero que aparece en
la cara superior, el espacio muestral seria

S =1{1,2,3,4,5,6}

Si sélo estuviéramos interesados en si el nimero es par o impar, el espacio muestral seria
simplemente
S, = {par, impar} o |

El ejemplo 2.1 ilustra el hecho de que se puede usar mds de un espacio muestral para
describir los resultados de un experimento. En este caso, S, brinda mds informacién que
S,. Si sabemos cudl elemento ocurre en S, podremos indicar cudl resultado tiene lugar
en S; no obstante, saber lo que pasa en S, no ayuda mucho a determinar qué elemento
ocurre en S . En general, lo deseable seria utilizar un espacio muestral que proporcione
la mayor informacién acerca de los resultados del experimento. En algunos experimen-
tos es util listar los elementos del espacio muestral de forma sistemadtica utilizando un
diagrama de arbol.

Ejemplo 2.2:

Un experimento consiste en lanzar una moneda y después lanzarla una segunda vez si sale
cara. Si en el primer lanzamiento sale cruz, entonces se lanza un dado una vez. Para listar
los elementos del espacio muestral que proporciona la mayor informacién construimos
el diagrama de arbol de la figura 2.1. Las diversas trayectorias a lo largo de las ramas del
arbol dan los distintos puntos muestrales. Si empezamos con la rama superior izquierda
y nos movemos a la derecha a lo largo de la primera trayectoria, obtenemos el punto
muestral HH, que indica la posibilidad de que ocurran caras en dos lanzamientos sucesi-
vos de la moneda. De igual manera, el punto muestral 73 indica la posibilidad de que la
moneda muestre una cruz seguida por un 3 en el lanzamiento del dado. Al seguir todas
las trayectorias, vemos que el espacio muestral es
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Primer Segundo Punto
resultado resultado muestral
H HH
H
T HT
1 T1
2 T2
3 T3
T
4 T4
5 T5
6 T6

Figura 2.1: Diagrama de 4rbol para el ejemplo 2.2.

S={HH,HT,T1,T2,T3, T4, T5, T6}. A

Muchos de los conceptos de este capitulo se ilustran mejor con ejemplos que in-
volucran el uso de dados y cartas. Es particularmente importante utilizar estas aplicacio-
nes al comenzar el proceso de aprendizaje, ya que facilitan el flujo de esos conceptos
nuevos en ejemplos cientificos y de ingenieria como el siguiente.

Ejemplo 2.3: | Suponga que se seleccionan, de forma aleatoria, tres articulos de un proceso de fabrica-
cion. Cada articulo se inspecciona y se clasifica como defectuoso, D, o no defectuoso, N.
Para listar los elementos del espacio muestral que brinde la mayor informacién, cons-
truimos el diagrama de arbol de la figura 2.2, de manera que las diversas trayectorias a
lo largo de las ramas del arbol dan los distintos puntos muestrales. Al comenzar con la
primera trayectoria, obtenemos el punto muestral DDD, que indica la posibilidad de que
los tres articulos inspeccionados estén defectuosos. Conforme continuamos a lo largo de
las demas trayectorias, vemos que el espacio muestral es

S ={DDD, DDN, DND, DNN, NDD, NDN, NND, NNN}. o |

Los espacios muestrales con un nimero grande o infinito de puntos muestrales se
describen mejor mediante un enunciado o método de la regla. Por ejemplo, si el con-
junto de resultados posibles de un experimento fuera el conjunto de ciudades en el mun-
do con una poblacion de mas de un millon de habitantes, nuestro espacio muestral se
escribiria como

S = {x | x es una ciudad con una poblacién de mds de un millén de habitantes},

que se lee “S es el conjunto de todas las x, tales que x es una ciudad con una poblacién
de mds de un millén de habitantes”. La barra vertical se lee como “tal que”. De manera
similar, si S es el conjunto de todos los puntos (x, y) sobre los 1imites o el interior de un
circulo de radio 2 con centro en el origen, escribimos la regla

S={(,y) | 2+y><4}].
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Primer Segundo Tercer  Punto
articulo articulo articulo muestral
D DDD
D
D N DDN
D DND
N
N DNN
D NDD
D
N N NDN
D NND
N
N NNN

Figura 2.2: Diagrama de arbol para el ejemplo 2.3.

Nuestra eleccion respecto a describir el espacio muestral utilizando el método de la
regla o listando los elementos dependerad del problema especifico en cuestion. El método
de la regla tiene ventajas practicas, sobre todo en el caso de muchos experimentos en los
que listar se vuelve una tarea tediosa.

Considere la situacién del ejemplo 2.3, en el que los articulos que salen del proceso
de fabricacidn estdn defectuosos, D, o no defectuosos, N. Hay muchos procedimientos
estadisticos importantes llamados planes de muestreo, que determinan si un “lote” de
articulos se considera o no satisfactorio. Este tipo de planes implican tomar muestras
hasta obtener k articulos defectuosos. Suponga que el experimento consiste en tomar
muestras de articulos, de forma aleatoria, hasta que salga uno defectuoso. En este caso
el espacio muestral seria

S = {D, ND, NND, NNND,...}.

2.2 Eventos

En cualquier experimento dado, podriamos estar interesados en la ocurrencia de ciertos
eventos, mds que en la ocurrencia de un elemento especifico en el espacio muestral. Por
ejemplo, quizds estemos interesados en el evento A, en el cual el resultado de lanzar un
dado es divisible entre 3. Esto ocurrira si el resultado es un elemento del subconjunto
A = {3, 6} del espacio muestral S, del ejemplo 2.1. Otro ejemplo: podriamos estar inte-
resados en el evento B de que el nimero de articulos defectuosos sea mayor que 1 en el
ejemplo 2.3. Esto ocurrird si el resultado es un elemento del subconjunto

B = {DDN, DND, NDD, DDD}
del espacio muestral S.
Para cada evento asignamos un conjunto de puntos muestrales, que constituye un
subconjunto del espacio muestral. Este subconjunto representa la totalidad de los ele-
mentos para los que el evento es cierto.
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Definicion 2.2:  Un evento es un subconjunto de un espacio muestral.

Ejemplo 2.4: | Dado el espacio muestral S = {z1¢ > 0}, donde ¢ es la vida en afios de cierto componen-
te electrénico, el evento A de que el componente falle antes de que finalice el quinto afio
es el subconjunto A = {710 <7 < 5}.

Es posible concebir que un evento puede ser un subconjunto que incluye todo el
espacio muestral S, o un subconjunto de S que se denomina conjunto vacio y se denota
con el simbolo ¢, que no contiene ningtin elemento. Por ejemplo, si en un experimento
bioldgico permitimos que A sea el evento de detectar un organismo microscopico a sim-
ple vista, entonces A =¢. También, si

B = {x | x es un factor par de 7},

entonces B debe ser el conjunto vacio, pues los unicos factores posibles de 7 son los
nimeros nones 1y 7.

Considere un experimento en el que se registran los habitos de tabaquismo de los
empleados de una empresa industrial. Un posible espacio muestral podria clasificar a un
individuo como no fumador, fumador ocasional, fumador moderado o fumador empe-
dernido. Si se determina que el subconjunto de los fumadores sea un evento, entonces la
totalidad de los no fumadores corresponderd a un evento diferente, también subconjunto
de S, que se denomina complemento del conjunto de fumadores.

Definicion 2.3: El complemento de un evento A respecto de S es el subconjunto de todos los elementos
de S que no estdn en A. Denotamos el complemento de A mediante el simbolo A”.

Ejemplo 2.5: | Sea R el evento de que se seleccione una carta roja de una baraja ordinaria de 52 cartas,
y sea S toda la baraja. Entonces R’ es el evento de que la carta seleccionada de la baraja
No sea una roja sino una negra. o |

Ejemplo 2.6: | Considere el espacio muestral
S = {libro, teléfono celular, mp3, papel, papeleria, computadora}.

Sea A = {libro, papeleria, computadora, papel}. Entonces, el complemento de A es A’ =
{teléfono celular, mp3}. A

Consideremos ahora ciertas operaciones con eventos que dardn como resultado la
formacién de nuevos eventos. Estos eventos nuevos serdn subconjuntos del mismo es-
pacio muestral que los eventos dados. Suponga que A y B son dos eventos que se asocian
con un experimento. En otras palabras, A y B son subconjuntos del mismo espacio mues-
tral S. Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado podriamos hacer que A sea el evento
de que ocurra un niimero par y B el evento de que aparezca un niimero mayor que 3.
Entonces, los subconjuntos A = {2, 4, 6} y B = {4, 5, 6} son subconjuntos del mismo
espacio muestral

§S=1{1,2,3,4,5,6}.

Observe que tanto A como B ocurrirdn en un lanzamiento dado si el resultado es un ele-
mento del subconjunto {4, 6}, el cual es precisamente la interseccion de A y B.

Definicién 2.4: La interseccion de dos eventos A y B, que se denota con el simbolo A N B, es el even-
to que contiene todos los elementos que son comunes aA 'y a B.

Ejemplo 2.7: | Sea E el evento de que una persona seleccionada al azar en un salén de clases sea estu-
diante de ingenieria, y sea F el evento de que la persona sea mujer. Entonces E N F es el
evento de todas las estudiantes mujeres de ingenieria en el salén de clases. 1
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Ejemplo 2.8: |Sean V = {a,e i,0,u}y C={l, 1, s, t}; entonces, se deduce que VN C = ¢. Es decir, V
y C no tienen elementos comunes, por lo tanto, no pueden ocurrir de forma simultdnea._ll
Para ciertos experimentos estadisticos no es nada extrafio definir dos eventos, A y
B, que no pueden ocurrir de forma simultdnea. Se dice entonces que los eventos A y B
son mutuamente excluyentes. Expresado de manera mas formal, tenemos la siguiente
definicion:

Definicion 2.5: Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes o disjuntos si A N B = ¢; es decir,
si Ay B no tienen elementos en comun.

Ejemplo 2.9: | Una empresa de television por cable ofrece programas en ocho diferentes canales, tres
de los cuales estén afiliados con ABC, dos con NBC y uno con CBS. Los otros dos son
un canal educativo y el canal de deportes ESPN. Suponga que un individuo que se sus-
cribe a este servicio enciende un televisor sin seleccionar de antemano el canal. Sea A el
evento de que el programa pertenezca a la cadena NBC y B el evento de que pertenezca
a la cadena CBS. Como un programa de televisién no puede pertenecer a mas de una
cadena, los eventos A y B no tienen programas en comun. Por lo tanto, la interseccién
A N B no contiene programa alguno y, en consecuencia, los eventos A y B son mutua-
mente excluyentes. o |

A menudo nos interesamos en la ocurrencia de al menos uno de dos eventos asociados
con un experimento. Por consiguiente, en el experimento del lanzamiento de un dado, si

A=({2,4,6}yB={4,5,6},

podriamos estar interesados en que ocurran A 0 B, 0 en que ocurran tanto A como B. Tal
evento, que se llama unién de A y B, ocurrird si el resultado es un elemento del subcon-
junto {2,4,5,6}.

Definicion 2.6: La unién de dos eventos A y B, que se denota con el simbolo A U B, es el evento que
contiene todos los elementos que pertenecen a A 0 a B, 0 a ambos.

Ejemplo 2.10: ‘ SeaA ={a b c}yB=1{b, c d e}; entonces, AUB = {a, b, ¢, d, e}. o |

Ejemplo 2.11: | Sea P el evento de que un empleado de una empresa petrolera seleccionado al azar fume
cigarrillos. Sea Q el evento de que el empleado seleccionado ingiera bebidas alcohdlicas.
Entonces, el evento P U Q es el conjunto de todos los empleados que beben o fuman, o
que hacen ambas cosas. A

Ejemplo 2.12:|SiM = {x13<x<9} yN={y|5 <y < 12}, entonces,
MUN={zI13<z<12}. A

La relacidn entre eventos y el correspondiente espacio muestral se puede ilustrar de
forma grafica utilizando diagramas de Venn. En un diagrama de Venn representamos el
espacio muestral como un rectangulo y los eventos con circulos trazados dentro del rec-
tangulo. De esta forma, en la figura 2.3 vemos que

AN B =regiones 1y 2,
BN C =regiones 1 y 3,
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Figura 2.3: Eventos representados por varias regiones.

AUC =regiones 1,2,3,4,5y7,
B'N A =regiones4y7,
ANBNC=regibn 1,
(AUB)N C" = regiones 2,6y 7,

y asi sucesivamente.

Figura 2.4: Eventos del espacio muestral S.

En la figura 2.4 vemos que los eventos A, B'y C son subconjuntos del espacio mues-
tral S. También es claro que el evento B es un subconjunto del evento A; el evento BN C
no tiene elementos, por lo tanto, B y C son mutuamente excluyentes; el evento A N C
tiene al menos un elemento; y el evento A U B = A. Por consiguiente, la figura 2.4 podria
representar una situacion en la que se selecciona una carta al azar de una baraja ordinaria
de 52 cartas y se observa si ocurren los siguientes eventos:

A: la carta es roja,
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B: la carta es la jota, la reina o el rey de diamantes,

C: la carta es un as.

Claramente, el evento A N C consta s6lo de los dos ases rojos.
Varios resultados que se derivan de las definiciones precedentes, y que se pueden
verificar de forma sencilla empleando diagramas de Venn, son como los que siguen:

1. AN¢ = ¢
2. AU = A.
3.ANA = ¢
4. AUA =S.
5.8 =¢.

Ejercicios

2.1 Liste los elementos de cada uno de los siguientes
espacios muestrales:
a) el conjunto de nimeros enteros entre 1 y 50 que
son divisibles entre 8;
b) el conjunto S = {x x>+ 4x-5=0};
¢) el conjunto de resultados cuando se lanza una mo-
neda al aire hasta que aparecen una cruz o tres
caras;
d) el conjunto S = (x | x es un continente);
e) elconjunto S = {x12x-4>0yx < 1}.

2.2 Utilice el método de la regla para describir el es-
pacio muestral S, que consta de todos los puntos del
primer cuadrante dentro de un circulo de radio 3 con
centro en el origen.

2.3 ;Cudles de los siguientes eventos son iguales?
a) A=1{1,3};
b) B = {x|xesun nimero de un dado};
¢) C={xIx-4x+3=0};
d) D = {x|xesel nimero de caras cuando se lanzan
seis monedas al aire}.

2.4 Un experimento implica lanzar un par de dados,
uno verde y uno rojo, y registrar los nimeros que re-
sultan. Si x es igual al resultado en el dado verde y
y es el resultado en el dado rojo, describa el espacio
muestral S

a) mediante la lista de los elementos (x, y);

b) por medio del método de la regla.

2.5 Un experimento consiste en lanzar un dado y des-
pués lanzar una moneda una vez si el nimero en el
dado es par. Si el nlimero en el dado es impar, la mone-
da se lanza dos veces. Use la notacién 4H, por ejemplo,
para denotar el resultado de que el dado muestre 4 y
después la moneda caiga en cara, y 3HT para denotar el
resultado de que el dado muestre 3, seguido por una
cara y después una cruz en la moneda; construya un

6. ¢ =S.
7. (A = A.
8. ANBY=A'UB.
9. (AUB) =A'NB.

diagrama de arbol para mostrar los 18 elementos del
espacio muestral S.

2.6 De un grupo de cuatro suplentes se seleccionan
dos jurados para servir en un juicio por homicidio. Uti-
lice la notacion A A, por ejemplo, para denotar el even-
to simple de que se seleccionen los suplentes 1 y 3,

liste los 6 elementos del espacio muestral S.

2.7 De un grupo de estudiantes de quimica se selec-
cionan cuatro al azar y se clasifican como hombre o
mujer. Liste los elementos del espacio muestral S
usando la letra H para hombre y M para mujer. Defina
un segundo espacio muestral S, donde los elementos
representen el nimero de mujeres seleccionadas.

2.8 Para el espacio muestral del ejercicio 2.4,
a) liste los elementos que corresponden al evento A
de que la suma sea mayor que 8;
b) liste los elementos que corresponden al evento B
de que ocurra un 2 en cualquiera de los dos dados;
c¢) liste los elementos que corresponden al evento C
de que salga un nimero mayor que 4 en el dado
verde;
d) liste los elementos que corresponden al evento
ANC
e) liste los elementos que corresponden al evento
ANB;
f) liste los elementos que corresponden al evento
BNC
g) construya un diagrama de Venn para ilustrar las
intersecciones y uniones de los eventos A, By C.

2.9 Para el espacio muestral del ejercicio 2.5,
a) liste los elementos que corresponden al evento A
en el que el dado salga un nimero menor que 3;
b) liste los elementos que corresponden al evento B
de que resulten 2 cruces;
¢) liste los elementos que corresponden al evento A”;
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d) liste los elementos que corresponden al evento
A'N B;

e) liste los elementos que corresponden al evento
AUB.

2.10 Se contrata a una empresa de ingenieros para
que determine si ciertas vias fluviales en Virginia, Esta-
dos Unidos, son seguras para la pesca. Se toman mues-
tras de tres rios.

a) Liste los elementos de un espacio muestral S'y uti-
lice las letras P para “seguro para la pesca” y N
para “inseguro para la pesca”.

b) Liste los elementos de S que correspondan al even-
to E de que al menos dos de los rios son seguros
para la pesca.

¢) Defina un evento que tiene como elementos a los
puntos

{PPP, NPP, PPN, NPN)

2.11 El curriculum de dos aspirantes masculinos para
el puesto de profesor de quimica en una facultad se co-
loca en el mismo archivo que el de dos aspirantes mu-
jeres. Hay dos puestos disponibles y el primero, con el
rango de profesor asistente, se cubre seleccionando al
azar a uno de los cuatro aspirantes. El segundo puesto,
con el rango de profesor titular, se cubre después me-
diante la seleccion aleatoria de uno de los tres aspiran-
tes restantes. Utilice la notacion H M, por ejemplo,
para denotar el evento simple de que el primer puesto
se cubra con el segundo aspirante hombre y el segundo
puesto se cubra después con la primera aspirante mujer,

a) liste los elementos de un espacio muestral S;

b) liste los elementos de S que corresponden al even-
to A en que el puesto de profesor asistente se cubre
con un aspirante hombre;

c) liste los elementos de S que corresponden al even-
to B en que exactamente 1 de los 2 puestos se cu-
bre con un aspirante hombre;

d) liste los elementos de S que corresponden al even-
to C en que ningln puesto se cubre con un aspiran-
te hombre;

e) liste los elementos de S que corresponden al even-
to A N B;

f) liste los elementos de S que corresponden al even-
toAUC;

g) construya un diagrama de Venn para ilustrar las in-
tersecciones y las uniones de los eventos A, By C.

2.12  Se estudian el ejercicio y la dieta como posibles
sustitutos del medicamento para bajar la presién san-
guinea. Se utilizardn tres grupos de individuos para es-
tudiar el efecto del ejercicio. Los integrantes del grupo
uno son sedentarios, los del dos caminan y los del tres
nadan una hora al dia. La mitad de cada uno de los
tres grupos de ejercicio tendrd una dieta sin sal. Un gru-
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po adicional de individuos no hard ejercicio ni restrin-
gird su consumo de sal, pero tomard el medicamento
estandar. Use Z para sedentario, C para caminante, S
para nadador, Y para sal, N para sin sal, M para medica-
mento y F para sin medicamento.
a) Muestre todos los elementos del espacio muestral S.
b) Dado que A es el conjunto de individuos sin medi-
camento y B es el conjunto de caminantes, liste los
elementos de A U B.
¢) Liste los elementos de A N B.

2.13 Construya un diagrama de Venn para ilustrar las
posibles intersecciones y uniones en los siguientes
eventos relativos al espacio muestral que consta de to-
dos los automéviles fabricados en Estados Unidos.

C: cuatro puertas, T: techo corredizo, D: direccién hi-
draulica

214 SiS=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} yA ={0, 2,4,
6,8},B={1,3,5,7,9},C=1{2,3,4,5}yD ={L,6,
7}, liste los elementos de los conjuntos que correspon-
den a los siguientes eventos:

a) AUCG;

b) ANB;

c) C,

d) (C'ND)UB;

e) SNC);

HANCND.

2.15 Considere el espacio muestral S = {cobre, so-
dio, nitrégeno, potasio, uranio, oxigeno, cinc} y los
eventos

A = {cobre, sodio, cinc},
B = {sodio, nitrégeno, potasio}
C = {oxigeno}.

Liste los elementos de los conjuntos que corresponden
a los siguientes eventos:

a) A

b) AUCG;

) ANB)UC;

d)y BN,

e) ANBNC;

H AUB)NANO).

216 SiS={x10<x<12},M={x|1<x<9}y
N = {x10 < x < 5}, encuentre

a) MUN;,

b) M NN,

c) MNN.
2.17 SeanA, By C eventos relativos al espacio mues-
tral S. Utilice diagramas de Venn para sombrear las
dreas que representan los siguientes eventos:

a) (ANB),

b) (AUB),

¢c) ANC)UB.
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2.18 ;Cudl de los siguientes pares de eventos son mu-
tuamente excluyentes?

a)

b)

c)
d)

Un golfista que se clasifica en dltimo lugar en la
vuelta del hoyo 18, en un torneo de 72 hoyos, y
pierde el torneo.

Un jugador de péquer que tiene flor (todas las car-
tas del mismo palo) y 3 del mismo palo en la mis-
ma mano de 5 cartas.

Una madre que da a luz a una nifia y a un par de
gemelas el mismo dfa.

Un jugador de ajedrez que pierde el dltimo juego y
gana el torneo.

2.19 Suponga que una familia sale de vacaciones de
verano en su casa rodante y que M es el evento de que
sufrirdn fallas mecdnicas, 7T es el evento de que recibi-
rdn una infraccién por cometer una falta de trdnsito y V
es el evento de que llegardn a un lugar para acampar
que esté lleno. Remitase al diagrama de Venn de la fi-
gura 2.5 y exprese con palabras los eventos representa-
dos por las siguientes regiones:

a)
b)
c)
d)
e)

Capitulo 2 Probabilidad

region 5;

regién 3;

regiones 1 y 2 juntas;
regiones 4 y 7 juntas;
regiones 3, 6, 7 y 8 juntas.

2.20 Remitase al ejercicio 2.19 y al diagrama de Venn
de la figura 2.5, liste los nimeros de las regiones que
representan los siguientes eventos:

a)

b)

c)

d)

La familia no experimentara fallas mecdnicas y no
sera multada por cometer una infraccion de transi-
to, pero llegard a un lugar para acampar que esta
lleno.

La familia experimentard tanto fallas mecdnicas
como problemas para localizar un lugar disponible
para acampar, pero no serd multada por cometer
una infraccién de transito.

La familia experimentard fallas mecdnicas o en-
contrard un lugar para acampar lleno, pero no serd
multada por cometer una infraccién de transito.
La familia no llegard a un lugar para acampar lleno.

Figura 2.5: Diagrama de Venn para los ejercicios 2.19 y 2.20.

2.3 Conteo de puntos muestrales

Uno de los problemas que el estadistico debe considerar e intentar evaluar es el elemen-
to de aleatoriedad asociado con la ocurrencia de ciertos eventos cuando se realiza un
experimento. Estos problemas pertenecen al campo de la probabilidad, un tema que se
estudiard en la seccién 2.4. En muchos casos debemos ser capaces de resolver un proble-
ma de probabilidad mediante el conteo del nimero de puntos en el espacio muestral, sin
listar realmente cada elemento. El principio fundamental del conteo, a menudo denomi-
nado regla de multiplicacion, se establece en la regla 2.1.
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Regla 2.1:  Si una operaci6n se puede llevar a cabo en n, formas, y si para cada una de éstas se
puede realizar una segunda operacién en n, formas, entonces las dos operaciones
se pueden ejecutar juntas de n n, formas.

Ejemplo 2.13: ‘ (Cudntos puntos muestrales hay en el espacio muestral cuando se lanza un par de dados
una vez?
Solucion: El primer dado puede caer en cualquiera de n, = 6 maneras. Para cada una de esas 6
maneras el segundo dado tambi€n puede caer en n, = 6 formas. Por lo tanto, el par de
dados puede caer en n,n, = (6)(6) = 36 formas posibles.

Ejemplo 2.14: | Un urbanista de una nueva subdivisién ofrece a los posibles compradores de una casa
elegir entre Tudor, ristica, colonial y tradicional el estilo de la fachada, y entre una
planta, dos pisos y desniveles el plano de construccién. {En cudntas formas diferentes
puede un comprador ordenar una de estas casas?

Estilo de la fachada Plano de construccion
nta
una 0?2 e
Dos pisos
Desn,',,e/eS
2
\a p\e"
$ una ==
&\,6 Dos pisos
. Deg,, -
?\()s\‘oa esnn/e/e s
Co/ . antd
& O’7/a / \)\'\3 So\a P\
L Dos pisos
% Deg,.-
/)‘9/ Sni Ve/es
nta
yna s0@ pe
Dos pisos
Desnive/e s

Figura 2.6: Diagrama de arbol para el ejemplo 2.14.

Solucion: Como n, = 4y n, = 3, un comprador debe elegir entre
n.n, = (4)(3) = 12 casas posibles. A

Las respuestas a los dos ejemplos anteriores se comprueban construyendo diagra-
mas de arbol y contando las diversas trayectorias a lo largo de las ramas. Asi, en el



46

Capitulo 2 Probabilidad

ejemplo 2.14 habrd n = 4 ramas que corresponden a los diferentes estilos de la fachada,
y después habrd n, = 3 ramas que se extienden de cada una de estas 4 ramas para repre-
sentar los diferentes planos de plantas. Este diagrama de arbol, como se ilustra en la fi-
gura 2.6, proporciona las n,n, = 12 opciones de casas dadas por las trayectorias a lo
largo de las ramas.

Ejemplo 2.15: | Si un miembro de un club que tiene 22 integrantes necesitara elegir un presidente y un

Solucion:

tesorero, ;/de cudntas maneras diferentes se podria elegir a ambos?
Para el puesto de presidente hay 22 posibilidades en total. Para cada una de esas 22 po-
sibilidades hay 21 posibilidades de elegir al tesorero. Si utilizamos la regla de la multi-
plicacion, obtenemos n, x n, = 22 X 21 = 462 maneras diferentes. o |
La regla de la multiplicacion (regla 2.1) se puede extender para abarcar cualquier
nimero de operaciones. Por ejemplo, suponga que un cliente desea comprar un nuevo
teléfono celular y que puede elegir entre n, = 5 marcas, n, = 5 tipos de capacidad y
n, = 4 colores. Estas tres clasificaciones dan como resultado n n,n, = (5)(5)(4) = 100
diferentes formas en las que un cliente puede ordenar uno de estos teléfonos. A continua-
ci6n se formula la regla de multiplicacion generalizada que cubre k operaciones.

Regla 2.2:  Si una operacion se puede ejecutar en n, formas, y si para cada una de éstas se puede

llevar a cabo una segunda operacién en n, formas, y para cada una de las primeras dos
se puede realizar una tercera operacién en n, formas, y asi sucesivamente, entonces la
serie de k operaciones se puede realizar en n n,...n, formas.

Ejemplo 2.16: | Sam va a armar una computadora y para comprar las partes tiene que elegir entre las si-

Solucion:

guientes opciones: dos marcas de circuitos integrados, cuatro marcas de discos duros,
tres marcas de memorias y cinco tiendas locales en las que puede adquirir un conjunto
de accesorios. ;De cudntas formas diferentes puede Sam comprar las partes?

Como n, =2,n2:4,n3=3yn4=5,hay

nXn,Xxn Xn=2x4x3x5=120

formas diferentes de comprar las partes. A

Ejemplo 2.17: ‘ (Cuantos nimeros pares de cuatro digitos se pueden formar con los digitos 0, 1, 2, 5, 6

Solucion:

y 9, si cada digito se puede usar sélo una vez?

Como el nimero debe ser par, tenemos sélo n, = 3 opciones para la posicién de las uni-
dades. Sin embargo, para un nimero de cuatro digitos la posicién de los millares no
puede ser 0. Por lo tanto, consideramos la posicion de las unidades en dos partes: 0 o
diferente de 0. Si la posicion de las unidades es 0 (es decir, n, = 1), tenemos n, = 5 op-
ciones para la posicion de los millares, n, = 4 para la posicion de las centenas y n, = 3
para la posicién de las decenas. Por lo tanto, en este caso tenemos un total de

= (DHG)AB) =60

nnnn

127374

nimeros pares de cuatro digitos. Por otro lado, si la posicién de las unidades no es 0 (es
decir, n, = 2), tenemos n, = 4 opciones para la posicion de los millares, n, = 4 para la
posicion de las centenas y n, = 3 para la posicion de las decenas. En esta situacion tene-
mos un total de

= 2)HHB) =96

nnnn

177277374

nuimeros pares de cuatro digitos.
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Definicion 2.7:

Definicion 2.8

Teorema 2.1:

Puesto que los dos casos anteriores son mutuamente excluyentes, el nimero total

de nimeros pares de cuatro digitos se puede calcular usando 60 + 96 = 156. o |

Con frecuencia nos interesamos en un espacio muestral que contiene como elemen-

tos a todas las posibles ordenaciones o arreglos de un grupo de objetos. Por ejemplo,

cuando queremos saber cudntos arreglos diferentes son posibles para sentar a seis perso-

nas alrededor de una mesa, o cuando nos preguntamos cudntas ordenaciones diferentes

son posibles para sacar dos billetes de loteria de un total de 20. En este caso los diferen-
tes arreglos se llaman permutaciones.

Una permutacién es un arreglo de todo o parte de un conjunto de objetos.

Considere las tres letras a, b y ¢. Las permutaciones posibles son abc, acb, bac, bca,
cab y cba, por lo tanto, vemos que hay 6 arreglos distintos. Si utilizamos la regla 2.2
podemos llegar a la respuesta 6 sin listar realmente las diferentes ordenaciones. Hay
n, = 3 opciones para la primera posicion. Sin importar cudl letra se elija, siempre ha-
brd n, = 2 opciones para la segunda posicién. Por dltimo, independientemente de cudl
de las dos letras se elija para las primeras dos posiciones, s6lo hay n, = 1 eleccion para
la dltima posicién, lo que da un total de

nnn, = (3)(2)(1) = 6 permutaciones
mediante la regla 2.2. En general, n objetos distintos se pueden arreglar en
n(n—1(n-2) ... (3)(2)(1) formas.

Existe una notacion para una cifra como ésta.

Para cualquier entero no negativo n, n!, denominado “n factorial” se define como
N =nn-1)...2)(1),

con el caso especial de 0! = 1.
Si utilizamos el argumento anterior llegamos al siguiente teorema.
El nimero de permutaciones de n objetos es n!

El nimero de permutaciones de las cuatro letras a, b, c y d serd 4! = 24. Considere-
mos ahora el nimero de permutaciones que son posibles tomando dos de las cuatro letras
a la vez. Estas serfan ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db'y dc. De nuevo, si utiliza-
mos la regla 2.1, tenemos dos posiciones para llenar con n, = 4 opciones para la prime-
ra'y después n, = 3 opciones para la segunda, para un total de

nn,=@#@3) =12

permutaciones. En general, n objetos distintos tomados de r a la vez se pueden arreglar
en

nn-1)(n-2)..(n—-r+1)
formas. Representamos este producto mediante

n!

Pr=—
T (=)
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Como resultado tenemos el teorema que sigue.

Teorema 2.2: El nimero de permutaciones de n objetos distintos tomados de r a la vez es

n!

P, =—.
" (n —r)!

Ejemplo 2.18: | En un afio se otorgard uno de tres premios (a la investigacion, la enseflanza y el servicio)
a algunos de los estudiantes, de un grupo de 25, de posgrado del departamento de esta-
distica. Si cada estudiante puede recibir un premio como maximo, ;cudntas selecciones
posibles habria?

Solucion: Como los premios son distinguibles, se trata de un problema de permutacién. El nimero
total de puntos muestrales es

25! 25!
5Pz = m = ﬁ =(25)(24)(23) =13,800.

Ejemplo 2.19: |En un club estudiantil compuesto por 50 personas se va a elegir a un presidente y a un
tesorero. ;Cudntas opciones diferentes de funcionarios son posibles si

Solucion:

a)

no hay restricciones;

b) A participara sélo si €l es el presidente;

c)
d)

By C participardn juntos o no lo hardn;
D y E no participaran juntos?

a) El ndmero total de opciones de funcionarios, si no hay restricciones, es

b)

c)

d)

5—3: = (50)(49) = 2450.

soP2 = 7

Como A participaria sélo si es el presidente, tenemos dos situaciones: i) A se elige
como presidente, lo cual produce 49 resultados posibles para el puesto de tesorero; o
ii) los funcionarios se eligen de entre las 49 personas restantes sin tomar en cuenta a
A, en cuyo caso el nimero de opciones es , P, = (49)(48) = 2352. Por lo tanto, el
numero total de opciones es 49 + 2352 = 2401.

El nimero de selecciones cuando By C participan juntos es 2. El nimero de selec-
ciones cuando ni B ni C se eligen es why = 2256. Por lo tanto, el nimero total de
opciones en esta situacion es 2 + 2256 = 2258.

El ndimero de selecciones cuando D participa como funcionario pero sin E es (2)(48)
= 96, donde 2 es el nimero de puestos que D puede ocupar y 48 es el nimero de
selecciones de los otros funcionarios de las personas restantes en el club, excepto E.
El nimero de selecciones cuando E participa como funcionario pero sin D también
es (2)(48) = 96. El nimero de selecciones cuando tanto D como E no son elegidos es
«F> = 2256. Por lo tanto, el nimero total de opciones es (2)(96) + 2256 = 2448.
Este problema también tiene otra solucién rapida: como Dy E s6lo pueden participar

juntos de dos maneras, la respuesta es 2450 — 2 = 2448.
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Teorema 2.3:

Teorema 2.4:

Las permutaciones que ocurren al arreglar objetos en un circulo se llaman permu-
taciones circulares. Dos permutaciones circulares no se consideran diferentes a menos
que los objetos correspondientes en los dos arreglos estén precedidos o seguidos por un
objeto diferente, conforme avancemos en la direccién de las manecillas del reloj. Por
ejemplo, si cuatro personas juegan bridge, no tenemos una permutacion nueva si se mue-
ven una posicion en la direccion de las manecillas del reloj. Si consideramos a una per-
sona en una posicion fija y arreglamos a las otras tres de 3! formas, encontramos que hay
seis arreglos distintos para el juego de bridge.

El nimero de permutaciones de n objetos ordenados en un circulo es (n — 1)!.

Hasta ahora hemos considerado permutaciones de objetos distintos. Es decir, todos
los objetos fueron por completo diferentes o distinguibles. Evidentemente, si tanto la letra
b como la ¢ son iguales a x, entonces las 6 permutaciones de las letras a, b y ¢ se convier-
ten en axx, axx, xax, xax, xxa y xxa, de las cuales s6lo 3 son diferentes. Por lo tanto, con
3 letras, en las que 2 son iguales, tenemos 3!/2! = 3 permutaciones distintas. Con 4 letras
diferentes a, b, ¢ y d tenemos 24 permutaciones distintas. Si permitimos que a = b =xy
¢ = d =y, podemos listar sélo las siguientes permutaciones distintas: xxyy, xyxy, yxxy,
yyxx, xyyx y yxyx. De esta forma tenemos 4!/(2!2!) = 6 permutaciones distintas.

El nimero de permutaciones distintas de n objetos, en el que n, son de una clase, n, de
una segunda clase,..., n, de una k-€sima clase es

n!

nl‘nz'nk'

Ejemplo 2.20: | Durante un entrenamiento de fitbol americano colegial, el coordinador defensivo nece-

Solucion:

sita tener a 10 jugadores parados en una fila. Entre estos 10 jugadores hay 1 de primer
afio, 2 de segundo afio, 4 de tercer afio y 3 de cuarto afio, respectivamente. ;De cudntas
formas diferentes se pueden arreglar en una fila si lo tnico que los distingue es el grado
en el cual estdn?

Usando directamente el teorema 2.4, el nimero total de arreglos es
10!
— =12 .
1!2!4!3! ,600 N |

Con frecuencia nos interesa el nimero de formas de dividir un conjunto de n objetos
en r subconjuntos denominados celdas. Se consigue una particién si la interseccion de
todo par posible de los r subconjuntos es el conjunto vacio ¢, y si la unién de todos los
subconjuntos da el conjunto original. El orden de los elementos dentro de una celda no
tiene importancia. Considere el conjunto {a, e, i, o, u}. Las particiones posibles en dos
celdas en las que la primera celda contenga 4 elementos y la segunda 1 son

{(a, e i, 0), W}, {(a i, 0, u), ()}, {(e, i, 0, w), (@)}, {(a, e, 0, u), (D)}, {(a, e, i, w), (0)}.

Vemos que hay 5 formas de partir un conjunto de 4 elementos en dos subconjuntos o
celdas que contengan 4 elementos en la primera celda y 1 en la segunda.
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El nimero de particiones para esta ilustracién se denota con la expresion

5 5!
<4,1> RPTETIRES

en la que el nimero superior representa el nimero total de elementos y los nimeros in-
feriores representan el nimero de elementos que van en cada celda. Establecemos esto
de forma mds general en el teorema 2.5.

Teorema 2.5:  El nimero de formas de partir un conjunto de n objetos en r celdas con n, elementos en
la primera celda, n, elementos en la segunda, y asi sucesivamente, es

( n > n!
=—
Ny, N,y ..., Ny ni'ny!on,!

donde n, +n,+ ... +n =n.

Ejemplo 2.21: | Un hotel va a hospedar a siete estudiantes de posgrado que asisten a una conferencia, jen
cudntas formas los puede asignar a una habitacién triple y a dos dobles?
Solucion: El nimero total de particiones posibles seria

7 ) 7!
= ——7 =210.
<3,2,2 312121 1

En muchos problemas nos interesamos en el nimero de formas de seleccionar r
objetos de n sin importar el orden. Tales selecciones se llaman combinaciones. Una
combinacién es realmente una particion con dos celdas, donde una celda contiene los r
objetos seleccionados y la otra contiene los (n — r) objetos restantes. El niimero de tales
combinaciones se denota con

< " ), que por lo general se reduce a (n>,
,

nn—r

debido a que el nimero de elementos en la segunda celda debe ser n — .

Teorema 2.6: El nimero de combinaciones de n objetos distintos tomados de r a la vez es

n\ _ n!
r)  rln—r)

Ejemplo 2.22: | Un nifio le pide a su madre que le lleve cinco cartuchos de Game-Boy™ de su coleccién
de 10 juegos recreativos y 5 de deportes. ;De cudntas maneras podria su madre llevarle
3 juegos recreativos y 2 de deportes?
Solucion: El nimero de formas de seleccionar 3 cartuchos de 10 es

10 10!
= =120
(3) 31 (10— 3)!

El ndmero de formas de seleccionar 2 cartuchos de 5 es

5 51
<2) om0
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Si utilizamos la regla de la multiplicacion (regla 2.1) con n, = 120 y n, = 10, tenemos

que hay (120)(10) = 1200 formas.

Ejemplo 2.23:
STATISTICS?

A

(Cudntos arreglos diferentes de letras se pueden hacer con las letras de la palabra

Solucion: Si utilizamos el mismo argumento expuesto en el teorema 2.6, en este ejemplo podemos
realmente aplicar el teorema 2.5 para obtener

10
3,3,2, 1,1

10!
> = AT = 0400

Aqui tenemos 10 letras en total, donde 2 letras (S, T) aparecen tres veces cada una, la
letra [ aparece dos veces, y las letras A y C aparecen una vez cada una. Por otro lado, el
resultado se puede obtener directamente usando el teorema 2.4. o |

Ejercicios

2.21 A los participantes de una convencién se les
ofrecen seis recorridos, cada uno de tres dias, a sitios de
interés. ;De cudntas maneras se puede acomodar una
persona para que vaya a uno de los recorridos planea-
dos por la convencién?

2.22  En un estudio médico los pacientes se clasifican
en 8 formas de acuerdo con su tipo sanguineo: AB*,
AB~,A*, A", B*, B, O* u O; y también de acuerdo con
su presion sanguinea: baja, normal o alta. Encuentre el
nimero de formas en las que se puede clasificar a un
paciente.

2.23 Si un experimento consiste en lanzar un dado y
después extraer una letra al azar del alfabeto inglés,
(cudntos puntos habrd en el espacio muestral?

2.24 Los estudiantes de humanidades de una univer-
sidad privada se clasifican como estudiantes de primer
afio, de segundo afio, de pendltimo afio o de dltimo afio,
y también de acuerdo con su género (hombres o muje-
res). Calcule el nimero total de clasificaciones posibles
para los estudiantes de esa universidad.

2.25 Cierta marca de calzado existe en 5 diferentes
estilos y cada estilo estd disponible en 4 colores distin-
tos. Si la tienda deseara mostrar la cantidad de pares de
zapatos que incluya todos los diversos estilos y colores,
(cudntos pares diferentes tendria que mostrar?

2.26 Un estudio en California concluy6 que siguien-
do siete sencillas reglas para la salud un hombre y una
mujer pueden prolongar su vida 11y 7 afios en prome-
dio, respectivamente. Estas 7 reglas son: no fumar, ha-
cer ejercicio de manera habitual, moderar su consumo
de alcohol, dormir siete u ocho horas, mantener el peso
adecuado, desayunar y no ingerir alimentos entre comi-

das. De cudntas formas puede una persona adoptar cin-
co de estas reglas:
a) (Sila persona actualmente infringe las siete reglas?
b) (Sila persona nunca bebe y siempre desayuna?

2.27 Un urbanista de un nuevo fraccionamiento ofre-
ce a un posible comprador de una casa elegir entre 4
disefios, 3 diferentes sistemas de calefaccion, un garaje
o cobertizo, y un patio o un porche cubierto. ;De cudn-
tos planos diferentes dispone el comprador?

2.28 Un medicamento para aliviar el asma se puede
adquirir en 5 diferentes laboratorios y en forma de li-
quido, comprimidos o cdpsulas, todas en concentracion
normal o alta. ;| De cudntas formas diferentes puede un
médico recetar la medicina a un paciente que sufre de
asma?

2.29 En un estudio econémico de combustibles, cada
uno de 3 autos de carreras se prueba con 5 marcas dife-
rentes de gasolina en 7 lugares de prueba que se locali-
zan en diferentes regiones del pais. Si en el estudio se
utilizan 2 pilotos y las pruebas se realizan una vez en
cada uno de los distintos grupos de condiciones, ;jcuan-
tas pruebas se necesita realizar?

2.30 ;De cuantas formas distintas se puede respon-
der una prueba de falso-verdadero que consta de 9 pre-
guntas?

2.31 Un testigo de un accidente automovilistico le
dijo a la policia que la matricula del culpable, que huyd,
contenia las letras RLH seguidas por 3 digitos, de los
cuales el primero era un 5. Si el testigo no recuerda
los 2 tltimos digitos, pero estd seguro de que los 3 eran
distintos, calcule la cantidad maxima de registros de
automoviles que la policia tendria que revisar.



52

2.32 a) ;De cudntas maneras se pueden formar 6 per-
sonas para abordar un autobus?

b) ;Cuéntas maneras son posibles si, de las 6, 3 per-
sonas especificas insisten en formarse una después
de la otra?

¢) (De cudntas maneras se pueden formar si, de las 6,
2 personas especificas se rehusan a formarse una
detrds de la otra?

2.33 Si una prueba de opcién mudltiple consta de 5
preguntas, cada una con 4 respuestas posibles, de las
cuales sélo 1 es correcta,
a) (de cudntas formas diferentes puede un estudiante
elegir una respuesta a cada pregunta?
b) (de cudntas maneras puede un estudiante elegir
una respuesta a cada pregunta y obtener todas las
respuestas incorrectas?

2.34 a) ;Cudntas permutaciones distintas se pueden
hacer con las letras de la palabra COLUMNA?
b) (Cuantas de estas permutaciones comienzan con
la letra M?

2.35 Un contratista desea construir 9 casas, cada una
con diferente disefio. ;De cuantas formas puede ubicar-
las en la calle en la que las va a construir si en un lado
de ésta hay 6 lotes y en el lado opuesto hay 3?

2.36 ) ;Cuantos nimeros de tres digitos se pueden
formar con los digitos 0, 1, 2, 3,4, 5y 6 si cada
digito se puede usar sélo una vez?

b) (Cuantos de estos nimeros son impares?
¢) ¢Cudntos son mayores que 3307

2.37 (De cudntas maneras se pueden sentar 4 nifios y
5 nifias en una fila, si se deben alternar unos y otras?

2.38 Cuatro parejas compran 8 lugares en la misma
fila para un concierto. ;De cudntas maneras diferentes
se pueden sentar...
a) sin restricciones?
b) si cada pareja se sienta junta?
¢) sitodos los hombres se sientan juntos a la derecha
de todas las mujeres?

2.4 Probabilidad de un evento
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2.39 En un concurso regional de ortografia, los 8 fi-
nalistas son 3 nifios y 5 nifias. Encuentre el nimero de
puntos muestrales en el espacio muestral S para el nu-
mero de ordenamientos posibles al final del concurso
para

a) los 8 finalistas;

b) los 3 primeros lugares.

2.40 ;De cuéntas formas se pueden cubrir las 5 posi-
ciones iniciales en un equipo de baloncesto con 8§ juga-
dores que pueden jugar cualquiera de las posiciones?

2.41 Encuentre el nimero de formas en que se puede
asignar 6 profesores a 4 secciones de un curso intro-
ductorio de psicologia, si ninglin profesor se asigna a
mds de una seccion.

2.42 De un grupo de 40 boletos se sacan 3 billetes de
loteria para el primero, segundo y tercer premios. En-
cuentre el nimero de puntos muestrales en S para dar
los 3 premios, si cada concursante solo tiene un billete.

2.43 ;De cuédntas maneras se pueden plantar 5 arbo-
les diferentes en un circulo?

2.44 ;De cudntas formas se puede acomodar en
circulo una caravana de ocho carretas de Arizona?

2.45 ;Cudantas permutaciones distintas se pueden ha-
cer con las letras de la palabra INFINITO?

2.46 ;De cuantas maneras se pueden colocar 3 ro-
bles, 4 pinos y 2 arces a lo largo de la linea divisoria de
una propiedad, si no se distingue entre arboles del mis-
mo tipo?

2.47 ;De cuantas formas se puede seleccionar a 3 de
8 candidatos recién graduados, igualmente calificados,
para ocupar las vacantes de un despacho de contabi-
lidad?

2.48 ;Cuantas formas hay en que dos estudiantes no
tengan la misma fecha de cumpleafios en un grupo de
60?

Quiza fue la insaciable sed del ser humano por el juego lo que condujo al desarrollo tem-
prano de la teoria de la probabilidad. En un esfuerzo por aumentar sus triunfos, algunos
pidieron a los mateméticos que les proporcionaran las estrategias 6ptimas para los diversos
juegos de azar. Algunos de los matemadticos que brindaron tales estrategias fueron Pascal,
Leibniz, Fermat y James Bernoulli. Como resultado de este desarrollo inicial de la teoria
de la probabilidad, la inferencia estadistica, con todas sus predicciones y generalizaciones,
ha rebasado el dmbito de los juegos de azar para abarcar muchos otros campos asociados
con los eventos aleatorios, como la politica, los negocios, el prondstico del clima y la
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investigacién cientifica. Para que estas predicciones y generalizaciones sean razonable-
mente precisas, resulta esencial la comprension de la teorfa basica de la probabilidad.

(A qué nos referimos cuando hacemos afirmaciones como “Juan probablemente
ganard el torneo de tenis”, o “tengo 50% de probabilidades de obtener un nimero par
cuando lanzo un dado”, o “la universidad no tiene posibilidades de ganar el juego de
fiitbol esta noche”, o “la mayoria de nuestros graduados probablemente estardn casados
dentro de tres aflos”? En cada caso expresamos un resultado del cual no estamos seguros,
pero con base en la experiencia, o a partir de la comprensién de la estructura del experi-
mento, confilamos hasta cierto punto en la validez de nuestra afirmacion.

En el resto de este capitulo consideraremos sélo aquellos experimentos para los cua-
les el espacio muestral contiene un nimero finito de elementos. La probabilidad de la
ocurrencia de un evento que resulta de tal experimento estadistico se evaliia utilizando un
conjunto de nimeros reales denominados pesos o probabilidades, que van de 0 a 1. Para
todo punto en el espacio muestral asignamos una probabilidad tal que la suma de todas
las probabilidades es 1. Si tenemos razén para creer que al llevar a cabo el experimento
es bastante probable que ocurra cierto punto muestral, le tendriamos que asignar a éste
una probabilidad cercana a 1. Por el contrario, si creemos que no hay probabilidades de
que ocurra cierto punto muestral, le tendriamos que asignar a éste una probabilidad cer-
cana a cero. En muchos experimentos, como lanzar una moneda o un dado, todos los
puntos muestrales tienen la misma oportunidad de ocurrencia, por lo tanto, se les asignan
probabilidades iguales. A los puntos fuera del espacio muestral, es decir, a los eventos
simples que no tienen posibilidades de ocurrir, les asignamos una probabilidad de cero.

Para encontrar la probabilidad de un evento A sumamos todas las probabilidades
que se asignan a los puntos muestrales en A. Esta suma se denomina probabilidad de A
y se denota con P(A).

Definicion 2.9: La probabilidad de un evento A es la suma de los pesos de todos los puntos muestrales
en A. Por lo tanto,

0<PA) <1, P(@p)=0 y P(S) = 1.
Ademds, siA, A, A,,... es una serie de eventos mutuamente excluyentes, entonces

P(A,UA,UA,U..) = P(A) + P(4,) + P(A,) + ...

Ejemplo 2.24 | Una moneda se lanza dos veces. (Cudl es la probabilidad de que ocurra al menos una
cara (H)?
Solucion: El espacio muestral para este experimento es

S = {HH, HT, TH, TT}

Si la moneda esté balanceada, cada uno de estos resultados tendrd las mismas probabili-
dades de ocurrir. Por lo tanto, asignamos una probabilidad de w a cada uno de los puntos
muestrales. Entonces, 4w = 1 o w = 1/4. Si A representa el evento de que ocurra al
menos una cara (H), entonces

A ={HH,HT,TH}y P(A) = %. r

NP

T
4

I

Ejemplo 2.25: [ Se carga un dado de forma que exista el doble de probabilidades de que salga un nimero
par que uno impar. Si E es el evento de que ocurra un nimero menor que 4 en un solo
lanzamiento del dado, calcule P(E).



54 Capitulo 2 Probabilidad

Solucion: El espacio muestral es S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Asignamos una probabilidad de w a cada
nimero impar y una probabilidad de 2w a cada ntimero par. Como la suma de las proba-
bilidades debe ser 1, tenemos 9w = 1 o w = 1/9. Por lo tanto, asignamos probabilidades
de 1/9 y 2/9 a cada nimero impar y par, respectivamente. Por consiguiente,

1 2 1
E={1,23)y P(E) = ~ 4+~ + - = -,
{1,2,3} y P(E) 5t5+9=9 P

Ejemplo 2.26: |Enel ejemplo 2.25, sea A el evento de que resulte un niimero par y sea B el evento de que
resulte un nimero divisible entre 3. Calcule P(A U B) y P(A N B).
Solucion: Para los eventos A = {2, 4,6} y B = {3, 6}, tenemos

AUB=1{2,3,4,6)yANB={6}.

Al asignar una probabilidad de 1/9 a cada nimero impar y de 2/9 a cada niimero par,
tenemos

2 01,2 2 7 2
PAUB)=g+g+5+5=5 ¥y PANB) =73

979" 9 1

Si el espacio muestral para un experimento contiene N elementos, todos los cuales
tienen las mismas probabilidades de ocurrir, asignamos una probabilidad igual a 1/N a
cada uno de los N puntos. La probabilidad de que cualquier evento A contenga n de estos
N puntos muestrales es entonces el cociente del nimero de elementos en A y el nimero
de elementos en S.

Regla 2.3:  Si un experimento puede dar como resultado cualquiera de N diferentes resultados que
tienen las mismas probabilidades de ocurrir, y si exactamente n de estos resultados
corresponden al evento A, entonces la probabilidad del evento A es

P(A) = ]%

Ejemplo 2.27: | A una clase de estadistica para ingenieros asisten 25 estudiantes de ingenieria industrial,
10 de ingenieria mecdnica, 10 de ingenieria eléctrica y 8 de ingenieria civil. Si el profe-
sor elige al azar a un estudiante para que conteste una pregunta, ;qué probabilidades hay
de que el elegido sea a) estudiante de ingenieria industrial, b) estudiante de ingenieria
civil o estudiante de ingenieria eléctrica?.

Solucion: Las especialidades de los estudiantes de ingenieria industrial, mecénica, eléctrica y civil
se denotan con I, M, E 'y C, respectivamente. El grupo estd integrado por 53 estudiantes
y todos tienen las mismas probabilidades de ser seleccionados.

a) Como 25 de los 53 individuos estudian ingenieria industrial, la probabilidad del
evento /, es decir, la de elegir al azar a alguien que estudia ingenieria industrial, es
25
P()= —.
= o
b) Como 18 de los 53 estudiantes son de las especialidades de ingenieria civil o eléctri-
ca, se deduce que
18
P(CUE) = —.
( )= 353 1
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Ejemplo 2.28: | En una mano de poquer que consta de 5 cartas encuentre la probabilidad de tener 2 ases
y 3 jotas.
Solucion: El nimero de formas de tener 2 ases de 4 cartas es

4 4!
(2) RETETIRA

y el nimero de formas de tener 3 jotas de 4 cartas es

4\ 4 .
3) 7 31

Mediante la regla de multiplicacién (regla 2.1), obtenemos n = (6)(4) = 24 manos con
2 ases y 3 jotas. El nimero total de manos de péquer de 5 cartas, todas las cuales tienen
las mismas probabilidades de ocurrir, es

52 52!
N = <5> =527 = 2,598,960.

Por lo tanto, la probabilidad del evento C de obtener 2 ases y 3 jotas en una mano de
poquer de 5 cartas es 24
-5
P(C) = 3,398,960 =09 x107". 3

Si los resultados de un experimento no tienen las mismas probabilidades de ocurrir,
las probabilidades se deben asignar con base en el conocimiento previo o en la evidencia
experimental. Por ejemplo, si una moneda no estd balanceada, podemos estimar las pro-
babilidades de caras y cruces lanzdndola muchas veces y registrando los resultados. De
acuerdo con la definicién de frecuencia relativa de la probabilidad, las probabilidades
verdaderas serfan las fracciones de caras y cruces que ocurren a largo plazo. Otra forma
intuitiva de comprender la probabilidad es el método de la indiferencia. Por ejemplo, si
usted tiene un dado que cree que estd balanceado, el método con el que podria determi-
nar que hay 1/6 de probabilidades de que resulte cada una de las seis caras después de
lanzarlo una vez es el método de la indiferencia.

Para encontrar un valor numérico que represente de forma adecuada la probabilidad
de ganar en el tenis, dependemos de nuestro desempefio previo en el juego, asi como
también del de nuestro oponente y, hasta cierto punto, de la capacidad de ganar que
creemos tener. De manera similar, para calcular la probabilidad de que un caballo gane
una carrera, debemos llegar a una probabilidad basada en las marcas anteriores de todos
los caballos que participan en la carrera, asi como de las marcas de los jinetes que los
montan. La intuicién, sin duda, también participa en la determinacién del monto que
estemos dispuestos a apostar. El uso de la intuicidn, las creencias personales y otra infor-
macién indirecta para llegar a probabilidades se conoce como la definicion subjetiva de
la probabilidad.

En la mayoria de las aplicaciones de probabilidad de este libro la que opera es la
interpretacién de frecuencia relativa de probabilidad, la cual se basa en el experimento
estadistico en vez de en la subjetividad y es considerada, mds bien, como frecuencia
relativa limitante. Como resultado, muchas aplicaciones de probabilidad en ciencia e
ingenieria se deben basar en experimentos que se puedan repetir. Cuando asignamos
probabilidades que se basan en informacién y opiniones previas, como en la afirmacién:
“hay grandes probabilidades de que los Gigantes pierdan el Super Tazon”, se encuentran
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conceptos menos objetivos de probabilidad. Cuando las opiniones y la informacién pre-
via difieren de un individuo a otro, la probabilidad subjetiva se vuelve el recurso perti-
nente. En la estadistica bayesiana (véase el capitulo 18) se usard una interpretaciéon mas
subjetiva de la probabilidad, la cual se basard en obtener informacién previa de probabi-
lidad.

2.5 Reglas aditivas

Teorema 2.7:

Prueba:

Corolario 2.1:

A menudo resulta mas sencillo calcular la probabilidad de algiin evento a partir de las
probabilidades conocidas de otros eventos. Esto puede ser cierto si el evento en cuestion
se puede representar como la unién de otros dos eventos o como el complemento de al-
gin evento. A continuacién se presentan varias leyes importantes que con frecuencia
simplifican el cdlculo de las probabilidades. La primera, que se denomina regla aditiva,
se aplica a uniones de eventos.

Si A 'y B son dos eventos, entonces

P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(AN B).

A ANB B

Figura 2.7: Regla aditiva de probabilidad.

Considere el diagrama de Venn de la figura 2.7. P(AUB) es la suma de las probabilida-
des de los puntos muestrales en (A U B). Asi, P(A) + P(B) es la suma de todas las pro-
babilidades en A mas la suma de todas las probabilidades en B. Por lo tanto, sumamos
dos veces las probabilidades en (A N B). Como estas probabilidades se suman a P(A N
B), debemos restar esta probabilidad una vez para obtener la suma de las probabilidades
enAUB.

Si A y B son mutuamente excluyentes, entonces
P(A UB) = P(A) + P(B).
El corolario 2.1 es un resultado inmediato del teorema 2.7, pues si A y B son mutua-

mente excluyentes, A N B =0 y entonces P(A N B) = P(¢p) = 0. En general, podemos
anotar el corolario 2.2.
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Corolario 2.2: SiA,A,,..., A, son mutuamente excluyentes, entonces

P(A,UA,U~UA)=P@A)+ PA) + -~ + PA).

Un conjunto de eventos {A,A,,... A } de un espacio muestral § se denomina parti-
cionde SsiA,A,,...,A son mutuamente excluyentesy A UA U--UA = §. Porlo
tanto, tenemos

Corolario 2.3: Si ALA,..,A esuna particién de un espacio muestral S, entonces

PAA UA,U-~UA)=PA)+PA)+-+PA)=PS) =1
Como se esperaria, el teorema 2.7 se extiende de forma andloga.
Teorema 2.8: Para tres eventos A, By C,

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
-PANB -PANC)-P(BNC)+PANBNC).

Ejemplo 2.29: | Al final del semestre John se va a graduar en la facultad de ingenierfa industrial de una
universidad. Después de tener entrevistas en dos empresas en donde quiere trabajar, de-
termina que la probabilidad que tiene de lograr una oferta de empleo en la empresa A es
0.8, y que la probabilidad de obtenerla en la empresa B es 0.6. Si, por otro lado, conside-
ra que la probabilidad de recibir ofertas de ambas empresas es 0.5, ;qué probabilidad
tiene de obtener al menos una oferta de esas dos empresas?

Solucion: Si usamos la regla aditiva tenemos

PAAUB)=PA)+ PB)-PANB)=08+0.6-0.5=0.9. o |

Ejemplo 2.30: ‘ (Cudl es la probabilidad de obtener un total de 7 u 11 cuando se lanza un par de dados?
Solucion: Sea A el evento de que resulte 7 y B el evento de que salga 11. Ahora bien, para 6 de los
36 puntos muestrales ocurre un total de 7 y sélo para 2 de ellos ocurre un total de 11.
Como todos los puntos muestrales tienen la misma probabilidad, tenemos P(A) = 1/6 'y
P(B) = 1/18. Los eventos A y B son mutuamente excluyentes, ya que un total de 7 y uno
de 11 no pueden ocurrir en el mismo lanzamiento. Por lo tanto,

P(AUB)=P(A)+P(B) = +1i8 = g.

N =

Este resultado también se podria obtener contando el niimero total de puntos para el
evento A U B, es decir, 8 y escribir

n 8 2
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El teorema 2.7 y sus tres corolarios deberian ayudar al lector a comprender mejor la
probabilidad y su interpretacién. Los corolarios 2.1 y 2.2 sugieren el resultado muy in-
tuitivo tratando con la probabilidad de que ocurra al menos uno de varios eventos, sin
que puedan ocurrir dos de ellos simultdneamente. La probabilidad de que al menos ocu-
rra uno es la suma de las probabilidades de ocurrencia de los eventos individuales. El
tercer corolario simplemente establece que el valor mayor de una probabilidad (unidad)
se asigna a todo el espacio muestral S.

Ejemplo 2.31: |Las probabilidades de que un individuo que compra un automévil nuevo elija uno de

Solucion:

Teorema 2.9:

Prueba:

color verde, uno blanco, uno rojo o uno azul son 0.09, 0.15, 0.21 y 0.23, respectivamen-
te, ;cudl es la probabilidad de que un comprador dado adquiera un automévil nuevo que
tenga uno de esos colores?

Sean V, B, R y A los eventos de que un comprador seleccione, respectivamente, un auto-
movil verde, blanco, rojo o azul. Como estos cuatro eventos son mutuamente excluyen-
tes, la probabilidad es

P(VUBURUA) = P(V) + P(B) + P(R) + P(A)
=0.09 + 0.15 + 0.21 + 0.23 = 0.68. N |

A menudo es mas dificil calcular la probabilidad de que ocurra un evento que calcu-
lar la probabilidad de que el evento no ocurra. Si éste es el caso para alglin evento A,

simplemente calculamos primero P(A") y, después, mediante el teorema 2.7, calculamos
P(A) por sustraccion.

Si A y A" son eventos complementarios, entonces
PA) + PA') =1
Como A UA"=S, y los conjuntos A y A" son disjuntos, entonces

1 =P(S) = P(AUA’) = P(A) + P(A)) N |

Ejemplo 2.32: | Si las probabilidades de que un mecédnico automotriz dé servicio a 3, 4, 5, 6, 7, 8 o mas

Solucion:

vehiculos en un dia de trabajo dado son 0.12, 0.19, 0.28, 0.24, 0.10 y 0.07, respectiva-
mente, ;cudl es la probabilidad de que dé servicio al menos a 5 vehiculos el siguiente dia
de trabajo?

Sea E el evento de que al menos 5 automdviles reciban servicio. Ahora bien, P(E) = 1
— P(E’), donde E’ es el evento de que menos de 5 automdviles reciban servicio. Como

P(E)=0.12 + 0.19 = 0.31.

del teorema 2.9 se deduce que

P(E) =1-0.31 =0.69. o |

Ejemplo 2.33: | Suponga que las especificaciones del fabricante para la longitud del cable de cierto tipo

de computadora son 2000 + 10 milimetros. En esta industria se sabe que el cable peque-
flo tiene la misma probabilidad de salir defectuoso (de no cumplir con las especificacio-
nes) que el cable grande. Es decir, la probabilidad de que aleatoriamente se produzca un
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cable con una longitud mayor que 2010 milimetros es igual a la probabilidad de pro-
ducirlo con una longitud menor que 1990 milimetros. Se sabe que la probabilidad de que
el procedimiento de produccién cumpla con las especificaciones es 0.99.

a) (Cudl es la probabilidad de que un cable elegido al azar sea muy largo?

b) (Cuadl es la probabilidad de que un cable elegido al azar sea mas grande que 1990

milimetros?

Solucion: Sea E el evento de que un cable cumpla con las especificaciones. Sean P y G los eventos
de que el cable sea muy pequeio o muy grande, respectivamente. Entonces,

a) P(E)=0.99y P(P) = P(G) = (1 -0.99)/2 = 0.005.
b) Si la longitud de un cable seleccionado al azar se denota con X, tenemos

P(1990 < X < 2010) = P(E) = 0.99.
Como P(X = 2010) = P(G) = 0.005,

P(X = 1990) = P(E) + P(G) = 0.995

Esto también se resuelve utilizando el teorema 2.9:

P(X = 1990) + P(X < 1990) = 1.
Asf, P(X>1990) = 1 — P(P) = 1-0.005 = 0.995. A

Ejercicios

2.49 Encuentre los errores en cada una de las siguien-
tes aseveraciones:

a) Las probabilidades de que un vendedor de auto-
moviles venda 0, 1, 2 o 3 unidades en un dia dado
de febrero son 0.19, 0.38, 0.29 y 0.15, respectiva-
mente.

b) La probabilidad de que llueva mafiana es 0.40 y la
probabilidad de que no llueva es 0.52.

¢) Las probabilidades de que una impresora cometa
0, 1, 2, 3 0 4 o més errores al imprimir un docu-
mento son 0.19, 0.34, —0.25, 0.43 y 0.29, respec-
tivamente.

d) Al sacar una carta de una baraja en un solo inten-
to la probabilidad de seleccionar un corazén es
1/4, 1a probabilidad de seleccionar una carta negra
es 1/2, y la probabilidad de seleccionar una car-
ta de corazones y negra es 1/8.

2.50 Suponga que todos los elementos de S en el ejer-
cicio 2.8 de la pagina 42 tienen la misma probabilidad
de ocurrencia y calcule

a) la probabilidad del evento A;

b) la probabilidad del evento C;

¢) la probabilidad del evento A N C.

2.51 Una caja contiene 500 sobres, de los cuales
75 contienen $100 en efectivo, 150 contienen $25 y
275 contienen $10. Se puede comprar un sobre en $25.
(Cudl es el espacio muestral para las diferentes canti-
dades de dinero? Asigne probabilidades a los puntos
muestrales y despu€s calcule la probabilidad de que el
primer sobre que se compre contenga menos de $100.

2.52 Suponga que se descubre que, en un grupo de
500 estudiantes universitarios de ultimo afo, 210 fu-
man, 258 consumen bebidas alcohdlicas, 216 comen
entre comidas, 122 fuman y consumen bebidas alcoh6-
licas, 83 comen entre comidas y consumen bebidas al-
cohdlicas, 97 fuman y comen entre comidas y 52 tienen
esos tres habitos nocivos para la salud. Si se selecciona
al azar a un miembro de este grupo, calcule la probabi-
lidad de que el estudiante

a) fume pero no consuma bebidas alcohdlicas;

b) coma entre comidas y consuma bebidas alcoh6li-

cas pero no fume;
¢) no fume ni coma entre comidas.

2.53 La probabilidad de que una industria estadouni-
dense se ubique en Shanghdi, China, es 0.7, la probabi-
lidad de que se ubique en Beijing, China, es 0.4 y la
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probabilidad de que se ubique en Shamghdi o Beijing,
o en ambas ciudades, es 0.8. ;Cudl es la probabilidad
de que la industria se ubique...

a) en ambas ciudades?

b) en ninguna de esas ciudades?

2.54 Basado en su experiencia, un agente bursatil
considera que en las condiciones econémicas actuales
la probabilidad de que un cliente invierta en bonos li-
bres de impuestos es 0.6, la de que invierta en fondos
comunes de inversion es 0.3 y la de que invierta en am-
bos es 0.15. En esta ocasion encuentre la probabilidad
de que un cliente invierta

a) en bonos libres de impuestos o en fondos comunes

de inversion;

b) en ninguno de esos dos instrumentos.
2.55 Sicada articulo codificado en un catdlogo empie-
za con 3 letras distintas seguidas por 4 digitos distintos
de cero, calcule la probabilidad de seleccionar aleatoria-
mente uno de estos articulos codificados que tenga
como primera letra una vocal y el tltimo digito sea par.

2.56 Un fabricante de automdviles estd preocupado
por el posible retiro de su seddn de cuatro puertas con
mayor venta. Si fuera retirado habria 0.25 de probabili-
dad de que haya un defecto en el sistema de frenos, 0.18
de que haya un defecto en la transmisién, 0.17 de que
esté en el sistema de combustible y 0.40 de que esté en
alguna otra drea.

a) (Cudl es la probabilidad de que el defecto esté en
los frenos o en el sistema de combustible, si la pro-
babilidad de que haya defectos en ambos sistemas
de manera simultdnea es 0.15?

b) (Cudl es la probabilidad de que no haya defecto en
los frenos o en el sistema de combustible?

2.57 Si se elige al azar una letra del alfabeto inglés,
encuentre la probabilidad de que la letra

a) sea una vocal excepto y;

b) esté listada en algin lugar antes de la letra j;

c) esté listada en algun lugar después de la letra g.

2.58 Se lanza un par de dados. Calcule la probabili-
dad de obtener

a) un total de 8;

b) maximo un total de 5.

2.59 En una mano de péquer que consta de 5 cartas,
encuentre la probabilidad de tener

a) 3 ases;

b) 4 cartas de corazones y 1 de tréboles.

2.60 Si se toman 3 libros al azar, de un librero que
contiene 5 novelas, 3 libros de poemas y 1 diccionario,
(cudl es la probabilidad de que...

a) se seleccione el diccionario?

b) se seleccionen 2 novelas y 1 libro de poemas?

Capitulo 2 Probabilidad

2.61 En un grupo de 100 estudiantes graduados de
preparatoria, 54 estudiaron matematicas, 69 estudiaron
historia y 35 cursaron matemadticas e historia. Si se se-
lecciona al azar uno de estos estudiantes, calcule la pro-
babilidad de que
a) el estudiante haya cursado matematicas o historia;
b) el estudiante no haya llevado ninguna de estas ma-
terias;
c) el estudiante haya cursado historia pero no mate-
maticas.

2.62 Laempresa Dom’s Pizza utiliza pruebas de sa-
bor y el andlisis estadistico de los datos antes de comer-
cializar cualquier producto nuevo. Considere un estudio
que incluye tres tipos de pastas (delgada, delgada con
ajo y orégano, y delgada con trozos de queso). Dom’s
también estd estudiando tres salsas (estandar, una nue-
va salsa con mds ajo y una nueva salsa con albahaca
fresca).
a) (Cudntas combinaciones de pasta y salsa se inclu-
yen?
b) (Cudl es la probabilidad de que un juez reciba una
pasta delgada sencilla con salsa estdndar en su pri-
mera prueba de sabor?

2.63 A continuacion se listan los porcentajes, propor-
cionados por Consumer Digest (julio/agosto de 1996),
de las probables ubicaciones de las PC en una casa:

Dormitorio de adultos: 0.03
Dormitorio de nifios: 0.15
Otro dormitorio: 0.14
Oficina o estudio: 0.40
Otra habitacion: 0.28

a) (Cudl es la probabilidad de que una PC esté en un
dormitorio?

b) (Cudl es la probabilidad de que no esté en un dor-
mitorio?

¢) Suponga que de entre las casas que tienen una PC
se selecciona una al azar, ;en qué habitacion espe-
rarfa encontrar una PC?

2.64 Existe interés por la vida de un componente
electrénico. Suponga que se sabe que la probabilidad
de que el componente funcione mas de 6000 horas es
0.42. Suponga, ademds, que la probabilidad de que el
componente no dure mds de 4000 horas es 0.04.
a) (Cudl es la probabilidad de que la vida del compo-
nente sea menor o igual a 6000 horas?
b) (Cudl es la probabilidad de que la vida del compo-
nente sea mayor que 4000 horas?

2.65 Considere la situacion del ejercicio 2.64. Sea A
el evento de que el componente falle en una prueba es-
pecifica y B el evento de que se deforme pero no falle.
El evento A ocurre con una probabilidad de 0.20 y el
evento B ocurre con una probabilidad de 0.35.
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a) (Cudl es la probabilidad de que el componente no
falle en la prueba?

b) ;Cudl es la probabilidad de que el componente
funcione perfectamente bien (es decir, que ni se
deforme ni falle en la prueba)?

¢) (Cudl es la probabilidad de que el componente fa-
lle o se deforme en la prueba?

2.66 A los obreros de las fabricas se les motiva cons-
tantemente a practicar la tolerancia cero para prevenir
accidentes en el lugar de trabajo. Los accidentes pue-
den ocurrir porque el ambiente o las condiciones labo-
rales son inseguros. Por otro lado, los accidentes
pueden ocurrir por negligencia o fallas humanas. Ade-
mas, los horarios de trabajo de 7:00 A.M. a 3:00 p.m.
(turno matutino), de 3:00 p.M. a 11:00 p.m. (turno ves-
pertino) y de 11:00 p.m. a 7:00 A.M. (turno nocturno)
podria ser un factor. El afio pasado ocurrieron 300 ac-
cidentes. Los porcentajes de los accidentes por la com-
binacién de condiciones son los que siguen:

Condiciones Fallas
Turno inseguras humanas
Matutino 5% 32%
Vespertino 6% 25%
Nocturno 2% 30%

Si se elige aleatoriamente un reporte de accidente de
entre los 300 reportes,
a) (Cudl es la probabilidad de que el accidente haya
ocurrido en el turno nocturno?
b) (Cudl es la probabilidad de que el accidente haya
ocurrido debido a una falla humana?
¢) (Cudl es la probabilidad de que el accidente haya
ocurrido debido a las condiciones inseguras?
d) (Cudl es la probabilidad de que el accidente haya
ocurrido durante los turnos vespertino o nocturno?

2.67 Considere la situacion del ejemplo 2.32 de la pa-
gina 58.
a) (Cudles la probabilidad de que el nimero de auto-
moviles que recibirdn servicio del mecdnico no
sea mayor de 4?
b) ;Cudl es la probabilidad de que el mecanico dé
servicio a menos de 8 automoviles?
¢) (Cudl es la probabilidad de que el mecdnico dé
servicio a 3 o 4 automéviles?

2.68 Existe interés por el tipo de horno, eléctrico o de
gas, que se compra en una tienda departamental especi-
fica. Considere la decision que al respecto toman seis
clientes distintos.

a) Suponga que hay 0.40 de probabilidades de que
como maximo dos de esos clientes compren un
horno eléctrico. ;Cudl serd la probabilidad de que
al menos tres compren un horno eléctrico?
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b) Suponga que se sabe que la probabilidad de que
los seis compren el horno eléctrico es 0.007, mien-
tras que la probabilidad de que los seis compren el
horno de gas es 0.104. ;Cudl es la probabilidad de
vender, por lo menos, un horno de cada tipo?

2.69 Enmuchas dreas industriales es comtin que se uti-
licen maquinas para llenar las cajas de productos. Esto
ocurre tanto en la industria de comestibles como en otras
que fabrican productos de uso doméstico, como los de-
tergentes. Dichas maquinas no son perfectas y, de hecho,
podrian cumplir las especificaciones de llenado de las
cajas (A), llenarlas por debajo del nivel especificado (B)
o rebasar el limite de llenado (C). Por lo general, lo que
se busca evitar es la practica del llenado insuficiente. Sea
P(B) = 0.001, mientras que P(A) = 0.990.
a) Determine P(C).
b) (Cudl es la probabilidad de que la maquina no lle-
ne de manera suficiente?
¢) (Cudl es la probabilidad de que la maquina llene
de mds o de menos?

2.70 Considere la situacion del ejercicio 2.69. Supon-
ga que se producen 50,000 cajas de detergente por se-
mana, y que los clientes “devuelven” las cajas que no
estan suficientemente llenas y solicitan que se les reem-
bolse lo que pagaron por ellas. Suponga que se sabe
que el “costo” de produccién de cada caja es de $4.00 y
que se venden a $4.50.
a) (Cudl es la utilidad semanal cuando no hay devo-
luciones de cajas defectuosas?
b) (Cual es la pérdida en utilidades esperada debido
a la devolucién de cajas insuficientemente lle-
nadas?

2.71 Como podria sugerir la situacién del ejercicio
2.69, a menudo los procedimientos estadisticos se utili-
zan para control de calidad (es decir, control de calidad
industrial). A veces el peso de un producto es una varia-
ble importante que hay que controlar. Se dan especifi-
caciones de peso para ciertos productos empacados, y
si un paquete no las cumple (estd muy ligero o muy
pesado) se rechaza. Los datos histdricos sugieren que
la probabilidad de que un producto empacado cumpla
con las especificaciones de peso es 0.95; mientras que
la probabilidad de que sea demasiado ligero es 0.002.
El fabricante invierte $20.00 en la produccién de cada
uno de los productos empacados y el consumidor los
adquiere a un precio de $25.00.

a) (Cudl es la probabilidad de que un paquete elegido
al azar de la linea de produccién sea demasia-
do pesado?

b) Si todos los paquetes cumplen con las especifica-
ciones de peso, ;qué utilidad recibird el fabricante
por cada 10,000 paquetes que venda?
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¢) Suponga que todos los paquetes defectuosos fue- 2.72 Demuestre que

ron rechazados y perdieron todo su valor, ;a cudn-

to se reducirfa la utilidad de la venta de 10,000 P(A'NB) =1+ P(AN B) - P(A) - P(B).
paquetes debido a que no se cumplieron las espe-

cificaciones de peso?

2.6 Probabilidad condicional, independencia y regla del producto

Un concepto muy importante en la teoria de probabilidad es la probabilidad condicional.
En algunas aplicaciones el profesional se interesa por la estructura de probabilidad bajo
ciertas restricciones. Por ejemplo, en epidemiologia, en lugar de estudiar las probabili-
dades de que una persona de la poblacion general tenga diabetes, podria ser mds intere-
sante conocer esta probabilidad en un grupo distinto, como el de las mujeres asidticas
cuya edad estd en el rango de 35 a 50 afos, o como el de los hombres hispanos cuya edad
estd entre los 40 y los 60 afios. A este tipo de probabilidad se le conoce como probabili-
dad condicional.

Probabilidad condicional

La probabilidad de que ocurra un evento B cuando se sabe que ya ocurri6 algin evento
A se llama probabilidad condicional y se denota con P(B|A). El simbolo P(B|A) por lo
general se lee como “la probabilidad de que ocurra B, dado que ocurrié A”, o simplemen-
te, “la probabilidad de B, dado A”.

Considere el evento B de obtener un cuadrado perfecto cuando se lanza un dado. El
dado se construye de modo que los nimeros pares tengan el doble de probabilidad de
ocurrencia que los nimeros nones. Con base en el espacio muestral S = {1, 2, 3,4, 5, 6},
en el que a los nlimeros impares y a los pares se les asignaron probabilidades de 1/9 y
2/9, respectivamente, la probabilidad de que ocurra B es de 1/3. Suponga ahora que se
sabe que el lanzamiento del dado tiene como resultado un nimero mayor que 3. Tene-
mos ahora un espacio muestral reducido, A = {4, 5, 6}, que es un subconjunto de S. Para
encontrar la probabilidad de que ocurra B, en relacién con el espacio muestral A, debe-
mos comenzar por asignar nuevas probabilidades a los elementos de A, que sean propor-
cionales a sus probabilidades originales de modo que su suma sea 1. Al asignar una
probabilidad de w al nimero non en A y una probabilidad de 2w a los dos niimeros pares,
tenemos Sw = 1 o w = 1/5. En relacién con el espacio A, encontramos que B contiene
s6lo el elemento 4. Si denotamos este evento con el simbolo B|A, escribimos
B1A = {4}y, en consecuencia,

2
P(BJA) = 3.

Este ejemplo ilustra que los eventos pueden tener probabilidades diferentes cuando se
consideran en relacion con diferentes espacios muestrales.
También podemos escribir
2 29 P(ANB)
P(BlA) = 5 59  PA)

donde P(A N B) y P(A) se calculan a partir del espacio muestral original S. En otras pa-
labras, una probabilidad condicional relativa a un subespacio A de S se puede calcular en
forma directa de las probabilidades que se asignan a los elementos del espacio muestral
original S.
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Definicién 2.10: La probabilidad condicional de B, dado A, que se denota con P(B|A), se define como

P(ANB)

P(BlA) = :
P(A) ' siempre que P(A) > 0.

Un ejemplo mds: suponga que tenemos un espacio muestral S constituido por la
poblacion de adultos de una pequefia ciudad que cumplen con los requisitos para obtener
un titulo universitario. Debemos clasificarlos de acuerdo con su género y situacién labo-
ral. Los datos se presentan en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Clasificacién de los adultos de una pequeiia ciudad

Empleado Desempleado Total

Hombre 460 40 500
Mujer 140 260 400
Total 600 300 900

Se seleccionard al azar a uno de estos individuos para que realice un viaje a través
del pais con el fin de promover las ventajas de establecer industrias nuevas en la ciudad.
Nos interesaremos en los eventos siguientes:

M: se elige a un hombre,
E: el elegido tiene empleo.

Al utilizar el espacio muestral reducido E, encontramos que

460 23

Sea n(A) el nimero de elementos en cualquier conjunto A. Podemos utilizar esta
notacién, puesto que cada uno de los adultos tiene las mismas probabilidades de ser
elegido, para escribir

_n(ENM) n(ENM)n(S) P(ENM)
P(MIE) = n(E) — nEYnS) — P(E)

en donde P(E N M)y P(E) se calculan a partir del espacio muestral original S. Para ve-
rificar este resultado observe que

600 2 460 23
P(E)= >2 =% y P(ENM) = -2 = =2,
(B)=7550 =3 ¥ PENM) =555 =15
Por lo tanto,
23/45 2
P(M|E)=£:_3,
273 30

como antes.

Ejemplo 2.34: La probabilidad de que un vuelo programado normalmente salga a tiempo es P(D) =
0.83, la probabilidad de que llegue a tiempo es P(A) = 0.82 y la probabilidad de que
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Solucion:

Capitulo 2 Probabilidad

salga y llegue a tiempo es P(D N A) = 0.78. Calcule la probabilidad de que un avién
a) llegue a tiempo, dado que sali a tiempo; y b) sali6 a tiempo, dado que llegé a tiempo.
Al utilizar la definicién 2.10 tenemos lo que sigue:

a) La probabilidad de que un avién llegue a tiempo, dado que salié a tiempo es

P(DNA) 078

= = 0.94.
P(D) 0.83 ?

P(A|D) =

b) La probabilidad de que un avién haya salido a tiempo, dado que llegé a tiempo es

P(DNA) 0.78
P(D|A) = P(A) _0.82_0'95' 1
La nocién de probabilidad condicional brinda la capacidad de reevaluar la idea de
probabilidad de un evento a la luz de la informacién adicional; es decir, cuando se sabe
que ocurri6 otro evento. La probabilidad P(A|B) es una actualizacién de P(A) basada en
el conocimiento de que ocurri6 el evento B. En el ejemplo 2.34 es importante conocer la
probabilidad de que el vuelo llegue a tiempo. Tenemos la informacién de que el vuelo no
salié a tiempo. Con esta informacién adicional, la probabilidad mds pertinente es
P(A|D’), esto es, la probabilidad de que llegue a tiempo, dado que no sali6 a tiempo. A
menudo las conclusiones que se obtienen a partir de observar la probabilidad condicio-
nal mds importante cambian drasticamente la situacion. En este ejemplo, el calculo de
P(A|D’) es

P(AND) 0.82-0.78 _

N
PAIDY = == = =g =024

Como resultado, la probabilidad de una llegada a tiempo disminuye significativamente
ante la presencia de la informacién adicional.

Ejemplo 2.35: 'El concepto de probabilidad condicional tiene innumerables aplicaciones industriales y

Solucion:

biomédicas. Considere un proceso industrial en el ramo textil, en el que se producen
listones de una tela especifica. Los listones pueden resultar con defectos en dos de sus
caracteristicas: la longitud y la textura. En el segundo caso el proceso de identificacion
es muy complicado. A partir de informacién histérica del proceso se sabe que 10% de
los listones no pasan la prueba de longitud, que 5% no pasan la prueba de textura y que
s6lo 0.8% no pasan ninguna de las dos pruebas. Si en el proceso se elige un listn al azar
y una medicién rdpida identifica que no pasa la prueba de longitud, ;cudl es la probabi-
lidad de que la textura esté defectuosa?

Considere los eventos

L: defecto en longitud, T: defecto en textura.

Dado que el liston tiene una longitud defectuosa, la probabilidad de que este liston
tenga una textura defectuosa estd dada por

P(TNL) _ 0.008
P(L) ~ 0.1

P(T|L) = = 0.08.
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Eventos independientes

Definicion 2.11:

En el experimento del lanzamiento de un dado de la pdgina 62 sefialamos que P(B|A) =
2/5, mientras que P(B) = 1/3. Es decir, P(B|A) # P(B), lo cual indica que B depende de
A. Consideremos ahora un experimento en el que se sacan 2 cartas, una después de la
otra, de una baraja ordinaria, con reemplazo. Los eventos se definen como

A: la primera carta es un as,
B: la segunda carta es una espada.

Como la primera carta se reemplaza, nuestro espacio muestral para la primera y segunda
cartas consta de 52 cartas, que contienen 4 ases y 13 espadas. Entonces,

13 1 13 1
P(B|A) = S5=7 YV PBI=5=1
Es decir, P(B|A) = P(B). Cuando esto es cierto, se dice que los eventos A y B son inde-
pendientes.

Aunque la probabilidad condicional permite alterar la probabilidad de un evento a
la luz de material adicional, también nos permite entender mejor el muy importante
concepto de independencia o, en el contexto actual, de eventos independientes. En el
ejemplo 2.34 del aeropuerto, P(A|D) difiere de P(A). Esto sugiere que la ocurrencia de D
influye en A y esto es lo que, de hecho, se espera en este caso. Sin embargo, considere la
situacién en donde tenemos los eventos A y B, y

P(A|B) = P(A).

En otras palabras, la ocurrencia de B no influye en las probabilidades de ocurrencia de
A. Aqui la ocurrencia de A es independiente de la ocurrencia de B. No podemos dejar
de resaltar la importancia del concepto de independencia, ya que desempefia un papel
vital en el material de casi todos los capitulos de este libro y en todas las dreas de la
estadistica aplicada.

Dos eventos A y B son independientes si y s6lo si
P(B|A) = P(B) o P(A|B) = P(A),

si se asume la existencia de probabilidad condicional. De otra forma, A y B son depen-
dientes.

La condicién P(B|A) = P(B) implica que P(A|B) = P(A), y viceversa. Para los
experimentos de extraccion de una carta, donde mostramos que P(B|A) = P(B) = 1/4,
también podemos ver que P(A|B) = P(A) = 1/13.

La regla de producto o regla multiplicativa

Al multiplicar la férmula de la definicién 2.10 por P(A), obtenemos la siguiente regla
multiplicativa importante (o regla de producto), que nos permite calcular la probabili-
dad de que ocurran dos eventos.
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Teorema 2.10:

Capitulo 2 Probabilidad

Si en un experimento pueden ocurrir los eventos A y B, entonces

P(A N B) = P(A)P(B|A), siempre que P(A) > 0.

Por consiguiente, la probabilidad de que ocurran A y B es igual a la probabilidad de que
ocurra A multiplicada por la probabilidad condicional de que ocurra B, dado que ocurre A.
Como los eventos A N B'y BN A son equivalentes, del teorema 2.10 se deduce que también
podemos escribir

P(A N B) = P(BN A) = P(B)P(A|B).

En otras palabras, no importa qué evento se considere como A ni qué evento se conside-
re como B.

Ejemplo 2.36: | Suponga que tenemos una caja de fusibles que contiene 20 unidades, de las cuales 5 es-

Solucion:

tdn defectuosas. Si se seleccionan 2 fusibles al azar y se retiran de la caja, uno después
del otro, sin reemplazar el primero, ;cudl es la probabilidad de que ambos fusibles estén
defectuosos?

Sean A el evento de que el primer fusible esté defectuoso y B el evento de que el segun-
do esté defectuoso; entonces, interpretamos A N B como el evento de que ocurra A, y
entonces B ocurre después de que haya ocurrido A. La probabilidad de sacar primero un
fusible defectuoso es 1/4; entonces, la probabilidad de separar un segundo fusible defec-
tuoso de los restantes 4 es 4/19. Por lo tanto,

1 4 1
ranm=(3) (55) = 1 1

Ejemplo 2.37: | Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 3 negras, y una segunda bolsa contiene 3 blancas y

Solucion:

5 negras. Se saca una bola de la primera bolsa y se coloca sin verla en la segunda bolsa.
(Cudl es la probabilidad de que ahora se saque una bola negra de la segunda bolsa?

N, N,y B, representan, respectivamente, la extraccion de una bola negra de la bolsa 1,
una bola negra de la bolsa 2 y una bola blanca de la bolsa 1. Nos interesa la unién de los
eventos mutuamente excluyentes N, N N, y B, N N,. Las diversas posibilidades y sus
probabilidades se ilustran en la figura 2.8. Entonces

P[(NtNN3)o( B1NN2)]=P(N{NN>)+ P(B NN>)
=P(N{)P(N3|Ny)+ P(B |)P(N;z|B )

-()6)G6)-5

Si, en el ejemplo 2.36, el primer fusible se reemplaza y los fusibles se reacomodan
por completo antes de extraer el segundo, entonces la probabilidad de que se extraiga un
fusible defectuoso en la segunda seleccion sigue siendo 1/4; es decir, P(B|A) = P(B), y
los eventos A y B son independientes. Cuando esto es cierto podemos sustituir P(B) por
P(B|A) en el teorema 2.10 para obtener la siguiente regla multiplicativa especial.
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Teorema 2.11:

P(N1 N No) = (3/7)(6/9)

N
6/9
Bolsa 2
N 3B, 6N B
3/9 P(N1 N Bo) = (3/7)(3/9)
Bolsa 1 3/7
4B, 3N
4/7
N P(B1 N N) = (4/7)(5/9)
B Bolsa 2 6/9
4B, 5N
4/9
B

P(B1 N Bo) = (4/7)(4/9)

Figura 2.8: Diagrama de arbol para el ejemplo 2.37.

Dos eventos A y B son independientes si y s6lo si
P(A N B) = P(A)P(B).

Por lo tanto, para obtener la probabilidad de que ocurran dos eventos independientes
simplemente calculamos el producto de sus probabilidades individuales.

Ejemplo 2.38: | Una pequeiia ciudad dispone de un carro de bomberos y una ambulancia para emergen-

Solucion:

cias. La probabilidad de que el carro de bomberos esté disponible cuando se necesite es
0.98 y la probabilidad de que la ambulancia esté disponible cuando se le requiera es 0.92.
En el evento de un herido en un incendio, calcule la probabilidad de que tanto la ambu-
lancia como el carro de bomberos estén disponibles, suponiendo que operan de forma
independiente.

Sean A y B los respectivos eventos de que estén disponibles el carro de bomberos y la
ambulancia. Entonces,

P(A N B) = P(A)P(B) = (0.98)(0.92) = 0.9016. A

Ejemplo 2.39: | Un sistema eléctrico consta de cuatro componentes, como se ilustra en la figura 2.9. El

Solucion:

sistema funciona si los componentes A y B funcionan, y si funciona cualquiera de los
componentes C o D. La confiabilidad (probabilidad de que funcionen) de cada uno de
los componentes también se muestra en la figura 2.9. Calcule la probabilidad de a) que
el sistema completo funcione y de b) que el componente C no funcione, dado que el
sistema completo funciona. Suponga que los cuatro componentes funcionan de manera
independiente.

En esta configuracién del sistema, A, B y el subsistema C y D constituyen un sistema
de circuitos en serie; mientras que el subsistema C y D es un sistema de circuitos en
paralelo.
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a) Esevidente que la probabilidad de que el sistema completo funcione se puede calcu-
lar de la siguiente manera:
P[AN BN (CUD)] =PA)PB)P(CU D)= PAPB)[1-P(C' ND"
= P(A)P(B)[1 - P(C")P(D")]
= (0.9)(0.9)[1 - (1 - 0.8)(1 -0.8)] =0.7776.

Las igualdades anteriores son validas debido a la independencia entre los cuatro
componentes.

b) Para calcular la probabilidad condicional en este caso, observe que

p— P (el sistema funciona pero C no funciona)

P (el sistema funciona)
_ P(ANBNC'ND) _ (0.9)00.9)(1 —0.8)(0.8)

= = = 0.1667.
P (el sistema funciona) 0.7776
0.8
C
0.9 0.9
A B
0.8
D

Figura 2.9: Un sistema eléctrico para el ejemplo 2.39.

La regla multiplicativa se puede extender a situaciones con mds de dos eventos.

Teorema 2.12: Si, en un experimento, pueden ocurrir los eventos A, A
P(A, NA,N-NA)
= P(A)P(AJA)PAJA, NA)PAJA NA,N-NA,_).
Silos eventos A, A,,..., A, son independientes, entonces
P(A,NA,N-NA) = P(A)P(A)-~P(A)

e A, €ntonces

Ejemplo 2.40: | Se sacan tres cartas seguidas, sin reemplazo, de una baraja ordinaria. Encuentre la pro-
babilidad de que ocurra el evento A, N A, N A, donde A es el evento de que la primera
carta sea un as rojo, A, el evento de que la segunda carta sea un 10 o una jota y A, el
evento de que la tercera carta sea mayor que 3 pero menor que 7.

Solucion: Primero definimos los eventos:

A: la primera carta es un as rojo,

A,: la segunda carta es un 10 o una jota,
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A,: la tercera carta es mayor que 3 pero menor que 7.

Ahora bien,

2 8
P(A1)=5—2,P(A2|A1)= 37 P(A3]A1NA) = 30

12
1) O?

por lo tanto, por medio del teorema 2.12,

P(A1NA; NA3) = P(A1P(A2]A)P(A3|A1 NA»)

- () (5) (5) =55 »

La propiedad de independencia establecida en el teorema 2.11 se puede extender a
situaciones con mas de dos eventos. Considere, por ejemplo, el caso de los tres eventos A,
By C. No basta con tener P(A N BN C) = P(A)P(B)P(C) como una definicién de inde-
pendencia entre los tres. Suponga que A = By C = @, el conjunto vacio. Aunque A N B
N C = f, que da como resultado P(A N BN C) = 0 = P(A)P(B)P(C), los eventos A y B
no son independientes. En consecuencia, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.12: Un conjunto de eventos A = {A,...,A } son mutuamente independientes si para cual-
quier subconjunto de A, A, .., A, parak < n, tenemos

P(A, N-NA) = PA )-PA).

Ejercicios

2.73 Si R es el evento de que un convicto cometa un
robo a mano armada y D es el evento de que el convic-
to venda drogas, exprese en palabras lo que en probabi-
lidades se indica como

a) P(R|D);

b) P(D'|R);

¢) P(R|D).

2.74 Un grupo de estudiantes de fisica avanzada se
compone de 10 alumnos de primer afio, 30 del dltimo
afio y 10 graduados. Las calificaciones finales muestran
que 3 estudiantes de primer afio, 10 del dltimo afio y 5
de los graduados obtuvieron 10 en el curso. Si se elige
un estudiante al azar de este grupo y se descubre que es
uno de los que obtuvieron 10 de calificacién, cudl es la
probabilidad de que sea un estudiante de Gltimo afio?

2.75 Lasiguiente es una clasificacion, segtn el géne-
ro y el nivel de escolaridad, de una muestra aleatoria de
200 adultos.

Escolaridad Hombre Mujer

Primaria 38 45
Secundaria 28 50
Universidad 22 17

Si se elige una persona al azar de este grupo, ;cudl es la
probabilidad de que...

a) la persona sea hombre, dado que su escolaridad es
de secundaria?;

b) la persona no tenga un grado universitario, dado
que es mujer?

2.76 En un experimento para estudiar la relaciéon que
existe entre el habito de fumar y la hipertension arterial
se retinen los siguientes datos para 180 individuos:

Fumadores Fumadores
No fumadores moderados empedernidos
H 21 36 30
SH 48 26 19

donde las letras H y SH de la tabla representan Hiper-
tension y Sin hipertension, respectivamente. Si se se-
lecciona uno de estos individuos al azar, calcule la
probabilidad de que la persona...
a) sufra hipertension, dado que es una fumadora em-
pedernida;
b) no fume, dado que no padece hipertension.

277 En un grupo de 100 estudiantes de bachillerato
que estdn cursando el dltimo afio, 42 cursaron matema-
ticas, 68 psicologia, 54 historia, 22 matematicas e his-
toria, 25 matemadticas y psicologia, 7 historia pero ni
matemadticas ni psicologia, 10 las tres materias y 8 no
cursaron ninguna de las tres. Seleccione al azar a un
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estudiante de este grupo y calcule la probabilidad de
los siguientes eventos:
a) Una persona inscrita en psicologia y cursa las tres
materias;
b) Una persona que no estd inscrita en psicologia y
esté cursando historia y matematicas.

2.78 Un fabricante de una vacuna para la gripe esta
interesado en determinar la calidad de su suero. Con
ese fin tres departamentos diferentes procesan los lotes
de suero y tienen tasas de rechazo de 0.10, 0.08 y 0.12,
respectivamente. Las inspecciones de los tres departa-
mentos son secuenciales e independientes.

a) ;Cudl es la probabilidad de que un lote de suero
sobreviva a la primera inspeccién departamental
pero sea rechazado por el segundo departamento?

b) (Cudl es la probabilidad de que un lote de suero
sea rechazado por el tercer departamento?

2.79 En USA Today (5 de septiembre de 1996) se lis-
taron los siguientes resultados de una encuesta sobre el
uso de ropa para dormir mientras se viaja:

Hombre Mujer Total
Ropa interior 0.020 0.024 0.244
Camison 0.002  0.180  0.182
Nada 0.160  0.018  0.178
Pijama 0.102  0.073 0.175
Camiseta 0.046  0.088  0.134
Otros 0.084  0.003 0.087

a) (Cudl es la probabilidad de que un viajero sea una
mujer que duerme desnuda?

b) ;Cudl es la probabilidad de que un viajero sea
hombre?

¢) Si el viajero fuera hombre, ;cudl seria la probabi-
lidad de que duerma con pijama?

d) (Cuadl es la probabilidad de que un viajero sea
hombre si duerme con pijama o con camiseta?

2.80 La probabilidad de que cuando se tenga que lle-
nar el tanque de gasolina de un automdvil también se
necesite cambiarle el aceite es 0.25, la probabilidad
de que también se le tenga que cambiar el filtro de acei-
te es 0.40, y la probabilidad de que se necesite cambiar-
le el aceite y el filtro es 0.14.

a) Sise le tiene que cambiar el aceite, jcual es la pro-
babilidad de que también se necesite cambiarle el
filtro?

b) Si se le tiene que cambiar el filtro de aceite, ;cudl
es la probabilidad de que también se le tenga que
cambiar el aceite?

2.81 La probabilidad de que un hombre casado vea
cierto programa de televisiéon es 0.4 y la probabi-
lidad de que lo vea una mujer casada es 0.5. La proba-

Capitulo 2 Probabilidad

bilidad de que un hombre vea el programa, dado que su
esposa lo ve, es 0.7. Calcule la probabilidad de que
a) una pareja casada vea el programa;
b) una esposa vea el programa dado que su esposo lo
ve;
¢) al menos uno de los miembros de la pareja casada
vea el programa.

2.82 Para parejas casadas que viven en cierto subur-
bio, la probabilidad de que el esposo vote en un refe-
réndum es 0.21, la probabilidad de que vote la esposa
es 0.28 y la probabilidad de que ambos voten es 0.15.
(Cuadl es la probabilidad de que...

a) al menos uno de los miembros de la pareja casada

vote?
b) una esposa vote, dado que su esposo vota?
¢) un esposo vote, dado que su esposa no vota?

2.83 La probabilidad de que un vehiculo que entra a
las Cavernas Luray tenga matricula de Canadd es 0.12,
la probabilidad de que sea una casa rodante es 0.28 y la
probabilidad de que sea una casa rodante con matricula
de Canada es 0.09. ;Cuadl es la probabilidad de que...
a) una casa rodante que entra a las Cavernas Luray
tenga matricula de Canada?
b) un vehiculo con matricula de Canada que entra a
las Cavernas Luray sea una casa rodante?
¢) un vehiculo que entra a las Cavernas Luray no
tenga matricula de Canadd o no sea una casa ro-
dante?

2.84 La probabilidad de que el jefe de familia esté en
casa cuando llame el representante de marketing de una
empresa es 0.4. Dado que el jefe de familia estd en
casa, la probabilidad de que la empresa le venda un
producto es 0.3. Encuentre la probabilidad de que el
jefe de familia esté en casa y compre productos de la
empresa.

2.85 La probabilidad de que un doctor diagnostique
de manera correcta una enfermedad especifica es 0.7.
Dado que el doctor hace un diagnéstico incorrecto, la
probabilidad de que el paciente entable una demanda
legal es 0.9. ;Cuadl es la probabilidad de que el doctor
haga un diagnéstico incorrecto y el paciente lo de-
mande?

2.86 En 1970, 11% de los estadounidenses completa-
ron cuatro afios de universidad; de ese porcentaje 43 %
eran mujeres. En 1990, 22% de los estadounidenses
completaron cuatro afios de universidad, un porcentaje
del cual 53 % fueron mujeres. (Time, 19 de enero de
1996).
a) Dado que una persona completd cuatro afios de uni-
versidad en 1970, ;cudl es la probabilidad de que
esa persona sea mujer?
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b) (Cudl es la probabilidad de que una mujer haya
terminado cuatro afios de universidad en 1990?

¢) (Cudl es la probabilidad de que en 1990 un hom-
bre no haya terminado la universidad?

2.87 Un agente de bienes raices tiene 8 llaves maes-
tras para abrir varias casas nuevas. S6lo 1 llave maestra
abrird cualquiera de las casas. Si 40% de estas casas
por lo general se dejan abiertas, ;cudl es la probabili-
dad de que el agente de bienes raices pueda entrar en
una casa especifica, si selecciona 3 llaves maestras al
azar antes de salir de la oficina?

2.88 Antes de la distribucién de cierto software esta-
distico se prueba la precision de cada cuarto disco com-
pacto (CD). EI proceso de prueba consiste en correr
cuatro programas independientes y verificar los resul-
tados. La tasa de falla para los 4 programas de prueba
son 0.01, 0.03, 0.02 y 0.01, respectivamente.
a) (Cudl es la probabilidad de que uno de los CD que
se pruebe no pase la prueba?
b) Dado que se prueba un CD, ;cudl es la probabili-
dad de que falle el programa 2 o 3?
¢) Enuna muestra de 100, ;cudntos CD esperaria que
se rechazaran?
d) Dado que un CD estd defectuoso, ;cudl es la pro-
babilidad de que se pruebe?

2.89 Una ciudad tiene dos carros de bomberos que
operan de forma independiente. La probabilidad de que
un carro especifico esté disponible cuando se le necesi-
te es 0.96.
a) (Cudl es la probabilidad de que ninguno esté dis-
ponible cuando se necesite?
b) (Cudl es la probabilidad de que un carro de bom-
beros esté disponible cuando se le necesite?

2.90 La contaminacion de los rios de Estados Unidos
ha sido un problema por muchos afios. Considere los
siguientes eventos:

0.7

0.8

Cc

Figura 2.10: Diagrama para el ejercicio 2.92.
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A: el rio esta contaminado.

B: al probar una muestra de agua se detecta contami-
nacion.

C: se permite pescar.

Suponga que P(A) = 0.3, P(B|A) = 0.75, P(B|A) =
0.20, P(CJAN B) =0.20, P(C|[A’'N B) = 0.15, P(C|A
N B’) =0.80y P(C|A"N B") = 0.90.
a) Calcule PANBNC).
b) Calcule P(B'N C).
c) Calcule P(C).
d) Calcule la probabilidad de que el rio esté contami-
nado, dado que estd permitido pescar y que la
muestra probada no detecté contaminacion.

291 Encuentre la posibilidad de seleccionar aleato-
riamente 4 litros de leche en buenas condiciones suce-
sivamente de un refrigerador que contiene 20 litros, de
los cuales 5 estdn echados a perder, utilizando
a) la primera férmula del teorema 2.12 de la pagina
68;
b) las férmulas del teorema 2.6 y la regla 2.3 de las
paginas 50 y 54, respectivamente.

2.92 Imagine el diagrama de un sistema eléctrico
como el que se muestra en la figura 2.10. ;Cudl es la
probabilidad de que el sistema funcione? Suponga que
los componentes fallan de forma independiente.

2.93 En la figura 2.11 se muestra un sistema de cir-
cuitos. Suponga que los componentes fallan de manera
independiente.
a) (Cudles la probabilidad de que el sistema comple-
to funcione?
b) Dado que el sistema funciona, ¢cudl es la probabi-
lidad de que el componente A no funcione?

2.94 En la situacion del ejercicio 2.93 se sabe que
el sistema no funciona. ;Cudl es la probabilidad de
que el componente A tampoco funcione?

0.7 0.7

0.8 0.8 0.8

C D E

Figura 2.11: Diagrama para el ejercicio 2.93.
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2.7 Regla de Bayes

La estadistica bayesiana es un conjunto de herramientas que se utiliza en un tipo especial
de inferencia estadistica que se aplica en el andlisis de datos experimentales en mu-
chas situaciones practicas de ciencia e ingenieria. La regla de Bayes es una de las normas
mds importantes de la teoria de probabilidad, ya que es el fundamento de la inferencia
bayesiana, la cual se analizara en el capitulo 18.

Probabilidad total

Regresemos al ejemplo de la seccion 2.6, en el que se selecciona un individuo al azar de
entre los adultos de una pequefia ciudad para que viaje por el pais promoviendo las ven-
tajas de establecer industrias nuevas en la ciudad. Suponga que ahora se nos da la infor-
macién adicional de que 36 de los empleados y 12 de los desempleados son miembros
del Club Rotario. Deseamos encontrar la probabilidad del evento A de que el individuo
seleccionado sea miembro del Club Rotario. Podemos remitirnos a la figura 2.12 y escri-
bir A como la unién de los dos eventos mutuamente excluyentes E N A y E'N A. Por lo
tanto, A = (E N A) U (E’' N A), y mediante el corolario 2.1 del teorema 2.7 y luego me-
diante el teorema 2.10, podemos escribir

P(A)=P[(ENA)U(E NA)]=PENA) + P(E NA)
= P(E)P(A|E) + P(E))P(A|E)).

E’

E'NA

Figura 2.12: Diagrama de Venn para los eventos A, E'y E'.

Los datos de la seccidn 2.6, junto con los datos adicionales antes dados para el conjunto
A, nos permiten calcular

2
02y 263
900 3

P(E) = =
(E) 600 50°

1 12 1

Si mostramos estas probabilidades mediante el diagrama de arbol de la figura 2.13, don-
de la primera rama da la probabilidad P(E)P(A|E) y la segunda rama da la probabilidad
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E PAE)=3/50 A
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E  PAEy=1/25 A

Figura 2.13: Diagrama de arbol para los datos de la pagina 63 con informacién adicional
de la pagina 72.

la probabilidad P(E")P(A|E"), deducimos que

- () (3)+ () 3)-%

Una generalizacion del ejemplo anterior para el caso en donde el espacio muestral
se parte en k subconjuntos se cubre mediante el siguiente teorema, que algunas veces se
denomina teorema de probabilidad total o regla de eliminacién.

Teorema 2.13: Si los eventos B, B,,... B, constituyen una particién del espacio muestral S, tal que
P(B) # 0 parai =1, 2,..., k, entonces, para cualquier evento A de S,

k k
P(A)=> P(BiNA)= )Y P(B)P(A|B)).

i=1 il

Figura 2.14: Particion del espacio muestral s.
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Prueba: Considere el diagrama de Venn de la figura 2.14. Se observa que el evento A es la unién
de los eventos mutuamente excluyentes

B, NA, B,NA,.., B NA;
es decir,

A=(B,NAUMB,NA)U--U(B NA)
Por medio del corolario 2.2 del teorema 2.7 y el teorema 2.10 obtenemos

PA)=P[B,NA)UB,NA)U ---U(Br NA)]
=P(B;NA)+PB,NA)+ - +P(BrNA)

k
=ZP(B,~0A)

i=1

k
=Y P(B)P(A|B)).
i=1 A

Ejemplo 2.41: ‘ Tres médquinas de cierta planta de ensamble, B, B, y B,, montan 30%, 45% y 25% de los
productos, respectivamente. Se sabe por experiencia que 2%, 3% y 2% de los produc-
tos ensamblados por cada maquina, respectivamente, tienen defectos. Ahora bien, supon-
ga que se selecciona de forma aleatoria un producto terminado. ;Cudl es la probabilidad
de que esté defectuoso?

Solucion: Considere los siguientes eventos:

A: el producto estd defectuoso,

B,: el producto fue ensamblado con la maquina B,
B,: el producto fue ensamblado con la méaquina B,,
B,: el producto fue ensamblado con la maquina B,.

Podemos aplicar la regla de eliminacidn y escribir
P(A) = P(B))P(A|B,) + P(B,)P(A|B,) + P(B,)P(A|B,).

Si nos remitimos al diagrama de arbol de la figura 2.15 encontramos que las tres ramas
dan las probabilidades

P(B)P(A|B)) = (0.3)(0.02) = 0.006,

P(B,)P(A|B,) = (0.45)(0.03) = 0.0135,

P(B,)P(A|B,) = (0.25)(0.02) = 0.005,

cn consecuencia,

P(A) = 0.006 + 0.0135 + 0.005 = 0.0245. A
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B, PAB;)=002 A

&
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&
P(B,) = 0.45 PA|B,) = 0.03 A
B
% 2
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AN

o
B;  P(A|B;) = 0.02
Figura 2.15: Diagrama de arbol para el ejemplo 2.41.

Regla de Bayes

Suponga que en lugar de calcular P(A) mediante la regla de eliminacién en el ejemplo
2.41, consideramos el problema de obtener la probabilidad condicional P(B,|A). En otras
palabras, suponga que se selecciona un producto de forma aleatoria y que éste resulta
defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que este producto haya sido ensamblado con la
mdquina B,? Las preguntas de este tipo se pueden contestar usando el siguiente teorema,
denominado regla de Bayes:

Teorema 2.14: (Regla de Bayes) Si los eventos By 18 g0 18, constituyen una particién del espacio
muestral S, donde P(B) # O parai = 1, 2,....k, entonces, para cualquier evento A en S,
tal que P(A) # 0,
P (B, NA) P(B,)P(A|B,)

P(B.|A) = - = para r=1,2,..., k

> P(B;NA) fj P(B;)P(A|B;)

i=1 i=1

Prueba: Mediante la definicion de probabilidad condicional,

P(B,NA)

P(Br|A)= P(A) s

y después usando el teorema 2.13 en el denominador, tenemos

P(B, NA P(B,)P(A|B,

P(BrIA)=k(m)=k()(|)’
STP(B;NA) > P(B)P(A|B) I
i=1 i=1

que completa la demostracion.

Ejemplo 2.42: | Con referencia al ejemplo 2.41, si se elige al azar un producto y se encuentra que esta
defectuoso, ¢cudl es la probabilidad de que haya sido ensamblado con la mdquina B,?
Solucion: Podemos utilizar la regla de Bayes para escribir

P(B3)P(A|B3)
P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B>) + P(B3)P(A|B3)’

P(B3lA) =
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y después al sustituir las probabilidades calculadas en el ejemplo 2.41, tenemos

P(B3|A) =

0.005 0.005 10

0.006 + 0.0135 + 0.005 _ 0.0245 _ 49°

En vista del hecho de que se seleccioné un producto defectuoso, este resultado su-
giere que probablemente no fue ensamblado con la méquina B,. A

Ejemplo 2.43: | Una empresa de manufactura emplea tres planos analiticos para el disefio y desarrollo de

un producto especifico. Por razones de costos los tres se utilizan en momentos diferen-
tes. De hecho, los planos 1, 2 y 3 se utilizan para 30%, 20% y 50% de los productos,
respectivamente. La tasa de defectos difiere en los tres procedimientos de la siguiente
manera,

P(DIP) =001, P(D|P,)=0.03, P(D|P, =0.02,

en donde P(DIPJ.) es la probabilidad de que un producto esté defectuoso, dado el plano j.
Si se observa un producto al azar y se descubre que estd defectuoso, ;cudl de los planos

tiene mds probabilidades de haberse utilizado y, por lo tanto, de ser el responsable?
Solucion: A partir del planteamiento del problema

P(P) =030, P(P,)=020 y P(P,)=0.50,

debemos calcular P(Pj|D) paraj = 1, 2, 3. Laregla de Bayes (teorema 2.14) muestra

P(Pi|D) =

P(P))P(D|Py)

P(P1)P(D|Py)+ P(P)P(D|Py)+ P(P3)P(D|P3)
(0.30)(0.01)

_ 0.003 = 0.158.

= (0.3)(0.01) + (0.20)(0.03) + (0.50)(0.02) _ 0.019

De igual manera,

P(P,|D) = 0.019

(0.03)(0.20)

(0.02)(0.50)

0.316 y P(P3|D) = =

= 0.526.

La probabilidad condicional de un defecto, dado el plano 3, es la mayor de las tres; por
consiguiente, un defecto en un producto elegido al azar tiene mas probabilidad de ser el
resultado de haber usado el plano 3. o |

La regla de Bayes, un método estadistico llamado método bayesiano, ha adquirido
muchas aplicaciones. En el capitulo 18 estudiaremos una introduccién al método bayesiano.

Ejercicios

2.95 En cierta region del pais se sabe por experiencia
que la probabilidad de seleccionar un adulto mayor de
40 afos de edad con cédncer es 0.05. Si la probabilidad
de que un doctor diagnostique de forma correcta que
una persona con cancer tiene la enfermedad es 0.78, y
la probabilidad de que diagnostique de forma incorrec-
ta que una persona sin cdncer tiene la enfermedad es
0.06, ;cudl es la probabilidad de que a un adulto mayor
de 40 afios se le diagnostique cancer?

2.96 La policia planea hacer respetar los limites de
velocidad usando un sistema de radar en 4 diferentes
puntos a las orillas de la ciudad. Las trampas de radar en
cada uno de los sitios L, L, L, y L, operardn 40%,
30 %, 20% y 30% del tiempo. Si una persona que excede
el limite de velocidad cuando va a su trabajo tiene proba-
bilidades de 0.2, 0.1, 0.5 y 0.2, respectivamente, de pasar
por esos lugares, ;cudl es la probabilidad de que reciba
una multa por conducir con exceso de velocidad?



Ejercicios de repaso

2.97 Remitase al ejercicio 2.95. ;Cudl es la probabi-
lidad de que una persona a la que se le diagnostica can-
cer realmente tenga la enfermedad?

2.98 Sien el ejercicio 2.96 la persona es multada por
conducir con exceso de velocidad en su camino al tra-
bajo, ;cudl es la probabilidad de que pase por el siste-
ma de radar que se ubica en L,?

2.99 Suponga que los cuatro inspectores de una fabri-
ca de pelicula colocan la fecha de caducidad en cada
paquete de pelicula al final de la linea de montaje. John,
quien coloca la fecha de caducidad en 20% de los pa-
quetes, no logra ponerla en uno de cada 200 paquetes;
Tom, quien la coloca en 60% de los paquetes, no logra
ponerla en uno de cada 100 paquetes; Jeff, quien la co-
loca en 15% de los paquetes, no lo hace una vez en
cada 90 paquetes; y Pat, que fecha 5% de los paquetes,
falla en uno de cada 200 paquetes. Si un cliente se que-
ja de que su paquete de pelicula no muestra la fecha de
caducidad, ;cudl es la probabilidad de que haya sido
inspeccionado por John?

2.100 Una empresa telefonica regional opera tres es-
taciones de retransmision idénticas en diferentes sitios.
A continuacién se muestra el nimero de desperfectos
en cada estacion reportados durante un aflo y las causas
de éstos.

Ejercicios de repaso

2.103 Un suero de la verdad tiene la propiedad de que
90% de los sospechosos culpables se juzgan de forma
adecuada, mientras que, por supuesto, 10% de los sos-
pechosos culpables erroneamente se consideran ino-
centes. Por otro lado, a los sospechosos inocentes se les
juzga de manera errénea 1% de las veces. Si se aplica
el suero a un sospechoso, que se selecciona de un grupo
de sospechosos en el cual s6lo 5% ha cometido un de-
lito, y éste indica que es culpable, ;cudl es la probabili-
dad de que sea inocente?

2.104 Un alergdlogo afirma que 50% de los pacientes
que examina son alérgicos a algun tipo de hierba. ;Cudl
es la probabilidad de que...
a) exactamente 3 de sus 4 pacientes siguientes sean
alérgicos a hierbas?
b) ninguno de sus 4 pacientes siguientes sea alérgico
a hierbas?

2.105 Mediante la comparacion de las regiones apro-
piadas en un diagrama de Venn, verifique que

a) ANB)UANB)=A;

by ANB'UC)=A'NB)YUA NCOC).

Estacion A

Problemas con el suministro de electricidad 2
Falla de la computadora 4
Fallas del equipo eléctrico 5
Fallas ocasionadas por otros errores humanos 7

nhw— |3
Lo — |0

Suponga que se reporta una falla y que se descubre que
fue ocasionada por otros errores humanos. ;Cual es la
probabilidad de que provenga de la estacién C?

2.101 Una cadena de tiendas de pintura produce y
vende pintura de litex y semiesmaltada. De acuerdo
con las ventas a largo plazo, la probabilidad de que un
cliente compre pintura de latex es 0.75. De los que
compran pintura de latex, 60 % también compra rodi-
llos. Sin embargo, s6lo 30 % de los que compran pin-
tura semiesmaltada compra rodillos. Un comprador
que se selecciona al azar adquiere un rodillo y una la-
ta de pintura. ;Cudl es la probabilidad de que sea pin-
tura de latex?

2.102 Denote como A, By C alos eventos de que un
gran premio se encuentra detrds de las puertas A, By C,
respectivamente. Suponga que elige al azar una puerta,
por ejemplo la A. El presentador del juego abre una
puerta, por ejemplo la B, y muestra que no hay un pre-
mio detrds de ella. Ahora, el presentador le da la opcion
de conservar la puerta que eligié (A) o de cambiarla por
la puerta que queda (C). Utilice la probabilidad para
explicar si debe o no hacer el cambio.

2.106 Las probabilidades de que una estacion de servi-
cio bombee gasolinaen 0, 1,2, 3,4, 5 0 mds automéviles
durante cierto periodo de 30 minutos son, respectiva-
mente, 0.03,0.18, 0.24, 0.28,0.10 y 0.17. Calcule la pro-
babilidad de que en este periodo de 30 minutos

a) mas de 2 automdviles reciban gasolina;

b) alo sumo 4 automdviles reciban gasolina;
¢) 4 o mads automdviles reciban gasolina.

2.107 ;Cudntas manos de bridge que contengan 4 es-
padas, 6 diamantes, 1 trébol y 2 corazones son posi-
bles?

2.108 Si la probabilidad de que una persona cometa
un error en su declaracién de impuestos sobre la renta
es 0.1, calcule la probabilidad de que
a) cada una de cuatro personas no relacionadas co-
meta un error;
b) el sefior Jones y la sefiora Clark cometan un error,
y el sefior Roberts y la sefiora Williams no come-
tan errores.
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2.109 Unaempresa industrial grande usa tres moteles
locales para ofrecer hospedaje nocturno a sus clientes.
Se sabe por experiencia que a 20% de los clientes se le
asigna habitaciones en el Ramada Inn, a 50% en el She-
raton y a 30% en el Lakeview Motor Lodge. Si hay una
falla en la plomeria en 5% de las habitaciones del Ra-
mada Inn, en 4% de las habitaciones del Sheraton y en
8% de las habitaciones del Lakeview Motor Lodge,
(cudl es la probabilidad de que...
a) aun cliente se le asigne una habitacion en la que
falle la plomeria?
b) auna persona que ocupa una habitacién en la que
falla la plomeria se le haya hospedado en el Lake-
view Motor Lodge?

2.110 La probabilidad de que un paciente se recupere
de una delicada operacién de corazon es 0.8. ;Cudl es
la probabilidad de que...
a) exactamente 2 de los siguientes 3 pacientes a los
que se somete a esta operacion sobrevivan?
b) los siguientes 3 pacientes que tengan esta opera-
cion sobrevivan?

2.111 Se sabe que 2/3 de los reclusos en cierta prision
federal son menores de 25 afios de edad. También se
sabe que 3/5 de los reos son hombres y que 5/8 son mu-
jeres de 25 afios de edad o mayores. ;Cual es la proba-
bilidad de que un prisionero seleccionado al azar de esta
prisién sea mujer y tenga al menos 25 afios de edad?

2.112 Si se tienen 4 manzanas rojas, 5 verdes y 6
amarillas, ;cudntas selecciones de 9 manzanas se pue-
den hacer si se deben seleccionar 3 de cada color?

2.113 De una caja que contiene 6 bolas negras y 4
verdes se extraen 3 bolas sucesivamente y cada bola se
reemplaza en la caja antes de extraer la siguiente. ;Cudl
es la probabilidad de que...

a) las 3 sean del mismo color?

b) cada color esté representado?

2.114 Un cargamento de 12 televisores contiene tres
defectuosos. (De cudntas formas puede un hotel com-
prar 5 de estos aparatos y recibir al menos 2 defectuosos?

2.115 Cierto organismo federal emplea a tres empresas
consultoras (A, By C) con probabilidades de 0.40, 0.35
y 0.25, respectivamente. Se sabe por experiencia que
las probabilidades de que las empresas rebasen los cos-
tos son 0.05, 0.03 y 0.15, respectivamente. Suponga
que el organismo experimenta un exceso en los costos.

a) (Cudles la probabilidad de que la empresa consul-

tora implicada sea la C?
b) (Cudl es la probabilidad de que sea la A?

2.116 Un fabricante estudia los efectos de la tempe-
ratura de coccion, el tiempo de coccién y el tipo de
aceite para la coccidn al elaborar papas fritas. Se utili-
zan 3 diferentes temperaturas, 4 diferentes tiempos de
coccion y 3 diferentes aceites.

Capitulo 2 Probabilidad

a) (Cudl es el nimero total de combinaciones a estu-
diar?

b) (Cuantas combinaciones se utilizardn para cada
tipo de aceite?

c) Analice por qué las permutaciones no intervienen
en este ejercicio.

2.117 Considere la situacion del ejercicio 2.116 y su-
ponga que el fabricante puede probar s6lo dos combi-
naciones en un dia.
a) (Cudl es la probabilidad de que elija cualquier
conjunto dado de 2 corridas?
b) (Cuadles la probabilidad de que utilice la temperatu-
ra mas alta en cualquiera de estas 2 combinaciones?

2.118 Se sabe que existe una probabilidad de 0.07 de
que las mujeres de més de 60 afios desarrollen cierta
forma de cédncer. Se dispone de una prueba de sangre
que, aunque no es infalible, permite detectar la enferme-
dad. De hecho, se sabe que 10 % de las veces la prueba
da un falso negativo (es decir, la prueba da un resultado
negativo de manera incorrecta) y 5 % de las veces la
prueba da un falso positivo (es decir, la prueba da un
resultado positivo de manera incorrecta). Si una mujer
de mds de 60 afios se somete a la prueba y recibe un
resultado favorable (es decir, negativo), ;qué probabili-
dad hay de que tenga la enfermedad?

2.119 Un fabricante de cierto tipo de componente
electrénico abastece a los proveedores en lotes de 20.
Suponga que 60% de todos los lotes no contiene com-
ponentes defectuosos, que 30% contiene un componen-
te defectuoso y que 10% contiene dos componentes
defectuosos. Si se elige un lote del que se extraen alea-
toriamente dos componentes, los cuales se prueban y
ninguno resulta defectuoso,
a) (Cudl es la probabilidad de que haya cero compo-
nentes defectuosos en el lote?
b) (Cudl es la probabilidad de que haya un compo-
nente defectuoso en el lote?
c) (Cudl es la probabilidad de que haya dos compo-
nentes defectuosos en el lote?

2.120 Existe una extrafia enfermedad que sélo afecta
auno de cada 500 individuos. Se dispone de una prueba
para detectarla, pero, por supuesto, ésta no es infalible.
Un resultado correcto positivo (un paciente que real-
mente tiene la enfermedad) ocurre 95% de las veces; en
tanto que un resultado falso positivo (un paciente que
no tiene la enfermedad) ocurre 1% de las veces. Si un
individuo elegido al azar se somete a prueba y se obtie-
ne un resultado positivo, ;jcudl es la probabilidad de
que realmente tenga la enfermedad?

2.121 Una empresa constructora emplea a dos inge-
nieros de ventas. El ingeniero 1 hace el trabajo de esti-
mar costos en 70% de las cotizaciones solicitadas a la
empresa. El ingeniero 2 hace 1o mismo en 30% de las
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cotizaciones. Se sabe que la tasa de error para el inge-
niero 1 es tal que la probabilidad de encontrar un error
en su trabajo es 0.02; mientras que la probabilidad de
encontrar un error en el trabajo del ingeniero 2 es 0.04.
Suponga que al revisar una solicitud de cotizacién se
encuentra un error grave en la estimacion de los costos.
(Qué ingeniero supondria usted que hizo los calculos?
Explique su respuesta y muestre todo el desarrollo.

2.122 En el campo del control de calidad a menudo
se usa la ciencia estadistica para determinar si un pro-
ceso esta “fuera de control”. Suponga que el proceso,
de hecho, estd fuera de control y que 20 por ciento de
los articulos producidos tiene defecto.

a) Si tres articulos salen en serie de la linea de pro-
duccidn, ;cudl es la probabilidad de que los tres
estén defectuosos?

b) Si salen cuatro articulos en serie, ;cudl es la proba-
bilidad de que tres estén defectuosos?

2.123 En una planta industrial se estd realizando un
estudio para determinar la rapidez con la que los traba-
jadores lesionados regresan a sus labores después del
percance. Los registros demuestran que 10% de los tra-
bajadores lesionados son llevados al hospital para su
tratamiento y que 15% regresan a su trabajo al dia si-
guiente. Ademads, los estudios demuestran que 2% son
llevados al hospital y regresan al trabajo al dia siguien-
te. Si un trabajador se lesiona, ;cudl es la probabilidad
de que sea llevado al hospital, de que regrese al trabajo
al dia siguiente, o de ambas cosas?

2.124 Una empresa acostumbra capacitar operadores
que realizan ciertas actividades en la linea de produc-
cion. Se sabe que los operadores que asisten al curso de
capacitacion son capaces de cumplir sus cuotas de pro-
duccién 90% de las veces. Los nuevos operarios que no
toman el curso de capacitacion s6lo cumplen con sus
cuotas 65% de las veces. Cincuenta por ciento de los
nuevos operadores asisten al curso. Dado que un nuevo
operador cumple con su cuota de produccidn, ;cudl es
la probabilidad de que haya asistido al curso?

2.125 Una encuesta aplicada a quienes usan un soft-
ware estadistico especifico indica que 10% no quedd
satisfecho. La mitad de quienes no quedaron satisfe-
chos le compraron el sistema al vendedor A. También
se sabe que 20% de los encuestados se lo compraron al

vendedor A. Dado que el proveedor del paquete de soft-
ware fue el vendedor A, ;cudl es la probabilidad de que
un usuario especifico haya quedado insatisfecho?

2.126 Durante las crisis econdmicas se despide a
obreros y a menudo se les reemplaza con maquinas. Se
revisa la historia de 100 trabajadores cuya pérdida del
empleo se atribuye a los avances tecnoldgicos. Para
cada uno de ellos se determind si obtuvieron un empleo
alternativo dentro de la misma empresa, si encontraron
un empleo en la misma 4rea de otra empresa, si encon-
traron trabajo en una nueva drea o si llevan desemplea-
dos mds de un afio. Ademds, se registrd la situacion
sindical de cada trabajador. La siguiente tabla resume
los resultados.

No
Sindicalizado sindicalizado
Estd en la misma empresa 40 15
Estd en otra empresa (misma drea) 13 10
Estd en una nueva drea 4 11
Estd desempleado 2 5

a) Siun trabajador seleccionado encontré empleo en
la misma drea de una nueva empresa, ;cudl es la
probabilidad de que sea miembro de un sindicato?

b) Si el trabajador es miembro de un sindicato, ;cudl
es la probabilidad de que esté desempleado desde
hace un afno?

2.127 Hay 50% de probabilidad de que la reina tenga
el gen de la hemofilia. Si es portadora, entonces cada
uno de los principes tiene 50% de probabilidad inde-
pendiente de tener hemofilia. Si la reina no es portado-
ra, el principe no tendrd la enfermedad. Suponga que la
reina tuvo tres principes que no padecen la enfermedad,
(cudl es la probabilidad de que la reina sea portadora
del gen?

2.128 Proyecto de equipo: Entregue a cada estu-
diante una bolsa de chocolates M&M y forme equipos
de 5 o 6 estudiantes. Calcule la distribucién de frecuen-
cia relativa del color de los M&M para cada equipo.
a) (Cudl es su probabilidad estimada de elegir un
chocolate amarillo al azar? ;Y uno rojo?
b) Ahora haga el mismo calculo para todo el grupo.
(Cambiaron las estimaciones?
c¢) (Cree que en un lote procesado existe el mismo
nimero de chocolates de cada color? Comente al
respecto.

2.8 Posibles riesgos y errores conceptuales; relacion con el material de

otros capitulos

Este capitulo incluye las definiciones, reglas y teoremas fundamentales que convierten a
la probabilidad en una herramienta importante para la evaluacién de sistemas cientificos
y de ingenieria. A menudo estas evaluaciones toman la forma de calculos de probabili-
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dad, como se ilustra en los ejemplos y en los ejercicios. Conceptos como independencia,
probabilidad condicional, regla de Bayes y otros suelen ser muy adecuados para resolver
problemas practicos en los que se busca obtener un valor de probabilidad. Abundan las
ilustraciones en los ejercicios. Vea, por ejemplo, los ejercicios 2.100 y 2.101. En éstos y
en muchos otros ejercicios se realiza una evaluacion juiciosa de un sistema cientifico, a
partir de un cédlculo de probabilidad, utilizando las reglas y las definiciones que se estu-
dian en el capitulo.

Ahora bien, ;qué relacién existe entre el material de este capitulo y el material de
otros capitulos? La mejor forma de responder esta pregunta es dando un vistazo al capi-
tulo 3, ya que en éste también se abordan problemas en los que es importante el cdlculo
de probabilidades. Ahf se ilustra cémo el desempefio de un sistema depende del valor de
una o mds probabilidades. De nuevo, la probabilidad condicional y la independencia
desempefian un papel. Sin embargo, surgen nuevos conceptos que permiten tener una
mayor estructura basada en el concepto de una variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad. Recuerde que el concepto de las distribuciones de frecuencias se abordé
brevemente en el capitulo 1. La distribucién de probabilidad muestra, en forma gréfica o
en una ecuacion, toda la informacion necesaria para describir una estructura de probabi-
lidad. Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 2.122 la variable aleatoria de interés es el
nimero de articulos defectuosos, una medicién discreta. Por consiguiente, la distribu-
cién de probabilidad revelaria la estructura de probabilidad para el niimero de articulos
defectuosos extraidos del niimero elegido del proceso. Cuando el lector avance al capi-
tulo 3 y los siguientes, serd evidente para €l que se requieren suposiciones para determi-
nar y, por lo tanto, utilizar las distribuciones de probabilidad en la resolucién de
problemas cientificos.



CAPITULO 3

Variables aleatorias y distribuciones
de probabilidad

3.1 Concepto de variable aleatoria

Definicion 3.1:

La estadistica realiza inferencias acerca de las poblaciones y sus caracteristicas. Se
llevan a cabo experimentos cuyos resultados se encuentran sujetos al azar. La prueba
de un nimero de componentes electrénicos es un ejemplo de experimento estadisti-
co, un concepto que se utiliza para describir cualquier proceso mediante el cual se
generan varias observaciones al azar. A menudo es importante asignar una descripcién
numérica al resultado. Por ejemplo, cuando se prueban tres componentes electrénicos,
el espacio muestral que ofrece una descripcion detallada de cada posible resultado se
escribe como

S = {NNN, NND, NDN, DNN, NDD, DND, DDN, DDD},

donde N denota “no defectuoso”, y D, “defectuoso”. Es evidente que nos interesa el
nimero de componentes defectuosos que se presenten. De esta forma, a cada punto en
el espacio muestral se le asignard un valor numérico de 0, 1, 2 o 3. Estos valores son,
por supuesto, cantidades aleatorias determinadas por el resultado del experimento. Se
pueden ver como valores que toma la variable aleatoria X, es decir, el nimero de articu-
los defectuosos cuando se prueban tres componentes electrénicos.

Una variable aleatoria es una funcién que asocia un nimero real con cada elemento
del espacio muestral.

Utilizaremos una letra mayuscula, digamos X, para denotar una variable aleatoria, y su
correspondiente letra mindscula, x en este caso, para uno de sus valores. En el ejemplo
de la prueba de componentes electrénicos observamos que la variable aleatoria X toma
el valor 2 para todos los elementos en el subconjunto

E = {DDN, DND, NDD}

del espacio muestral S. Esto es, cada valor posible de X representa un evento que es un
subconjunto del espacio muestral para el experimento dado.

81
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Ejemplo 3.1: | De una urna que contiene 4 bolas rojas y 3 negras se sacan 2 bolas de manera sucesiva,

sin reemplazo. Los posibles resultados y los valores y de la variable aleatoria Y, donde Y
es el nimero de bolas rojas, son

Espacio muestral y
RR 2
RN 1
NR 1
NN 0 i |

Ejemplo 3.2: 'El empleado de un almacén regresa tres cascos de seguridad al azar a tres obreros de un

Solucion:

taller siderdrgico que ya los habfan probado. Si Smith, Jones y Brown, en ese orden,
reciben uno de los tres cascos, liste los puntos muestrales para los posibles 6rdenes en que
el empleado del almacén regresa los cascos, después calcule el valor m de la variable
aleatoria M que representa el nimero de emparejamientos correctos.

Si S, Jy Brepresentan, respectivamente, los cascos que recibieron Smith, Jones y Brown,
entonces los posibles arreglos en los cuales se pueden regresar los cascos y el nimero de
emparejamientos correctos son

Espacio muestral m
SJB 3

SBJ 1

BJS 1
1

0

0

JSB
JBS

BSJ r

En cada uno de los dos ejemplos anteriores, el espacio muestral contiene un nimero
finito de elementos. Por el contrario, cuando lanzamos un dado hasta que salga un 5,
obtenemos un espacio muestral con una secuencia de elementos interminable,

S = {F, NF, NNF, NNNF,...},

donde F'y N representan, respectivamente, la ocurrencia y la no ocurrencia de un 5. Sin
embargo, incluso en este experimento el niimero de elementos se puede igualar a la can-
tidad total de nimeros enteros, de manera que hay un primer elemento, un segundo, un
tercero y asi sucesivamente, por lo que se pueden contar.

Hay casos en que la variable aleatoria es categdrica por naturaleza en los cuales se
utilizan las llamadas variables ficticias. Un buen ejemplo de ello es el caso en que la
variable aleatoria es binaria por naturaleza, como se indica a continuacion.

Ejemplo 3.3: |

Considere la condicién en que salen componentes de la linea de ensamble y se les clasi-
fica como defectuosos o no defectuosos. Defina la variable aleatoria X mediante

X = 1, siel componente estd defectuoso,
0, siel componente no estd defectuoso.



3.1 Concepto de variable aleatoria 83

Evidentemente la asignacion de 1 o 0 es arbitraria, aunque bastante conveniente, lo cual
quedara mas claro en capitulos posteriores. La variable aleatoria en la que se eligen Oy 1
para describir los dos posibles valores se denomina variable aleatoria de Bernoulli. _i

En los siguientes ejemplos veremos mds casos de variables aleatorias.

Ejemplo 3.4: | Los estadisticos utilizan planes de muestreo para aceptar o rechazar lotes de materiales.
Suponga que uno de los planes de muestreo implica obtener una muestra independiente
de 10 articulos de un lote de 100, en el que 12 estan defectuosos.

Si X representa a la variable aleatoria, definida como el nimero de articulos que
estan defectuosos en la muestra de 10, la variable aleatoria toma los valores 0, 1,2, ...,

9, 10. o |

Ejemplo 3.5: | Suponga que un plan de muestreo implica obtener una muestra de articulos de un proce-
so hasta que se encuentre uno defectuoso. La evaluacién del proceso dependerd de cuin-
tos articulos consecutivos se observen. En este caso, sea X una variable aleatoria que se
define como el niimero de articulos observados antes de que salga uno defectuoso. Si N
representa un articulo no defectuoso y D uno defectuoso, los espacios muestrales son
S ={D} dado que X = 1, § = {ND} dado que X = 2, S = {NND} dado que X = 3, y asi
sucesivamente. o |

Ejemplo 3.6: | Existe interés por la proporcion de personas que responden a cierta encuesta enviada por
correo. Sea X tal proporcién. X es una variable aleatoria que toma todos los valores de x

para los cuales 0 < x < 1. A

Ejemplo 3.7: | Sea X la variable aleatoria definida como el tiempo que pasa, en horas, para que un radar
detecte entre conductores sucesivos a los que exceden los limites de velocidad. La varia-

ble aleatoria X toma todos los valores de x para los que x > 0. A

Definicion 3.2: Si un espacio muestral contiene un nimero finito de posibilidades, o una serie intermi-
nable con tantos elementos como nimeros enteros existen, se llama espacio muestral
discreto.

Los resultados de algunos experimentos estadisticos no pueden ser ni finitos ni conta-
bles. Este es el caso, por ejemplo, en una investigacién que se realiza para medir las
distancias que recorre un automovil de cierta marca, en una ruta de prueba preestableci-
da, con cinco litros de gasolina. Si se asume que la distancia es una variable que se mide
con algin grado de precision, entonces salta a la vista que tenemos un nimero infinito
de distancias posibles en el espacio muestral, que no se pueden igualar a la cantidad total
de nimeros enteros. Lo mismo ocurre en el caso de un experimento en que se registra el
tiempo requerido para que ocurra una reaccién quimica, en donde una vez mas los posi-
bles intervalos de tiempo que forman el espacio muestral serfan un nimero infinito e
incontable. Vemos ahora que no todos los espacios muestrales necesitan ser discretos.

Definicion 3.3: Si un espacio muestral contiene un nimero infinito de posibilidades, igual al nimero de
puntos en un segmento de recta, se le denomina espacio muestral continuo.

Una variable aleatoria se llama variable aleatoria discreta si se puede contar su conjun-
to de resultados posibles. En los ejemplos 3.1 a 3.5 las variables aleatorias son discretas.
Sin embargo, una variable aleatoria cuyo conjunto de valores posibles es un intervalo
completo de nimeros no es discreta. Cuando una variable aleatoria puede tomar valores



84

Capitulo 3 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

en una escala continua, se le denomina variable aleatoria continua. A menudo los po-
sibles valores de una variable aleatoria continua son precisamente los mismos valores
incluidos en el espacio muestral continuo. Es evidente que las variables aleatorias des-
critas en los ejemplos 3.6 y 3.7 son variables aleatorias continuas.

En la mayoria de los problemas practicos las variables aleatorias continuas repre-
sentan datos medidos, como serian todos los posibles pesos, alturas, temperaturas, dis-
tancias o periodos de vida; en tanto que las variables aleatorias discretas representan
datos por conteo, como el nimero de articulos defectuosos en una muestra de k articulos o
el nimero de accidentes de carretera por afio en una entidad especifica. Observe que
tanto Y como M, las variables aleatorias de los ejemplos 3.1 y 3.2, representan datos por
conteo: Y el nimero de bolas rojas y M el nimero de emparejamientos correctos de cascos.

3.2 Distribuciones discretas de probabilidad

Definicion 3.4:

Una variable aleatoria discreta toma cada uno de sus valores con cierta probabilidad. Al
lanzar una moneda tres veces, la variable X, que representa el nimero de caras, toma
el valor 2 con 3/8 de probabilidad, pues 3 de los 8 puntos muestrales igualmente proba-
bles tienen como resultado dos caras y una cruz. Si se suponen pesos iguales para los
eventos simples del ejemplo 3.2, la probabilidad de que ningtin obrero reciba el casco
correcto, es decir, la probabilidad de que M tome el valor cero, es 1/3. Los valores posi-
bles m de M y sus probabilidades son

m | 0
P(M = m) |

w

1
L1 1
32 %
Observe que los valores de m agotan todos los casos posibles, por lo tanto, las probabi-
lidades suman 1.

Con frecuencia es conveniente representar todas las probabilidades de una variable
aleatoria X usando una férmula, la cual necesariamente seria una funcién de los valores
numéricos x que denotaremos con f(x), g(x), r(x) y asi sucesivamente. Por lo tanto, escri-
bimos f(x) = P(X = x); es decir, f(3) = P(X = 3). Al conjunto de pares ordenados (x,
f(x)) se le llama funcién de probabilidad, funcion de masa de probabilidad o distri-
bucién de probabilidad de la variable aleatoria discreta X.

El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funciéon de probabilidad, una funcién
de masa de probabilidad o una distribucion de probabilidad de la variable aleatoria
discreta X si, para cada resultado x posible,

1. f(x) =0,
2. 3 fx) =1,

3. P(X =x)=f(x).

Ejemplo 3.8: [ Un embarque de 20 computadoras portdtiles similares para una tienda minorista contie-

Solucion:

ne 3 que estan defectuosas. Si una escuela compra al azar 2 de estas computadoras, cal-
cule la distribucién de probabilidad para el nimero de computadoras defectuosas.

Sea X una variable aleatoria cuyos valores x son los nimeros posibles de computadoras
defectuosas compradas por la escuela. Entonces x s6lo puede asumir los nimeros 0, 1y
2. Asi,
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3\ (17 3\ (17
f(0)=P(X=O)=(0)<2) @ f(]):P(X:D:(l)(l)_ 51

%) 95 F) 10
Cpix =y @) _
1) =P =2)= “ory 190
Por consiguiente, la distribucién de probabilidad de X es
x |0 1 2
FO 1S % e 1

Ejemplo 3.9: | Si una agencia automotriz vende 50% de su inventario de cierto vehiculo extranjero

Solucion:

Definicién 3.5:

equipado con bolsas de aire laterales, calcule una férmula para la distribucién de proba-
bilidad del nimero de automdéviles con bolsas de aire laterales entre los siguientes 4 ve-
hiculos que venda la agencia.

Como la probabilidad de vender un automdvil con bolsas de aire laterales es 0.5, los
2* = 16 puntos del espacio muestral tienen la misma probabilidad de ocurrencia. Por lo
tanto, el denominador para todas las probabilidades, y también para nuestra funcion, es
16. Para obtener el nimero de formas de vender tres automoviles con bolsas de aire la-
terales necesitamos considerar el nimero de formas de dividir 4 resultados en 2 celdas,
con 3 automdviles con bolsas de aire laterales asignados a una celda, y el modelo sin
bolsas de aire laterales asignado a la otra. Esto se puede hacer de (g) = 4 formas. En
general, el evento de vender x modelos con bolsas de aire laterales y 4 — x modelos sin
bolsas de aire laterales puede ocurrir de ( ) formas, donde x puede ser 0, 1, 2, 3 o0 4. Por
consiguiente, la distribucién de probabilidad f(x) = P(X = x) es

A

Existen muchos problemas en los que deseariamos calcular la probabilidad de que
el valor observado de una variable aleatoria X sea menor o igual que algtin nimero real
x. Al escribir F(x) = P(X < x) para cualquier nimero real x, definimos F(x) como la
funcion de la distribucién acumulativa de la variable aleatoria X.

1 /4
fx)=— , parax =0,1,23,4.
16 \x

La funcion de la distribucion acumulativa F(x) de una variable aleatoria discreta X
con distribucién de probabilidad f(x) es

Fx)=P(X <x)=) f(1), para —o0 <x< oo.

t<x

Para la variable aleatoria M, el nimero de emparejamientos correctos en el ejem-
plo 3.2, tenemos

5
FQ)=PWM <2)=fO)+f(1)= N

UJI»—A
l\)|'—‘

La funcidn de la distribuciéon acumulativa de M es
0, para m < 0,

1
Fm) = 3. para 0=m < 1,

N

, para 1<m< 3,

1, para m = 3.
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Es necesario observar en particular el hecho de que la funcién de la distribucién acumu-
lativa es una funcién no decreciente monétona, la cual no sélo se define para los valores
que toma la variable aleatoria dada sino para todos los niimeros reales.

Ejemplo 3.10: | Calcule la funcién de la distribucién acumulativa de la variable aleatoria X del ejemplo 3.9.
Utilice F(x) para verificar que f(2) = 3/8.
Solucion: El cdlculo directo de la distribucién de probabilidad del ejemplo 3.9 da f(0) = 1/16,
f() =1/4,f12)=3/8,f(3) = 1/4yf(4) = 1/16. Por lo tanto,

F(0) = f0) = 1.

FQ) =fO) +1) =

F@) = fO) + 1) +/0) = 12,
FG)=f(0) +1) +£) +13) = 1o,
F(4) = f0) +£(1) + Q) +1G3) +f4) = 1,

Por lo tanto,

[ 0, para x < 0,

L. para0<x< I,
%, para 1<x < 2,
6. para 2< x < 3,
L para3<x< 4,

| 1 para x > 4.

F(x) =1

Entonces, T’ 5 3
f@Q=F@Q~F(l) =15~z =2 r

A menudo es ttil ver una distribucién de probabilidad en forma grafica. Se pueden
graficar los puntos (x, f(x)) del ejemplo 3.9 para obtener la figura 3.1. Si unimos los
puntos al eje x, ya sea con una linea punteada o con una linea sélida, obtenemos una
gréfica de funcién de masa de probabilidad. La figura 3.1 permite ver facilmente qué
valores de X tienen mds probabilidad de ocurrencia y, en este caso, también indica una
situacién perfectamente simétrica.

Sin embargo, en vez de graficar los puntos (x, f(x)), lo que hacemos mas a menudo
es construir rectdngulos como en la figura 3.2. Aqui los rectingulos se construyen de
manera que sus bases, con la misma anchura, se centren en cada valor x, y que sus alturas
igualen a las probabilidades correspondientes dadas por f(x). Las bases se construyen de
forma tal que no dejen espacios entre los rectangulos. La figura 3.2 se denomina histo-
grama de probabilidad.

Como cada base en la figura 3.2 tiene el ancho de una unidad, P(X = x) es igual al
area del rectangulo centrado en x. Incluso si las bases no tuvieran el ancho de una uni-
dad, podriamos ajustar las alturas de los rectdngulos para que tengan dreas que igualen
las probabilidades de X de tomar cualquiera de sus valores x. Este concepto de utilizar
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fx) fx)
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Figura 3.1: Grafica de funcion de masa de probabilidad. Figura 3.2: Histograma de probabilidad.

dreas para representar probabilidades es necesario para nuestro estudio de la distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria continua.

La grafica de la funcién de la distribucion acumulativa del ejemplo 3.9, que aparece
como una funcién escalonada en la figura 3.3, se obtiene graficando los puntos (x, F(x)).

Ciertas distribuciones de probabilidad se aplican a mds de una situacidn fisica. La
distribucién de probabilidad del ejemplo 3.9 también se aplica a la variable aleatoria Y,
donde Y es el nimero de caras que se obtienen cuando una moneda se lanza 4 veces, 0 a
la variable aleatoria W, donde W es el ntimero de cartas rojas que resultan cuando se sacan
4 cartas al azar de una baraja de manera sucesiva, se reemplaza cada carta y se baraja
antes de sacar la siguiente. En el capitulo 5 se estudiaran distribuciones discretas espe-
ciales que se aplican a diversas situaciones experimentales.

F&)

3/4
1/2

1/4

.

0 1 2 3 4

Figura 3.3: Funcidn de distribucién acumulativa discreta.

3.3 Distribuciones de probabilidad continua

Una variable aleatoria continua tiene una probabilidad 0 de adoptar exactamente cual-
quiera de sus valores. En consecuencia, su distribucion de probabilidad no se puede
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presentar en forma tabular. En un principio esto pareceria sorprendente, pero se vuel-
ve mds probable cuando consideramos un ejemplo especifico. Consideremos una varia-
ble aleatoria cuyos valores son las estaturas de todas las personas mayores de 21 afios de
edad. Entre cualesquiera dos valores, digamos 163.5 y 164.5 centimetros, o incluso entre
163.99 y 164.01 centimetros, hay un nimero infinito de estaturas, una de las cuales es
164 centimetros. La probabilidad de seleccionar al azar a una persona que tenga exacta-
mente 164 centimetros de estatura en lugar de una del conjunto infinitamente grande de
estaturas tan cercanas a 164 centimetros que humanamente no sea posible medir la dife-
rencia es remota, por consiguiente, asignamos una probabilidad O a tal evento. Sin em-
bargo, esto no ocurre si nos referimos a la probabilidad de seleccionar a una persona que
mida al menos 163 centimetros pero no mas de 165 centimetros de estatura. Aqui nos
referimos a un intervalo en vez de a un valor puntual de nuestra variable aleatoria.

Nos interesamos por el cdlculo de probabilidades para varios intervalos de variables
aleatorias continuas como P(a < X < b), P(W = c¢), etc. Observe que cuando X es
continua,

Pla<X<b)=Pla<X<b)+ PX=b)=Pla<X<Db).

Es decir, no importa si incluimos o no un extremo del intervalo. Sin embargo, esto no es
cierto cuando X es discreta.

Aunque la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua no se
puede representar de forma tabular, si es posible plantearla como una férmula, la cual
necesariamente serd funcién de los valores numéricos de la variable aleatoria continua
X, y como tal se representard mediante la notacién funcional f(x). Cuando se trata con
variables continuas, a f(x) por lo general se le llama funcion de densidad de probabi-
lidad, o simplemente funcion de densidad de X. Como X se define sobre un espacio
muestral continuo, es posible que f(x) tenga un nimero finito de discontinuidades. Sin
embargo, la mayoria de las funciones de densidad que tienen aplicaciones practicas en el
andlisis de datos estadisticos son continuas y sus graficas pueden tomar cualesquiera de
varias formas, algunas de las cuales se presentan en la figura 3.4. Como se utilizardn
dreas para representar probabilidades y éstas son valores numéricos positivos, la funcién
de densidad debe caer completamente arriba del eje x.

(o) © (d)

Figura 3.4: Funciones de densidad tipicas.
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Una funcién de densidad de probabilidad se construye de manera que el drea bajo su
curva limitada por el eje x sea igual a 1, cuando se calcula en el rango de X para el que
se define f(x). Como este rango de X es un intervalo finito, siempre es posible extender
el intervalo para que incluya a todo el conjunto de niimeros reales definiendo f(x) como
cero en todos los puntos de las partes extendidas del intervalo. En la figura 3.5 la proba-
bilidad de que X tome un valor entre a y b es igual al drea sombreada bajo la funcién de
densidad entre las ordenadas en x = a y x = b, y a partir del cdlculo integral estd dada por

b
Pla<X < b):/ f(x) dx.
f(x) a

a b
Figura 3.5: P(a < X < b).

Definicién 3.6: La funcién f(x) es una funcién de densidad de probabilidad (fdp) para la variable
aleatoria continua X, definida en el conjunto de nimeros reales, si

1. f(x) =0, paratoda x € R.
2. [% f(x)dx = 1.
3. Pla<X < b= [ f(x) dx.

Ejemplo 3.11: | Suponga que el error en la temperatura de reaccion, en °C, en un experimento de labora-
torio controlado, es una variable aleatoria continua X que tiene la funcién de densidad de

probabilidad
2
=, —l<x <2,
fx) = { 3
0, en otro caso.

a) Verifique que f(x) es una funcién de densidad.
b) Calcule P(O < X < 1).

Solucion: Usamos la definicion 3.6.
a) Evidentemente, f(x) = 0. Para verificar la condicién 2 de la definicién 3.6 tenemos

) 2 2 3
X X 8 1
= —d. =—|2 = — — =1.
/_mf(x)dx /_13x 9 -1=97"%
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b) Si usamos la férmula 3 de la definicidn 3.6, obtenemos

31

1 .2
X X
P(O<X§1)=/ Zdx = —
, 3 9

_
0 9 N |

Definicién 3.7: La funcion de distribucion acumulativa F(x), de una variable aleatoria continua X con
funcién de densidad f(x), es

F(x)=PX Sx)z/ f(t) dt, para — o0 < X < 00.

Como una consecuencia inmediata de la definicién 3.7 se pueden escribir los dos resul-

tados,
dF (x)

dx ’

Pla<X<b=FWb —-F(a)y f(x)=

si existe la derivada.

Ejemplo 3.12: | Calcule F(x) para la funcién de densidad del ejemplo 3.11 y utilice el resultado para
evaluar PO < X < 1).
Solucion: Para —1 < x < 2,

X

X X 2 3 3
F(x):/ f(t)dt:/ LA
. .3 9|

| 9

Por lo tanto,

0, x < -1,
Fx)={# —1<x<2,
1, x =>2.

La funcién de la distribuciéon acumulativa F(x) se expresa en la figura 3.6. Entonces,
2 1 1
PO<X51:F1—FO:———:—’
( ) (1) = F(0) 9 5-9
que coincide con el resultado que se obtuvo al utilizar la funcién de densidad en el ejem-
plo 3.11. o |

Ejemplo 3.13: |El Departamento de Energia (DE) asigna proyectos mediante licitacién y, por lo general,
estima lo que deberfa ser una licitacion razonable. Sea b el estimado. El DE determiné
que la funcién de densidad de la licitacién ganadora (baja) es

5 2

=, =h<y <2b,
f) = {Sb =)

0, en otro caso.

Calcule F(y) y utilice el resultado para determinar la probabilidad de que la licitacién
ganadora sea menor que la estimacion preliminar b del DE.
Solucion: Para2b/5 <y < 2b,
Y5 5t 5 1
O e A
26/5 26/5




Ejercicios

91

] .

=

x

0 1 2

Figura 3.6: Funcién de distribucién acumulativa continua.

Por consiguiente,

0, y < %b,
Fy=1%-1 Zpb<y<op
1, y= 2b.

Para determinar la probabilidad de que la licitacion ganadora sea menor que la estima-
cién preliminar b de la licitacién tenemos

P(Y <b=F(b) =

Ejercicios

3.1 Clasifique las siguientes variables aleatorias como
discretas o continuas:

X: el nimero de accidentes automovilisticos que
ocurren al afio en Virginia.

Y: el tiempo para jugar 18 hoyos de golf.
M: la cantidad de leche que una vaca especifica
produce anualmente.

N: el nimero de huevos que una gallina pone
mensualmente.

P: el nimero de permisos para construccién que
los funcionarios de una ciudad emiten cada mes.
Q: el peso del grano producido por acre.

3.2 Un embarque fordneo de 5 automéviles extranje-
ros contiene 2 que tienen ligeras manchas de pintura.
Suponga que una agencia recibe 3 de estos automdviles
al azar y liste los elementos del espacio muestral S
usando las letras M y N para “manchado” y “sin man-
cha”, respectivamente; luego asigne a cada punto

oo
I
ol
(.

muestral un valor x de la variable aleatoria X que repre-
senta el nimero de automéviles con manchas de pintu-
ra que comprd la agencia.

3.3 Sea W la variable aleatoria que da el nimero de
caras menos el nimero de cruces en tres lanzamientos
de una moneda. Liste los elementos del espacio mues-
tral S para los tres lanzamientos de la moneda y asigne
un valor w de W a cada punto muestral.

3.4 Selanza una moneda hasta que se presentan 3 ca-
ras sucesivamente. Liste s6lo aquellos elementos del
espacio muestral que requieren 6 o menos lanzamien-
tos. Es éste un espacio muestral discreto? Explique su
respuesta.

3.5 Determine el valor ¢ de modo que cada una de las
siguientes funciones sirva como distribucién de proba-
bilidad de la variable aleatoria discreta X:

a) f(x)=c(x*+4), parax =0,1,2,3;

b) f(x)= c(i) (3fx), parax =0, 1,2.
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3.6 La vida util, en dias, para frascos de cierta medi-
cina de prescripcion es una variable aleatoria que tiene
la siguiente funcién de densidad:

20,000

fx) = {(()x+100)3 » x>0,

s en otro caso.

Calcule la probabilidad de que un frasco de esta medi-
cina tenga una vida ttil de

a) al menos 200 dias;

b) cualquier lapso entre 80 y 120 dias.

3.7 El ntimero total de horas, medidas en unidades de
100 horas, que una familia utiliza una aspiradora en un
periodo de un afio es una variable aleatoria continua X
que tiene la siguiente funcién de densidad:

X, O<x<1,
fx)=92—x, 1<x<2,
0, en otro caso.

Calcule la probabilidad de que en un periodo de un afio
una familia utilice su aspiradora

a) menos de 120 horas;

b) entre 50 y 100 horas.

3.8 Obtenga la distribucion de probabilidad de la va-
riable aleatoria W del ejercicio 3.3; suponga que la mo-
neda estd cargada, de manera que existe el doble de
probabilidad de que ocurra una cara que una cruz.

3.9 Laproporcion de personas que responden a cierta
encuesta enviada por correo es una variable aleatoria
continua X que tiene la siguiente funcién de densidad:

Wtd - g<x<1
Sfx) = 3
0, en otro caso.

a) Demuestre que PO < X < 1) = 1.

b) Calcule la probabilidad de que més de 1/4 pero
menos de 1/2 de las personas contactadas respon-
dan a este tipo de encuesta.

3.10 Encuentre una férmula para la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria X que represente el
resultado cuando se lanza un dado una vez.

3.11 Un embarque de 7 televisores contiene 2 unida-
des defectuosas. Un hotel compra 3 de los televisores al
azar. Si x es el nimero de unidades defectuosas que
compra el hotel, calcule la distribucion de probabilidad
de X. Exprese los resultados de forma grafica como un
histograma de probabilidad.

3.12 Unaempresa de inversiones ofrece a sus clientes
bonos municipales que vencen después de varios afios.
Dado que la funcién de distribucién acumulativa de 7,
el numero de afios para el vencimiento de un bono que
se elige al azar, es

0, t<1,
o l=sr<3,
F(t)=y%, 3<t<5,
3, 5<1<7,
1, t=>7,
calcule
a) P(T =5);
b) P(T > 3);

¢) P14 <T<6);

d) (T<5|T=2)
3.13 Ladistribucién de probabilidad de X, el nimero de
imperfecciones que se encuentran en cada 10 metros
de una tela sintética que viene en rollos continuos de
ancho uniforme, estd dada por

x | 0 1 2 3 4
foy 1041 037 016 005 001

Construya la funcién de distribucién acumulativa de X.

3.14 El tiempo que pasa, en horas, para que un radar
detecte entre conductores sucesivos a los que exceden
los limites de velocidad es una variable aleatoria conti-
nua con una funcion de distribuciéon acumulativa

0, x <0,
F(x) = {1 —e 8, x=0.

Calcule la probabilidad de que el tiempo que pase
para que el radar detecte entre conductores sucesivos
a los que exceden los limites de velocidad sea menor de
12 minutos
a) usando la funcion de distribucién acumulativa de X;
b) utilizando la funcién de densidad de probabilidad
de X.

3.15 Calcule la funcién de distribucién acumulativa
de la variable aleatoria X que represente el nimero de
unidades defectuosas en el ejercicio 3.11. Luego, utili-
ce F(x) para calcular

a) P(X =1);

b) P(O <X <2).

3.16 Construya una grafica de la funcién de distribu-
cién acumulativa del ejercicio 3.15.

3.17 Una variable aleatoria continua X, que puede to-
mar valores entre x = 1 y x = 3, tiene una funcién de
densidad dada por f(x) = 1/2.

a) Muestre que el drea bajo la curva es igual a 1.

b) Calcule P2 < X < 2.5).

c¢) Calcule P(X < 1.6).
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3.18 Una variable aleatoria continua X, que puede to-
mar valores entre x = 2 y x = 5, tiene una funcién de
densidad dada por f(x) = 2(1 + x)/27. Calcule

a) P(X < 4),

by PB<X< 4.

3.19 Para la funcién de densidad del ejercicio 3.17
calcule F(x). Utilicela para evaluar P(2 < X < 2.5).

3.20 Para la funcién de densidad del ejercicio 3.18
calcule F(x) y utilicela para evaluar P(3 < X < 4).

3.21 Considere la funcion de densidad

kyfx, 0<x<1,
0, en otro caso.

fu>={

a) Evalte k.
b) Calcule F(x) y utilice el resultado para evaluar

P(0.3 <X <0.6).

3.22 Se sacan tres cartas de una baraja de manera su-
cesiva y sin reemplazo. Calcule la distribucién de pro-
babilidad para la cantidad de espadas.

3.23 Calcule la funcién de distribucién acumulativa
de la variable aleatoria W del ejercicio 3.8. Use F(w)
para calcular

a) P(W > 0)

b) P(—1<W <3).

3.24 Calcule la distribucién de probabilidad para el
nimero de discos compactos de jazz cuando, de una
coleccidn que consta de 5 de jazz, 2 de musica cldsica
y 3 de rock, se seleccionan 4 CD al azar. Exprese sus
resultados utilizando una férmula.

3.25 De una caja que contiene 4 monedas de 10 cen-
tavos y 2 monedas de 5 centavos se seleccionan 3 mo-
nedas al azar y sin reemplazo. Calcule la distribucién
de probabilidad para el total 7'de las 3 monedas. Expre-
se la distribucion de probabilidad de forma grafica
como un histograma de probabilidad.

3.26 De una caja que contiene 4 bolas negras y 2 ver-
des se sacan 3 bolas sucesivamente, cada bola se regre-
sa a la caja antes de sacar la siguiente. Calcule la
distribucién de probabilidad para el nimero de bolas
verdes.

3.27 El tiempo que pasa, en horas, antes de que una
parte importante de un equipo electrénico que se utiliza
para fabricar un reproductor de DVD empiece a fallar
tiene la siguiente funcién de densidad:

= exp(—1/ 2000), x =0,

f(x):{o, x<0.
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a) Calcule F(x).

b) Determine la probabilidad de que el componente
(y, por lo tanto, el reproductor de DVD) funcione-
durante mds de 1000 horas antes de que sea nece-
sario reemplazar el componente.

¢) Determine la probabilidad de que el componente
falle antes de 2000 horas.

3.28 Un productor de cereales estd consciente de que
el peso del producto varia ligeramente entre una y otra
caja. De hecho, cuenta con suficientes datos historicos
para determinar la funcién de densidad que describe la
estructura de probabilidad para el peso (en onzas). Si
X es el peso, en onzas, de la variable aleatoria, la fun-
cién de densidad se describe como

2, 2375<x <2625
= 52 - - ’
ALY {O, en otro caso.

a) Verifique que sea una funcién de densidad valida.
b) Determine la probabilidad de que el peso sea me-
nor que 24 onzas.
¢) Laempresa desea que un peso mayor que 26 onzas
sea un caso extraordinariamente raro. ;Cudl serd
la probabilidad de que en verdad ocurra este caso
extraordinariamente raro?
3.29 Un factor importante en el combustible sélido
para proyectiles es la distribucion del tamafio de las par-
ticulas. Cuando las particulas son demasiado grandes se
presentan problemas importantes. A partir de datos de
produccién histdricos se determind que la distribucion
del tamafio (en micras) de las particulas se caracteriza por

7 x> 1,
fx) = {0, en otro caso.

a) Verifique que sea una funcién de densidad valida.

b) Evalte F(x).

¢) (Cudl es la probabilidad de que una particula to-
mada al azar del combustible fabricado sea mayor
que 4 micras?

3.30 Las mediciones en los sistemas cientificos siem-
pre estdn sujetas a variacion, algunas veces mds que otras.
Hay muchas estructuras para los errores de medicién y
los estadisticos pasan mucho tiempo modeldndolos. Su-
ponga que el error de medicion X de cierta cantidad fisica
es determinado por la siguiente funcion de densidad:

k3 —x%), —-l<x<l,

ro={s

a) Determine k, que representa f(x), una funcién de
densidad vélida.

b) Calcule la probabilidad de que un error aleatorio
en la medicion sea menor que %2.

c) Para esta medicion especifica, resulta indeseable si
la magnitud del error (es decir, |x|) es mayor que
0.8. (Cuadl es la probabilidad de que esto ocurra?

en otro caso.
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3.31 Con base en pruebas extensas, el fabricante de
una lavadora determiné que el tiempo Y (en afios) para
que el electrodoméstico requiera una reparacién mayor
se obtiene mediante la siguiente funcion de densidad de
probabilidad:

Loyl

_ y 20
ro={;

en cualquier otro caso.

a) Los criticos considerarian que la lavadora es una
ganga si no hay probabilidades de que requiera
una reparacion mayor antes del sexto afio. Comen-
te sobre esto determinando P(Y > 6).

b) (Cual es la probabilidad de que la lavadora requie-
ra una reparacion mayor durante el primer aflo?

3.32 Se estd revisando qué proporciones de su presu-
puesto asigna cierta empresa industrial a controles
ambientales y de contaminacién. Un proyecto de reco-
pilacién de datos determina que la distribucion de tales
proporciones estd dada por

51—y, 0=<y<l,
Fl) = I=y y=1
0, en cualquier otro caso.
a) Verifique que la funcién de densidad anterior sea

vilida.

b) (Cudl es la probabilidad de que una empresa elegi-
da al azar gaste menos de 10% de su presupuesto
en controles ambientales y de contaminacion?

¢) (Cudl es la probabilidad de que una empresa selec-
cionada al azar gaste mas de 50% de su presupues-
to en controles ambientales y de la contaminacién?

3.33 Suponga que cierto tipo de pequefias empresas
de procesamiento de datos estdn tan especializadas que
algunas tienen dificultades para obtener utilidades du-
rante su primer aflo de operacion. La funcién de densi-
dad de probabilidad que caracteriza la proporcién Y
que obtiene utilidades estd dada por

ky*(1 —y)® 1

en otro caso.

a) (Cudl es el valor de k que hace de la anterior una
funcién de densidad valida?

b) Calcule la probabilidad de que al menos 50% de
las empresas tenga utilidades durante el primer
afio.

¢) Calcule la probabilidad de que al menos 80% de las
empresas tenga utilidades durante el primer afio.

3.34 Los tubos de magnetrén se producen en una li-
nea de ensamble automatizada. Periédicamente se uti-
liza un plan de muestreo para evaluar la calidad en la
longitud de los tubos; sin embargo, dicha medida esta
sujeta a incertidumbre. Se considera que la probabili-
dad de que un tubo elegido al azar cumpla con las espe-
cificaciones de longitud es 0.99. Se utiliza un plan de
muestreo en el cual se mide la longitud de 5 tubos ele-
gidos al azar.

a) Muestre que la funcién de probabilidad de Y, el
nimero de tubos de cada 5 que cumplen con las
especificaciones de longitud, esta dada por la si-
guiente funcién de probabilidad discreta:

— 5! y 5-y

VAGY) YIG =y (0.99)" (0.0,

b) Suponga que se eligen articulos de la linea al azar
y 3 no cumplen con las especificaciones. Utilice la
f(y) anterior para apoyar o refutar la conjetura de
que hay 0.99 de probabilidades de que un solo
tubo cumpla con las especificaciones.

3.35 Suponga que a partir de gran cantidad de datos
histéricos se sabe que X, el nimero de automéviles que
llegan a una interseccion especifica durante un periodo
de 20 segundos, se determina mediante la siguiente
funcién de probabilidad discreta

X

fx)= e_(’i—, para

' x=0,1,2, ...

a) Calcule la probabilidad de que en un periodo espe-
cifico de 20 segundos mas de 8 automdviles lle-
guen a la interseccion.

b) Calcule la probabilidad de que sélo lleguen 2 auto-
moviles.

3.36 En una tarea de laboratorio, si el equipo esta
funcionando, la funcién de densidad del resultado ob-
servado, X, es

Flx) = {Z(I—x), 0<x<l1,

0, en otro caso.

a) Calcule P(X < 1/3).

b) (Cudl es la probabilidad de que X sea mayor que
0.5?

¢) Dado que X > 0.5, ;cudl es la probabilidad de que X
sea menor que 0.75?

3.4 Distribuciones de probabilidad conjunta

El estudio de las variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad de la seccién
anterior se restringié a espacios muestrales unidimensionales, ya que registramos los
resultados de un experimento como los valores que toma una sola variable aleatoria. No
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Definicion 3.8:

obstante, habra situaciones en las que se busque registrar los resultados simultaneos de
diversas variables aleatorias. Por ejemplo, en un experimento quimico controlado podria-
mos medir la cantidad del precipitado Py la del volumen V de gas liberado, lo que daria
lugar a un espacio muestral bidimensional que consta de los resultados (p, v); o bien,
podriamos interesarnos en la dureza d y en la resistencia a la tensién 7 de cobre estirado
en frio que produciria los resultados (d, 7). En un estudio realizado con estudiantes univer-
sitarios para determinar la probabilidad de que tengan éxito en la universidad, basado en
los datos del nivel preparatoria, se podria utilizar un espacio muestral tridimensional y
registrar la calificacién que obtuvo cada uno en la prueba de aptitudes, el lugar que cada
uno ocupé en la preparatoria y la calificaciéon promedio que cada uno obtuvo al final de
su primer afio en la universidad.

Si X'y Y son dos variables aleatorias discretas, la distribucion de probabilidad para sus
ocurrencias simultdneas se representa mediante una funcién con valores f(x, y), para cual-
quier par de valores (x, y) dentro del rango de las variables aleatorias X'y Y. Se acostumbra
referirse a esta funcién como la distribucién de probabilidad conjunta de Xy Y.

Por consiguiente, en el caso discreto,

f,y)=PX =x,Y =y);

es decir, los valores f(x, y) dan la probabilidad de que los resultados x y y ocurran al
mismo tiempo. Por ejemplo, si se le va a dar servicio a los neumdticos de un camién de
transporte pesado, y X representa el nimero de millas que €stos han recorrido y Y el
nimero de neumaticos que deben ser reemplazados, entonces f(30,000, 5) es la probabi-
lidad de que los neumaticos hayan recorrido mas de 30,000 millas y que el camién nece-
site 5 neumadticos nuevos.

La funcién f(x,y) es una distribucion de probabilidad conjunta o funciéon de masa de
probabilidad de las variables aleatorias discretas X y Y, si

1. f(x,y) =0 paratoda (x, y),
x oy

3. PX =x,Y =y)=f(x, ).

Para cualquier regioén A en el plano xy, P[(X, Y) €A] = Z%]f(x,y ).

Ejemplo 3.14: | Se seleccionan al azar 2 repuestos para boligrafo de una caja que contiene 3 repuestos

Solucion:

azules, 2 rojos y 3 verdes. Si X es el nimero de repuestos azules y Y es el niimero de
repuestos rojos seleccionados, calcule

a) la funcién de probabilidad conjunta f(x, y),
b) P[(X,Y) € A], donde A es laregién {(x, y)|x +y < 1}.
Los posibles pares de valores (x, y) son (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2) y (2, 0).

a) Ahora bien, f(0, 1), por ejemplo, representa la probabilidad de seleccionar un repues-
to rojo y uno verde. El nimero total de formas igualmente probables de seleccionar
cualesquiera 2 repuestos de los 8 es (g) = 28. El nimero de formas de seleccio-
nar 1 rojo de 2 repuestos rojos y 1 verde de 3 repuestos verdes es (*)(;) = 6. En

consecuencia, f(0, 1) = 6/28 = 3/14. Célculos similares dan las probabilidades para
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los otros casos, los cuales se presentan en la tabla 3.1. Observe que las probabilidades
suman 1. En el capitulo 5 se volverd evidente que la distribucién de probabilidad
conjunta de la tabla 3.1 se puede representar con la férmula

3\ (2 3
(x) (y) (2—x—y)
8 b
()
parax=20,1,2;y=0,1,2; y0<x+y <2
b) La probabilidad de que (X,Y) caiga en la regién A es

S y) =

PIX, Y)EA]=PX +Y =1)=f(0,0)+f(0,1)+f(1,0)
3 3 9 9

= wtutxs~ 1w

Tabla 3.1: Distribucién de probabilidad conjunta para el ejemplo 3.14

by Totales
S y) 0 1 2 |porrenglén
0 3 9 3| 5
® 2B B 2
2 x 0 0 5
5 15 3
Totales por columna| & 3 3¢ 1

Cuando X y Y son variables aleatorias continuas, la funcién de densidad conjunta
f(x,y) es una superficie que yace sobre el plano xy, y P[(X,Y) € A], donde A es cualquier

region en el plano xy, que es igual al volumen del cilindro recto limitado por la base A y
la superficie.

Definicion 3.9: La funcion f(x,y) es una funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias con-
tinuas X'y Y si

1. f(x, y) =0, para toda (x, y),

3. P[(X, Y) €Al = [ [, f(x, y) dx dy, para cualquier regién A en el plano xy.

Ejemplo 3.15: | Una empresa privada opera un local que da servicio a clientes que llegan en automévil y
otro que da servicio a clientes que llegan caminando. En un dia elegido al azar, sean X
y Y, respectivamente, las proporciones de tiempo que ambos locales estan en servicio, y
suponiendo que la funcién de densidad conjunta de estas variables aleatorias es

$2x+3y), 0<sx<10<y<]l,
0, en otro caso.

f(x,y)={

a) Verifique la condicién 2 de la definicién 3.9.

b) CalculeP[(X, Y) €Al, donde A = {(x, y) | 0<x < 1,1 <y<i}
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Solucion: a) La integracién de f(x,y) sobre la totalidad de la regién es

%) [e'S) 1 12
/ / f(x,y)dxdyz//§(2x+3y)dxdy
—0 J—o0 o Jo
1 2 x=I
2x 6xy>
= — 4+ — dy
/0<5 5
1 2
_ 2 oy (Y Yy
- G+%)o-(5+%)

x=0
b) Para calcular la probabilidad utilizamos

11 1
P[(X, Y)GA]—P(0<X <§’Z<Y<§>

112 172 5
=/ / —(2x + 3y) dx dy
ra Jo S

/1/2 <2x2 ) 6xy) x=1/2
1/4 5 5

172
1 3y
dyz/ (—+—>dy
x=0 1/ 4 10 5
332\ |/2
10 10 /|y, 4

1 1 3 1 3 _ 13
10 [(2+4) (4+ 16)} ~ 160 1
Dada la distribucion de probabilidad conjunta f(x,y) de las variables aleatorias dis-
cretas X y Y, la distribucién de probabilidad g(x) s6lo de X se obtiene sumando f(x,y)
sobre los valores de Y. De manera similar, la distribucién de probabilidad A(y) de s6lo Y
se obtiene sumando f(x, y) sobre los valores de X. Definimos g(x) y A(y) como distribu-
ciones marginales de X y Y, respectivamente. Cuando X y Y son variables aleatorias

continuas, las sumatorias se reemplazan por integrales. Ahora podemos establecer la si-
guiente definicién general.

Definicién 3.10: Las distribuciones marginales s6lo de X y s6lo de Y son
gx) =Y fxy Y h(»M=> fxy)
y x
para el caso discreto, y
gx) = /::f(x, y)dy 'y h(y)= /_Zf(x, y)dx
para el caso continuo.

El término marginal se utiliza aqui porque, en el caso discreto, los valores de g(x) y A(y)
son precisamente los totales marginales de las columnas y los renglones respectivos,
cuando los valores de f(x,y) se muestran en una tabla rectangular.
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Ejemplo 3.16: | Muestre que los totales de columnas y renglones de la tabla 3.1 dan las distribuciones
marginales de s6lo X y s6lo Y.
Solucion: Para la variable aleatoria X vemos que

3 3 1 5
g(0) =7(0,0) +7(0,1) +7(0,2) = R Tuatw 1w

9 3 15
g =71,0+7010, 1D +f(1,2) = ﬁ+ﬁ+0 =%’

3 3
g(2)=f(2,0)+f(2,1)+f(2,2)=%4-04—0:%,

que son precisamente los totales por columna de la tabla 3.1. De manera similar po-
demos mostrar que los valores de h(y) estan dados por los totales de los renglones. En
forma tabular, estas distribuciones marginales se pueden escribir como sigue:

iy b L
g(x)‘ﬁﬁﬁ h()’)‘§7ﬁ
Ejemplo 3.17: | Calcule g(x) y h(y) para la funcién de densidad conjunta del ejemplo 3.15.
Solucion: Por definicion,
o 1 2\ [P=I
2 4x 6 4x +3
g(x)=/ f(x,y>dy=/ Ser 4 dy = ()| =TS
oo 0o S 5 10 /1,2 5
para0 < x < 1,y g(x) = 0 en otro caso. De manera similar,
00 1
2 2(1+3
h(y) =/ Fxy) dr :/ 20ox +3y) ar = 2LEW
—00 0 5 5
para0 <y < 1,y A(y) = 0 en otro caso. o |

El hecho de que las distribuciones marginales g(x) y A(y) sean en realidad las distri-
buciones de probabilidad de las variables individuales X y Y solas se puede verificar
mostrando que se satisfacen las condiciones de la definicién 3.4 o de la definicién 3.6.
Por ejemplo, en el caso continuo

/ g(x) dx :/ / f(x,y)dy dc =1,
Pla<X< b)=Pa<X< b—x<Y <x)

b oS b
=// f(x,y)dydx=/g(X)dx-

En la seccién 3.1 establecimos que el valor x de la variable aleatoria X representa un
evento que es un subconjunto del espacio muestral. Si utilizamos la definicién de proba-
bilidad condicional que se establecid en el capitulo 2,

P(ANB)

P(B|A) = W’ siempre que P(A) > 0,
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Definicion 3.11:

donde A y B son ahora los eventos definidos por X = x y Y = y, respectivamente, entonces,

e PX =xY =y f)
PO =y X =0="r -y =%

, siempre que g(x) > 0,

donde X'y Y son variables aleatorias discretas.

No es dificil mostrar que la funcién f(x,y)/g(x), que es estrictamente una funcién de
y con x fija, satisface todas las condiciones de una distribucién de probabilidad. Esto
también es cierto cuando f(x,y) y g(x) son la densidad conjunta y la distribucién marginal,
respectivamente, de variables aleatorias continuas. Como resultado, para poder calcular
probabilidades condicionales de manera eficaz es sumamente importante que utilicemos
el tipo especial de distribucion de la forma f(x,y)/g(x). Este tipo de distribucién se llama
distribucién de probabilidad condicional y se define formalmente como sigue:

Sean X y Y dos variables aleatorias, discretas o continuas. La distribucién condicional
de la variable aleatoria Y, dado que X = x, es

fxy)
g(x)

De manera similar, la distribucién condicional de la variable aleatoria X, dado que Y =y, es

[ y)
h(y)

fol) =

, siempre que g(x) > 0.

fxly) =

, siempre que A(y) > 0.

Si deseamos encontrar la probabilidad de que la variable aleatoria discreta X caiga entre
ay b cuando sabemos que la variable discreta Y = y, evaluamos

Pla<X<blY=y= > flly,

a<x<b

donde la sumatoria se extiende a todos los valores de X entre a y b. Cuando X y Y son
continuas, evaluamos

b
Pla<X< b|Y:y):/f(x|y)dx.

Ejemplo 3.18: | Remitase al ejemplo 3.14, calcule la distribucién condicional de X, dadoque Y = 1,y

Solucion:

utilice el resultado para determinar P(X = 0| Y = 1).
Necesitamos encontrar f(x|y), donde y = 1. Primero calculamos que

h1—2 1—3 5 0—3
(=) flh=1r+ 40 =2
x=0

Ahora calculamos,

1 7
Fxfn = L& )=(

) §)f(x, ), x=0,1,2.
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Por lo tanto,

rom=(3)ro.0=(3)(3)=% ram=(3)ran=(3)(3)-3

7 7
femn= (§>f(2, b= <§) 0) =0,

y la distribucién condicional de X, dado que ¥ = 1, es

1 2
Lo
2

=)

x|

£ |

[SIE

Finalmente, |
P(X =0|Y = 1):f(0|1)=§.

Por lo tanto, si se sabe que 1 de los 2 repuestos seleccionados es rojo, tenemos una pro-
babilidad igual a 1/2 de que el otro repuesto no sea azul. A

Ejemplo 3.19: | La densidad conjunta para las variables aleatorias (X,Y), donde X es el cambio unitario
de temperatura y Y es la proporcién de desplazamiento espectral que produce cierta par-
ticula atémica es

10xy?, O<x<y<l,

0, en otro caso.

f(x,y)={

a) Calcule las densidades marginales g(x), A(y) y la densidad condicional f(y|x).

b) Calcule la probabilidad de que el espectro se desplace mas de la mitad de las obser-
vaciones totales, dado que la temperatura se incremente en 0.25 unidades.

Solucion: a) Por definicion,

) 1
g(X)=/ f(x,y)dy=/ 10xy* dy

10 .7
= —xy3

10
=—x(1—2x3 1
3 3x( x7), 0<x<1,

y=x
00 y _

h(y) = / f(x y) dx =/ 10xy 2 dx = 5x%y? i;(y) =5* 0<y<l.
—o0 0

Entonces,

(x, ) 10xy? 3y
_ _ 0 1.
g(x) Dx@=x3)  1—=x3 <F<y<

f(yIX)=f

b) Por lo tanto,

1 1 2
3y 8
F (| x =025 dy //21_0'253 dy =3

P<Y>1‘X=0.25>=
2 I

A

172

Ejemplo 3.20: | Dada la funcién de densidad conjunta

x(143y2)
9’

0<x <2 0<y<l,
fmw={ 3 Y
0, en otro caso,

calcule g(x), h(y), f(x|y) yevalie P(; <X < L |Y =1).
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Solucion: Por definicién de la densidad marginal, para 0 < x < 2,

) 1 1 3 2
o= [ feya= [ 22

3\ =1
X
_ (o
4 4

00 2 2
/ Fxy) dx :/ xd 437
S 0 4

_ (23T
8 8

Por lo tanto, usando la definicién de la densidad condicional para 0 < x < 2,

Gy < [0 _xUa3i4_x
e =50y = Tann ~ 2

X
A
y=0 2

yparaO <y <1,

h(y)

1+ 3y?
5

x=0

1 1 1 V2 x 3
Pl-<X<=-|Yv=x)= Zdx = —.
(4< <2‘ 3) /1,4 2™ T 4 1

Independencia estadistica

Si f(x|y) no depende de y, como ocurre en el ejemplo 3.20, entonces f(x|y) = g(x) y
f(x,y) = g(x)h(y). La prueba se realiza sustituyendo

fxy)=f&xyh(y)

en la distribucién marginal de X. Es decir,

= [ sana=[ samo .
Si f(x|y) no depende de y, podemos escribir
g0 =1 Gl [ 0o .

Entonces,

/ hy) dy = 1,

ya que h(y) es la funcién de densidad de probabilidad de Y. Por lo tanto,

g(x) = f(x|y) y entonces f(x, y) = g(x)h(y).
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Definicion 3.12:

Capitulo 3 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Deberia tener sentido para el lector que si f(x|y) no depende de y, entonces, por
supuesto, el resultado de la variable aleatoria Y no repercute en el resultado de la variable
aleatoria X. En otras palabras, decimos que X y Y son variables aleatorias independien-
tes. Ofrecemos ahora la siguiente definicion formal de independencia estadistica.

Sean X y Y dos variables aleatorias, discretas o continuas, con distribucién de probabi-
lidad conjunta f(x,y) y distribuciones marginales g(x) y h(y), respectivamente. Se dice
que las variables aleatorias X y Y son estadisticamente independientes si y solo si

f(x y) = gx)h(y)

para toda (x,y) dentro de sus rangos.

Las variables aleatorias continuas del ejemplo 3.20 son estadisticamente indepen-
dientes, pues el producto de las dos distribuciones marginales da la funcién de densidad
conjunta. Sin embargo, es evidente que ése no es el caso de las variables continuas del
ejemplo 3.19. La comprobacién de la independencia estadistica de variables aleatorias
discretas requiere una investigacion mds profunda, ya que es posible que el producto de
las distribuciones marginales sea igual a la distribuciéon de probabilidad conjunta para
algunas, aunque no para todas, las combinaciones de (x,y). Si puede encontrar algtin
punto (x,y) para el que f(x,y) se define de manera que f(x,y) # g(x)h(y), las variables
discretas X y Y no son estadisticamente independientes.

Ejemplo 3.21: | Demuestre que las variables aleatorias del ejemplo 3.14 no son estadisticamente inde-

Prueba:

pendientes.
Consideremos el punto (0,1). A partir de la tabla 3.1, encontramos que las tres probabi-
lidades f(0, 1), g(0) y k(1) son

3
0,1) = —,
SO, 1) T
2
3 3 1 5
0 = 0’ = — — — = —,
50 gof( V=gt atn "1
2 3 3 3
h(l) = D= —+—4+0==.
L ;f(x )=t Tt0=
Claramente,
£0,1) # g(0)h(1),
por lo tanto, X y ¥ no son estadisticamente independientes. o |
Todas las definiciones anteriores respecto a dos variables aleatorias se pueden gene-
ralizar al caso de n variables aleatorias. Sea f(x,, x,,..., x) la funcién de probabilidad
conjunta de las variables aleatorias X, X,..., X,.La distribucion marginal de X, por
ejemplo, es

g =) > X2 x)

X2 Xn



3.4 Distribuciones de probabilidad conjunta 103

para el caso discreto, y
g(xl)=/ / fxn,xa,..0,x,) dxo dxs - dxy

para el caso continuo. Ahora podemos obtener distribuciones marginales conjuntas
como g(x,, x,), donde

Do f(xxa, ., x0) (caso discreto),
g(xy,x2) = ¥ ooxw
f_oo -~-f_00 f(x1,x2,...,x,) dxs dxy---dx, (casocontinuo).

Podriamos considerar numerosas distribuciones condicionales. Por ejemplo, la distribu-
cion condicional conjunta de X, X,y X, dado que X,=x, X, =x,....,X =x,se
escribe como

[ x0,00,x,)
g(xa,xs, . x0)]

f(x1,x2,x3 | X4,X5,...,X,)

donde g(x,, x,,..., x) es la distribucion marginal conjunta de las variables aleatorias X,
X s X
Una generalizacion de la definicién 3.12 nos lleva a la siguiente definicién para la

independencia estadistica mutua de las variables X , X,,..., X .

Definicion 3.13: Sean X, X,..., X, n variables aleatorias, discretas o continuas, con distribucién de
probabilidad conjunta f(x , x,,..., x ) y distribuciones marginales f,(x), f,(x,), ..., f.(x,),
respectivamente. Se dice que las variables aleatorias X, X,,..., X son reciproca y esta-
disticamente independientes si y solo si

fxiuxo, . o0x0) =Ff1(xc0)f2002) -+ fu(xn)

para toda (x, x,,...,x ) dentro de sus rangos.

Ejemplo 3.22: | Suponga que el tiempo de vida en anaquel de cierto producto comestible perecedero
empacado en cajas de cartdn, en afios, es una variable aleatoria cuya funcion de densidad
de probabilidad estd dada por

Fl) = {e"‘ x>0,

0, en otro caso.

Represente los tiempos de vida en anaquel para tres de estas cajas seleccionadas de for-
ma independiente con X, X, y X, y calcule P(X, <2, 1< X, <3, X, > 2).

Solucion: Como las cajas se seleccionaron de forma independiente, suponemos que las variables
aleatorias X, X, y X, son estadisticamente independientes y que tienen la siguiente den-
sidad de probabilidad conjunta:

fOnxo,x3)=f(x)f (x2)f (x3) = e Mle e =M1 72T,
para x, > 0, x, > 0, X, > 0,y f(xl, X, X)) = 0 en cualquier otro caso. En consecuencia,
00 3 2
P(X1<2,1<X><3 X3 >2)=/ / / e M1 TV dxy dxo dx;
2 1 Jo

=l —e2)e ' —e3)e 2 =0.0372. 1
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Por qué son importantes las caracteristicas de las distribuciones
de probabilidad y de dénde provienen?

Ejercicios

Es importante que este texto ofrezca al lector una transicién hacia los siguientes tres ca-
pitulos. En los ejemplos y los ejercicios presentamos casos de situaciones practicas de
ingenieria y ciencias, en los cuales las distribuciones de probabilidad y sus propiedades
se utilizan para resolver problemas importantes. Estas distribuciones de probabilidad, ya
sean discretas o continuas, se presentaron mediante frases como ““se sabe que”, “suponga
que” o incluso, en ciertos casos, “la evidencia histérica sugiere que”. Se trata de situacio-
nes en las que la naturaleza de la distribucién, e incluso una estimacién 6ptima de la es-
tructura de la probabilidad, se pueden determinar utilizando datos histéricos, datos toma-
dos de estudios a largo plazo o incluso de grandes cantidades de datos planeados. El
lector deberia tener presente lo expuesto en el capitulo 1 respecto al uso de histogramas
y, por consiguiente, recordar como se estiman las distribuciones de frecuencias a partir
de los histogramas. Sin embargo, no todas las funciones de probabilidad y de densidad de
probabilidad se derivan de cantidades grandes de datos histdricos. Hay un gran nimero
de situaciones en las que la naturaleza del escenario cientifico sugiere un tipo de distribu-
cion. De hecho, varias de ellas se reflejan en los ejercicios del capitulo 2 y en este capitulo.
Cuando observaciones repetidas independientes son binarias por naturaleza (es decir,
defectuoso o no, funciona o no, alérgico o no) con un valor de 0 o 1, la distribucién que
cubre esta situacion se llama distribucién binomial. La funcién de probabilidad de esta
distribucion se explicard y se demostrara en el capitulo 5. El ejercicio 3.34 de la seccién 3.3
y el ejercicio de repaso 3.80 constituyen ejemplos de este tipo de distribucidn, y hay otros
que el lector también deberia reconocer. El escenario de una distribucién continua del
tiempo de operacion antes de cualquier falla, como en el ejercicio de repaso 3.69 o en el
ejercicio 3.27 de la pagina 93, a menudo sugiere una clase de distribucion denominada
distribucion exponencial. Tales tipos de ejemplos son tan s6lo dos de la gran cantidad
de las llamadas distribuciones estandar que se utilizan ampliamente en situaciones del
mundo real porque el escenario cientifico que da lugar a cada uno de ellos es reconocible
y a menudo se presenta en la practica. Los capitulos 5 y 6 abarcan muchos de estos tipos
de ejemplos, junto con alguna teoria inherente respecto de su uso.

La segunda parte de esta transicion al material de los capitulos siguientes tiene que
ver con el concepto de parametros de la poblaciéon o parametros de distribucion.
Recuerde que en el capitulo 1 analizamos la necesidad de utilizar datos para ofrecer in-
formacion sobre dichos pardmetros. Profundizamos en el estudio de las nociones de
media y de varianza, y proporcionamos ideas sobre esos conceptos en el contexto de una
poblacién. De hecho, es facil calcular la media y la varianza de la poblacién a partir de
la funcién de probabilidad para el caso discreto, o de la funcién de densidad de probabi-
lidad para el caso continuo. Tales pardmetros y su importancia en la solucién de muchas
clases de problemas de la vida real nos proporcionaran gran parte del material de los
capitulos 8 a 17.

3.37 Determine los valores de c, tales que las siguien-  3.38  Si la distribucién de probabilidad conjunta de X
tes funciones representen distribuciones de probabili- y Y estd dada por
dad conjunta de las variables aleatorias X y Y: X +y

a) f(x,y)=cxy,parax=1,2,3;y=1,2,3;

fooy) = %, para x =0,1,2,3; y =0,1,2,

b) f(x,y)=clx —y|,parax =—-2,0,2;y=—2,3.  calcule
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a) P(X <2,Y =1);

b) P(X>2Y <1

c) PX>7Y);

d) P(X +Y =4).
3.39 De un saco de frutas que contiene 3 naranjas, 2
manzanas y 3 pldtanos se selecciona una muestra alea-
toria de 4 frutas. Si X es el nimero de naranjas 'y Yel de
manzanas en la muestra, calcule

a) la distribucién de probabilidad conjunta de X y Y
b) P[(X, Y) € A], donde A es la region dada por
3.40 Un restaurante de comida rdpida opera tanto en
un local que da servicio en el automdévil, como en un
local que atiende a los clientes que llegan caminando.
En un dia elegido al azar, represente las proporciones
de tiempo que el primero y el segundo local estan en
servicio con X y ¥, respectivamente, y suponga que la
funcién de densidad conjunta de estas variables aleato-
rias es

2
Zx+2), 0<x<1,0<y<l,

_J)3
e {0, en otro caso.

a) Calcule la densidad marginal de X.

b) Calcule la densidad marginal de Y.

¢) Calcule la probabilidad de que el local que da ser-
vicio a los clientes que llegan en automévil esté
lleno menos de la mitad del tiempo.

3.41 Una empresa dulcera distribuye cajas de choco-
lates con un surtido de cremas, chiclosos y envinados.
Suponga que cada caja pesa 1 kilogramo, pero que los
pesos individuales de cremas, chiclosos y envinados
varian de una a otra cajas. Para una caja seleccionada al
azar, represente los pesos de las cremas y los chiclosos
con X y Y, respectivamente, y suponga que la funcién
de densidad conjunta de estas variables es

24xy, 0<x<1,0<y<1l x+y<l1,
0, en cualquier caso.

f(x,y)={

a) Calcule la probabilidad de que en una caja dada los
envinados representen mds de la mitad del peso.

b) Calcule la densidad marginal para el peso de las
cremas.

c) Calcule la probabilidad de que el peso de los chi-
closos en una caja sea menor que 1/8 de kilogra-
mo, si se sabe que las cremas constituyen 3/4
partes del peso.

3.42 Sean X y Y la duracién de la vida, en afios, de
dos componentes en un sistema electrénico. Si la fun-
cién de densidad conjunta de estas variables es

e~ () ,

_ x>0, y>0,
f(x7y)_{0’

en otro caso,

105

calcule PO< X < 1| Y=2).

3.43 Sea X el tiempo de reaccion, en segundos, ante
cierto estimulo, y Y la temperatura (en °F) a la cual
inicia cierta reaccién. Suponga que dos variales aleato-
rias, X y Y, tienen la densidad conjunta

_ Ao, 0<x<LO<y<l,
fxy) = {o, en otro caso.
Calcule
a) PO<X <l yl<y<ly
b) P(X<Y).

3.44 Se supone que cada rueda trasera de un avion
experimental se llena a una presion de 40 libras por
pulgada cuadrada (psi). Sea X la presion real del aire
para la rueda derecha y Y la presion real del aire de la
rueda izquierda. Suponga que X y Y son variables alea-
torias con la siguiente funcién de densidad conjunta:

k(x* +y%), 30<x< 50, 30 <y < 50,
0, en otro caso.

f(x,y)={

a) Calcule k.

b) Calcule PGB0 <X <40y 40 <Y < 50).

¢) Calcule la probabilidad de que ambas ruedas no
contengan la suficiente cantidad de aire.

3.45 Sea X el diametro de un cable eléctrico blindado
y Y el didmetro del molde cerdmico que hace el cable.
Tanto X como Y tienen una escala tal que estan entre 0
y 1. Suponga que X y Y tienen la siguiente densidad
conjunta:

L, 0<x<y<l,
fey) = {0, en otro caso.
Calcule P(X + Y > 1/2).

3.46 Remitase al ejercicio 3.38, calcule
a) ladistribucién marginal de X;
b) la distribucién marginal de Y.

3.47 Al principio de cualquier dfa la cantidad de que-
roseno que contiene un tanque, en miles de litros, es una
cantidad aleatoria Y, de la que durante el dia se vende
una cantidad aleatoria X. Suponga que el tanque no se
reabastece durante el dia, de manera que x <y, e ima-
gine también que la funcién de densidad conjunta de
estas variables es

(2, O0<x<y<],
fxy) = {O, en otro caso.

a) Determine si X'y Y son independientes.
b) Calcule P(1/4 < X < 1/2|Y =3/4).
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3.48 Remitase al ejercicio 3.39 y calcule
a) f(y|2) para todos los valores de y;
b) P(Y =0|X=2).

3.49 Sea X el nimero de veces que fallard cierta ma-
quina de control numérico: 1, 2 o 3 veces en un dia
dado. Y si Y denota el nimero de veces que se llama a
un técnico para una emergencia, su distribucién de pro-
babilidad conjunta estard dada como

X
f(xy) 1 2 3
1 0.05 0.05 0.10
y 3 0.05 0.10 0.35
5 0.00 0.20 0.10

a) Evalde la distribucién marginal de X.
b) Evalte la distribucién marginal de Y.
¢) Calcule P(Y=3|X =2).

3.50 Suponga que X y Y tienen la siguiente distribu-
cién de probabilidad conjunta:

X
f(xy) 2 4
I [010 O0.15
y 31020 030
5 1010 0.15

a) Calcule la distribucién marginal de X.
b) Calcule la distribucién marginal de Y.

3.51 De las 12 cartas mayores (jotas, reinas y reyes)
de una baraja ordinaria de 52 cartas se sacan tres cartas
sin reemplazo. Sea X el nimero de reyes que se selec-
cionan y Y el niimero de jotas. Calcule
a) la distribucion de probabilidad conjunta de Xy Y;
b) P[(X,Y) € A], donde A es la region dada por

3.52 Una moneda se lanza dos veces. Sea Z el nime-
ro de caras en el primer lanzamiento y W el ntimero
total de caras en los 2 lanzamientos. Si la moneda no
estd balanceada y una cara tiene una probabilidad de
ocurrencia de 40%, calcule

a) ladistribucién de probabilidad conjunta de Wy Z;
b) la distribucion marginal de W,

¢) la distribucién marginal de Z;

d) la probabilidad de que ocurra al menos 1 cara.

Capitulo 3 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

3.53 Dada la funcién de densidad conjunta

Xy 0<x <2, 2<y<4,

Fluy)= {O, en otro caso,

calcule P(1 < Y < 3|X=1).

3.54 Determine si las dos variables aleatorias del
ejercicio 3.49 son dependientes o independientes.

3.55 Determine si las dos variables aleatorias del
ejercicio 3.50 son dependientes o independientes.

3.56 Lafuncién de densidad conjunta de las variables
aleatorias Xy Yes

_Jox, O0<x<I,0<y<l-—x
f(x’y)_{o, en otro caso.

a) Demuestre que X y Y no son independientes.
b) Calcule P(X > 0.3|Y =0.5).

3.57 SiX, Yy Ztienen la siguiente funcién de densi-
dad de probabilidad conjunta:

kxy?z,

O<x,y<l1, 0<z<2,
f(x,y,z)z{o ¢ ¢

en otro caso.

a) Calcule k.

b) Calcule PX <1,Y >3 1<Z<2).
3.58 Determine si las dos variables aleatorias del
ejercicio 3.43 son dependientes o independientes.

3.59 Determine si las dos variables aleatorias del
ejercicio 3.44 son dependientes o independientes.

3.60 La funcion de densidad de probabilidad conjun-
ta de las variables aleatorias X, Yy Z es

4xv22 O
- <xy<l1 0<z<3,
X, y,2) = 9
f& .2 {0, en otro caso.

Calcule

a) lafuncion de densidad marginal conjunta de Yy Z;
b) la densidad marginal de Y;

O P(y<X<i Y>1 1<Z<2);

d) PO<X <}1|Y=1, Z=2).
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Ejercicios de repaso

3.61 Una empresa tabacalera produce mezclas de ta-
baco. Cada mezcla contiene diversas proporciones de
tabaco turco, tabaco de la regioén y otros. Las propor-
ciones de tabaco turco y de laregién en una mezcla son
variables aleatorias con una funcién de densidad con-
junta (X = turco y Y = de la region)

_ [y, O=sxysL x+y=<]l,
fley) = {0, en otro caso.

a) Calcule la probabilidad de que en determinada
caja el tabaco turco represente mds de la mitad de
la mezcla.

b) Calcule la funcién de densidad marginal para la
proporcién del tabaco de la region.

¢) Calcule la probabilidad de que la proporcién de
tabaco turco sea menor que 1/8, si se sabe que la
mezcla contiene 3/4 de tabaco de la regién.

3.62 Unaempresa de seguros ofrece a sus asegurados
varias opciones diferentes de pago de la prima. Para un
asegurado seleccionado al azar, sea X el nimero de me-
ses entre pagos sucesivos. La funcién de distribucién
acumulada de X es

0, six<l1,
04,811 <x <3,
F(x) =40.6,s13 <x <5,
0.8,si5<x <7,
1.0, six >7.

a) (Cuél es la funcién de masa de probabilidad de X?
b) Calcule P(4 < X < 7).

3.63 Dos componentes electrénicos de un sistema de
proyectiles funcionan en conjunto para el éxito de todo
el sistema. Sean X'y Y la vida en horas de los dos com-
ponentes. La densidad conjuntade X'y Y es

ye YO x>0,

0, en otro caso.

f(x,y)={

a) Determine las funciones de densidad marginal
para ambas variables aleatorias.

b) (Cudl es la probabilidad de que ambos componen-
tes duren mas de dos horas?

3.64 Una instalacion de servicio opera con dos lineas
telefénicas. En un dia elegido al azar, sea X la propor-
cion de tiempo que la primera linea estd en uso, mien-
tras que Y es la proporcion de tiempo en que la segunda
linea estd en uso. Suponga que la funcién de densidad
de probabilidad conjunta para (X,Y) es

3.2 2
;7 +yY), O0=sxy<l,

p— 2

S y) {0, en otro caso.
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a) Calcule la probabilidad de que ninguna linea esté
ocupada mds de la mitad del tiempo.

b) Calcule la probabilidad de que la primera linea
esté ocupada mas del 75% del tiempo.

3.65 Sea el nimero de llamadas telefénicas que reci-
be un conmutador durante un intervalo de 5 minutos
una variable aleatoria X con la siguiente funcién de
probabilidad:

—2Ax

foy=2

, para x =0,1,2,....

x!

a) Determine la probabilidad de que X sea igual a 0,
1,2,3,4,5y6.

b) Grafique la funcién de masa de probabilidad para
estos valores de x.

¢) Determine la funcién de distribucién acumulada
para estos valores de X.

3.66 Considere las variables aleatorias X y Y con la
siguiente funcidn de densidad conjunta

0<x,y<l,
en cualquier otro caso.

o= {5

a) Calcule las distribuciones marginales de X'y Y.
b) Calcule P(X > 0.5,Y > 0.5).

3.67 En un proceso industrial se elaboran articu-
los que se pueden clasificar como defectuosos o no de-
fectuosos. La probabilidad de que un articulo esté
defectuoso es 0.1. Se realiza un experimento en el que 5
articulos del proceso se eligen al azar. Sea la variable
aleatoria X el nimero de articulos defectuosos en esta
muestra de 5. ;Cudl es la funcién de masa de probabili-
dad de X?

3.68 Considere la siguiente funcién de densidad de
probabilidad conjunta de las variables aleatorias Xy Y-

3x—y

ran={,7

1<x<3, 1<y<?2,
€n otro caso.

a) Calcule las funciones de densidad marginal de X'y Y.
b) Xy Y son independientes?
c) Calcule P(X > 2).

3.69 La duracién en horas de un componente eléctri-
co es una variable aleatoria con la siguiente funcién de
distribucién acumulada:

g
l1—e 350, x>0,
0, en otro caso.

F(x)z{
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a) Determine su funcion de densidad de probabilidad.
b) Determine la probabilidad de que la vida ttil de tal
componente rebase las 70 horas.

3.70 En una fébrica especifica de pantalones un gru-
po de 10 trabajadores los inspecciona tomando aleato-
riamente algunos de la linea de produccién. A cada
inspector se le asigna un nimero del 1 al 10. Un com-
prador selecciona un pantalén para adquirirlo. Sea la
variable aleatoria X el nimero del inspector.
a) Determine una funcién de masa de probabilidad
razonable para X.
b) Grafique la funcién de distribucién acumulada
para X.

3.71 Lavida en anaquel de un producto es una varia-
ble aleatoria que se relaciona con la aceptacion por par-
te del consumidor. Resulta que la vida en anaquel Y, en
dias, de cierta clase de articulo de panaderia tiene la
siguiente funcién de densidad:
Lo )<y < oo,
0, en otro caso.

f(y)={

(Qué fraccion de las rebanadas de este producto que
hoy estan en exhibicién se espera que se vendan en 3
dias a partir de hoy?

3.72 El congestionamiento de pasajeros es un proble-
ma de servicio en los aeropuertos, en los cuales se ins-
talan trenes para reducir la congestion. Cuando se usa
el tren, el tiempo X, en minutos, que toma viajar desde
la terminal principal hasta una explanada especifica tie-
ne la siguiente funcién de densidad:

=, 0<x<10
— )i .

fo= {0, en otro caso.

a) Demuestre que la funcién de densidad de probabi-
lidad anterior es valida.

b) Calcule la probabilidad de que el tiempo que le
toma a un pasajero viajar desde la terminal princi-
pal hasta la explanada no exceda los 7 minutos.

3.73 Lasimpurezas en el lote del producto final de un
proceso quimico a menudo reflejan un grave problema.
A partir de una cantidad considerable de datos recaba-
dos en la planta se sabe que la proporcién Y de impure-
zas en un lote tiene una funcién de densidad dada por

10(1—y)°, 0<y<l,
0, en cualquier otro caso.
a) Verifique que la funcién de densidad anterior sea

vélida.

b) Se considera que un lote no es vendible y, por con-
siguiente, no es aceptable si el porcentaje de impu-
rezas es superior a 60%. Con la calidad del proceso

Capitulo 3 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

actual, ;cudl es el porcentaje de lotes que no son
aceptables?

3.74 Eltiempo Z, en minutos, entre llamadas a un sis-
tema de alimentacion eléctrica tiene la siguiente fun-
cién de densidad de probabilidad:

1 ,—2/10
10¢ ’

T

f) = { 0.

a) (Cudl es la probabilidad de que no haya llamadas
en un lapso de 20 minutos?

b) (Cudles la probabilidad de que la primera llamada

entre en los primeros 10 minutos después de abrir?

0<z<o0,
en otro caso.

3.75 Un sistema quimico que surge de una reaccién
quimica tiene dos componentes importantes, entre
otros, en una mezcla. La distribucién conjunta que des-
cribe las proporciones X, y X, de estos dos componen-
tes estd dada por

f(x x)_ 2, 0<X1<X2<1,
%2770, en otro caso.

a) Determine la distribucion marginal de X .

b) Determine la distribucién marginal de X,.

¢) (Cudl es la probabilidad de que las proporciones
del componente generen los resultados X, < 0.2y
X, >0.5?

d) Determine la distribuci6n condicional fy,  (x, | x,).

3.76 Considere la situacién del ejercicio de repaso
3.75; pero suponga que la distribucién conjunta de las
dos proporciones estd dada por

6x:, 0<x <x; <1,
0, en otro caso.

S(x1,x2) :{

a) Determine la distribucion marginal fy,(x,) de la
proporcién X y verifique que sea una funcién de
densidad valida.

b) (Cuil es la probabilidad de que la proporcion X,
sea menor que 0.5, dado que X, es 0.7?

3.77 Considere las variables aleatorias X y Y que re-
presentan el nimero de vehiculos que llegan a dos es-
quinas de calles separadas durante cierto periodo de 2
minutos. Estas esquinas de las calles estdn bastante cer-
cauna de la otra, asi que es importante que los ingenie-
ros de trafico se ocupen de ellas de manera conjunta si
fuera necesario. Se sabe que la distribucién conjunta
de XyYes

9 1
fx,y) = 1_64<‘T’
parax=0,1,2,...,ypara y=0,1,2,...

a) (Son independientes las dos variables aleatorias X
y Y? Explique su respuesta.
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b) (Cudl es la probabilidad de que, durante el periodo
en cuestion, lleguen menos de 4 vehiculos a las
dos esquinas?

3.78 El comportamiento de series de componentes
desempeifia un papel importante en problemas de con-
fiabilidad cientificos y de ingenieria. Ciertamente la
confiabilidad de todo el sistema no es mejor que la del
componente mas débil de las series. En un sistema de
series los componentes funcionan de manera indepen-
diente unos de otros. En un sistema particular de tres
componentes, la probabilidad de cumplir con la especi-
ficacion para los componentes 1, 2 y 3, respectivamen-
te, son 0.95, 0.99 y 0.92. ;Cuadl es la probabilidad de
que todo el sistema funcione?

3.79 Otro tipo de sistema que se utiliza en trabajos de
ingenieria es un grupo de componentes en paralelo o un
sistema paralelo. En este enfoque mds conservador la
probabilidad de que el sistema funcione es mayor que
la probabilidad de que cualquier componente funcione.
El sistema fallard sélo cuando falle todo el sistema.
Considere una situacién en la que hay 4 componentes
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independientes en un sistema paralelo, en la que la pro-
babilidad de operacién estd dada por

Componente 1: 0.95;
Componente 3: 0.90;

Componente 2: 0.94;
Componente 4: 0.97.

(Cudl es la probabilidad de que no falle el sistema?

3.80 Considere un sistema de componentes en que
hay cinco componentes independientes, cada uno de
los cuales tiene una probabilidad de operacién de 0.92.
De hecho, el sistema tiene una redundancia preventiva
disefiada para que no falle mientras 3 de sus 5 compo-
nentes estén en funcionamiento. ;Cudl es la probabili-
dad de que funcione todo el sistema?

3.81 Proyecto de grupo: Observe el color de los za-
patos de los estudiantes en 5 periodos de clases. Supon-
ga que las categorias de color son rojo, blanco, negro,
café y otro. Construya una tabla de frecuencias para
cada color.
a) Estime e interprete el significado de la distribucién
de probabilidad.
b) (Cudl es la probabilidad estimada de que en el si-
guiente periodo de clases un estudiante elegido al
azar use un par de zapatos rojos o blancos?

3.5 Posibles riesgos y errores conceptuales; relacion
con el material de otros capitulos

En los siguientes capitulos serd evidente que las distribuciones de probabilidad represen-
tan la estructura mediante la cual las probabilidades que se calculan ayudan a evaluar y
a comprender un proceso. Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 3.65 la distribuciéon de
probabilidad que cuantifica la probabilidad de que haya una carga excesiva durante cier-
tos periodos podria ser muy util en la planeacién de cualquier cambio en el sistema. El
ejercicio de repaso 3.69 describe un escenario donde se estudia el periodo de vida util de
un componente electrénico. Conocer la estructura de la probabilidad para el componente
contribuird de manera significativa al entendimiento de la confiabilidad de un sistema
mayor del cual éste forme parte. Ademds, comprender la naturaleza general de las distri-
buciones de probabilidad reforzard el conocimiento del concepto valor-P, que se estudid
brevemente en el capitulo 1 y que desempefiara un papel destacado al inicio del capitu-
lo 10 y en lo que resta del texto.

Los capitulos 4, 5 y 6 dependen mucho del material cubierto en este capitulo. En el
capitulo 4 estudiaremos el significado de parametros importantes en las distribuciones
de probabilidad. Tales parametros cuantifican las nociones de tendencia central y va-
riabilidad en un sistema. De hecho, el conocimiento de tales cantidades, al margen de
la distribucién completa, puede ofrecer informacién sobre la naturaleza del sistema. En
los capitulos 5 y 6 se examinardn escenarios de ingenieria, bioldgicos y de ciencia en ge-
neral que identifican tipos de distribuciones especiales. Por ejemplo, la estructura de la
funcion de probabilidad en el ejercicio de repaso 3.65 se identificard facilmente bajo
ciertas suposiciones que se estudiardn en el capitulo 5. Lo mismo ocurre en el contexto
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del ejercicio de repaso 3.69, que es un caso especial de problema sobre tiempo de ope-
racion antes de la falla, cuya funcién de densidad de probabilidad se estudiara en el
capitulo 6.

En lo que concierne a los riesgos potenciales de utilizar el material de este capitulo,
la advertencia para el lector seria no interpretar el material mds alla de lo que sea eviden-
te. La naturaleza general de la distribucién de probabilidad para un fenémeno cientifico
determinado no es obvia a partir de lo que se estudi6 aqui. La finalidad de este capitulo
es que los lectores aprendan a manipular una distribucién de probabilidad, no que apren-
dan a identificar un tipo especifico. Los capitulos 5 y 6 avanzan un largo trecho hacia la
identificacién de acuerdo con la naturaleza general del sistema cientifico.



Capitulo 4

Esperanza matematica

4.1 Media de una variable aleatoria

En el capitulo 1 estudiamos la media muestral, que es la media aritmética de los datos.
Ahora considere la siguiente situacién: si dos monedas se lanzan 16 veces y X es el
nimero de caras que resultan en cada lanzamiento, entonces los valores de X pueden
ser 0, 1 y 2. Suponga que los resultados del experimento son: cero caras, una cara y dos
caras, un total de 4, 7y 5 veces, respectivamente. El nimero promedio de caras por lan-
zamiento de las dos monedas es, entonces,

O)@) + (D7) +(2)(5)
16

= 1.06.

Este es un valor promedio de los datos, aunque no es un resultado posible de {0, 1, 2}.
Por lo tanto, un promedio no es necesariamente un resultado posible del experimen-
to. Por ejemplo, es probable que el ingreso mensual promedio de un vendedor no sea
igual a alguno de sus cheques de pago mensuales.

Reestructuremos ahora nuestro calculo del nimero promedio de caras para tener la
siguiente forma equivalente:

4 7 5
0) (E) + (1) (E) +(2) (R) = 1.06.

Los nimeros 4/16, 7/16 y 5/16 son las fracciones de los lanzamientos totales que dan
como resultado 0, 1 y 2 caras, respectivamente. Tales fracciones también son las frecuen-
cias relativas de los diferentes valores de X en nuestro experimento. Entonces, realmente
podemos calcular la media, o el promedio de un conjunto de datos, si conocemos los
distintos valores que ocurren y sus frecuencias relativas sin tener conocimiento del nu-
mero total de observaciones en el conjunto de datos. Por lo tanto, si 4/16 o 1/4 de los lan-
zamientos dan como resultado cero caras, 7/16 de los lanzamientos dan como resultado
una cara y 5/16 dan como resultado dos caras, el nimero medio de caras por lanzamiento
seria 1.06, sin importar si el nimero total de lanzamientos fue 16, 1000 o incluso 10,000.

Este método de frecuencias relativas se utiliza para calcular el nimero promedio de
caras que esperariamos obtener a largo plazo por el lanzamiento de dos monedas. A este
valor promedio se le conoce como media de la variable aleatoria X o media de la dis-
tribucion de probabilidad de X, y se le denota como x_o simplemente como u cuando
es evidente a qué variable aleatoria se estd haciendo referencia. También es comun entre
los estadisticos referirse a esta media como la esperanza matemaética o el valor esperado
de la variable aleatoria X y denotarla como E(X).
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Definicién 4.1:

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

Suponiendo que una moneda legal se lanza dos veces, encontramos que el espacio
muestral para el experimento es

S ={HH,HT,TH,TT}.

Como los 4 puntos muestrales son igualmente probables, se deduce que

PX=0=P(TT) = 411’ PX=1)=P(TH)+ P(HT) = %,

P(X =2)=P(HH) = i,

donde un elemento tipico, digamos TH, indica que el primer lanzamiento dio como
resultado una cruz seguida por una cara en el segundo lanzamiento. Asi, estas probabi-
lidades son precisamente las frecuencias relativas para los eventos dados a largo plazo.

Por lo tar 1to,

Este resultado significa que una persona que lance 2 monedas una y otra vez obtendra,
en promedio, 1 cara por cada lanzamiento.

El método descrito antes para calcular el nimero esperado de caras cada vez que se
lanzan 2 monedas sugiere que la media, o el valor esperado de cualquier variable alea-
toria discreta, se puede obtener multiplicando cada uno de los valores x , x,,..., x, de la
variable aleatoria X por su probabilidad correspondiente f(x, ), f(x, ),..., f(x, ) y sumando
los productos. Esto es cierto, sin embargo, sélo si la variable aleatoria es discreta. En
el caso de variables aleatorias continuas la definicién de un valor esperado es esencial-
mente la misma, pero las sumatorias se reemplazan con integrales.

Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidad f(x). La media o valor
esperado de X es

p=EX) =Y xf(x)

si X es discreta, y

o0

,u:E(X):/ xf(x)dx

si X es continua.

El lector debe advertir que la forma para calcular el valor esperado, o media, que se
muestra aqui es diferente del método para calcular la media muestral que se describié
en el capitulo 1, donde la media muestral se obtuvo usando los datos. En la esperanza
matemadtica el valor esperado se obtiene usando la distribucién de probabilidad.
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Sin embargo, la media suele considerarse un valor “central” de la distribucién sub-
yacente si se utiliza el valor esperado, como en la definicién 4.1.

Ejemplo 4.1: [Un inspector de calidad obtiene una muestra de un lote que contiene 7 componentes; el

Solucion:

lote contiene 4 componentes buenos y 3 defectuosos. El inspector toma una muestra de
3 componentes. Calcule el valor esperado del nimero de componentes buenos en esta
muestra.

Sea X el nimero de componentes buenos en la muestra. La distribucién de probabilidad

de X es

()G
()
Unos célculos sencillos dan f(0) = 1/35, f(1) = 12/35, f(2) = 18/35 y f(3) = 4/35. Por
lo tanto,

1 12 18 4 12
1= EX)=(0) <§) +(1) <§> +(2) (g) +(3) (g) = =17

De esta manera, si de un lote de 4 componentes buenos y 3 defectuosos, se seleccionara
al azar, una y otra vez, una muestra de tamafo 3, ésta contendria en promedio 1.7 com-
ponentes buenos. o |

fx)= x=0,1,2,3.

Ejemplo 4.2: | Cierto dfa un vendedor de una empresa de aparatos médicos tiene dos citas. Considera

Solucion:

que en la primera cita tiene 70 por ciento de probabilidades de cerrar una venta, por
la cual podria obtener una comisién de $1000. Por otro lado, cree que en la segunda cita
s6lo tiene 40 por ciento de probabilidades de cerrar el trato, del cual obtendria $1500 de
comision. ;Cudl es su comisién esperada con base en dichas probabilidades? Suponga
que los resultados de las citas son independientes.

En primer lugar sabemos que el vendedor, en las dos citas, puede obtener 4 comisiones
totales: $0, $1000, $1500 y $2500. Necesitamos calcular sus probabilidades asociadas.
Mediante la independencia obtenemos

£($0) = (1 —0.7)(1 —0.4) = 0.18, £($2500) = (0.7)(0.4) = 0.28,
£($1000) = (0.7)(1 —0.4) = 0.42, y f($1500) = (1 —0.7)(0.4) = 0.12.

Por lo tanto, la comisién esperada para el vendedor es

E(X) =($0)(0.18) + ($1000)(0.42) + ($1500)(0.12) + ($2500)(0.28)
= $1300. A

Los ejemplos 4.1 y 4.2 se disefiaron para que el lector comprenda mejor lo que
queremos decir con la frase valor esperado de una variable aleatoria. En ambos casos
las variables aleatorias son discretas. Seguimos con un ejemplo de variable aleatoria
continua, donde un ingeniero se interesa en la vida media de cierto tipo de dispositivo
electrénico. Esta es una ilustracién del problema tiempo que transcurre antes de que se
presente una falla que se enfrenta a menudo en la practica. El valor esperado de la vida
del dispositivo es un pardmetro importante para su evaluacion.
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Ejemplo 4.3: | Sea X la variable aleatoria que denota la vida en horas de cierto dispositivo electrénico.

Solucion:

Teorema 4.1:

La funcién de densidad de probabilidad es

Flx) = 2009 x> 100,
0, en otro caso.

Calcule la vida esperada para esta clase de dispositivo.

Si usamos la definicién 4.1, tenemos
20,000 20,000
u:E(X):/ X 3 dx:/ dx = 200.
100 X 00 X
Por lo tanto, esperamos que este tipo de dispositivo dure en promedio 200 horas. o |

Consideremos ahora una nueva variable aleatoria g(X), la cual depende de X; es
decir, cada valor de g(X) es determinado por el valor de X. Por ejemplo, g(X) podria ser
X?03X -1,y siempre que X asuma el valor 2, g(X) toma el valor g(2). En particular, si
X es una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidad f(x), parax = -1, 0,
1,2y g(X) = X? entonces,

Plg(X)=0]=PX =0)=/(0),
PgX)=1=PX =-D+PX=D=f(=D+f(),
Plg(X)=4]=P(X =2)=f(2),

asi que la distribucién de probabilidad de g(X) se escribe como

g(x) | o 1 4
Plg(X)=g)] | f(0O) f(=D + f(1) f(Q2)

Por medio de la definicién del valor esperado de una variable aleatoria obtenemos

fex) = E[g(0)] =0 (0) + 1[f(=1) +f (D] +4£(2)
=(—=1*f (=1) + (0)*f (0) + ()’ f (1) + 2)°f(2) = > _ g(x) f(x).

Este resultado se generaliza en el teorema 4.1 para variables aleatorias discretas y con-
tinuas.

Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidad f(x). El valor esperado de
la variable aleatoria g(X) es

Becx) = E[2(X)] = g(0)f (x)

si X es discreta, y

(o]

Hex) = E[g(X)] =/ g(x)f (x) dx

—00

si X es continua.
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Ejemplo 4.4: | Suponga que el nimero de automéviles X que pasa por un local de lavado de autos entre
las 4:00 p.M. y las 5:00 p.m. de cualquier viernes soleado tiene la siguiente distribucion

de probabilidad:
X | 4 5 6 7 8 9
— 1 1 T 1 1
PX=x|% & 1 4 &

Sea g(X) = 2X — 1 la cantidad de dinero en délares que el administrador paga al opera-
dor. Calcule las ganancias esperadas del operador en este periodo especifico.
Solucion: Por el teorema 4.1, el operador puede esperar recibir

9
EgX)I=EQX —1)=> (2x — f (x)

x=4
1 1 1 1
=(7) (E) +09) (E) +(11) <Z) +(13) (Z)
1 1
+(15) (5) +(17) (6) = $12.67. 1

Ejemplo 4.5: | Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x):{g—z, —l<x<2,

0, en otro caso.

Calcule el valor esperado de g(X) = 4X + 3.
Solucion: Por el teorema 4.1 tenemos

2 2 2
E(4X+3)=/ de=l/ (4x° +3x2) dx = 8.
—1 3 3 1 _l

Debemos extender ahora nuestro concepto de esperanza matematica al caso de dos
variables aleatorias X y Y con distribucién de probabilidad conjunta f(x, y).

Definicion 4.2: Sean X y Y variables aleatorias con distribucién de probabilidad conjunta f(x, y). La
media o valor esperado de la variable aleatoria g(X, Y) es

Becx. vy = E[gX, V)1 =D g(x, y)f (x, )

y

si X'y Y son discretas, y
pecn =Bl D= [ [ g f oy e ay

si X'y Y son continuas.

Es evidente la generalizacion de la definicién 4.2 para el cdlculo de la esperanza
matematica de funciones de varias variables aleatorias.
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Ejemplo 4.6: | Sean X y Y variables aleatorias con la distribucién de probabilidad conjunta que se indi-
caen la tabla 3.1 de la pagina 96. Calcule el valor esperado de g(X, Y) = XY. Por conve-
niencia se repite aqui la tabla.

X Totales
f(xy) 0 1 2 lporrenglén
0 3 2 3 15
® 2B B 28
Y ! 7 i 0 7
1 1
2 % 0 0 =
5 15 3
Totales por columna| = = 5 1

Solucion: Por la definicion 4.2, escribimos

2

2
E(XY)= Y Y xyf(xy)

x=0y=0
= (0)(0) £(0,0) + (0)(1) £ (0, 1)
+ (D(O0) (1, 0) + (D) £, D+ (2)(0) £(2,0)

3
=f(,1)=—.
fa, n 2 1
Ejemplo 4.7: | Calcule E(Y/X) para la siguiente funcién de densidad
W) gcx <2, 0<y<l
fmw={ i Uers
0, en otro caso.
Solucion: Tenemos
Y b2y +3y? Ly 433 5
E—://y—(+y)dxdy=/y+ydy=—.
X o Jo 4 0 2 8 N

Observe que si g(X, ¥Y) = X en la definicién 4.2, tenemos

Yo oxflx y) =Y xg(x) (caso discreto),
Ex) =155 5
I o xf(x y) dy dx = [°. xg(x) dx (caso continuo),

donde g(x) es la distribucién marginal de X. Por lo tanto, para calcular E(X) en un espa-
cio bidimensional, se puede utilizar tanto la distribucién de probabilidad conjunta de X
y Y, como la distribucién marginal de X. De manera similar, definimos

Y2 y) =D yh(y) (caso discreto),
Ex)=15"% 0

[oo0 [oo0 ¥f (% y) dxdy = [ yh(y) dy (caso continuo),

donde A(y) es la distribucién marginal de la variable aleatoria Y.



Ejercicios

Ejercicios
4.1 Enelejercicio 3.13 de la pdgina 92 se presenta la
siguiente distribucion de probabilidad de X, el nimero

de imperfecciones que hay en cada 10 metros de una
tela sintética, en rollos continuos de ancho uniforme

x |0 1 2 3 4
f() | 041 037 016 005 001

Calcule el nimero promedio de imperfecciones que
hay en cada 10 metros de esta tela.

4.2 La distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria discreta X es

x 3—x
F) = (i) (%) (%) C x=012.3

Calcule la media de X.

4.3 Calcule la media de la variable aleatoria T que
representa el total de las tres monedas del ejercicio 3.25
de la pagina 93.

4.4 Una moneda estd cargada de manera que la pro-
babilidad de ocurrencia de una cara es tres veces mayor
que la de una cruz. Calcule el nimero esperado de cru-
ces si esta moneda se lanza dos veces.

4.5 En un juego de azar a una mujer se le pagan $3 si
saca una jota o una reina, y $5 si saca un rey o un as de
una baraja ordinaria de 52 cartas. Si saca cualquier otra
carta, pierde. ; Cudnto deberia pagar si el juego es justo?

4.6 A un operador de un local de lavado de autos se
le paga de acuerdo con el nimero de automéviles que
lava. Suponga que las probabilidades de que entre las
4:00 p.m. y las 5:00 p.m. de cualquier viernes soleado
reciba $7, $9, $11, $13, $15 0 $17 son: 1/12, 1/12, 1/4,
1/4, 1/6 y 1/6, respectivamente. Calcule las ganancias
esperadas del operador para este periodo especifico.

4.7 Si una persona invierte en unas acciones en par-
ticular, en un afio tiene una probabilidad de 0.3 de ob-
tener una ganancia de $4000 o una probabilidad de 0.7
de tener una pérdida de $1000. ;Cudl es la ganancia
esperada de esta persona?

4.8 Suponga que un distribuidor de joyeria antigua
estd interesado en comprar un collar de oro para el que
tiene 0.22 de probabilidades de venderlo con $250 de
utilidad; 0.36 de venderlo con $150 de utilidad; 0.28
de venderlo al costo y 0.14 de venderlo con una pér-
dida de $150. ;Cudl es su utilidad esperada?

4.9 Un piloto privado desea asegurar su avién por
$200,000. La aseguradora estima que la probabilidad
de pérdida total es de 0.002, que la probabilidad de
una pérdida del 50% es de 0.01 y la probabilidad de una
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pérdida del 25% es de 0.1. Si se ignoran todas las de-
mds pérdidas parciales, ;qué prima deberia cobrar ca-
da afio la aseguradora para tener una utilidad promedio
de $500?

4.10 Dos expertos en calidad de neumaticos exami-
nan lotes de éstos y asignan a cada neumaético puntua-
ciones de calidad en una escala de tres puntos. Sea X
la puntuacién dada por el experto A y Y la dada por el
experto B. La siguiente tabla presenta la distribucion
conjunta para X'y Y.

y
fooy) | 1 2 3

1 010 005 002
x| 2]010 035 005
31003 010 020

Calcule u, y p,.

4.11 La funcion de densidad de las mediciones codi-
ficadas del didmetro de paso de los hilos de un encaje
es

4
Flx) = prrr e 0<x<l,
0, en otro caso.

Calcule el valor esperado de X.

4.12 Si la utilidad para un distribuidor de un automo-
vil nuevo, en unidades de $5000, se puede ver como
una variable aleatoria X que tiene la siguiente funcién

de densidad
2(1 —x), O0<x<l,
f(x)={( )

0, en otro caso.

Calcule la utilidad promedio por automévil.

4.13 La funcién de densidad de la variable aleatoria
continua X, el nimero total de horas que una familia
utiliza una aspiradora durante un afio, en unidades de
100 horas, se da en el ejercicio 3.7 de la pdgina 92 como

X, 0<x <1,
f)=¢2—x 1=<x<2,
0, en otro caso.

Calcule el nimero promedio de horas por afio que las
familias utilizan sus aspiradoras.

4.14 Calcule la proporcion X de personas que se podria
esperar que respondieran a cierta encuesta que se envia
por correo, si X tiene la siguiente funcién de densidad

WD p<x <1
fx) = 5
0, en otro caso.
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4.15 Suponga que dos variables aleatorias (X, Y) estan
distribuidas de manera uniforme en un circulo con ra-
dio a. Entonces, la funcién de densidad de probabilidad
conjunta es

L x4y’ <d?,

fx y)={’r“_2’

0, en otro caso.
Calcule u,, el valor esperado de X.
4.16 Suponga que usted inspecciona un lote de 1000

bombillas de luz, entre las cuales hay 20 defectuosas, y
elige al azar dos bombillas del lote sin reemplazo. Sean

X, = 1, si la primera bombilla estd defectuosa,
"0, en otro caso.

X, = 1, si la segunda bombilla estd defectuosa,
2700, en otro caso.

Calcule la probabilidad de que al menos una de las bom-
billas elegidas esté defectuosa. [Sugerencia: Calcule
PX +X,=1)]
4.17 Sea X una variable aleatoria con la siguiente dis-
tribucion de probabilidad:
x | -3 6 9
fx) | 1/6 12 173

Calcule u, . donde g(X) = (2X + 1)%

4.18 Calcule el valor esperado de la variable aleatoria
g(X) = X2, donde X tiene la distribucién de probabili-
dad del ejercicio 4.2.

4.19 Una empresa industrial grande compra varios
procesadores de textos nuevos al final de cada afio; el
nimero exacto depende de la frecuencia de reparacio-
nes del afio anterior. Suponga que el nimero de proce-
sadores de textos, X, que se compran cada afio tiene la
siguiente distribucién de probabilidad:
x | 0 1 2 3

fx) | 10 3/10 25 1/5
Si el costo del modelo deseado es de $1200 por uni-
dad y al final del afio la empresa obtiene un descuento
de 50X? dolares, cudnto espera gastar esta empresa en
nuevos procesadores de textos durante este afio?

4.20 Unavariable aleatoria continua X tiene la siguien-
te funcion de densidad

e X, x>0,
S = {0, en otro caso.
Calcule el valor esperado de g(X) = >,

4.21 ;Cudl es la utilidad promedio por automévil que
obtiene un distribuidor, si la utilidad en cada uno esta
dada por g(X) = X?, donde X es una variable aleatoria
que tiene la funcién de densidad del ejercicio 4.127

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

4.22 Fl periodo de hospitalizacion, en dias, para pa-
cientes que siguen el tratamiento para cierto tipo de
trastorno renal es una variable aleatoria ¥ = X + 4,
donde X tiene la siguiente funcién de densidad

32
f(x) = (x+4)3° x> O’
0, en otro caso.

Calcule el nimero promedio de dias que una persona
permanece hospitalizada con el fin de seguir el trata-
miento para dicha enfermedad.

4.23 Suponga que X y Y tienen la siguiente funcidn
de probabilidad conjunta:

X
f(xy) 2 4
1 1010 0.15
y | 31020 030
51010 015

a) Calcule el valor esperado de g(X, Y) = XY>
b) Calcule u, y u,.

4.24 Remitase a las variables aleatorias cuya distri-
bucién de probabilidad conjunta se da en el ejercicio
3.39 de la pagina 105 y

a) calcule E(X?Y - 2XY);

b) calcule p, —u,.

4.25 Remitase a las variables aleatorias cuya distri-
bucién de probabilidad conjunta se da en el ejercicio
3.51 de la pdgina 106 y calcule la media para el ni-
mero total de jotas y reyes cuando se sacan 3 cartas,
sin reemplazo, de las 12 cartas mayores de una baraja
ordinaria de 52 cartas.

4.26 Sean X'y Y las siguientes variables aleatorias con
funcién de densidad conjunta

_ Ay, O0<x y <L
fy) = {(), en otro caso.

Calcule el valor esperado de Z = +/X? + Y 2.

4.27 En el ejercicio 3.27 de la pagina 93 una funcién
de densidad esta dada por el tiempo que tarda en fallar
un componente importante de un reproductor de DVD.
Calcule el nimero medio de horas antes de que em-
piece a fallar el componente y, por lo tanto, el repro-
ductor de DVD.

4.28 Considere la informacion del ejercicio 3.28 de
la pagina 93. El problema tiene que ver con el peso, en
onzas, del producto que contiene una caja de cereal con

2, 2375<x <2625
— 5 — — s
ACY {O, en otro caso.
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a) Grafique la funcién de densidad.

b) Calcule el valor esperado o peso medio en onzas.

¢) (Se sorprende de su respuesta en b)? Explique lo
que responda.

4.29 El ejercicio 3.29 de la pagina 93 se refiere a una

importante distribucion del tamafio de las particulas ca-

racterizada por
ro={

x4, x> 1,
0, en otro caso.

a) Grafique la funcién de densidad.
b) Determine el tamafio medio de la particula.

4.30 En el ejercicio 3.31 de la pagina 94 la distribu-
cion del tiempo que transcurre antes de que una lava-
dora requiera una reparaciéon mayor fue dada como

. O,

en otro caso.
(Cuadl es la media de poblacién del tiempo que transcu-
rre antes de requerir la reparacién?
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4.31 Considere el ejercicio 3.32 de la pagina 94.

a) (Cudleslaproporcién media del presupuesto asig-
nado para el control ambiental y de la contamina-
cién?

b) (Cudl es la probabilidad de que una empresa ele-
gida al azar tenga una proporcion asignada para el
control ambiental y de la contaminacién que ex-
ceda la media de la poblacion dada en a)?

4.32 En el ejercicio 3.13 de la pagina 92 la distribu-
cion del nimero de imperfecciones en cada 10 metros
de tela sintética fue dada por

X 0 1 2 3 4
f(x) | 041 037 0.16 0.05 0.01

a) Grafique la funcién de probabilidad.

b) Calcule el nimero de imperfecciones esperado
EX) = u.

¢) Calcule E(X?).

4.2 Varianzay covarianza de variables aleatorias

La media o valor esperado de una variable aleatoria X es de especial importancia en esta-
distica porque describe en donde se centra la distribucion de probabilidad. Sin embargo,
la media por si misma no ofrece una descripcidon adecuada de la forma de la distribucién.
También se necesita clasificar la variabilidad en la distribucién. En la figura 4.1 tenemos
los histogramas de dos distribuciones de probabilidad discretas con la misma media
u = 2, pero que difieren de manera considerable en la variabilidad o dispersion de sus

observaciones sobre la media.

(o)

Figura 4.1: Distribuciones con medias iguales y dispersiones diferentes.

La medida de variabilidad mds importante de una variable aleatoria X se obtiene
aplicando el teorema 4.1 con g(X) = (X — u)* A esta cantidad se le denomina varianza
de la variable aleatoria X o varianza de la distribucion de probabilidad de X y se
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denota como Var(X), o con el simbolo 6% , o simplemente como o cuando es evidente a
qué variable aleatoria se estd haciendo referencia.

Definicién 4.3: Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad f(x) y media u. La varian-
za de X es

o?=E[X —w?]1 =) (x —mw)’f(x), siXesdiscreta,y

o’=E[(X —,u)z] = /00 (x —/J,)zf(x) dx, siXescontinua.

La raiz cuadrada positiva de la varianza, o, se llama desviacion estandar de X.

La cantidad x — u en la definicién 4.3 se llama desviacion de una observacion
respecto a su media. Como estas desviaciones se elevan al cuadrado y después se pro-
median, 0° serd mucho menor para un conjunto de valores x que estén cercanos a u, que
para un conjunto de valores que varie de forma considerable de u.

Ejemplo 4.8: | Suponga que la variable aleatoria X representa el nimero de automdviles que se utilizan
con propdsitos de negocios oficiales en un dia de trabajo dado. La distribucién de proba-
bilidad para la empresa A [figura 4.1(a)] es

x |1 2 3
f(x) [ 03 04 03

y para la empresa B [figura 4.1(b)] es

X 0 1 2 3 4
f(x) |02 01 03 03 0.1

Demuestre que la varianza de la distribucién de probabilidad para la empresa B es mayor
que la de la empresa A.
Solucion: Para la empresa A encontramos que

pa = E(X) = (1)0.3) 4 (2)(0.4) + (3)(0.3) = 2.0,
y entonces
3
oi =Y (x =2 = (1-2%03)+(2-2204) +(3-220.3) = 0.6.

x=1
Para la empresa B tenemos
ps=E(X) = (0)0.2) + (1)(0.1) + (2)(0.3) + (3)(0.3) + (4)(0.1) = 2.0,

Yy entonces

4

o3 = Y (x—2°f(x)

x=0
(0 —2)2(0.2) + (1 = 2)%(0.1) + (2 — 2)%(0.3)
+(3=2)%2(0.3) + (4 —2)%(0.1) = 1.6.
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Es evidente que la varianza del nimero de automéviles que se utilizan con propdsitos de
negocios oficiales es mayor para la empresa B que para la empresa A.

Una férmula alternativa que se prefiere para calcular 0%, que a menudo simplifica
los célculos, se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.2: La varianza de una variable aleatoria X es
2 _ EX 2y _ M2

Prueba: Para el caso discreto escribimos

Z(x - fx) = Z(x2 = 2px + ) f(x)

= Zx £(x) —2u2xf(x> + 1 Zf(x)

Como 1 = Zx f(x) por definicién, y T Jf(x) = Ipara cualquier distribucién de pro-

babilidad dlscreta se deduce que
o’ =) xXf(x) - =EX?) —

Para el caso continuo la demostracién es la misma paso a paso, reemplazando las suma-
torias por integrales. o |

Ejemplo 4.9: | Suponga que la variable aleatoria X representa el nimero de partes defectuosas de una
maquina cuando de una linea de produccién se obtiene una muestra de tres partes y se
somete a prueba. La siguiente es la distribucién de probabilidad de X.

x | 0 1 2 3
f(x)|0.51 0.38 0.10 0.01

Utilice el teorema 4.2 y calcule o”.
Solucion: Primero calculamos

= (0)(0.51) + (1)(0.38) + (2)(0.10) + (3)(0.01) = 0.61.
Luego,

E(X?) = (0)(0.51) + (1)(0.38) + (4)(0.10) + (9)(0.01) = 0.87.
Por lo tanto,

0% =0.87 — (0.61)> = 0.4979. 1

Ejemplo 4.10: |La demanda semanal de una bebida para una cadena local de tiendas de abarrotes, en
miles de litros, es una variable aleatoria continua X que tiene la siguiente densidad de
probabilidad

f(x):{2(x—l), 1 <x <2,

0, en otro caso.

Calcule la media y la varianza de X.
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Solucion:

Teorema 4.3:

Prueba:

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

Al calcular E(X) y E(X?) tenemos

2 5
,LL:E(X):Z/ x(x—l)dx:§
1

6

, 17 (5\ 1
o = — — — = —.
6 \3 18 1

Hasta el momento la varianza o la desviacion estandar sélo tiene significado cuando
comparamos dos o més distribuciones que tienen las mismas unidades de medida. Por lo
tanto, podemos comparar las varianzas de las distribuciones de contenido, medido en
litros, de botellas de jugo de naranja de dos empresas, y el valor mas grande indicaria la
empresa cuyo producto es mds variable o menos uniforme. No tendria caso comparar
la varianza de una distribucién de estaturas con la varianza de una distribucién de califi-
caciones de aptitud. En la seccién 4.4 mostramos como se utiliza la desviacion estandar
para describir una sola distribucién de observaciones.

Extenderemos ahora nuestro concepto de varianza de una variable aleatoria X para
incluir también variables aleatorias relacionadas con X. Para la variable aleatoria g(X) la
varianza se denotara por 05( x) ¥ se calculard empleando el siguiente teorema.

2
E(X2)=2/ x2(x = 1) dx :1—7.
1

Por lo tanto,

Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidad f(x). La varianza de la
variable aleatoria g(X) es

Orx) = E{18(X) — pren P} =) [8(x) — oy P f(x)
si X es discreta, y

02 = E[8(X) — o P} = / 180 = g P 00

si X es continua.

Como g(X) es en si misma una variable aleatoria con media Hy(xy COMO sE define en el
teorema 4.1, de la definicién 4.3 se deduce que

Tix) = E{8X) — e 1}

Abhora bien, la demostracién se completa aplicando nuevamente el teorema 4.1 a la va-
riable aleatoria [g(X) — u A

2
g(X>] '

Ejemplo 4.11: | Calcule la varianza de g(X) = 2X + 3, donde X es una variable aleatoria con la siguiente

distribucién de probabilidad

x|0123
fo b E L
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Solucion:

Primero se calcula la media de la variable aleatoria 2X + 3. De acuerdo con el teorema 4.1,

3
Pox +3 =EQX +3) = Z (2x + 3)f (x) = 6.
x=0

Ahora, usando el teorema 4.3, tenemos

O3y 43 = E{[Q2X +3) — o, 3P} = E[(2X +3-6)%]

3
=E@X2—12X +9) = Z(4x2 —12x + 9) f(x) = 4.
x=0 _l

Ejemplo 4.12: | Sea X una variable aleatoria que tiene la funcién de densidad dada en el ejemplo 4.5 de

Solucion:

Definicion 4.4:

la pdgina 115. Calcule la varianza de la variable aleatoria g(X) = 4X + 3.
En el ejemplo 4.5 encontramos que x,, . , = 8. Ahora bien, usando el teorema 4.3,

a-z%x+3 = E{[(4X +3) — 8P} = E[(4X —5)?]

2 x2 1 [? 51
:/ (4x —5)— dx =-/ (16x* — 40x> + 25x2) dx = —.
1 3 3/, 5 1

SigX,Y)=X-u)¥Y~-u,),donde u, = EX)yu, = E(Y), la definicién 4.2 da un
valor esperado denominado covarianza de X y Y, que se denota por o,, 0 Cov(X, Y).

Sean X y Y variables aleatorias con distribucion de probabilidad conjunta f(x, y). La
covarianza de Xy Yes

0w = E[X — )Y — )] =D 0 —px Ny — py)f (x5, )

si X'y Y son discretas, y
0w =B —pO —pl= [ [ =t —mf o) de dy

si X'y Y son continuas.

La covarianza entre dos variables aleatorias es una medida de la naturaleza de la
asociacion entre ambas. Si valores grandes de X a menudo dan como resultado valores
grandes de Y, o valores pequefios de X, dan como resultado valores pequefios de Y,
X — u, positiva con frecuencia dard como resultado ¥ — u, positiva, y X — i, negativa
a menudo dard como resultado Y — u, negativa. Por consiguiente, el producto (X — u,)
(Y - u,) tenderd a ser positivo. Por otro lado, si con frecuencia valores grandes de X dan
como resultado valores pequefios de Y, entonces el producto (X — u,)(Y — u,) tenderd a
ser negativo. El signo de la covarianza indica si la relacion entre dos variables aleatorias
dependientes es positiva o negativa. Cuando X y Y son estadisticamente independientes,
se puede demostrar que la covarianza es cero (véase el corolario 4.5). Lo opuesto, sin
embargo, por lo general no es cierto. Dos variables pueden tener covarianza cero y aun
asi no ser estadisticamente independientes. Observe que la covarianza s6lo describe la
relacion lineal entre dos variables aleatorias. Por consiguiente, si una covarianza entre X
y Y es cero, X y Y podrian tener una relacién no lineal, lo cual significa que no necesa-
riamente son independientes.
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La formula alternativa que se prefiere para o, , se establece en el teorema 4.4.

Teorema 4.4: La covarianza de dos variables aleatorias X y ¥, con medias u, y u,, respectivamente,
estd dada por

Oxy = E(XY) — px iy .

Prueba: Para el caso discreto escribimos

Ou =D > (= )y — ) (% y)
X y
=3O e = YD v )
x y X y
— e DD Xf ) Ay YD f(x ).

Dado que

e =) xfOuy) fy =Y @Y,y D> flxy) =1
y Xy

X

para cualquier distribucién discreta conjunta se deduce que

UXYZE(XY)_MXHY — My My +l'l'X)u'Y ZE(XY)_HXMY'

Para el caso continuo la demostracion es idéntica, pero las sumatorias se reemplazan por
integrales.

Ejemplo 4.13: 'En el ejemplo 3.14 de la pagina 95 se describe una situacion acerca del nimero de re-
puestos azules X y el nimero de repuestos rojos Y. Cuando de cierta caja se seleccionan
dos repuestos para boligrafo al azar y la distribucién de probabilidad conjunta es la si-

guiente,
X
Sy | 0 1 2 | hQy)

0 3 2 3 15
® ¥ =B 2
2 % 0 0 %

5 15 3
8(x) 4 28 728 1

Calcule la covarianzade X y Y.
Solucion: Del ejemplo 4.6 vemos que E(XY) = 3/14. Ahora bien,

2 5 15 3 3
[ix =§xg(x> =(0) (ﬁ) + (1) (%> +(2) (%> =7

: 15 3 1 1
Uy = th(y) =(0) (%> + (1) (7) +(2) (2_8> =5

y=0
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Por lo tanto,

3 3 1 9

Ejemplo 4.14: |La fraccién X de corredores y la fraccién Y de corredoras que compiten en carreras

Solucion:

Definicion 4.5:

de maratén se describen mediante la funcién de densidad conjunta

8xy, 0<y<x<l,
0, €n otro caso.

f(x,y)={

Calcule la covarianza de Xy Y.
Primero calculamos las funciones de densidad marginal. Estas son

4x3, 0<x <1,
g(x)={

0, en otro caso,
y 2
h(y) = 4y —y%), 0=<y<=1,
)= 0, en otro caso,

A partir de las funciones de densidad marginal dadas, calculamos

1 1
4 8
L :E(X):/ dxtde =<y oy =/ 4y*(1 —y*) dy = —.
0 5 0 15

De las funciones de densidad conjunta dadas arriba, tenemos
1 pl 4
E(XY) = / / 8x2y? dx dy = —.

0 y 9

Entonces,
4 8 4

4

Aunque la covarianza entre dos variables aleatorias brinda informacidn respecto de
la naturaleza de la relacién, la magnitud de o, no indica nada respecto a la fuerza de la
relacidn, ya que o, depende de la escala. Su magnitud dependerd de las unidades que se
utilicen para medir X y Y. Hay una versién de la covarianza sin escala que se denomina
coeficiente de correlacion y se utiliza ampliamente en estadistica.

Sean X y Y variables aleatorias con covarianza o, y desviaciones estdndar o, y T,
respectivamente. El coeficiente de correlacion de X'y Y es

O-XY
0,0,

Pxy =

Deberfa quedar claro para el lector que p,, no tiene las unidades de X'y Y. El coefi-
ciente de correlacion satisface la desigualdad -1 < p, < 1. Toma un valor de cero cuando
o,, = 0. Donde hay una dependencia lineal exacta, digamos Y = a + bX, p,, = 1 si
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b>0yp,, = —1sib<0.(Véase el ejercicio 4.48). En el capitulo 12, donde examinare-
mos la regresion lineal, analizamos mds a fondo el coeficiente de correlacidn.

Ejemplo 4.15: | Calcule el coeficiente de correlacién entre X y Yen el ejemplo 4.13.

Solucion: Dado que
o () e an (1) oy (2) 22
E(X)—(O)(14)+(1)(28>+(2)<28>—28

15 3 1 4
E(Y?) = (0% <ﬁ> (1% (7) + (2% (@ =

g2 2T (Y A5 a4 (1Y S
x T \a) Tm¥rT77\2) T

Por lo tanto, el coeficiente de correlacién entre X'y Y es

obtenemos

Oxy —9/ 56 1

P oy T @I 10028 5 1

Ejemplo 4.16: | Calcule el coeficiente de correlacion entre X y Yen el ejemplo 4.14.
Solucion: Dado que

1 1
2 2
E<X2>=/ ¥ de=7 0y E<Y2>=/ -y dy=1-5 =73,
0 0

concluimos que
o2 22 (AY 2 el (8Y 1L
¥x=37\5) T35 Y T37\15) T8

4/ 225 4

P TS 225 66 1

Observe que, aunque la covarianza en el ejemplo 4.15 tiene mayor magnitud (sin im-
portar el signo) que la del ejemplo 4.16, 1a relacion entre las magnitudes de los coeficien-
tes de correlacion en estos dos ejemplos es exactamente la inversa. Esto es evidencia de
que no debemos basarnos en la magnitud de la covarianza para determinar la fuerza
de la relacion.

Por lo tanto,




Ejercicios

Ejercicios

4.33 Use la definicion 4.3 de la pagina 120 para en-
contrar la varianza de la variable aleatoria X del ejerci-
cio 4.7 de la pagina 117.

4.34 Sea X una variable aleatoria con la siguiente dis-
tribucién de probabilidad:
x | -2 3 5
fx) |03 02 05

Calcule la desviacion estandar de X.

4.35 La variable aleatoria X, que representa el nu-
mero de errores por 100 lineas de cédigo de progra-
macion, tiene la siguiente distribucién de probabilidad:

x |2 3 4 5 6
f(x) | 001 025 04 03 004

Utilice el teorema 4.2 de la pdgina 121 para calcular la
varianza de X.

4.36  Suponga que las probabilidades de que 0, 1,2 o
3 fallas de energia eléctrica afecten cierta subdivision
en cualquier afio dado son 0.4, 0.3, 0.2 y 0.1, respecti-
vamente. Calcule la media y la varianza de la variable
aleatoria X que representa el nimero de fallas de ener-
gia que afectan esta subdivision.

4.37 La utilidad que obtiene un distribuidor, en uni-
dades de $5000, al vender un automdvil nuevo es una
variable aleatoria X que tiene la funcién de densidad
que se presenta en el ejercicio 4.12 de la pagina 117.
Calcule la varianza de X.

4.38 La proporcion de personas que responden cierta
encuesta que se manda por correo es una variable alea-
toria X, la cual tiene la funcién de densidad del ejer-
cicio 4.14 de la pagina 117. Calcule la varianza de X.

4.39 El nimero total de horas que una familia utili-
za una aspiradora en un afio, en unidades de 100 ho-
ras, es una variable aleatoria X que tiene la funcién de
densidad dada en el ejercicio 4.13 de la pdgina 117.
Calcule la varianza de X.

4.40 Remitase al ejercicio 4.14 de la pagina 117 y
calcule O'E(X) para la funcion g(X) = 3X* + 4.

4.41 Calcule la desviacion estandar de la variable
aleatoria g(X) = (2X + 1)* del ejercicio 4.17 en la pa-
gina 118.

4.42 Utilice los resultados del ejercicio 4.21 de la pa-
gina 118 y calcule la varianza de g(X) = X?, donde X es
una variable aleatoria que tiene la funcién de densidad
del ejercicio 4.12 de la pagina 117.
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4.43 El tiempo que transcurre, en minutos, para que
un avién obtenga via libre para despegar en cierto ae-
ropuerto es una variable aleatoria ¥ = 3X — 2, donde X
tiene la siguiente funcién de densidad

1 ,—x/4
pe

o ={;

Calcule la media y la varianza de la variable aleatoria
Y.

4.44 Calcule la covarianza de las variables aleatorias
X'y Y del ejercicio 3.39 de la pagina 105.

4.45 Calcule la covarianza de las variables aleatorias
Xy Y del ejercicio 3.49 de la pagina 106.

x>0
en otro caso.

4.46 Calcule la covarianza de las variables aleatorias
X'y Y del ejercicio 3.44 de la pagina 105.

4.47 Calcule la covarianza de las variables aleatorias
X'y Y cuya funcién de densidad conjunta estd dada en
el ejercicio 3.40 de la pagina 105.

4.48 Dada una variable aleatoria X, con desviacién
estdndar o, y una variable aleatoria ¥ = a + bX, de-
muestre que si b < 0, el coeficiente de correlacion p,,
=-1,ysib>0,p,,=1.

4.49 Considere la situacién del ejercicio 4.32 de la péa-
gina 119. La distribucién del nimero de imperfecciones
por cada 10 metros de tela sintética estd dada por

x |0 1 2 3 4
f(x) | 041 037 0.16 005 0.0l

Calcule la varianza y la desviacion estdndar del nimero
de imperfecciones.

4.50 En una tarea de laboratorio, si el equipo esta
funcionando, la funcién de densidad del resultado ob-
servado X es

roo = {3

Calcule la varianza y la desviacion estdndar de X.

0<x<l,
en otro caso.

4.51 Determine el coeficiente de correlacién entre X
y Y para las variables aleatorias X y Y del ejercicio 3.39
de la pagina 105.

4.52 Las variables aleatorias X y Y tienen la siguiente
distribucién conjunta

(2, O<x<y<l,
S y) = {O, en otro caso.

Determine el coeficiente de correlacion entre X'y Y.
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4.3 Medias y varianzas de combinaciones lineales
de variables aleatorias

Ahora estudiaremos algunas propiedades utiles que simplificaran los cdlculos de las me-
dias y las varianzas de variables aleatorias que aparecen en los siguientes capitulos.
Estas propiedades nos permitirdn ocuparnos de las esperanzas matematicas en términos
de otros parametros que ya conocemos o que ya calculamos con facilidad. Todos los
resultados que presentamos aqui son validos para variables aleatorias continuas y discre-
tas. Las demostraciones se dan s6lo para el caso continuo. Comenzamos con un teorema
y dos corolarios que deberian ser, de forma intuitiva, razonables para el lector.

Teorema 4.5: Siay b son constantes, entonces,
E(aX+ b) = aE(X) + b.

Prueba: Por la definicion de valor esperado,

o0 o0

E(aX +b)=/ (ax +b) f(x) dx:a/

—00 —00

xf(x) dx +b/°° f(x) dx.

La primera integral de la derecha es E(X) y la segunda integral es igual a 1. Por lo tanto,

E(aX +b) = aE (X) + b. 1

Corolario 4.1: Al establecer que a = 0 vemos que E(b) = b.

Corolario 4.2: Al establecer que b = 0 vemos que E(aX) = aE(X).

Ejemplo 4.17: | Aplique el teorema 4.5 a la variable aleatoria discreta f(X) = 2X — 1 para resolver de
nuevo el ejemplo 4.4 de la pagina 115.
Solucion: De acuerdo con el teorema 4.5, escribimos

EQX —1)=2E(X) — 1.
Ahora,

9

p=EX)=> xf(x)

x=4

1 1 1 1 1 1 41
= @ (5> +(5) (E) +(6) (Z) + () (Z) +®) (5) L) (6> -4

Por lo tanto,

hax 1 = (2) <%) — 1= $12.67.

como antes.
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Ejemplo 4.18: | Para resolver de nuevo el ejemplo 4.5 de la pagina 115 aplique el teorema 4.5 a la varia-
ble aleatoria continua g(X) = 4X + 3.
Solucion: En el ejemplo 4.5 utilizamos el teorema 4.5 para escribir

E@4X+3) = 4E(X) + 3.
2 x2 2 53 5
E(X) = T lav= | =2
X /;x(3)x lﬁls ¥

EM4X+3)=(4) (%) +3=38,

Ahora,
Por lo tanto,

como antes. o |

Teorema 4.6: El valor esperado de la suma o diferencia de dos o mds funciones de una variable alea-
toria X es la suma o diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

Elg(X) + h(X)] = E[g(X )] £ E[h(X)].
Prueba: Por definicion,
E@@)imxn=/)@u>imnna>w

z/’gwﬂmwi/ h(x) fx) dx

—00

= E[g(X)] + E[h(X)]. i

Ejemplo 4.19: | Sea X una variable aleatoria con la siguiente distribucién de probabilidad:
x |0 2 3
Fo [t 4o !

6

D= |

Calcule el valor esperado de ¥ = (X — 1)
Solucion: Si aplicamos el teorema 4.6 a la funcién ¥ = (X — 1), podemos escribir

E[X —1D?=EX?>-2X +D)=EX?*» —-2EX)+EQ).

A partir del corolario 4.1, E(1) = 1, y por célculo directo

1 1 1
E(X)=(0) <§> + (1) <§) +(2)0) + (3) (E) =1ly

E(X?) = (0) (%) + (1) (%) +(4)(0) + (9) (é)

En consecuencia,

2.

E[X =D =2-2)1)+1=1. N |
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Ejemplo 4.20: | La demanda semanal de cierta bebida en una cadena de tiendas de abarrotes, en miles de
litros, es una variable aleatoria continua g(X) = X* + X — 2, donde X tiene la siguien-
te funcién de densidad

2x —1), 1<x<?2,

0, en otro caso.

f(X)={

Calcule el valor esperado para la demanda semanal de la bebida.
Solucion: Por medio del teorema 4.6, escribimos

EX*+X —2)=EX* + EX) —EQ).

A partir del corolario 4.1, E(2) = 2, y por integracién directa,

2 5 5 S 17
E(X):/2x(x—1)dx=§ yE(X):/Zx(x—l)dng.
1 1
Entonces,
17 5 5
EX>+X -2)=—+-—-2=72,
X"+ V=% T3 2

asi que la demanda semanal promedio de la bebida en esta cadena de tiendas de abarrotes
es de 2500 litros. A

Suponga que tenemos dos variables aleatorias X y Y con distribucién de proba-
bilidad conjunta f(x, y). Dos propiedades adicionales que serdn muy utiles en los ca-
pitulos siguientes incluyen los valores esperados de la suma, la diferencia y el producto
de estas dos variables aleatorias. Sin embargo, comenzaremos por demostrar un teorema
sobre el valor esperado de la suma o diferencia de funciones de las variables dadas. Por
supuesto, tan sélo se trata de una extension del teorema 4.6.

Teorema 4.7: El valor esperado de la suma o diferencia de dos o mds funciones de las variables alea-
torias X y Y es la suma o diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

ElgX, Y)xh(X V)] =E[gX V)| E[h(X Y)]
Prueba: Por la definicion 4.2,
Elsx, ) 2006 V1= [ [ et £t »lses v de dy

- / / g6 ) f(x, y) dx dy + / / h(x ¥) fx, y) dx dy
— Elg(X, V)] + Elh(X, V)] r

Corolario 4.3: Si establecemos que g(X, ¥) = g(X) y A(X, Y) = h(Y), vemos que

E[g(X) £ h(Y)] = E[g(X)] £ E[h(Y)].
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Corolario 4.4:

Teorema 4.8:

Prueba:

Corolario 4.5:

Prueba:

Si establecemos que g(X, ¥) = Xy A(X, Y) = Y, vemos que
EIX £Y]=EX]xE[V]

Si X representa la produccién diaria de algtn articulo de la maquina A y Y la produc-
cion diaria del mismo articulo de la maquina B, entonces X + Y representa la cantidad
total de articulos que ambas mdaquinas producen diariamente. El corolario 4.4 establece
que la produccién diaria promedio para ambas maquinas es igual a la suma de la produc-
cién diaria promedio de cada mdquina.

Sean X y Y dos variables aleatorias independientes. Entonces,
EXY)=EX)E().

Por la definicion 4.2,
E(XY):/ / xyf(x, y) dx dy.

Como X y Y son independientes, podemos escribir

fx,y)=gx)h(y),

donde g(x) y h(y) son las distribuciones marginales de X y ¥, respectivamente. En conse-
cuencia,

E(XY) = / / 2y g(h(y) dx dy = / xg(x) dr / Vh(y) dy
— E(X) E(Y). 1

Para variables discretas el teorema 4.8 se ilustra mediante un experimento en el que
se lanzan un dado verde y uno rojo. La variable aleatoria X representa el resultado de
lanzar el dado verde y la variable aleatoria Y el resultado de lanzar el dado rojo. Enton-
ces XY representa el producto de los nimeros que resultan de lanzar el par de dados. A
la larga el promedio de los productos de los nimeros es igual al producto del nimero
promedio que resulta de lanzar el dado verde y el nimero promedio que resulta de lanzar
el dado rojo.

Sean X'y Y dos variables aleatorias independientes. Entonces, o,, = 0.

La demostracion se puede realizar utilizando los teoremas 4.4 y 4.8. o |

Ejemplo 4.21: | Se sabe que la proporcién de galio y arseniuro no afecta el funcionamiento de las obleas

de arseniuro de galio que son los principales componentes de los circuitos integrados.
Denotemos con X la proporcién de galio a arseniuro y con Y el porcentaje de obleas
funcionales producidas durante una hora. X y ¥ son variables aleatorias independientes
con la siguiente funcién de densidad conjunta

Y gcx <2 0<y <,
f(x»Y)—
0, en otro caso.
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Solucion:

Teorema 4.9:

Prueba:

Corolario 4.6:

Corolario 4.7:

Corolario 4.8:

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

Demuestre que E(XY) = E(X)E(Y), como sugiere el teorema 4.8.
Por definicion,

1 2 .2 2
2y(1+3 5 4 5
E(XY):/ / %dxdyzg, EX)=3.y EM)=g.
0 0

Por lo tanto,

4
E(X)E(Y) = (5) (%) = 2 = E(XY). r

Concluimos esta seccidn con la demostracion de un teorema y la presentacion de
varios corolarios que son ttiles para calcular varianzas o desviaciones estandar.

Si X'y Y son variables aleatorias con distribucién de probabilidad conjunta f(x, y), y a,
by ¢ son constantes, entonces

2 2.2 2
Oux +by +¢ 4Oy + Vo? +2aboy,.

Por definicién, 02y ,,y . = E{[(aX 4+ bY +¢) — fux +by +c]*}. Entonces,
Pax +by +¢ = E(@X+DbY +c¢) =aE(X)+ bE(Y) + ¢ = apy + by, +c,

si utilizamos el corolario 4.4 y después el corolario 4.2. Por lo tanto,

O 1oy ve = ENla(X — ) + b(Y — p, )%}
=a’E[(X — )1+ VE[(Y — iy )’ 1+ 2aDE[(X — 1 )Y — piy )]
=d’0? + o’ + 2aboy, . 1

Si utilizamos el teorema 4.9, tenemos los siguientes corolarios.

Si se establece que b = 0, vemos que

2.2 _ 272
Py v =a20? = a0,

Si se establece que a = 1 y b = 0, vemos que

2 _ 2 _ 2
Ox,.=0; =0~

Si se establece que b = 0y ¢ = 0, vemos que

2 _ 2.2 _ 2.2
O, =a°0; =a"o”.

Los corolarios 4.6 y 4.7 establecen que la varianza no cambia si se suma o se resta
una constante a una variable aleatoria. La suma o resta de una constante simplemente
corre los valores de X a la derecha o a la izquierda, pero no cambia su variabilidad. Sin
embargo, si una variable aleatoria se multiplica por una constante o se divide entre ésta,
entonces los corolarios 4.6 y 4.8 establecen que la varianza se multiplica por el cuadrado
de la constante o se divide entre éste.
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Corolario 4.9: Si X'y Y son variables aleatorias independientes, entonces

Oox 4oy =a°0} +1°07.

a

El resultado que se establece en el corolario 4.9 se obtiene a partir del teorema 4.9
y recurriendo al corolario 4.5.

Corolario 4.10: Si X'y Y son variables aleatorias independientes, entonces,

_ 2

2 2 22
Oxx_py =00, +b°0,.

El corolario 4.10 se obtiene reemplazando b por —b en el corolario 4.9. Al genera-
lizar a una combinacion lineal de n variables aleatorias independientes, resulta el coro-
lario 4.11.

Corolario 4.11: Si X, X,,..., X son variables aleatorias independientes, entonces

2 _ 2.2 2 .2 2 2
O X\ +arXo+- +a, X, — 410x, +a20X2 +- +anGXn'

Ejemplo 4.22: |Six y Y son variables aleatorias con varianzas 02 = 2y o> = 4y covarianza =2,
calcule la varianza de la variable aleatoria Z = 3X —4Y + 8.
Solucidn: 0% =03 _4y 48 = 03y _4y (por el corolario 4.6)
=902 + 16 0y2 —240,, (porelteorema4.9)

= 9Q2) +(16)(4)— (24)(—2) = 130. o |

Ejemplo 4.23: | Denotemos con X y Y la cantidad de dos tipos diferentes de impurezas en un lote de
cierto producto quimico. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes con
varianzas 0> =2 y o2 = 3. Calcule la varianza de la variable aleatoria Z = 3X — 2Y

+ 5.
Solucion: 0% =03%_s2y.+5=03x_ay  (porel corolario 4.6)
= 90)% + 40'y2 (por el corolario 4.10)
= (9)(2) +@)3) = 30. r

. Qué sucede si la funcion es no lineal?

En las secciones anteriores estudiamos propiedades de funciones lineales de variables
aleatorias por razones muy importantes. En los capitulos 8 a 15 se estudiardn y ejempli-
ficardn problemas de la vida real, en los cuales el analista construye un modelo lineal
para describir un conjunto de datos y, en consecuencia, describir o explicar el com-
portamiento de un fenémeno cientifico. Asi que resulta natural que encontremos los
valores esperados y las varianzas de combinaciones lineales de variables aleatorias. Sin
embargo, hay situaciones en que las propiedades de las funciones no lineales de varia-
bles aleatorias se vuelven importantes. En efecto, hay muchos fenémenos cientificos de
naturaleza no lineal, donde el modelado estadistico que utiliza funciones no lineales
adquiere gran importancia. De hecho, en el capitulo 12 se estudia el modelado de los
que se han convertido en modelos estdndar no lineales. En realidad, incluso una funcién
simple de variables aleatorias, como Z = X/Y, ocurre con bastante frecuencia en la prac-
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tica, y a diferencia del caso del valor esperado de las combinaciones lineales de variables
aleatorias, no hay una simple regla general. Por ejemplo,

E(Z)=EX/Y) #EX)/E(Y),

excepto en circunstancias muy especiales.

El material dado por los teoremas 4.5 a 4.9 y los diversos corolarios son sumamente
utiles, ya que no hay restricciones sobre la forma de la densidad o las funciones de pro-
babilidad, aparte de la propiedad de independencia cuando ésta se requiere, como en los
corolarios posteriores al teorema 4.9. Para ilustrar considere el ejemplo 4.23; la varianza
de Z = 3X - 2Y + 5 no requiere restricciones en las distribuciones de las cantidades X
y Y de los dos tipos de impurezas. S6lo se requiere la independencia entre X y Y. Por
consiguiente, disponemos de la capacidad de calcular Koy ¥ 0'(;( x) para cualquier fun-
cion g(-) a partir de los principios iniciales establecidos en los teoremas 4.1 y 4.3, donde
se supone que se conoce la distribucién f(x) correspondiente. Los ejercicios 4.40, 4.41
y 4.42, entre otros, ilustran el uso de tales teoremas. De modo que, si g(x) es una fun-
cion no lineal y se conoce la funcién de densidad (o funcién de probabilidad en el caso
discreto), ft, .,y U:,( x) pueden evaluarse con exactitud. No obstante, como en el caso de
las reglas dadas para combinaciones lineales, ;habria reglas para funciones no lineales
que se puedan utilizar cuando no se conoce la forma de la distribucion de las variables
aleatorias pertinentes?

En general, suponga que X es una variable aleatoria y que Y = g(x). La solucién
general para E(Y) o Var(Y) puede ser dificil y depende de la complejidad de la funcién
g(-). Sin embargo, hay aproximaciones diponibles que dependen de una aproximacién
lineal de la funcién g(x). Por ejemplo, suponga que denotamos E(X) como 1y Var(X) =
o%. Entonces, una aproximacién a las series de Taylor de g(x) alrededor de X = i, da

_ dg(x) d%g(x) (x — f1y)?
g(x) = g(px) + p (x =)+ —5 5 4o

X =[x X =Hx

Como resultado, si truncamos después el término lineal y tomamos el valor esperado
de ambos lados, obtenemos E[g(X)] = g(u,), que ciertamente es intuitivo y en algunos
casos ofrece una aproximacion razonable. No obstante, si incluimos el término de se-
gundo orden de la serie de Taylor, entonces tenemos un ajuste de segundo orden para
esta aproximacion de primer orden como sigue:

Aproximacion de

E[g(X)]

d%g(x) oy
Ox2 2

X=Hx

E[g(X)] = g() +

Ejemplo 4.24: | Dada la variable aleatoria X con media U,y varianza 0%, determine la aproximacién de

Solucion:

segundo orden para E(e”).

Como% =e'y a(;x—e; = ¢, obtenemos E (eX) = eM* (1 + 02/2). A

De manera similar, podemos desarrollar una aproximacién para Var[g(x)] tomando
la varianza de ambos lados de la expansion de la serie de Taylor de primer orden de g(x).

Aproximacion de

Var[g(X)]

ol

Var[g(X )] = [

X=px

Ejemplo 4.25: | Dada la variable aleatoria X, como en el ejemplo 4.24, determine una férmula aproxima-

da para Var[g(x)].
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Solucion: De nuevo, % = ¢* por lo tanto, Var(X) = ¢*x o2 . o |

Estas aproximaciones se pueden extender a las funciones no lineales de mas de una

variable aleatoria.
Dado un conjunto de Varlables aleatorias independientes X, X,..., X, con medias u,,

[y, 4, Y Varianzas 01,05,...,0p, respectivamente, sea
Y =h(X1,X2,....X %)

una funcién no lineal; entonces tenemos las siguientes aproximaciones para E(Y) y

Var(Y):
azh(xlaxZ""7xk)
E(Y) zh(ul,uz,...,usz e ,
i=1 Xi xi=pi, 1<i<k
: Oh(xy,x Xr) 2
Var(Y) zz [ 1,32);..., k } Uiz'

i=1 xi=pi, 1<i<k

Ejemplo 4.26: ‘ Cons1dere dos variables aleatorias independientes X y Z, con medias u,, 4, y varianzas
oy y 02, respectivamente. Considere una variable aleatoria

Y =X/Z
ar(Y).

Determine aproximaciones para E(Y)
y = —Z—z. Por consiguiente,

y Vi
Solucion: Para E(Y), debemos usar % l gl

Como resultado, o2
~ Hx Hx X <1 + Z) .

4.4 Teorema de Chebyshev

En la seccién 4.2 establecimos que la varianza de una variable aleatoria nos dice algo
acerca de la variabilidad de las observaciones con respecto a la media. Si una variable
aleatoria tiene una varianza o desviacion estdndar pequefia, esperariamos que la mayoria
de los valores se agrupen alrededor de la media. Por lo tanto, la probabilidad de que una
variable aleatoria tome un valor dentro de cierto intervalo alrededor de la media es ma-
yor que para una variable aleatoria similar con una desviacién estdndar mayor. Si pensa-
mos en la probabilidad en términos de drea, esperariamos una distribucién continua con
un valor grande de o para indicar una variabilidad mayor y, por lo tanto, esperariamos
que el drea esté mds extendida, como en la figura 4.2(a). Una distribucién con una des-
viacion estdndar pequefia deberia tener la mayor parte de su drea cercana a 4, como en
la figura 4.2(b).
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x-------—-—----

=
T

Figura 4.2: Variabilidad de observaciones continuas alrededor de la media.

yZ Yz
@) (b)

Figura 4.3: Variabilidad de observaciones discretas alrededor de la media.

Podemos argumentar lo mismo para una distribucion discreta. En el histograma de
probabilidad de la figura 4.3(b) el drea se extiende mucho méds que en la figura 4.3(a), lo
cual indica una distribucién m4s variable de mediciones o resultados.

El matematico ruso P. L. Chebyshev (1821-1894) descubrié que la fraccion del area
entre cualesquiera dos valores simétricos alrededor de la media esta relacionada con la
desviacion estandar. Como el area bajo una curva de distribucién de probabilidad, o la de
un histograma de probabilidad, suma 1, el drea entre cualesquiera dos nimeros es la pro-
babilidad de que la variable aleatoria tome un valor entre estos nimeros.

El siguiente teorema, planteado por Chebyshev, ofrece una estimacién conservadora
de la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor dentro de k desviaciones
estandar de su media para cualquier nimero real k.
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(Teorema de Chebyshev) La probabilidad de que cualquier variable aleatoria X tome
un valor dentro de k desviaciones estdndar de la media es de al menos 1 — 1/k*. Es decir,

1
P(u—ko <X <u+ko)21—k—2.

Para k = 2 el teorema establece que la variable aleatoria X tiene una probabilidad
de al menos 1—1/22 = 3/4 de caer dentro de dos desviaciones estdandar a partir de la me-
dia; es decir, que tres cuartas partes o mds de las observaciones de cualquier distribucion
se localizan en el intervalo ¢t &+ 20. De manera similar, el teorema afirma que al menos
ocho novenos de las observaciones de cualquier distribucién caen en el intervalo p + 30.

Ejemplo 4.27: | Una variable aleatoria X tiene una media u = 8, una varianza 0> = 9 y una distribucién

Solucion:

de probabilidad desconocida. Calcule

a) P(—4 <X <20),

b) P(|X —38| =6).

a) P(-4<X <20)=P[8—4)(3) <X <8+ #HA3)] = %.

b) P(X-81=6)=1—P(X -81<6)=1—-P(—6<X —8<6)

=1-P[8-2)3) <X <8+(2)3)] < l
4 A

El teorema de Chebyshev tiene validez para cualquier distribucién de observacio-
nes, por lo cual los resultados generalmente son débiles. El valor que proporciona el
teorema es solo un limite inferior, es decir, sabemos que la probabilidad de una variable
aleatoria que cae dentro de dos desviaciones estdndar de la media no puede ser menor
que 3/4, pero nunca sabemos cudnto podria ser en realidad. Sélo cuando conocemos la
distribucion de probabilidad podemos determinar probabilidades exactas. Por esta razén
llamamos al teorema resultado de distribucion libre. Cuando se supongan distribucio-
nes especificas, como ocurrird en los siguientes capitulos, los resultados serdn menos
conservadores. El uso del teorema de Chebyshev se restringe a situaciones donde se

desconoce la forma de la distribucion.

Ejercicios

4.53 Remitase al ejercicio 4.35 de la pagina 127 y
calcule la media y la varianza de la variable aleatoria
discreta Z = 3X — 2, donde X representa el nimero de
errores por 100 lineas de cédigo.

4.54 Useelteorema 4.5y el corolario 4.6 para calcu-
lar la media y la varianza de la variable aleatoria Z =
5X + 3, donde X tiene la distribucién de probabilidad
del ejercicio 4.36 de la pagina 127.

4.55 Suponga que una tienda de abarrotes compra
5 envases de leche descremada al precio de mayoreo
de $1.20 por envase y la vende a $1.65 por envase.
Después de la fecha de caducidad, la leche que no se
vende se retira de los anaqueles y el tendero recibe un
crédito del distribuidor igual a tres cuartas partes del

precio de mayoreo. Si la distribucién de probabilidad
de la variable aleatoria es X y el nimero de envases que
se venden de este lote es

x|01
fo [ & 2

calcule la utilidad esperada.

|.l>-l>

2 3 5,
2z 3 3
15 15 1 15

[0

4.56 Repita el ejercicio 4.43 de la pagina 127 apli-
cando el teorema 4.5 y el corolario 4.6.

4.57 Sea X una variable aleatoria con la siguiente dis-
tribucion de probabilidad:

x | -3 6

fo g 5

wi—|©o
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Calcule E(X) y E(X?) y luego utilice estos valores para
evaluar E[(2X + 1)?].

4.58 El tiempo total que una adolescente utiliza su
secadora de pelo durante un afio, medido en unidades
de 100 horas, es una variable aleatoria continua X que
tiene la siguiente funcién de densidad

X, 0<x<l,
fx)y=X2—x 1<x<2,
0, en otro caso.

Utilice el teorema 4.6 para evaluar la media de la va-
riable aleatoria ¥ = 60X*> + 39X, donde Y es igual al
nimero de kilowatts-hora que gasta al afo.

4.59 Si una variable aleatoria X se define de manera
que

E[X —=1)’1=10 y E[(X —2)’] =6,
calcule u y 0.

4.60 Suponga que X y Y son variables aleatorias in-
dependientes que tienen la siguiente distribucién de
probabilidad conjunta

I
S y) 2 4
1 | 0.10 0.15
y| 3 ]020 0.30
5 | 010 0.15
Calcule
a) EQX —3Y),;
b) E(XY).

4.61 Use el teorema 4.7 para evaluar EQ2XY? — X2Y)
en la distribuciéon de probabilidad conjunta que se
muestra en la tabla 3.1 de la pagina 96.

4.62 Si Xy Y son variables aleatorias independientes
con varianzas 0')2(= Sy Ulz, = 3, calcule la varianza de
la variable aleatoria Z = -2X + 4Y - 3.

4.63 Repita el ejercicio 4.62 si X'y Y no son indepen-
dientesy o, , =1

4.64 Suponga que X'y Y son variables aleatorias inde-
pendientes con densidades de probabilidad y

) = L x>2

8Y)=10,  enotro caso,

Y h(y) = 2y, O0<y<1,
)= 0, en otro caso.

Calcule el valor esperado de Z = XY.

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

4.65 Sea X el numero que resulta cuando se lanza un
dado rojo y Y el nimero que resulta cuando se lanza
un dado verde. Calcule

a) E(X +7Y);
b) E(X —Y);
) E(XY).

4.66 Sea X el nlimero que resulta cuando se lanza un
dado verde y Y el nimero que resulta cuando se lanza
un dado rojo. Calcule la varianza de la variable alea-
toria

a) 2X —-Y;
b) X +3Y —-5.

4.67 Sila funcion de densidad conjunta de X'y Y esta
dada por

2
Sx+2y), 0<x<l1,1<y<?2,

— )7
ACRY {O, en otro caso,

calcule el valor esperado de g(X,Y) = &5 +X*Y.

4.68 Se sabe que la potencia P en watts que se disipa
en un circuito eléctrico con resistencia R estd dada por
P = I’R, donde I es la corriente en amperes y R es
una constante fija en 50 ohms. Sin embargo, / es una
variable aleatoria con x, = 15 amperes y 0'12 = 0.03
amperes®. D€ aproximaciones numéricas a la media y a
la varianza de la potencia P.

4.69 Considere el ejercicio de repaso 3.77 de la pa-
gina 108. Las variables aleatorias X y Y representan el
nimero de vehiculos que llegan a dos esquinas de ca-
lles separadas durante cierto periodo de 2 minutos en el
dia. La distribucién conjunta es

1 9
fxy) = <4(x—+\)> <E> ’

parax=20,1,2,..,yy=0,1,2,..

a) Determine E(X), E(Y), Var(X) y Var(Y).
b) Considere que Z = X + Y es la suma de ambas.
Calcule E(Z) y Var(Z).

4.70  Considere el ejercicio de repaso 3.64 de la
pagina 107. Hay dos lineas de servicio. Las variables
aleatorias X y Y son las proporciones del tiempo que la
linea 1 y la linea 2 estdn en funcionamiento, respecti-
vamente. La funcién de densidad de probabilidad con-
junta para (X, Y) estd dada por

30,2 2

22 +yY), 0<x y<I,
)

fxy) {0’ en otro caso.

a) Determine si X'y Y son independientes o no.
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b) Se tiene interés por saber algo acerca de la propor-
cion de Z = X + Y, la suma de las dos proporcio-
nes. Calcule E(X + Y). También calcule E(XY).

c) Calcule Var(X), Var(Y) y Cov(X.,Y).

d) Calcule Var(X + Y).

4.71 El periodo Y en minutos que se requiere para ge-

nerar un reflejo humano ante el gas lacrimégeno tiene
la siguiente funcién de densidad

oy fre 0=y <

Y= 0, en otro caso.

a) (Cudl es el tiempo medio para el reflejo?
b) Calcule E(Y?) y Var(Y).

4.72 Una empresa industrial desarroll6 una maquina
de limpiar alfombras con buen rendimiento de com-
bustible porque limpia mds superficie de alfombra en
menos tiempo. Se tiene interés por una variable aleato-
ria Y, la cantidad en galones por minuto que ofrece. Se
sabe que la funcién de densidad estd dada por

1, T=<y<3,
fo) = {O, en otro caso.

a) Determine la funcion de densidad.
b) Calcule E(Y), E(Y?) y Var(Y).

4.73 Para la situacion del ejercicio 4.72 calcule E(e")
utilizando el teorema 4.1, es decir, mediante el uso de

8
E@G:/evwnw

Luego, calcule E(e") sin utilizar f(y). En su lugar utilice
el ajuste de segundo orden para la aproximacién de pri-
mer orden de E(e”). Comente al respecto.

4.74 Considere nuevamente la situacion del ejerci-
cio 4.72, donde se le pide calcular Var(e?). Utilice los
teoremas 4.2 y 4.3 y defina Z = ¢". En consecuencia,
utilice las condiciones del ejercicio 4.73 para calcular

Var(Z) = E(ZY —[E(2))*.

Ejercicios de repaso

4.79 Demuestre el teorema de Chebyshev.

4.80 Calcule la covarianza de las variables aleatorias
X y Y que tienen la siguiente funcién de densidad de
probabilidad conjunta

x+y, O0<x<l,0<y<l,
0, en otro caso.

ﬂmw={
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Luego hédgalo sin utilizar f(y). En su lugar utilice la
aproximacién de primer orden a las series de Taylor
para Var(e”). jComente al respecto!

4.75 Una empresa eléctrica fabrica una bombilla de
luz de 100 watts que, de acuerdo con las especifica-
ciones escritas en la caja, tiene una vida media de 900
horas con una desviacién estdndar de 50 horas. A lo
sumo, /qué porcentaje de las bombillas no duran al
menos 700 horas? Suponga que la distribucion es simé-
trica alrededor de la media.

4.76 En una planta de ensamble automotriz se crean
70 nuevos puestos de trabajo y se presentan 1000 as-
pirantes. Para seleccionar entre los aspirantes a los 70
mejores la armadora aplica un examen que abarca habi-
lidad mecdnica, destreza manual y capacidad matema-
tica. La calificaciéon media de este examen resulta ser
60 y las calificaciones tienen una desviacion estandar
de 6. ;Una persona que obtiene una calificacion de 84
puede obtener uno de los puestos? [Sugerencia: Utilice
el teorema de Chebyshev]. Suponga que la distribucion
es simétrica alrededor de la media.

4.77 Una variable aleatoria X tiene una media u = 10
y una varianza o> = 4. Utilice el teorema de Chebyshev
para calcular

a) P(]X —10] =3);

b) P(JX —10| < 3);

c) P56 <X <15);

d) el valor de la constante ¢ tal que
P(|X —10] =¢) <0.04.

4.78 Calcule P(u —20 <X <u + 20), donde X tiene
la siguiente funcion de densidad

o= {502

y compare con el resultado dado por el teorema de
Chebyshev.

0<x <,
en otro caso,

4.81 Remitase a las variables aleatorias cuya funcién
de densidad de probabilidad conjunta estd dada en el
ejercicio 3.47 de la pdgina 105 y calcule la cantidad
promedio de queroseno que queda en el tanque al final
del dfa.

4.82 Suponga que la duraciéon X en minutos de un
tipo especifico de conversacion telefonica es una varia-
ble aleatoria con funcién de densidad de probabilidad



140

1 —x/5
5€ , x>0,

0, en otro caso.

Foo) = {

a) Determine la duraciéon media E(X) de este tipo de
conversacion telefénica.

b) Calcule la varianza y la desviacion estandar de X.

¢) Calcule E[(X + 5)7].
4.83 Remitase a las variables aleatorias cuya fun-
cién de densidad conjunta estd dada en el ejercicio
3.41 de la pagina 105 y calcule la covarianza entre el
peso de las cremas y el peso de los chiclosos en estas
cajas de chocolates.

4.84 Remitase a las variables aleatorias cuya funcién
de densidad de probabilidad conjunta estd dada en el
ejercicio 3.41 de la pagina 105 y calcule el peso espe-
rado para la suma de las cremas y los chiclosos si uno
compra una caja de tales chocolates.

4.85 Suponga que se sabe que la vida de un compre-
sor particular X, en horas, tiene la siguiente funcién de
densidad

1 —x/ 900

f(x):{me , x>0,

0, en otro caso.

a) Calcule la vida media del compresor.

b) Calcule E(X?).

¢) Calcule la varianza y la desviacion estandar de la

variable aleatoria X.

4.86 Remitase a las variables aleatorias cuya funcién
de densidad conjunta estd dada en el ejercicio 3.40 de
la pagina 105,

a) calcule i,y u,;

b) calcule E[(X + Y)/2].
4.87 Demuestre que Cov(aX, bY) = ab Cov(X, Y).
4.88 Considere la funcién de densidad del ejercicio de
repaso 4.85. Demuestre que el teorema de Chebyshev
es valido parak =2y k = 3.
4.89 Considere la siguiente funcion de densidad con-

junta
By x>2,0<y<],

_
fxy) = {0, en otro caso.

Calcule el coeficiente de correlacion p,,.
4.90 Considere las variables aleatorias X y Y del ejer-
cicio 4.63 de la pdgina 138. Calcule p, .
4.91 La utilidad de un distribuidor, en unidades de
$5000, por un automévil nuevo es una variable aleato-
ria X que tiene la siguiente funcion de densidad
2(1=x), 0<x<1,
S = {0, en otro caso.
a) Calcule la varianza de la utilidad del distribuidor.
b) Demuestre que el teorema de Chebyshev es valido
para k = 2 con la funcién de densidad anterior.

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

¢) (Cuadl es la probabilidad de que la utilidad exceda
$500?

4.92 Considere el ejercicio 4.10 de la pagina 117. ;Se
puede decir que las calificaciones dadas por los dos ex-
pertos son independientes? Explique su respuesta.

4.93 Los departamentos de marketing y de contabi-
lidad de una empresa determinaron que si la empresa
comercializa su producto creado recientemente, su
contribucién a las utilidades de la empresa durante los
proximos 6 meses serd la siguiente:

Contribucion a las utilidades Probabilidad

—$5,000 0.2
$10,000 0.5
$30,000 0.3

(Cudl es la utilidad esperada de la empresa?

4.94 En un sistema de apoyo para el programa espa-
cial estadounidense, un componente crucial unico fun-
ciona so6lo 85 por ciento del tiempo. Para aumentar la
confiabilidad del sistema se decidié instalar tres com-
ponentes paralelos, de manera que el sistema falle s6lo
si todos fallan. Suponga que los componentes actian
de forma independiente y que son equivalentes en el
sentido de que 3 de ellos tienen una tasa de éxito de 85
por ciento. Considere la variable aleatoria X como el
nimero de componentes de cada tres que fallan.
a) Escriba una funcién de probabilidad para la varia-
ble aleatoria X.
b) (Cudl es E(X) (es decir, el nimero medio de com-
ponentes de cada tres que fallan)?
¢) ¢Cuadl es Var(X)?
d) (Cudl es la probabilidad de que el sistema com-
pleto sea exitoso?
e) (Cudl es la probabilidad de que falle el sistema?
f) Si se desea que el sistema tenga una probabilidad
de éxito de 0.99, ;son suficientes los tres compo-
nentes? Si no lo son, ;cudntos se requeririan?

4.95 En los negocios es importante planear y llevar
a cabo investigacion para anticipar lo que ocurrird al
final del afo. La investigacion sugiere que el espectro
de utilidades (pérdidas) de cierta empresa, con sus res-
pectivas probabilidades, es el siguiente:

Utilidad Probabilidad

—$15,000 0.05
$0 0.15
$15,000 0.15
$25,000 0.30
$40,000 0.15
$50,000 0.10
$100,000 0.05
$150,000 0.03
$200,000 0.02
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a) (Cudl es la utilidad esperada?
b) Determine la desviacién estandar de las utilidades.

4.96 Mediante un conjunto de datos, y por la amplia
investigacion, se sabe que la cantidad de tiempo que
cierto empleado de una empresa llega tarde a trabajar,
medido en segundos, es una variable aleatoria X con la
siguiente funcién de densidad

fo) = {ng)(w —x?), =50 <x <50,
0, en otro caso.
En otras palabras, €l no sélo llega ligeramente retra-
sado a veces, sino que también puede llegar temprano
a trabajar.
a) Calcule el valor esperado del tiempo en segundos
que llega tarde.
b) Calcule E(X?).
¢) (Cudl es la desviacion estandar del tiempo en que
llega tarde?

4.97 Un camién de carga viaja desde el punto A hasta
el punto By regresa por la misma ruta diariamente. Hay
cuatro semaforos en la ruta. Sea X, el nimero de semd-
foros en rojo que el camién encuentra cuando va de A
a By X, el nimero de los que encuentra en el viaje de
regreso. Los datos recabados durante un periodo largo
sugieren que la distribucién de probabilidad conjunta
para (X, X,) estd dada por

X2
X1 0 1 2 3 4
0 001 001 003 007 001
1 003 005 008 003 002
2 003 011 015 001 001
3 002 007 010 003 001
4 001 006 003 001 001

a) Determine la densidad marginal de X .

b) Determine la densidad marginal de X,.

¢) Determine la distribucién de densidad condicional
de X, dado que X, = 3.

d) Determine E(X)).

e) Determine E(X)).

/) Determine E(X |X, = 3).

g) Determine la desviacion estandar de X.

4.98 Una tienda de abarrotes tiene dos sitios sepa-
rados en sus instalaciones donde los clientes pueden
pagar cuando se marchan. Estos dos lugares tienen dos
cajas registradoras y dos empleados que atienden a los
clientes que van a pagar. Sea X el nimero de la caja
registradora que se utiliza en un momento especifico
en el sitio 1 y Y el nimero de la caja registradora que se
utiliza en el mismo momento en el sitio 2. La funcién
de probabilidad conjunta estd dada por
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y
X 0 1 2
0 012 004 004
1 008 019 005
2 006 012 030

a) Determine la densidad marginal de X y de Y, asi
como la distribucién de probabilidad de X, dado
que Y = 2.

b) Determine E(X) y Var(X).

¢) Determine E(X1Y = 2)y Var(X1Y = 2).

4.99 Considere un transbordador que puede llevar
tanto autobuses como automdéviles en un recorrido a tra-
vés de una via fluvial. Cada viaje cuesta al propietario
aproximadamente $10. La tarifa por automévil es de
$3 y por autobus es de $8. Sean X y Y el nimero de au-
tobuses y automdviles, respectivamente, que se trans-
portan en un viaje especifico. La distribucién conjunta
de X'y Y esta dada por

X
y 0 1 2

0 001 001 003
1 003 008 007
2 003 006 006
3 007 007 013
4 012 004 003
5 008 006 002

Calcule la utilidad esperada para el viaje del transbor-
dador.

4.100 Como veremos en el capitulo 12, los métodos
estadisticos asociados con los modelos lineal y no li-
neal son muy importantes. De hecho, a menudo las fun-
ciones exponenciales se utilizan en una amplia gama
de problemas cientificos y de ingenieria. Considere
un modelo que se ajusta a un conjunto de datos que
implica los valores medidos k, y k,, y una respuesta
especifica Y a las mediciones. El modelo postulado es

A

_ bo+brky+brky
Y =e¢ s

donde Y denota el valor estimado de Y, k,y k, son
valores fijos y b, b, y b, son estimados de constantes y,
por lo tanto, variables aleatorias. Suponga que tales va-
riables aleatorias son independientes y use la férmula
aproximada para la varianza de una funcién no lineal
de mads de una variable. D€ una expresion para Var(Y).
Suponga que se conocen las medias de b, b, y b, y que
son 3, B, y B,, y también suponga que se conocen las
varianzas de b, b, y b, y que son o3, 01y o
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4.101 Considere el ejercicio de repaso 3.73 de la pé-
gina 108, el cual implica Y, la proporcién de impurezas
en un lote, donde la funcién de densidad estd dada por

_J10( =y, 0<y<I,
I = {O, en otro caso.

a) Calcule el porcentaje esperado de impurezas.
b) Calcule el valor esperado de la proporcién de la
calidad del material (es decir, calcule E(1 —Y)).

Capitulo 4 Esperanza matemadtica

¢) Calcule la varianza de la variable aleatoria Z =
1-Y.

4.102 Proyecto: Sea X = ntimero de horas que cada
estudiante del grupo durmid la noche anterior. Cree una
variable discreta utilizando los siguientes intervalos
arbitrarios:

X<3,3<X<6,65X<9yX=0.

a) Estime la distribucién de probabilidad para X.
b) Calcule la media estimada y la varianza para X.

4.5 Posibles riesgos y errores conceptuales; relacion
con el material de otros capitulos

El material que se cubri6 en este capitulo es fundamental, como el contenido del capitulo
3. Mientras que en el capitulo 3 nos concentramos en las caracteristicas generales de una
distribucién de probabilidad, en el presente capitulo definimos cantidades importantes o
pardmetros que caracterizan la naturaleza general del sistema. La media de una distri-
bucion refleja una rendencia central, en tanto que la varianza o la desviacién estandar
reflejan variabilidad en el sistema. Ademads, la covarianza refleja la tendencia de dos va-
riables aleatorias a “moverse juntas” en un sistema. Estos importantes parimetros seran
fundamentales en el estudio de los siguientes capitulos.

El lector deberia comprender que el tipo de distribucién a menudo estd determinado
por el contexto cientifico. Sin embargo, los valores del parametro necesitan estimarse a
partir de datos cientificos. Por ejemplo, en el caso del ejercicio de repaso 4.85 el fabri-
cante del compresor podria saber (material que se presentard en el capitulo 6), por su
experiencia y conocimiento del tipo de compresor, que la naturaleza de la distribucién es
como se indica en el ejercicio. Pero la media u = 900 se estimaria a partir de la expe-
rimentacién con la maquina. Aunque aqui se da por conocido el valor del pardmetro de
900, en situaciones reales eso no ocurrird sin el uso de datos experimentales. El capitulo

9 se dedica a la estimacion.



Capitulo 5

Algunas distribuciones
de probabilidad discreta

5.1 Introduccion y motivacion

La distribucién de probabilidad discreta describe el comportamiento de una variable
aleatoria, independientemente de si se representa de forma gréafica o mediante un histo-
grama, en forma tabular o con una férmula. A menudo las observaciones que se generan
mediante diferentes experimentos estadisticos tienen el mismo tipo general de compor-
tamiento. En consecuencia, las variables aleatorias discretas asociadas con estos experi-
mentos se pueden describir esencialmente con la misma distribucién de probabilidad y,
por lo tanto, es posible representarlas usando una sola férmula. De hecho, se necesitan
s6lo unas cuantas distribuciones de probabilidad importantes para describir muchas de
las variables aleatorias discretas que se encuentran en la prictica.

Este conjunto de distribuciones en realidad describe varios fendmenos aleatorios
de la vida real. Por ejemplo, en un estudio en el que se probd la eficacia de un nuevo
farmaco, de todos los pacientes que lo utilizaron, el nimero de pacientes que se curaron
se aproximoé a una distribucién binomial (seccién 5.2). En un ejemplo en una industria,
cuando se prueba una muestra de articulos seleccionados de un lote de produccién, el ni-
mero de productos defectuosos en la muestra por lo general se puede representar como
una variable aleatoria hipergeométrica (seccién 5.3). En un problema estadistico de con-
trol de calidad el experimentador sefialard un cambio en la media del proceso cuando los
datos observacionales excedan ciertos limites. El nlimero de muestras requeridas para ge-
nerar una falsa alarma sigue una distribucién geométrica, que es un caso especial de dis-
tribucién binomial negativa (seccién 5.4). Por otro lado, el nimero de leucocitos de
una cantidad fija de una muestra de la sangre de un individuo suele ser aleatorio y podria
describirse mediante una distribucién de Poisson (seccién 5.5). En este capitulo se pre-
sentaran esas distribuciones de uso comun con varios ejemplos.

5.2 Distribuciones binomial y multinomial

Con frecuencia un experimento consta de pruebas repetidas, cada una con dos resultados
posibles que se pueden denominar éxito o fracaso. La aplicacion mas evidente tiene que
ver con la prueba de articulos a medida que salen de una linea de ensamble, donde cada
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prueba o experimento puede indicar si un articulo estd o no defectuoso. Podemos elegir
definir cualquiera de los resultados como éxito. El proceso se conoce como proceso
de Bernoulli y cada ensayo se denomina experimento de Bernoulli. Por ejemplo, si
extraemos cartas de una baraja y éstas no se reemplazan, cambian las probabilidades
en la repeticién de cada ensayo; es decir, la probabilidad de seleccionar una carta de
corazones en la primera extraccion es 1/4, pero en la segunda es una probabilidad con-
dicional que tiene un valor de 13/51 o 12/51, dependiendo de si resulta un corazén en la
primera extraccion; entonces €ste ya no seria considerado un conjunto de experimentos
de Bernoulli.

El proceso de Bernoulli
En términos estrictos el proceso de Bernoulli se caracteriza por lo siguiente:

1. El experimento consta de ensayos repetidos.
2. Cada ensayo produce un resultado que se puede clasificar como éxito o fracaso.

3. La probabilidad de un éxito, que se denota con p, permanece constante de un en-
sayo a otro.

4. Los ensayos repetidos son independientes.

Considere el conjunto de experimentos de Bernoulli en el que se seleccionan tres
articulos al azar de un proceso de produccion, luego se inspeccionan y se clasifican co-
mo defectuosos o no defectuosos. Un articulo defectuoso se designa como un éxito. El
nimero de éxitos es una variable aleatoria X que toma valores integrales de cero a 3. Los
ocho resultados posibles y los valores correspondientes de X son

Resultado | NNN°  NDN NND DNN  NDD DND DDN DDD
x 0 1 1 1 2 2 2 3

Como los articulos se seleccionan de forma independiente y se asume que el pro-
ceso produce 25% de articulos defectuosos,

3 1 3 9
P(NDN) = P(N\)P(D)P(N) = (Z) (Z) <Z> -2

Célculos similares dan las probabilidades para los otros resultados posibles. La distribu-
cion de probabilidad de X es, por lo tanto,

x|01

2
27 27 9 1
fo gz 2 &

Distribucion binomial

El nimero X de éxitos en n experimentos de Bernoulli se denomina variable aleatoria
binomial. La distribucién de probabilidad de esta variable aleatoria discreta se llama
distribucién binomial y sus valores se denotardn como b(x; n, p), ya que dependen del
nimero de ensayos y de la probabilidad de éxito en un ensayo dado. Por consiguiente,
para la distribucion de probabilidad de X el nimero de productos defectuosos es

1 9
PX :2):f(2)=b(2,3,z> =
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Generalicemos ahora la ilustracién anterior con el fin de obtener una férmula para
b(x; n, p). Esto significa que deseamos encontrar una férmula que dé la probabilidad de
x éxitos en n ensayos para un experimento binomial. Empiece por considerar la probabi-
lidad de x éxitos y n —x fracasos en un orden especifico. Como los ensayos son indepen-
dientes, podemos multiplicar todas las probabilidades que corresponden a los diferentes
resultados. Cada €xito ocurre con probabilidad p y cada fracaso con probabilidad g =
1 — p. Por lo tanto, la probabilidad para el orden especifico es p'¢"™. Ahora debemos
determinar el nimero total de puntos muestrales en el experimento que tienen x éxitos y
n —x fracasos. Este niimero es igual al nimero de particiones de n resultados en dos gru-
pos con x en un grupo y n — x en el otro, y se escribe (Z) como se presento en la seccion
2.3. Como estas particiones son mutuamente excluyentes, sumamos las probabilidades
de todas las diferentes particiones para obtener la férmula general o simplemente mul-
tiplicamos p*q"*por (") .

Distribuciéon Un experimiento de Bernoulli puede tener como resultado un éxito con probabilidad p
binomial y un fracaso con probabilidad g = 1 — p. Entonces, la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria binomial X, el niimero de éxitos en n ensayos independientes, es

b(x; n, p) = (Z)pxq”_x, x=0,1,2,...,n.

Observe que cuando n = 3y p = 1/4, la distribucién de probabilidad de X, el niimero de
articulos defectuosos, se escribe como

1 3\ /1) /3\"
23— = - 2 =0,1,2
v(wag)=()(5) (3) - x=0r2

en vez de la forma tabular de la pagina 144.

Ejemplo 5.1: La probabilidad de que cierta clase de componente sobreviva a una prueba de choque es
de 3/4. Calcule la probabilidad de que sobrevivan exactamente 2 de los siguientes 4
componentes que se prueben.

Solucion: Si suponemos que las pruebas son independientes y p = 3/4 para cada una de las 4 prue-
bas, obtenemos

3 4\ 3\ /(1) 41\ (32 27
b(m’ Z) B <2> (Z> (1) B <ﬁ> <F> e 1
De donde proviene el nombre binomial?

La distribucién binomial deriva su nombre del hecho de que los n + 1 términos en la
expansion binomial de (¢ + p)" corresponden a los diversos valores de b(x; n, p) para
x=0,1,2, ..., n. Esdecir,

(g+p) = <g>q" + (’I)M"‘ + (’;)pzq”‘z +oot (Z)p”

=b0;n,p)+b(l;n,p)+b2;n,p)+ -+ bn; n, p).
Dado que p 4+ g = 1, vemos que

Zn:b(x; n,p) =1,
x=0

una condicién que se debe cumplir para cualquier distribucién de probabilidad.
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Con frecuencia nos interesamos en problemas donde se necesita obtener P(X < r) o
P(a < X < b). Las sumatorias binomiales

B(r;n,p) =Y _b(x;n,p)

x=0

se presentan en la tabla A.1 del apéndice paran = 1, 2,..., 20, para valores seleccionados
de p entre 0.1 y 0.9. Tlustramos el uso de la tabla A.1 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2: La probabilidad de que un paciente se recupere de una rara enfermedad sanguinea es de
0.4. Si se sabe que 15 personas contrajeron la enfermedad, ;cudl es la probabilidad de que
a) sobrevivan al menos 10, b) sobrevivan de 3 a 8, y ¢) sobrevivan exactamente 57
Solucion: Sea X el niimero de personas que sobreviven.

9
a) PX=10)=1-PX<10)=1— Zb(x;lS, 0.4) =1 —0.9662
x=0
= 0.0338

8 8 2
by PB=<X<8 =) b(x:1504) = bx:1504) =) b(x:1504)

x=3 x=0 x=0
= 0.9050 — 0.0271 = 0.8779
5 4
c) P(X=5)=0b(5;1504) = Zb(x; 15,0.4) — Z b(x;15,0.4)
x=0 x=0
= 0.4032 — 0.2173 = 0.1859 1

Ejemplo 5.3: | Una cadena grande de tiendas al detalle le compra cierto tipo de dispositivo electrénico
a un fabricante, el cual le indica que la tasa de dispositivos defectuosos es de 3%.

a) Elinspector de la cadena elige 20 articulos al azar de un cargamento. ;Cudl es la pro-
babilidad de que haya al menos un articulo defectuoso entre estos 20?

b) Suponga que el detallista recibe 10 cargamentos en un mes y que el inspector prueba
aleatoriamente 20 dispositivos por cargamento. /Cudl es la probabilidad de que haya
exactamente tres cargamentos que contengan al menos un dispositivo defectuoso de
entre los 20 seleccionados y probados?

Solucion: a) Denote con X el nimero de dispositivos defectuosos de los 20. Entonces X sigue una
distribucién b(x; 20, 0.03). Por consiguiente,

PX=>1)=1-P(X=0)=1-5(0;20,0.03)
=1-1(0.03)°(1 —0.03)2°70 = 0.4562.

b) En este caso cada cargamento puede o no contener al menos un articulo defectuoso.
Por lo tanto, el hecho de probar el resultado de cada cargamento puede considerarse
como un experimento de Bernoulli con p = 0.4562 del inciso a). Si suponemos la
independencia de un cargamento a otro, y si se denotamos con Y el nimero de carga-
mentos que contienen al menos un articulo defectuoso, Y sigue otra distribucion bi-
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nomial b(y; 10, 0.4562). Por lo tanto,

P(Y =3)= (13()) 0.4562° (1—0.4562)7 = 0.1602.

Areas de aplicacion

Teorema 5.1:

Prueba:

A partir de los ejemplos 5.1 a 5.3 deberia quedar claro que la distribucién binomial tiene
aplicaciones en muchos campos cientificos. Un ingeniero industrial estd muy interesado
en “la proporcion de articulos defectuosos” en cierto proceso industrial. A menudo las
medidas de control de calidad y los esquemas de muestreo para procesos se basan en
la distribucion binomial, la cual se aplica en cualquier situacién industrial donde el re-
sultado de un proceso es dicotémico y los resultados del proceso son independientes, y
ademads la probabilidad de éxito se mantiene constante de una prueba a otra. La distribu-
cién binomial también se utiliza mucho en aplicaciones médicas y militares. En ambos
casos un resultado de éxito o de fracaso es importante. Por ejemplo, la importancia del
trabajo farmacéutico radica en poder determinar si un determinado farmaco “cura” o “no
cura”; mientras que si se estd probando la eficacia al lanzar un proyectil el resultado se
interpretarfa como “dar en el blanco” o “fallar”.

Como la distribucion de probabilidad de cualquier variable aleatoria binomial de-
pende sélo de los valores que toman los pardmetros n, p y ¢, pareceria razonable suponer
que la media y la varianza de una variable aleatoria binomial también dependen de los
valores que toman tales pardmetros. En realidad esto es cierto, y en la demostracion del
teorema 5.1 derivamos férmulas generales que se pueden utilizar para calcular la media
y la varianza de cualquier variable aleatoria binomial como funciones de n, p y ¢.

La media y la varianza de la distribucién binomial b (x; n, p) son
p=npy o’ =npq.

Representemos el resultado de la j-ésima prueba mediante una variable aleatoria de Ber-
noulli /, que toma los valores 0y 1 con probabilidades g y p, respectivamente. Por lo
tanto, enun experimento binomial el nimero de éxitos se escribe como la suma de las n
variables indicadoras independientes. De aqui,

X=L+L+--+1,.

La media de cualquierlj es E(Ij) = (0)(¢) + (1)(p) = p. Por lo tanto, usando el corolario
4.4 de la pdgina 131, la media de la distribucién binomial es
p=EX)=EU)+EU)+---+EU,)=p+p+---+p=np.
n términos
La varianza de cualquier I es 0'1 = E(; 2y _p2 = (0)(q) + ()Ap)—p*=p(1-p) = pq. Al

ampliar el corolario 4.11 al caso de n varlables de Bernoulli independientes, la varianza
de la distribucién binomial resulta como

o =c7,2] +U,22 +"'+O',2" =pq+pqg~+--+pqg=npq.

n términos 1



148

Capitulo 5 Algunas distribuciones de probabilidad discreta

Ejemplo 5.4: | Se conjetura que hay impurezas en 30% del total de pozos de agua potable de cierta co-

Solucion:

munidad rural. Para obtener informacion sobre la verdadera magnitud del problema se
determina que debe realizarse algun tipo de prueba. Como es muy costoso probar todos
los pozos del drea, se eligen 10 al azar para someterlos a la prueba.

a) Si se utiliza la distribucién binomial, ;jcudl es la probabilidad de que exactamente 3
pozos tengan impurezas, considerando que la conjetura es correcta?

b) (Cudl es la probabilidad de que mds de 3 pozos tengan impurezas?

a) Requerimos 3 2
b(3;10,0.3) = Z b(x;10,0.3) — Z b(x;10,0.3) = 0.6496 — 0.3828 = 0.2668.
x=0 x=0
b) En este caso P(X > 3) = 1 —0.6496 = 0.3504. A

Ejemplo 5.5: | Calcule la media y la varianza de la variable aleatoria binomial del ejemplo 5.2 y des-

Solucion:

pués utilice el teorema de Chebyshev (de la pdgina 137) para interpretar el intervalo u +
20.

Como el ejemplo 5.2 fue un experimento binomial con n = 15y p = 0.4, por el teorema
5.1 tenemos

p=(15)0.4) =6y o> = (15)(0.4)(0.6) = 3.6.

Al tomar la raiz cuadrada de 3.6 encontramos que o = 1.897. Por lo tanto, el inter-
valo que se requiere es 6 + (2)(1.897), o de 2.206 a 9.794. El teorema de Chebyshev
establece que el nimero de pacientes recuperados, de un total de 15 que contrajeron la
enfermedad, tiene una probabilidad de al menos 3/4 de caer entre 2.206 y 9.794 o, como
los datos son discretos, incluso entre 2 y 10. o |

Hay soluciones en las que el cdlculo de las probabilidades binomiales nos permiti-
rian hacer inferencias cientificas acerca de una poblacién después de que se recaban los
datos. El siguiente ejemplo es una ilustracién de esto.

Ejemplo 5.6: | Considere la situacién del ejemplo 5.4. La idea de que el 30% de los pozos tienen impu-

Solucion:

rezas es s6lo una conjetura del consejo local del agua. Suponga que se eligen 10 pozos
de forma aleatoria y resulta que 6 contienen impurezas. ;Qué implica esto respecto de la
conjetura? Utilice un enunciado de probabilidad.

Primero debemos preguntar: “Si la conjetura es correcta, ;podriamos haber encontrado
6 0 mds pozos con impurezas?”’

10 5
P(X26)=) b(x:10,03) =Y b(x:10,0.3) = 1 —0.9527 = 0.0473.
x=0 x=0

En consecuencia, es poco probable (4.7% de probabilidad) que se encontrara que 6 o
mds pozos contenian impurezas si s6lo 30% de ellos las contienen. Esto pone seriamente
en duda la conjetura y sugiere que el problema de la impureza es mucho mds grave. _ll

Como podra darse cuenta el lector ahora, en muchas aplicaciones hay mas de dos
resultados posibles. Por ejemplo, en el campo de la genética el color de las crias de co-
nejillos de Indias puede ser rojo, negro o blanco. Con frecuencia la dicotomia de “defec-
tuoso” y “sin defectos” en casos de ingenieria es en realidad un simplificacién excesiva.
De hecho, a menudo hay mds de dos categorias que caracterizan los articulos o las partes
que salen de una linea de produccion.
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Experimentos multinomiales y la distribucion multinomial

El experimento binomial se convierte en un experimento multinomial si cada prueba
tiene mas de dos resultados posibles. La clasificacién de un producto fabricado como
ligero, pesado o aceptable, y el registro de los accidentes en cierto crucero de acuerdo
con el dia de la semana, constituyen experimentos multinomiales. Extraer con reem-
plazo una carta de una baraja también es un experimento multinomial si los 4 palos son
los resultados de interés.

En general, si un ensayo dado puede tener como consecuencia cualquiera de los k
resultados posibles E, E, ..., E, con probabilidades p, p,, ..., Dy la distribucion multi-
nomial dard la probabilidad de que E, ocurra x, veces, E, ocurra x, veces... y E, ocurra x,
veces en n ensayos independientes, donde

X1 +Xx2 4+ +Xxp =0
Denotaremos esta distribucion de probabilidad conjunta como

fX1,%0, . X k5P1.D2s - s PRSI

Salta a la vista que p, + p, + - + p, = 1, pues el resultado de cada ensayo debe ser uno
de los k resultados posibles.

Para derivar la férmula general procedemos como en el caso binomial. Puesto que
los ensayos son independientes, cualquier orden especificado que produzca x, resultados
para E, x, para E,,..., x,_ para E,_ocurrird con probabilidad pipy p,f" . El nimero
total de ordenamientos que producen resultados similares para los n ensayos es igual
al nimero de particiones de n articulos en k grupos con x, en el primer grupo, x, en el
segundo grupo,..., y x, en el k-€simo grupo. Esto se puede hacer en

( n > n!
X1, X2,.0.., X[ X]!.Xz!"'xk!

formas. Como todas las particiones son mutuamente excluyentes y tienen la misma pro-
babilidad de ocurrir, obtenemos la distribucién multinomial multiplicando la probabili-
dad para un orden especifico por el nimero total de particiones.

Distribucion
multinomial

Si un ensayo dado puede producir los k resultados E, E,,..., E, con probabilidades p,,
D,»--+» D,» €ntonces la distribucion de probabilidad de las variables aleatorias X, X,,..., X,
que representa el nimero de ocurrencias para £, E,,..., E_en n ensayos independientes,
es

k

n
. J— X X X
f(xlax2,~--7xk’[71’[72’~-~7pk7n)— < >p1]p22 ”.pk )
X1sX25 003 Xk

con

k k
inzny Zp,-zl.

i=1 i=1

La distribucién multinomial deriva su nombre del hecho de que los términos de la
expansion multinomial de (p, + p, + ... + p,)" corresponden a todos los posibles valores
de f(x1,X2, ..., Xk;P1,P25- -+, Pis 1)



150

Capitulo 5 Algunas distribuciones de probabilidad discreta

Ejemplo 5.7: La complejidad de las llegadas y las salidas de los aviones en un aeropuerto es tal que a

menudo se utiliza la simulacién por computadora para modelar las condiciones “idea-
les”. Para un aeropuerto especifico que tiene tres pistas se sabe que, en el escenario ideal,
las probabilidades de que las pistas individuales sean utilizadas por un avién comercial
que llega aleatoriamente son las siguientes:

Pista 1: P, =29

Pista 2: p,=1/6

Pista 3: p,=11/18
(Cudl es la probabilidad de que 6 aviones que llegan al azar se distribuyan de la siguien-
te manera?

Pista 1: 2 aviones

Pista 2: 1 avién

Pista 3: 3 aviones

Solucion: Si usamos la distribucion multinomial, tenemos

f<2,1,3-—

96718

Ejercicios

5.1 Una variable aleatoria X que toma los valores x ,
X,,..., X, s& denomina variable aleatoria discreta uni-
forme si su funcién de masa de probabilidad es f(x) =
% para todas las variables x,, x,,..., x, y 0 en cualquier
otro caso. Calcule la media y la varianza de X.

5.2 Se entregan dos altavoces idénticos a 12 personas
y se les pide que los escuchen para determinar si hay al-
guna diferencia entre ellos. Suponga que sus respuestas
son simplemente conjeturas. Calcule la probabilidad de
que tres personas afirmen haber detectado una diferen-
cia entre los dos altavoces.

5.3 De un equipo de 10 empleados, y mediante la se-
leccién al azar de una etiqueta contenida en una caja
que contiene 10 etiquetas numeradas del 1 al 10, se eli-
ge a uno para que supervise cierto proyecto. Calcule la
férmula para la distribucién de probabilidad de X que
represente el nimero en la etiqueta que se saca. ;Cudl
es la probabilidad de que el nimero que se extrae
sea menor que 47

5.4 En cierto distrito de la ciudad se establece que
la causa de 75% de todos los robos es la necesidad
de dinero para comprar drogas. Calcule la probabili-
dad de que entre los siguientes cinco casos de robo que
se reporten en este distrito,
a) exactamente 2 sean resultado de la necesidad de
dinero para comprar drogas;
b) alo sumo 3 resulten de la necesidad de dinero para
comprar drogas.

2111

=G0 ) () (%)

6! 22 1

T2 926 18 1

5.5 De acuerdo con Chemical Engineering Progress
(noviembre de 1990), aproximadamente 30% de todas
las fallas de operacion en las tuberias de plantas quimi-
cas son ocasionadas por errores del operador.

a) (Cudl es la probabilidad de que de las siguientes
20 fallas en las tuberias al menos 10 se deban a un
error del operador?

b) (Cudl es la probabilidad de que no mas de 4 de 20
fallas se deban a un error del operador?

¢) Suponga que, para una planta especifica, de la
muestra aleatoria de 20 de tales fallas exactamente
5 son errores de operacién. ;Considera que la cifra
de 30% anterior se aplique a esta planta? Comente
su respuesta.

5.6 De acuerdo con una encuesta de la Administrative
Management Society, la mitad de las empresas estado-
unidenses da a sus empleados 4 semanas de vacaciones
después de 15 afios de servicio en la empresa. Calcule
la probabilidad de que, de 6 empresas encuestadas al
azar, el nimero que da a sus empleados 4 semanas de
vacaciones después de 15 afios de servicio es
a) cualquieraentre 2y 5;
b) menor que 3.
5.7 Un destacado médico afirma que el 70% de las
personas con cancer de pulmén son fumadores empe-
dernidos. Si su aseveracion es correcta,
a) calcule la probabilidad de que de 10 de estos pa-
cientes, que ingresaron recientemente a un hospital,
menos de la mitad sean fumadores empedernidos;
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b) calcule la probabilidad de que de 20 de estos pa-
cientes, que ingresaron recientemente a un hospital,
menos de la mitad sean fumadores empedernidos.

5.8 De acuerdo con un estudio publicado por un grupo
de socidlogos de la Universidad de Massachusetts,
aproximadamente 60% de los consumidores de Valium
en el estado de Massachusetts empezaron a consumirlo
a causa de problemas psicoldgicos. Calcule la probabi-
lidad de que entre los siguientes 8 consumidores entre-
vistados de este estado,
a) exactamente 3 comenzaron a consumir Valium por
problemas psicolégicos;
b) al menos 5 comenzaron a consumir Valium por
problemas que no fueron psicoldégicos.

5.9 Al probar cierta clase de neumatico para camion
en un terreno accidentado, se encuentra que el 25% de
los camiones no completan la prueba de recorrido sin
ponchaduras. De los siguientes 15 camiones probados,
calcule la probabilidad de que

a) de 3 a 6 tengan ponchaduras;

b) menos de 4 tengan ponchaduras;

¢) mads de 5 tengan ponchaduras.

5.10 Segiin un informe de la revista Parade, una en-
cuesta a nivel nacional, realizada por la Universidad de
Michigan con estudiantes universitarios de ultimo afio,
revel6 que casi 70% desaprueban el consumo diario de
marihuana. Si se seleccionan 12 estudiantes de dltimo
afio al azar y se les pide su opinién, calcule la probabi-
lidad de que el nimero de los que desaprueban el con-
sumo diario de marihuana sea

a) cualquieraentre 7y 9;

b) 5 alo sumo;

¢) no menos de 8.

5.11 La probabilidad de que un paciente se recupere
de una delicada operacién de corazén es 0.9. ;Cudl es
la probabilidad de que exactamente 5 de los siguientes
7 pacientes intervenidos sobrevivan?

5.12 Un ingeniero de control de trifico reporta que
75% de los vehiculos que pasan por un punto de verifica-
cién son de ese estado. ;Cual es la probabilidad de que
menos de 4 de los siguientes 9 vehiculos sean de otro
estado?

5.13 Un estudio a nivel nacional que examind las
actitudes hacia los antidepresivos revel6 que aproxi-
madamente 70% de los encuestados cree que “los an-
tidepresivos en realidad no curan nada, sélo disfrazan
el problema real”. De acuerdo con este estudio, ;cudl
es la probabilidad de que al menos 3 de las siguientes
5 personas seleccionadas al azar tengan esta opinion?

5.14 El porcentaje de victorias que consigui6 el equi-
po de baloncesto los Toros de Chicago para pasar a las

151

finales en la temporada 1996-97 fue de 87.7. Redondee
87.7 a 90 para poder utilizar la tabla A.1.

a) (Cudl es la probabilidad de que los Toros logren
una victoria aplastante (4-0) en la serie final de 7
juegos?

b) (Cudl es la probabilidad de que los Toros ganen la
serie inicial?

¢) (Qué suposicion importante se hace al responder
los incisos a) y b)?

5.15 Se sabe que 60% de los ratones inoculados con
un suero quedan protegidos contra cierta enfermedad.
Si se inoculan 5 ratones, calcule la probabilidad de que

a) ninguno contraiga la enfermedad;

b) menos de 2 contraigan la enfermedad;

¢) mads de 3 contraigan la enfermedad.

5.16 Suponga que los motores de un avién operan de
forma independiente y que tienen una probabilidad
de falla de 0.4. Se supone que un avién tiene un vuelo
seguro si funcionan al menos la mitad de sus motores.
Si un avién tiene 4 motores y otro tiene 2, ;cudl de los
dos tiene la probabilidad mds alta de un vuelo exitoso?

5.17 Si Xrepresenta el nimero de personas del ejerci-
cio 5.13 que creen que los antidepresivos no curan sino
que sdlo disfrazan el problema real, calcule la media y
la varianza de X si se seleccionan al azar 5 personas.

5.18 a) (Cuantos de los 15 camiones del ejercicio 5.9
esperaria que tuvieran ponchaduras?
b) (Cual es la varianza del nimero de ponchaduras
de los 15 camiones? ;Qué significado tiene eso?

5.19 Un estudiante que conduce hacia su escuela en-
cuentra un semdforo, el cual permanece verde por 35
segundos, amarillo cinco segundos y rojo 60 segundos.
Suponga que toda la semana el estudiante recorre el
camino a la escuela entre las 8:00 y las 8:30 a.m. Sea X|
el nimero de veces que encuentra una luz verde, X, el
nimero de veces que encuentra una luz amarilla y X,
el nimero de veces que encuentra una luz roja. Calcule
la distribucién conjunta de X, X, y X,.

5.20 Segtin el diario USA Today (18 de marzo de
1997), de 4 millones de integrantes de la fuerza laboral,
5.8% resultd positivo en una prueba de drogas. De los
que dieron positivo, 22.5% consumian cocaina y 54.4%
consumian marihuana.

a) (Cudl es la probabilidad de que de 10 trabajadores
que dieron positivo, 2 sean usuarios de cocaina, 5
de marihuana y 3 de otras drogas?

b) (Cudl es la probabilidad de que de 10 trabajadores
que dieron positivo, todos sean consumidores de
marihuana?

¢) (Cudl es la probabilidad de que de 10 trabajadores
que dieron positivo, ninguno consuma cocaina?
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5.21 Lasuperficie de un tablero circular para dardos
tiene un pequefio circulo central llamado diana y 20
regiones en forma de rebanada de pastel numeradas
del 1 al 20. Asimismo, cada una de estas regiones esta
dividida en tres partes, de manera que una persona
que lanza un dardo que cae en un niimero especifico
obtiene una puntuacion igual al valor del nimero, el
doble del nimero o el triple de éste, dependiendo de
en cudl de las tres partes caiga el dardo. Si una per-
sona tiene una probabilidad de 0.01 de acertar a la
diana, una probabilidad de 0.10 de acertar un doble,
una probabilidad de 0.05 de acertar un triple y una
probabilidad de 0.02 de no acertar al tablero, ;cudl
es la probabilidad de que 7 lanzamientos den como
resultado ninguna diana, ningtn triple, dos dobles y
una vez fuera del tablero?

5.22 De acuerdo con la teoria genética, cierta cruza
de conejillos de Indias tendrd crias rojas, negras y blan-
cas en la proporcién 8:4:4. Calcule la probabilidad de
que de 8 crias, 5 sean rojas, 2 negras y 1 blanca.

5.23 Las probabilidades de que un delegado llegue a
cierta convencion en avion, autobus, automovil o tren
son de 0.4, 0.2, 0.3 y 0.1, respectivamente. ;Cudl es la
probabilidad de que, de 9 delegados que asisten a esta
convencion seleccionados al azar, 3 lleguen en avidn, 3
en autobts, 1 en automdvil y 2 en tren?

5.24 Un ingeniero de seguridad afirma que s6lo 40%
de los trabajadores utilizan cascos de seguridad cuando
comen en el lugar de trabajo. Suponga que esta afirma-
cidén es cierta y calcule la probabilidad de que 4 de 6
trabajadores elegidos al azar utilicen sus cascos mien-
tras comen en el lugar de trabajo.

5.3 Distribucion hipergeométrica
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5.25 Suponga que para un embarque muy grande de
circuitos integrados, la probabilidad de que falle cual-
quiera de ellos es de 0.10. Suponga que se cumplen los
supuestos en que se basan las distribuciones binomiales
y calcule la probabilidad de que en una muestra aleato-
ria de 20 fallen, a lo sumo, 3 chips integrados.

5.26 Suponga que 6 de 10 accidentes automovilisti-
cos se deben principalmente a que no se respeta el 1i-
mite de velocidad y calcule la probabilidad de que, de 8
accidentes automovilisticos, 6 se deban principalmente
a una violacion del 1imite de velocidad
a) mediante el uso de la férmula para la distribucion
binomial;
b) usando la tabla A.1.
5.27 Si una bombilla fluorescente tiene una probabi-
lidad de 0.9 de tener una vida util de al menos 800 ho-
ras, calcule las probabilidades de que, de 20 bombillas
fluorescentes,
a) exactamente 18 tengan una vida util de al menos
800 horas;
b) al menos 15 tengan una vida util de al menos 800
horas;
¢) al menos 2 no tengan una vida util de al menos 800
horas.

5.28 Un fabricante sabe que, en promedio, 20% de los
tostadores eléctricos producidos requerira reparaciones
durante el primer afio posterior a su venta. Suponga que
se seleccionan al azar 20 tostadores y calcule los nime-
ros x y y adecuados tales que
a) la probabilidad de que al menos x de ellos requie-
ran reparaciones sea menor que 0.5;
b) la probabilidad de que al menos y de ellos no re-
quieran reparaciones sea mayor que 0.8.

La manera mds simple de ver la diferencia entre la distribucién binomial de la seccién
5.2 y la distribucién hipergeométrica consiste en observar la forma en que se realiza el
muestreo. Los tipos de aplicaciones de la distribucién hipergeométrica son muy simi-
lares a los de la distribucién binomial. Nos interesa el célculo de probabilidades para el
nimero de observaciones que caen en una categoria especifica. Sin embargo, la distri-
bucién binomial requiere que los ensayos sean independientes. Por consiguiente, si se
aplica esta distribucién, digamos, tomando muestras de un lote de articulos (barajas, lotes
de articulos producidos), el muestreo se debe efectuar reemplazando cada articulo des-
pués de observarlo. Por otro lado, la distribucién hipergeométrica no requiere indepen-
dencia y se basa en el muestreo que se realiza sin reemplazo.

Las aplicaciones de la distribucién hipergeométrica se encuentran en muchos cam-
pos, sobre todo en el muestreo de aceptacion, las pruebas electrénicas y los controles
de calidad. Evidentemente, en muchos de estos campos el muestreo se realiza a expen-
sas del articulo que se prueba; es decir, el articulo se destruye, por lo que no se puede
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reemplazar en la muestra. Por consiguiente, el muestreo sin reemplazo es necesario.
Utilizaremos un caso simple con barajas para nuestro primer ejemplo.

Si deseamos calcular la probabilidad de obtener 3 cartas rojas en 5 extracciones de
una baraja ordinaria de 52 cartas, la distribucién binomial de la seccién 5.2 no se aplica a
menos que cada carta se reemplace y que el paquete se revuelva antes de extraer la si-
guiente carta. Para resolver el problema del muestreo sin reemplazo volvamos a plantear
el problema. Si se sacan 5 cartas al azar, nos interesa la probabilidad de seleccionar 3
cartas rojas de las 26 disponibles y 2 de las 26 cartas negras de que dispone la baraja. Hay
(236 ) formas de seleccionar 3 cartas rojas, y para cada una de estas formas podemos elegir
2 cartas negras de (226) maneras. Por lo tanto, el nimero total de formas de seleccionar 3
cartas rojas y 2 negras en 5 extracciones es el producto (236 ) (226 ) El nimero total de formas
de seleccionar cualesquiera 5 cartas de las 52 disponibles es (552) En consecuencia, la
probabilidad de seleccionar 5 cartas sin reemplazo, de las cuales 3 sean rojas y 2 negras
estd dada por

(D)(3) _ (261/31231)(26!/2124))

S 521/5147!

= 0.3251.

En general, nos interesa la probabilidad de seleccionar x éxitos de los k articulos con-
siderados éxitos y n — x fracasos de los N — k articulos que se consideran fracasos cuando
una muestra aleatoria de tamafio n se selecciona de N articulos. Esto se conoce como un
experimento hipergeométrico; es decir, aquel que posee las siguientes dos propieda-
des:

1. De un lote de N articulos se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n sin re-
emplazo.

2. k de los N articulos se pueden clasificar como éxitos y N — k se clasifican como
fracasos.

El nimero X de éxitos de un experimento hipergeométrico se denomina variable
aleatoria hipergeométrica. En consecuencia, la distribucién de probabilidad de la va-
riable hipergeométrica se conoce como distribucion hipergeométrica, y sus valores se
denotan con A(x; N, n, k), ya que dependen del nimero de €xitos k en el conjunto N del
que seleccionamos 7 articulos.

hipergeométrica en el muestreo de aceptacion

Como en el caso de la distribucién binomial, la distribucién hipergeométrica se aplica en
el muestreo de aceptacion, donde se toman muestras del material o las partes de los lotes
con el fin de determinar si se acepta o no el lote completo.

Ejemplo 5.8: | Una parte especifica que se utiliza como dispositivo de inyeccién se vende en lotes de 10.

Solucion:

El productor considera que el lote es aceptable si no tiene mas de un articulo defectuoso.
Un plan de muestreo incluye un muestreo aleatorio y la prueba de 3 de cada 10 partes.
Si ninguna de las 3 estd defectuosa, se acepta el lote. Comente acerca de la utilidad de
este plan.

Supongamos que el lote es verdaderamente inaceptable (es decir, que 2 de cada 10 par-
tes estan defectuosas). La probabilidad de que el plan de muestreo considere que el lote

aceptable es g
(0) )

(5)

P(X=0)= = 0.467.
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Por consiguiente, si el lote es realmente inaceptable porque 2 partes estian defectuosas,
este plan de muestreo permitird que se acepte aproximadamente 47% de las veces. Como
resultado, este plan deberia considerarse inadecuado. o |

Hagamos una generalizacion para calcular una férmula para i(x; N, n, k). El nimero
total de muestras de tamafio n elegidas de N articulos es (1,\1’ ) Se supone que estas mues-
tras tienen la misma probabilidad. Hay ( )’j) formas de seleccionar x éxitos de los k dispo-
nibles, y por cada una de estas formas podemos elegir n — x fracasos en formas (]Z __)]C‘ )
De esta manera, el nimero total de muestras favorables entre las (N ) muestras posibles,

n
estd dado por ( i) " K )- En consecuencia, tenemos la siguiente definicion.

n—x

Distribucién
hipergeométrica

La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria hipergeométrica X, el nimero
de éxitos en una muestra aleatoria de tamafio n que se selecciona de N articulos, en los
que k se denomina éxito y N — k fracaso, es

kY (N —k
()G
N b
()
El rango de x puede determinarse mediante los tres coeficientes binomiales en la de-
finicién, donde x y n — x no son mds que k y N — k; respectivamente; y ambos no pueden
ser menores que 0. Por lo general, cuando tanto k (el niimero de éxitos) como N — k (el

nimero de fracasos) son mayores que el tamafio de la muestra n, el rango de una variable
aleatoria hipergeométrica serd x = 0, 1,..., n.

h(x;N, n, k) = max {0,n — (N — k)} <x <min{n, k}.

Ejemplo 5.9: | Lotes con 40 componentes cada uno que contengan 3 o mds defectuosos se consideran

Solucion:

Teorema 5.2:

inaceptables. El procedimiento para obtener muestras del lote consiste en seleccionar 5
componentes al azar y rechazar el lote si se encuentra un componente defectuoso. ;Cudl
es la probabilidad de, que en la muestra, se encuentre exactamente un componente de-
fectuoso, si en todo el lote hay 3 defectuosos?

Si utilizamos la distribucién hipergeométrica conn =5, N =40, k = 3 y x = 1, encon-
tramos que la probabilidad de obtener un componente defectuoso es

() ()
h(1;40,5,3) = ~L32 = 0.3011.
(5)
De nueva cuenta este plan no es adecuado porque s6lo 30% de las veces detecta un lote
malo (con 3 componentes defectuosos). A

La media y la varianza de la distribucion hipergeométrica h(x; N, n, k) son

_nk O_Z_N—nnil k
F=NYT =1 "N N )

La demostracion para la media se muestra en el apéndice A.24.

Ejemplo 5.10: | Volvamos a investigar el ejemplo 3.4 de la pagina 83. La finalidad de este ejemplo fue

ilustrar el concepto de una variable aleatoria y el espacio muestral correspondiente. En
el ejemplo tenemos un lote de 100 articulos, de los cuales 12 estan defectuosos. ;Cual es
la probabilidad de que haya 3 defectuosos en una muestra de 10?
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Solucion: Si utilizamos la funcién de probabilidad hipergeométrica, tenemos

(5)(F)
h(3; 100, 10, 12) = 310—07 =0.08.

(o) A
Ejemplo 5.11: | Calcule la media y la varianza de la variable aleatoria del ejemplo 5.9, y después utilice

el teorema de Chebyshev para interpretar el intervalo u + 20.
Solucion: Como el ejemplo 5.9 fue un experimento hipergeométrico con N =40, n =5y k = 3,

usando el teorema 5.2, tenemos
_®a) _3

= =5 =035,

2 (405 Sy (232
o= (2255 (2) (1- ) =oaims

Si calculamos la raiz cuadrada de 0.3113, encontramos que o = 0.558. Por lo tanto,
el intervalo que se requiere es 0.375 + (2)(0.558), o de —0.741 a 1.491. El teorema
de Chebyshev establece que el nimero de componentes defectuosos que se obtienen
cuando, de un lote de 40 componentes, se seleccionan 5 al azar, de los cuales 3 estan
defectuosos, tiene una probabilidad de al menos 3/4 de caer entre —0.741 y 1.491. Esto
es, al menos tres cuartas partes de las veces los 5 componentes incluirdn menos de 2
defectuosos. A

Relacion con la distribucion binomial

En este capitulo examinamos varias distribuciones discretas importantes que tienen
diversas aplicaciones. Muchas de estas distribuciones se relacionan bien entre si. El
estudiante novato deberia tener una clara comprension de tales relaciones. Existe una
relacién interesante entre las distribuciones hipergeométrica y binomial. Como se es-
peraria, si n es pequefia comparada con N, la naturaleza de los N articulos cambia muy
poco en cada prueba. Asi, cuando n es pequefia en comparacién con N, se puede utilizar
una distribucién binomial para aproximar la distribucién hipergeométrica. De hecho, por
regla general la aproximacion es buena cuando n/N < 0.05.

Por lo tanto, la cantidad k/N desempeia el papel del pardmetro binomial p y, como
consecuencia, la distribucién binomial se podria considerar una versién de poblacion
grande de la distribucién hipergeométrica. La media y la varianza entonces se obtienen
de las férmulas

=n —% o’ =n, —n-i l—ﬁ
H=np = N Y =npq =Ny N /)
Al comparar estas férmulas con las del teorema 5.2, vemos que la media es la misma,
mientras que la varianza difiere por un factor de correccién de (N — n)/(N — 1), que es
insignificante cuando n es pequefia en relacién con N.

Ejemplo 5.12: | Un fabricante de neuméticos para automovil reporta que de un cargamento de 5000 pie-
zas que se mandan a un distribuidor local, 1000 estdn ligeramente manchadas. Si se
compran al azar 10 de estos neumadticos al distribuidor, ;cudl es la probabilidad de que
exactamente 3 estén manchados?
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Solucion:

Capitulo 5 Algunas distribuciones de probabilidad discreta

Como N = 5000 es grande con respecto a la muestra de tamafio n = 10, nos aproxima-
remos a la probabilidad deseada usando la distribucién binomial. La probabilidad de
obtener un neumdtico manchado es 0.2. Por lo tanto, la probabilidad de obtener exacta-
mente 3 manchados es

h(3;5000, 10, 1000) = b(3;10,0.2) = 0.8791 — 0.6778 = 0.2013.

Por otro lado, la probabilidad exacta es 2(3; 5000, 10, 1000) = 0.2015. o |
La distribucién hipergeométrica se puede extender para tratar el caso donde los N
articulos se pueden dividir en k celdas A , A,..., A cona, elementos en la primera celda,
a, en la segunda,..., a, elementos en la k-ésima celda. Lo que nos interesa ahora es la
probabilidad de que una muestra aleatoria de tamafio n produzca x, elementos de A , x,
elementos de A, ..., y x, elementos de A,. Representemos esta probabilidad mediante

fx,x0,. ., xksar,a2, ..., a, N, n).

Para obtener una férmula general observamos que el nimero total de muestras de
~ . . , . N ay
tamafo n que se pueden elegir a partir de N articulos es ain (n) Hay ( xl) formas
de seleccionar x| articulos de los que hay en A, y para cada uno de €stos podemos elegir
as . z
x,delosde A, en (xz) formas. Por lo tanto, podemos seleccionar x, articulos de A, y x,
articulos de A, en (¢ l) (jz) formas. Si continuamos de esta forma, podemos selec-
cionar todos los 7 artiéulos que constan de X, de AL x, de A Y X, de A en

(Z) (iii) C’;) formas,

La distribucién de probabilidad que se requiere se define ahora como sigue.

Distribucién
hipergeométrica
multivariada

Si N articulos se pueden dividir en las k celdas A, A,,..., A con a, a,,..., a, elementos,
respectivamente, entonces la distribucién de probabilidad de las variables aleatorias X,
X..., X, que representan el nimero de elementos que se seleccionan de A p Ay, A en
una muestra aleatoria de tamafio n, es

() (E)--G)

G)

fx,x0,. 0 xk5ar,a0,...,a,N,n) =

k k
con Y. x;=ny>y a =N.
i=1 i=1

Ejemplo 5.13: | Se usa un grupo de 10 individuos para un estudio de caso bioldgico. El grupo contiene 3

Solucion:

personas con sangre tipo O, 4 con sangre tipo A y 3 con tipo B. ;Cudl es la probabilidad
de que una muestra aleatoria de 5 contenga 1 persona con sangre tipo O, 2 personas con
tipo A y 2 personas con tipo B?

Si se utiliza la extension de la distribucion hipergeométrica con x, = 1, x, = 2, x, = 2,
a, =3,a,=4,a,=3,N=10yn =5, vemos que la probabilidad que se desea es

: _DEE) _ 3
£01,2.2:3.4,3,10.5) = BT = 7.
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5.29 Eldueiio de una casa planta 6 bulbos selecciona-
dos al azar de una caja que contiene 5 bulbos de tulipan
y 4 de narciso. ;Cudl es la probabilidad de que plante 2
bulbos de narciso y 4 de tulipan?

5.30 Para evitar la deteccion en la aduana, un viajero
coloca 6 comprimidos con narcéticos en una botella
que contiene 9 pildoras de vitamina que aparentemente
son similares. Si el oficial de la aduana selecciona 3 de
las tabletas al azar para su andlisis, cudl es la probabi-
lidad de que el viajero sea arrestado por posesion ilegal
de narcoéticos?

5.31 Se selecciona al azar un comité de 3 perso-
nas a partir de 4 médicos y 2 enfermeras. Escriba una
férmula para la distribucién de probabilidad de la va-
riable aleatoria X que representa el nimero de médicos
en el comité. Calcule P(2 < X < 3).

5.32 De un lote de 10 misiles, se seleccionan 4 al azar
y se disparan. Si el lote contiene 3 misiles defectuosos
que no pueden dispararse, cudl es la probabilidad de que
a) los 4 puedan dispararse?
b) alo sumo fallen 2?

5.33 Side una baraja ordinaria de 52 cartas, se toman
7y se reparten, jcudl es la probabilidad de que

a) exactamente 2 de ellas sean cartas de figuras?

b) al menos 1 de ellas sea una reina?

5.34 ;Cudl es la probabilidad de que una camarera se
rehuse a servir bebidas alcohdlicas a s6lo 2 menores si
verifica al azar 5 identificaciones de 9 estudiantes, de
los cuales 4 son menores de edad?

5.35 Una empresa estd interesada en evaluar su pro-
cedimiento de inspeccién actual para embarques de 50
articulos idénticos. El procedimiento consiste en tomar
una muestra de 5 articulos y aceptar el embarque si no
se encuentran mds de 2 defectuosos. ;Qué proporcién
de embarques con 20% de articulos defectuosos se
aceptara?

5.36 Unaempresa de manufactura utiliza un esquema
de aceptacidn para los articulos de una linea de produc-
cion antes de que se embarquen. El plan tiene dos eta-
pas. Se preparan cajas de 25 articulos para su embarque
y se prueba una muestra de 3 en busca de defectuosos.
Si se encuentra alguno defectuoso, se regresa toda la
caja para verificar el 100% de ellos. Si no se encuentran
articulos defectuosos, la caja se embarca.
a) (Cudl es la probabilidad de que se embarque una
caja que contiene 3 defectuosos?
b) (Cudl es la probabilidad de que se regrese para su
revision una caja que contenga s6lo un articulo de-
fectuoso?
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5.37 Suponga que la empresa fabricante del ejercicio
5.36 decide cambiar su esquema de aceptacién. Con el
nuevo esquema un inspector toma un articulo al azar, lo
inspecciona y después lo regresa a la caja; un segundo
inspector hace lo mismo. Finalmente, un tercer inspec-
tor lleva a cabo el mismo procedimiento. Si cualquiera
de los tres encuentra un articulo defectuoso, la caja no
se embarca. Responda los incisos del ejercicio 5.36 con
este nuevo plan.

5.38 De los 150 empleados de hacienda en una ciu-
dad grande, sélo 30 son mujeres. Suponga que se eli-
gen al azar 10 de los empleados para que proporcionen
asesoria gratuita sobre declaraciones de impuestos a los
residentes de esta ciudad; utilice la aproximacién bino-
mial a la distribucién hipergeométrica para calcular la
probabilidad de que se seleccionen al menos 3 mujeres.

5.39 Una ciudad vecina considera entablar una de-
manda de anexion en contra de una subdivision del
condado de 1200 residencias. Si los ocupantes de la
mitad de las residencias objetan la anexién, ;cudl es
la probabilidad de que en una muestra aleatoria de 10
residencias al menos 3 estén a favor de la anexion?

5.40 Se estima que 4000 de los 10,000 residentes con
derecho al voto de una ciudad estan en contra de un
nuevo impuesto sobre las ventas. Si se seleccionan al
azar 15 votantes y se les pide su opinion, ¢cudl es la
probabilidad de que a lo sumo 7 estén a favor del nuevo
impuesto?

5.41 Una encuesta a nivel nacional, realizada por la
Universidad de Michigan a 17,000 estudiantes univer-
sitarios de tultimo afio, revela que casi 70% desaprueba
el consumo diario de marihuana. Si se seleccionan al
azar 18 de tales estudiantes y se les pide su opinion,
(cudl es la probabilidad de que mds de 9 pero menos de
14 desaprueben el consumo de marihuana?

5.42 Calcule la probabilidad de que si le toca una
mano de bridge de 13 cartas, ésta incluya 5 espadas, 2
corazones, 3 diamantes y 3 tréboles.

5.43 Un club de estudiantes extranjeros tiene como

miembros a 2 canadienses, 3 japoneses, 5 italianos y

2 alemanes. Si se selecciona al azar un comité de 4,

calcule la probabilidad de que

a) todas las nacionalidades estén representadas;

b) todas las nacionalidades estén representadas, ex-
cepto la italiana.

5.44 Una urna contiene 3 bolas verdes, 2 azules y 4
rojas. Calcule la probabilidad de que, en una muestra
aleatoria de 5 bolas, se seleccionen las 2 bolas azules y
al menos una roja.
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5.45 A menudo los bidlogos que estudian un ambiente
especifico etiquetan y liberan a sujetos con el fin de esti-
mar el tamafio de la poblacién o la prevalencia de ciertas
caracteristicas en ella. Los bidlogos capturan a 10 anima-
les de una especie que se piensa extinta (o casi extinta),
los etiquetan y los liberan en cierta regién. Después de
un periodo seleccionan en la regién una muestra aleato-
ria de 15 animales de ese tipo. (Cudl es la probabilidad
de que 5 de los animales seleccionados estén etiqueta-
dos, si hay 25 animales de este tipo en la region?

5.46 Una empresa grande tiene un sistema de inspec-
cién para los lotes de compresores pequefios que compra
a los vendedores. Un lote tipico contiene 15 compreso-
res. En el sistema de inspeccion se selecciona una mues-
tra aleatoria de 5 compresores para someterlos a prueba.
Suponga que en el lote de 15 hay 2 defectuosos.
a) ;Cudl es la probabilidad de que en una muestra
determinada haya un compresor defectuoso?
b) (Cudl es la probabilidad de que la inspeccién des-
cubra los 2 compresores defectuosos?

5.47 Una fuerza de tareas gubernamental sospecha
que algunas fabricas infringen los reglamentos fede-
rales contra la contaminacién ambiental en lo que se
refiere a la descarga de cierto tipo de producto. Veinte
empresas estdn bajo sospecha pero no todas se pueden
inspeccionar. Suponga que 3 de las empresas infringen
los reglamentos.
a) (Cudl es la probabilidad de que si se inspeccionan
5 empresas no se encuentre ninguna infraccién?
b) (Cudl es la probabilidad de que la inspeccién de
5 empresas descubra a 2 que infringen el regla-
mento?

5.48 Una maquina llena 10,000 latas de bebida ga-
seosa por hora, de entre las cuales 300 resultan con
el liquido incompleto. Cada hora se elige al azar una
muestra de 30 latas y se verifica el nimero de onzas
de gaseosa que contiene cada una. Denote con X el ni-
mero de latas seleccionadas con llenado insuficiente.
Encuentre la probabilidad de encontrar al menos una de
las latas muestreadas con llenado insuficiente.

5.4 Distribuciones binomial negativa y geométrica

Consideremos un experimento con las mismas propiedades de un experimento binomial,
s6lo que en este caso las pruebas se repetirdn hasta que ocurra un nimero fijo de éxitos.
Por lo tanto, en vez de encontrar la probabilidad de x éxitos en n pruebas, donde  es fija,
ahora nos interesa la probabilidad de que ocurra el k-ésimo éxito en la x-ésima prueba.
Los experimentos de este tipo se llaman experimentos binomiales negativos.

Como ejemplo, considere el uso de un medicamento que se sabe que es eficaz en
el 60% de los casos en que se utiliza. El uso del medicamento se considerara un éxito si
proporciona algtin grado de alivio al paciente. Nos interesa calcular la probabilidad de
que el quinto paciente que experimente alivio sea el séptimo paciente en recibir el medi-
camento en una semana determinada. Si designamos un éxito con E y un fracaso con F,
un orden posible para alcanzar el resultado que se desea es EFEEEFE, que ocurre con
la siguiente probabilidad

(0.6) (0.4) (0.6) (0.6) (0.6) (0.4) (0.6) = (0.6) (0.4)%

Podriamos listar todos los posibles ordenamientos reacomodando las F' y las E, con
excepcion del dltimo resultado, que debe ser el quinto éxito. El nimero total de ordena-
mientos posibles es igual al nimero de particiones de los primeros 6 ensayos en 2 grupos
con dos fracasos asignados a un grupo y 4 éxitos asignados al otro grupo. Esto se puede
realizar en (Z) = 15 formas mutuamente excluyentes. Por lo tanto, si X representa el
resultado en el que ocurre el quinto éxito, entonces

PX =7 = (Z) (0.6)°(0.4)% = 0.1866.

. Cual es la variable aleatoria binomial negativa?

El niimero X de ensayos necesarios para generar k €xitos en un experimento binomial ne-
gativo se denomina variable aleatoria binomial negativa y su distribucién de probabi-
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lidad se llama distribucién binomial negativa. Dado que sus probabilidades dependen
del niimero de éxitos deseados y de la probabilidad de un éxito en un ensayo dado, de-
notaremos ambas probabilidades con el simbolo b*(x; k, p). Para obtener la férmula ge-
neral para b*(x; k, p), considere la probabilidad de un éxito en el x-ésimo ensayo
precedido por k — 1 éxitos y x — k fracasos en un orden especifico. Como los ensayos son
independientes podemos multiplicar todas las probabilidades que corresponden a cada
resultado deseado. La probabilidad de que ocurra un éxito es p y la probabilidad de que
ocurra un fracaso es ¢ = 1 — p. Por lo tanto, la probabilidad para el orden especifico,
que termina en un €xito, es
pk—qu—kp — pkqx—k.

El nimero total de puntos muestrales en el experimento que termina en un éxito, des-
pués de la ocurrencia de k — 1 éxitos y x — k fracasos en cualquier orden, es igual al nd-
mero de particiones de x — | ensayos en dos grupos con k — 1 éxitos, que corresponden
aun grupo, y x — k fracasos, que corresponden al otro grupo. Este nimero se especifica
con el término (;(‘: }), cada uno es mutuamente excluyente y tiene las mismas probabi-

lidades de ocurrir p‘g*~*. Obtenemos la formula general multiplicando p*¢*~* por (ij)

Distribucién
binomial
negativa

Si ensayos independientes repetidos pueden dar como resultado un éxito con probabili-
dad p y un fracaso con probabilidad g = 1 — p, entonces la distribucién de probabilidad

de la variable aleatoria X, el nimero del ensayo en el que ocurre el k-ésimo €xito, es
* x—1 k x—k
b (x;k, p) = k-1 P q , x=kk+1Lk+2,...

Ejemplo 5.14: | En la serie de campeonato de la NBA (National Basketball Association), el equipo que

Solucion:

gane 4 de 7 juegos serd el ganador. Suponga que los equipos A y B se enfrentan en los
juegos de campeonato y que el equipo A tiene una probabilidad de 0.55 de ganarle al
equipo B.

a) (Cudl es la probabilidad de que el equipo A gane la serie en 6 juegos?

b) ;Cuadl es la probabilidad de que el equipo A gane la serie?

¢) Siambos equipos se enfrentaran en la eliminatoria de una serie regional y el triunfa-
dor fuera el que ganara 3 de 5 juegos, ;cudl es la probabilidad de que el equipo A
gane la serie?

a) b*(6;4,0.55) = (2)0.554(1 —0.55)5=% = 0.1853.
b) P(el equipo A gana la serie de campeonato) es
b*(4;4,0.55) + b*(5;4,0.55) + b*(6;4,0.55) + b*(7;4,0.55)
= 0.0915 + 0.1647 4 0.1853 + 0.1668 = 0.6083.
c) P(el equipo A gana la eliminatoria) es

b*(3:3,0.55) + b*(4;3,0.55) + b*(5:3,0.55)
= 0.1664 + 0.2246 + 0.2021 = 0.5931. 1
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La distribucién binomial negativa deriva su nombre del hecho de que cada tér-
mino de la expansion de p“(1 — g)™* corresponde a los valores de b*(x; k, p) para x = k,
k+ 1,k + 2,.... Si consideramos el caso especial de la distribucién binomial negativa,
donde k = 1, tenemos una distribucién de probabilidad para el nimero de ensayos que
se requieren para un solo €xito. Un ejemplo seria lanzar una moneda hasta que salga
una cara. Nos podemos interesar en la probabilidad de que la primera cara resulte en el
cuarto lanzamiento. En este caso la distribucién binomial negativa se reduce a la forma

P(x;L,p)=pg*~!, x=1273,...

Como los términos sucesivos constituyen una progresion geométrica, se acostumbra re-
ferirse a este caso especial como distribucién geométrica y denotar sus valores con

g(x; p).

Distribucién
geométrica

Si pruebas independientes repetidas pueden tener como resultado un éxito con probabi-
lidad p y un fracaso con probabilidad ¢ = 1 — p, entonces la distribucién de probabilidad
de la variable aleatoria X, el nimero de la prueba en el que ocurre el primer éxito, es

gCx;p) =pg*~', x=1,23,...

Ejemplo 5.15: | Se sabe que en cierto proceso de fabricacién uno de cada 100 articulos, en promedio,

Solucion:

resulta defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que el quinto articulo que se inspecciona,
en un grupo de 100, sea el primer defectuoso que se encuentra?
Si utilizamos la distribucién geométrica con x = 5y p = 0.01, tenemos

2(5;0.01) = (0.01)(0.99)* = 0.0096. N |

Ejemplo 5.16: 'En “momentos ajetreados” un conmutador telefénico estd muy cerca de su limite de

Solucion:

Teorema 5.3:

capacidad, por lo que los usuarios tienen dificultad para hacer sus llamadas. Seria inte-
resante saber cuantos intentos serian necesarios para conseguir un enlace telefénico.
Suponga que la probabilidad de conseguir un enlace durante un momento ajetreado es
p = 0.05. Nos interesa conocer la probabilidad de que se necesiten 5 intentos para enla-
zar con éxito una llamada.

Si utilizamos la distribucién geométrica con x = 5y p = 0.05, obtenemos

P(X =x) = g(5;0.05) = (0.05)(0.95)* = 0.041. 1

Muy a menudo, en aplicaciones que tienen que ver con la distribucién geométrica,
la media y la varianza son importantes. Se puede ver esto en el ejemplo 5.16, en donde
el nimero esperado de llamadas necesario para lograr un enlace es muy importante. A
continuacién se establecen, sin demostracion, la media y la varianza de la distribucion
geométrica.

La media y la varianza de una variable aleatoria que sigue la distribucién geométrica
son
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Aplicaciones de las distribuciones binomial negativa y geométrica

Las 4dreas de aplicacion de las distribuciones binomial negativa y geométrica serdn evi-
dentes cuando nos enfoquemos en los ejemplos de esta seccién y en los ejercicios que
se dedican a tales distribuciones al final de la seccién 5.5. En el caso de la distribucién
geométrica, el ejemplo 5.16 describe una situacién en que los ingenieros o adminis-
tradores intentan determinar cudn ineficiente es un sistema de conmutacion telefonica
durante periodos ajetreados. En este caso es evidente que los ensayos que ocurren antes
de un éxito representan un costo. Si hay una alta probabilidad de que se requieran varios
intentos antes de lograr conectarse, entonces se deberia redisefiar el sistema.

Las aplicaciones de la distribucién binomial negativa son similares por naturaleza.
Supongamos que los intentos son costosos en algtin sentido y que ocurren en secuencia.
La alta probabilidad de que se requiera un nimero “grande” de intentos para experi-
mentar un nimero fijo de éxitos no es benéfica ni para el cientifico ni para el ingeniero.
Considere los escenarios de los ejercicios de repaso 5.90 y 5.91. En el ejercicio 5.91 el
perforador define cierto nivel de éxitos perforando diferentes sitios en secuencia para
encontrar petréleo. Si s6lo se han hecho 6 intentos en el momento en que se experimenta
el segundo éxito, pareceria que las utilidades superan de forma considerable la inversién
en que se incurre para la perforacion.

5.5 Distribucion de Poisson y proceso de Poisson

Los experimentos que producen valores numéricos de una variable aleatoria X, el nu-
mero de resultados que ocurren durante un intervalo de tiempo determinado o en una
region especifica, se denominan experimentos de Poisson. El intervalo de tiempo puede
ser de cualquier duracién, como un minuto, un dia, una semana, un mes o incluso un afio.
Por ejemplo, un experimento de Poisson podria generar observaciones para la variable
aleatoria X que representa el nimero de llamadas telefénicas por hora que recibe una
oficina, el nimero de dias que una escuela permanece cerrada debido a la nieve durante
el invierno o el nimero de juegos suspendidos debido a la lluvia durante la temporada
de béisbol. La region especifica podria ser un segmento de recta, una drea, un volumen
0 quizd una pieza de material. En tales casos X podria representar el nimero de ratas de
campo por acre, el niimero de bacterias en un cultivo dado o el nimero de errores meca-
nogréaficos por pagina. Un experimento de Poisson se deriva del proceso de Poisson y
tiene las siguientes propiedades:

Propiedades del proceso de Poisson

1. El niimero de resultados que ocurren en un intervalo o regién especifica es indepen-
diente del nimero que ocurre en cualquier otro intervalo de tiempo o regién del
espacio disjunto. De esta forma vemos que el proceso de Poisson no tiene memoria.

2. La probabilidad de que ocurra un solo resultado durante un intervalo de tiempo
muy corto o en una regién pequefia es proporcional a la longitud del intervalo o al
tamafio de la regidn, y no depende del nimero de resultados que ocurren fuera de
este intervalo de tiempo o region.

3. La probabilidad de que ocurra mas de un resultado en tal intervalo de tiempo corto
0 que caiga en tal regién pequeiia es insignificante.

El niimero X de resultados que ocurren durante un experimento de Poisson se llama
variable aleatoria de Poisson y su distribuciéon de probabilidad se llama distribu-
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cion de Poisson. El nimero medio de resultados se calcula a partir de 4 = At, donde ¢
es el “tiempo”, la “distancia”, el “drea” o el “volumen” especificos de interés. Como las
probabilidades dependen de A, denotaremos la tasa de ocurrencia de los resultados con
p(x; Af). La derivacion de la formula para p(x; Af), que se basa en las tres propiedades
de un proceso de Poisson que se listaron antes, estd fuera del alcance de este texto. La

siguiente férmula se utiliza para calcular probabilidades de Poisson.

Distribucién
de Poisson

La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson X, la cual representa
el niimero de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo dado o regién especificos
se denota con ¢, es
y e~ At (/\ 1)
p(x; At) = — X= 0,1,2,...,
donde A es el nimero promedio de resultados por unidad de tiempo, distancia, drea o
volumeny e = 2.71828...

La tabla A.2 contiene las sumatorias de la probabilidad de Poisson

r

P(r;A) = p(x; M),

x=0

para valores selectos de At que van de 0.1 a 18.0 Ilustramos el uso de esta tabla con los
siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 5.17: | Durante un experimento de laboratorio el nimero promedio de particulas radiactivas que

Solucion:

pasan a través de un contador en un milisegundo es 4. ;Cudl es la probabilidad de
que entren 6 particulas al contador en un milisegundo dado?

Al usar la distribucion de Poisson con x = 6 y A\t = 4, y al remitirnos a la tabla A.2, te-
nemos que

—446 6 5
p6:4) = S =3 prid) — 3 plxi4) = 0.8893 —0.7851 = 0.1042.

6! x=0 x=0 _l

Ejemplo 5.18: |El nimero promedio de camiones-tanque que llega cada dia a cierta ciudad portuaria es

Solucion:

Teorema 5.4:

10. Las instalaciones en el puerto pueden alojar a lo sumo 15 camiones-tanque por dia.
(Cudl es la probabilidad de que en un dia determinado lleguen mds de 15 camiones y se
tenga que rechazar algunos?

Sea X el nimero de camiones-tanque que llegan cada dia. Entonces, usando la tabla A.2,

tenemos
15

PX>15=1-PX <15 =1- Zp(x; 10) =1 —0.9513 = 0.0487.
x=0 _l
Como la distribucién binomial, la distribucién de Poisson se utiliza para control de
calidad, aseguramiento de calidad y muestreo de aceptacion. Ademds, ciertas distribucio-
nes continuas importantes que se usan en la teoria de confiabilidad y en la teoria de colas
dependen del proceso de Poisson. Algunas de estas distribuciones se analizan y desarro-
Ilan en el capitulo 6. El siguiente teorema acerca de la variable aleatoria de Poisson se
presenta en el apéndice A.25.

Tanto la media como la varianza de la distribucion de Poisson p(x; Af) son Az.
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Naturaleza de la funcién de probabilidad de Poisson

Al igual que muchas distribuciones discretas y continuas, la forma de la distribucién de
Poisson se vuelve cada vez mas simétrica, incluso con forma de campana, a medida
que la media se hace mas grande. Una ilustracion de esto son las graficas de la funcién
de probabilidad para u = 0.1, u = 2 y finalmente 4 = 5 que se muestran en la figura 5.1.
Observe como se acercan a la simetria cuando u se vuelve tan grande como 5. Con la
distribucién binomial ocurre algo parecido, como se ilustrard mas adelante en este texto.

1.0 0.30 0.30
p=01 p=2 pn=>5

0.75

0.20 0.20

= o5 X =

0.10 0.10

0.25
0 X 0 X 0 X
0 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10

Figura 5.1: Funciones de densidad de Poisson para diferentes medias.

Aproximacion de una distribucion binomial por medio
de una distribucion de Poisson

Teorema 5.5:

A partir de los tres principios del proceso de Poisson deberfa ser evidente que la distri-
bucién de Poisson se relaciona con la distribucién binomial. Aunque la de Poisson por
lo general se aplica en problemas de espacio y tiempo, como se ilustra con los ejemplos
5.17 y 5.18, se podria considerar como una forma limitante de la distribucién binomial.
En el caso de la distribucién binomial, si n es bastante grande y p es pequeiia, las condi-
ciones comienzan a simular las implicaciones de espacio o tiempo continuos del proceso
de Poisson. La independencia entre las pruebas de Bernoulli en el caso binomial es con-
sistente con la segunda propiedad del proceso de Poisson. Permitir que el pardmetro p se
acerque a cero se relaciona con la tercera propiedad del proceso de Poisson. De hecho,
si n es grande y p es cercana a 0, se puede usar la distribucién de Poisson, con u = np,
para aproximar probabilidades binomiales. Si p es cercana a 1, atin podemos utilizar la
distribucién de Poisson para aproximar probabilidades binomiales intercambiando lo
que definimos como éxito y fracaso, por lo tanto, cambiando p a un valor cercano a 0.

Sea X una variable aleatoria binomial con distribucién de probabilidad b(x; n, p). Cuan-
don — o, p — 0, y np "=3 u permanece constante,

b(x; n, p) = p(x; p).
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Ejemplo 5.19: | En cierta fdbrica los accidentes ocurren con muy poca frecuencia. Se sabe que la proba-

Solucion:

bilidad de un accidente en cualquier dia dado es de 0.005, y que los accidentes son inde-
pendientes entre si.

a) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia de cualquier periodo determinado de 400
dias ocurra un accidente?

b) (Cudl es la probabilidad de que ocurra un accidente a lo sumo en tres dias de tal pe-
riodo?

Sea X una variable aleatoria binomial con n = 400 y p = 0.005. Por consiguiente, np =
2. Si utilizamos la aproximacion de Poisson,

@ P(X=1=e¢22=0271y

3
b) P(X <3) = 3 e22% /x! = 0.857.
x=0 _l

Ejemplo 5.20: 'Enun proceso de fabricaciéon donde se manufacturan productos de vidrio ocurren defec-

Solucion:

tos o burbujas, lo cual ocasionalmente hace que la pieza ya no se pueda vender. Se sabe
que, en promedio, 1 de cada 1000 articulos producidos tiene una o mds burbujas. ;Cuadl
es la probabilidad de que una muestra aleatoria de 8000 tenga menos de 7 articulos con
burbujas?

Se trata basicamente de un experimento binomial con n = 8000y p = 0.001. Como p es
muy cercana a cero y n es bastante grande, haremos la aproximacion con la distribucién

de Poisson utilizando

‘u,:

(8000)(0.001) = 8.

Por lo tanto, si X representa el nimero de burbujas, tenemos

6

P(X<T) = Zb(x;SOOO, 0.001) = p(x;8) = 0.3134.

x=0

Ejercicios

5.49 La probabilidad de que una persona que vive en
cierta ciudad tenga un perro es de 0.3. Calcule la proba-
bilidad de que la décima persona entrevistada al azar en
esa ciudad sea la quinta que tiene un perro.

5.50 Calcule la probabilidad de que una persona que
lanza una moneda obtenga

a) latercera cara en el séptimo lanzamiento;

b) la primera cara en el cuarto lanzamiento.

5.51 Tres personas lanzan una moneda legal y el
disparejo paga los cafés. Si todas las monedas tienen
el mismo resultado, se lanzan de nuevo. Calcule la
probabilidad de que se necesiten menos de 4 lanza-
mientos.

5.52 Un cientifico inocula a varios ratones, uno a
la vez, el virus que produce una enfermedad, hasta que
encuentra a 2 que contraen la enfermedad. Si la proba-

bilidad de contraer la enfermedad es de 1/6, ;cudl es
la probabilidad de que tenga que inocular a 8 ratones?

5.53 Un estudio de un inventario determina que, en
promedio, el nimero de veces al dia que se solicita un
articulo especifico en un almacén es 5. ; Cual es la proba-
bilidad de que en un dia determinado este articulo se pida
a) mas de 5 veces?
b) ninguna vez?

5.54 De acuerdo con un estudio publicado por un
grupo de soci6logos dela Universidad de Massachusetts,
Estados Unidos, casi dos terceras partes de los 20 mi-
llones de personas que consumen Valium son mujeres.
Suponga que esta cifra es una estimacién vélida y cal-
cule la probabilidad de que en un determinado dia la
quinta prescripcion de Valium que da un médico sea
a) la primera prescripcion de Valium para una mujer;
b) la tercera prescripcion de Valium para una mujer.
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5.55 La probabilidad de que una persona que estudia
la carrera de piloto privado apruebe el examen escrito
para obtener la licencia es de 0.7. Calcule la probabili-
dad de que cierto estudiante apruebe el examen

a) en el tercer intento;

b) antes del cuarto intento.

5.56 En cierto crucero ocurren, en promedio, 3 acci-
dentes de transito al mes. ;Cudl es la probabilidad de
que en cualquier determinado mes en este crucero

a) ocurran exactamente 5 accidentes?

b) ocurran menos de 3 accidentes?

¢) ocurran al menos 2 accidentes?

5.57 Un escritor de libros comete, en promedio, dos
errores de procesamiento de texto por pagina en el pri-
mer borrador de su libro. ;Cudl es la probabilidad de
que en la siguiente pagina cometa

a) 4 o mas errores?

b) ningun error?

5.58 Cierta drea del este de Estados Unidos resulta
afectada, en promedio, por 6 huracanes al afio. Calcule
la probabilidad de que para cierto afio esta drea resulte
afectada por

a) menos de 4 huracanes;

b) cualquier cantidad entre 6 y 8 huracanes.

5.59 Suponga que la probabilidad de que una deter-
minada persona crea un rumor acerca de las transgre-
siones de cierta actriz famosa es de 0.8. ;Cudl es la
probabilidad de que
a) la sexta persona que escuche este rumor sea la
cuarta en creerlo?
b) la tercera persona que escuche este rumor sea la
primera en creerlo?

5.60 Se estima que el nimero promedio de ratas de
campo por acre, en un campo de 5 acres de trigo, es 12.
Calcule la probabilidad de que se encuentren menos de
7 ratas de campo

a) en un acre dado;

b) en 2 de los siguientes 3 acres que se inspeccionen.

5.61 Suponga que, en promedio, una persona en 1000
comete un error numérico al preparar su declaracién de
impuestos. Si se seleccionan 10,000 formas al azar y se
examinan, calcule la probabilidad de que 6, 7 u 8 de las
formas contengan un error.

5.62 Se sabe que la probabilidad de que un estudiante
de preparatoria no pase la prueba de escoliosis (curva-
tura de la espina dorsal) es de 0.004. De los siguientes
1875 estudiantes que se revisan en bisqueda de esco-
liosis, calcule la probabilidad de que

a) menos de 5 no pasen la prueba;

b) 8,9 0 10 no pasen la prueba.
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5.63 Calculelamediay la varianza de la variable alea-
toria X del ejercicio 5.58, que representa el nimero de
huracanes que afectan cada afio a cierta drea del este
de Estados Unidos.

5.64 Calcule la media y la varianza de la variable
aleatoria X del ejercicio 5.61, que representa el niimero
de personas, de cada 10,000, que comete un error al
preparar su declaracion de impuestos.

5.65 Un fabricante de automdviles se preocupa por
una falla en el mecanismo de freno de un modelo es-
pecifico. En raras ocasiones la falla puede causar una
catdstrofe al manejarlo a alta velocidad. La distribucion
del nimero de automdviles por aflo que experimentard
la catdstrofe es una variable aleatoria de Poisson con
A=5.

a) (Cudl es la probabilidad de que, a lo sumo, 3 au-
tomdviles por ailo de ese modelo especifico sufran
una catdstrofe?

b) (Cudl es la probabilidad de que mds de un auto-
movil por afio experimente una catastrofe?

5.66 Los cambios en los procedimientos de los ae-
ropuertos requieren una planeacion considerable. Los
indices de llegadas de los aviones son factores impor-
tantes que deben tomarse en cuenta. Suponga que los
aviones pequeios llegan a cierto aeropuerto, de acuerdo
con un proceso de Poisson, con una frecuencia de 6 por
hora. De esta manera, el pardmetro de Poisson para las
llegadas en un periodo de horas es u = 6¢.

a) (Cudl es la probabilidad de que lleguen exacta-
mente 4 aviones pequefios durante un periodo de
una hora?

b) (Cuidles la probabilidad de que lleguen al menos 4
durante un periodo de una hora?

¢) Si definimos un dia laboral como de 12 horas,
(cudl es la probabilidad de que al menos 75 avio-
nes pequeios lleguen durante un dia laboral?

5.67 Se supone que el nimero de clientes que llegan
por hora a ciertas instalaciones de servicio automotriz
sigue una distribucion de Poisson con media A = 7.
a) Calcule la probabilidad de que lleguen mas de 10
clientes en un periodo de dos horas.
b) (Cudl es el nimero medio de llegadas durante un
periodo de 2 horas?

5.68 Considere el ejercicio 5.62. ;Cual es el nimero
promedio de estudiantes que no pasan la prueba?

5.69 La probabilidad de que una persona muera al
contraer una infeccién viral es de 0.001. De los si-
guientes 4000 infectados con el virus, ;cudl es el nd-
mero promedio que morird?
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5.70 Una empresa compra lotes grandes de cierta
clase de dispositivo electrénico. Utiliza un método que
rechaza el lote completo si en una muestra aleatoria de
100 unidades se encuentran 2 o mds unidades defec-
tuosas.

a) (Cudl es el nimero promedio de unidades defec-
tuosas que se encuentran en una muestra de 100
unidades si el lote tiene 1% de unidades defec-
tuosas?

b) (Cudl es la varianza?

5.71 Se sabe que para cierto tipo de alambre de cobre
ocurren, en promedio, 1.5 fallas por milimetro. Si se
supone que el nimero de fallas es una variable aleatoria
de Poisson, jcudl es la probabilidad de que no ocurran
fallas en cierta parte de un alambre que tiene 5 mili-
metros de longitud? ;Cudl es el nimero promedio de
fallas en alguna parte de un alambre que tiene 5 mili-
metros de longitud?

5.72 Los baches en ciertas carreteras pueden ser
un problema grave y requieren reparacién constante-
mente. Con un tipo especifico de terreno y mezcla de
concreto la experiencia sugiere que hay, en promedio, 2
baches por milla después de cierta cantidad de uso. Se
supone que el proceso de Poisson se aplica a la variable
aleatoria “niimero de baches”.
a) (Cudles la probabilidad de que no aparezca mas de
un bache en un tramo de una milla?
b) ;Cudl es la probabilidad de que no aparezcan més
de 4 baches en un tramo determinado de 5 millas?

5.73 En ciudades grandes los administradores de los
hospitales se preocupan por el flujo de personas en las
salas de urgencias. En un hospital especifico de una
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5.77 Durante un proceso de produccién, cada dia se
seleccionan al azar 15 unidades de la linea de ensamble
para verificar el porcentaje de articulos defectuosos. A
partir de informacion histérica se sabe que la probabi-
lidad de tener una unidad defectuosa es de 0.05. Cada
vez que se encuentran dos o mds unidades defectuosas
en la muestra de 15, el proceso se detiene. Este pro-
cedimiento se utiliza para proporcionar una sefial en
caso de que aumente la probabilidad de unidades de-
fectuosas.

a) (Cudl es la probabilidad de que en un dia deter-
minado se detenga el proceso de produccién? (Su-
ponga 5% de unidades defectuosas).

b) Suponga que la probabilidad de una unidad defec-
tuosa aumenta a 0.07. ;Cuadl es la probabilidad de
que en cualquier dia no se detenga el proceso
de produccion?
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ciudad grande el personal disponible no puede alojar
el flujo de pacientes cuando hay mds de 10 casos de
emergencia en una hora determinada. Se supone que la
llegada de los pacientes sigue un proceso de Poisson y
los datos histéricos sugieren que, en promedio, llegan
5 emergencias cada hora.

a) (Cudl es la probabilidad de que en una hora de-
terminada el personal no pueda alojar el flujo de
pacientes?

b) (Cudl es la probabilidad de que, durante un turno
de 3 horas, lleguen mas de 20 emergencias?

5.74 Se sabe que 3% de las personas a las que se les
revisa el equipaje en un aeropuerto lleva objetos cues-
tionables. ;Cudl es la probabilidad de que una serie de
15 personas cruce sin problemas antes de que se atrape
a una con un objeto cuestionable? ;Cudl es el nimero
esperado de personas que pasardn antes de que se de-
tenga a una?

5.75 La tecnologia cibernética ha generado un am-
biente donde los “robots” funcionan con el uso de mi-
croprocesadores. La probabilidad de que un robot falle
durante cualquier turno de 6 horas es de 0.10. ;Cudl es
la probabilidad de que un robot funcione a lo sumo 5
turnos antes de fallar?

5.76 Se sabe que la tasa de rechazo en las encuestas
telefonicas es de aproximadamente 20%. Un reportaje
del periddico indica que 50 personas respondieron a
una encuesta antes de que una se rehusara a participar.
a) Comente acerca de la validez del reportaje. Utilice
una probabilidad en su argumento.
b) (Cudl es el nimero esperado de personas encues-
tadas antes de que una se rehtise a responder?

5.78 Se considera utilizar una maquina automadtica
de soldadura para un proceso de produccion. Antes de
comprarla se probard para verificar si tiene éxito en
99% de sus soldaduras. Si no es asi, se considerard que
no es eficiente. La prueba se llevard a cabo con un pro-
totipo que requiere hacer 100 soldaduras. La madquina
se aceptard para la produccién sélo si no falla en mas
de 3 soldaduras.
a) (Cudl es la probabilidad de que se rechace una
buena maquina?
b) (Cudl es la probabilidad de que se acepte una ma-
quina ineficiente que solde bien el 95% de las veces?

5.79 Una agencia de renta de automdviles en un ae-
ropuerto local tiene 5 Ford, 7 Chevrolet, 4 Dodge, 3
Honda y 4 Toyota disponibles. Si la agencia selecciona
al azar 9 de estos automdviles para transportar delega-
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dos desde el aeropuerto hasta el centro de convencio-
nes de la ciudad, calcule la probabilidad de que rente 2
Ford, 3 Chevrolet, 1 Dodge, 1 Honda y 2 Toyota.

5.80 Enun centro de mantenimiento que recibe llama-
das de servicio de acuerdo con un proceso de Poisson
entran, en promedio, 2.7 llamadas por minuto. Calcule
la probabilidad de que
a) no entren mas de 4 llamadas en cualquier minuto;
b) entren menos de 2 llamadas en cualquier minuto;
c) entren mds de 10 llamadas en un periodo de 5 mi-
nutos.

5.81 Una empresa de electrénica afirma que la pro-
porcién de unidades defectuosas de cierto proceso
es de 5%. Un comprador sigue el procedimiento estdn-
dar de inspeccionar 15 unidades elegidas al azar de un
lote grande. En una ocasién especifica el comprador
encuentra 5 unidades defectuosas.

a) (Cudl es la probabilidad de que esto ocurra, si es
correcta la afirmacion de que el 5% de los produc-
tos son defectuosos?

b) (Cdémo reaccionaria usted si fuera el comprador?

5.82 Un dispositivo electrénico de conmutacién fa-
1la ocasionalmente, pero se considera que es satisfac-
torio si, en promedio, no comete mds de 0.20 errores
por hora. Se elige un periodo particular de 5 horas para
probarlo. Si durante este periodo no ocurre mas de un
error, se considera que el funcionamiento del disposi-
tivo es satisfactorio.

a) (Cudl es la probabilidad de que, con base en la
prueba, se considere que un dispositivo no funciona
satisfactoriamente cuando en realidad si lo hace?
Suponga que se trata de un proceso de Poisson.

b) (Cudl es la probabilidad de que un dispositivo se
considere satisfactorio cuando, de hecho, el nimero
medio de errores que comete es 0.25? De nue-
vo suponga que se trata de un proceso de Poisson.

5.83 Una empresa por lo general compra lotes gran-
des de cierta clase de dispositivo electrénico. Utiliza un
método que rechaza el lote completo si encuentra 2 o
mds unidades defectuosas en una muestra aleatoria de
100 unidades.
a) (Cudl es la probabilidad de que el método rechace
un lote que tiene un 1% de unidades defectuosas?
b) (Cudl es la probabilidad de que acepte un lote que
tiene 5% de unidades defectuosas?

5.84 El propietario de una farmacia local sabe que, en
promedio, llegan a su farmacia 100 personas por hora.
a) Calcule la probabilidad de que en un periodo de-
terminado de 3 minutos nadie entre a la farmacia.

b) Calcule la probabilidad de que en un periodo dado
de 3 minutos entren mas de 5 personas a la farmacia.
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5.85 a) Suponga que lanza 4 dados. Calcule la proba-
bilidad de obtener al menos un 1.

b) Suponga que lanza 2 dados 24 veces. Calcule la

probabilidad de obtener al menos uno (1, 1), es
decir, un “ojos de serpiente”.

5.86 Suponga que de 500 billetes de loteria que se
venden, 200 le dan a ganar al comprador al menos el
costo del billete. Ahora suponga que usted compra 5
billetes. Calcule la probabilidad de ganar al menos el
costo de 3 billetes.

5.87 Las imperfecciones en los tableros de circuitos
y los microcircuitos de computadora se prestan para un
andlisis estadistico. Un tipo particular de tablero con-
tiene 200 diodos y la probabilidad de que falle alguno
es de 0.03.
a) (Cudl es el nimero promedio de fallas en los dio-
dos?
b) (Cudl es la varianza?
¢) El tablero funciona si no tiene diodos defectuosos.
(Cudl es la probabilidad de que un tablero fun-
cione?

5.88 EI comprador potencial de un motor particular re-
quiere (entre otras cosas) que éste encienda 10 veces con-
secutivas. Suponga que la probabilidad de que encienda
es de 0.990. Suponga que los resultados de intentos de
encendido son independientes.
a) (Cudl es la probabilidad de que el posible compra-
dor acepte el motor después de sélo 10 encendidos?
b) (Cudl es la probabilidad de que se tenga que in-
tentar encenderlo 12 veces durante el proceso de
aceptacion?
5.89 El esquema de aceptacion para comprar lotes
que contienen un nimero grande de baterias consiste
en probar no mds de 75 baterfas seleccionadas al azar
y rechazar el lote completo si falla una sola baterfa.
Suponga que la probabilidad de encontrar una que falle
es de 0.001.
a) (Cudl es la probabilidad de que se acepte un lote?
b) (Cudl es la probabilidad de que se rechace un lote
en la vigésima prueba?
¢) (Cudl es la probabilidad de que se rechace en 10 o
menos pruebas?

5.90 Unaempresa que perfora pozos petroleros opera
en varios sitios y su éxito o fracaso es independiente de
un sitio a otro. Suponga que la probabilidad de éxito en
cualquier sitio especifico es de 0.25.

a) (Cudl es la probabilidad de que un perforador ba-
rrene 10 sitios y tenga un éxito?

b) El perforador se declarard en bancarrota si tiene
que perforar 10 veces antes de que ocurra el pri-
mer €xito. ;Cudles son las perspectivas de banca-
rrota del perforador?
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591 Considere la informacién del ejercicio de repaso
5.90. El perforador cree que “dard en el clavo” si logra
el segundo éxito durante o antes del sexto intento. ;Cudl
es la probabilidad de que el perforador “dé€ en el clavo™?

5.92  Una pareja decide que continuard procreando hi-
jos hasta tener dos hombres. Suponiendo que P(hombre)
= 0.5, ;cudl es la probabilidad de que su segundo nifio
sea su cuarto hijo?

5.93 Por los investigadores se sabe que una de cada
100 personas es portadora de un gen que lleva a la heren-
cia de cierta enfermedad crénica. En una muestra alea-
toria de 1000 individuos, ;cudl es la probabilidad de que
menos de 7 individuos porten el gen? Utilice la aproxi-
macién de Poisson. Nuevamente con la aproximacién de
Poisson, determine cudl es el nimero promedio aproxi-
mado de personas, de cada 1000, que portan el gen.

5.94 Un proceso de fabricacion produce piezas para
componentes electrénicos. Se supone que la proba-
bilidad de que una pieza salga defectuosa es de 0.01.
Durante una prueba de esta suposicion se obtiene una
muestra al azar de 500 articulos y se encuentran 15 de-
fectuosos.

a) (Cudl es su respuesta ante la suposicién de que
1% de las piezas producidas salen defectuosas?
Asegurese de acompafiar su comentario con un
célculo de probabilidad.

b) Suponiendo que 1% de las piezas producidas salen
con defecto, ¢cudl es la probabilidad de que sélo
se encuentren 3 defectuosas?

c) Resuelva de nueva cuenta los incisos a) y b) utili-
zando la aproximacién de Poisson.

5.95 Un proceso de manufactura produce articu-
los en lotes de 50. Se dispone de planes de muestreo
en los cuales los lotes se apartan periddicamente y
se someten a cierto tipo de inspeccion. Por lo general se
supone que la proporcién de articulos defectuosos que
resultan del proceso es muy pequefia. Para la empresa
también es importante que los lotes que contengan ar-
ticulos defectuosos sean un evento raro. El plan actual
de inspeccién consiste en elegir lotes al azar, obtener
muestras periddicas de 10 en 50 articulos de un lote vy,
si ninguno de los muestreados esta defectuoso, no se
realizan acciones.

a) Suponga que se elige un lote al azar y 2 de cada 50
articulos tienen defecto. ;Cudl es la probabilidad
de que al menos uno en la muestra de 10 del lote
esté defectuoso?

b) A partir de su respuesta en el inciso a), comente
sobre la calidad de este plan de muestreo.

¢) (Cudl es el nimero promedio de articulos defec-
tuosos encontrados por cada 10 articulos de la
muestra?
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5.96 Considere la situacién del ejercicio de repaso
5.95. Se ha determinado que el plan de muestreo debe-
ria ser lo suficientemente amplio como para que haya
una probabilidad alta, digamos de 0.9, de que si hay
tantos como 2 articulos defectuosos en el lote de 50 que
se muestrea, al menos uno se encuentre en el muestreo.
Con tales restricciones, ¢ cuantos de los 50 articulos de-
berian muestrearse?

5.97 Laseguridad nacional requiere que la tecnologia
de defensa sea capaz de detectar proyectiles o misiles
ofensivos. Para que este sistema de defensa sea exitoso,
serequieren multiples pantallas de radar. Suponga que se
usardn tres pantallas independientes y que la proba-
bilidad de que cualquiera detecte un misil ofensivo es
de 0.8. Es evidente que si ninguna pantalla detecta un
misil ofensivo, el sistema no funciona y requiere me-
jorarse.
a) (Cudl es la probabilidad de que ninguna de las
pantallas detecte un misil ofensivo?
b) (Cudl es la probabilidad de que sélo una de las
pantallas detecte el misil?
¢) (Cudl es la probabilidad de que al menos 2 de las
3 pantallas detecten el misil?

5.98 Suponga que es importante que el sistema ge-
neral de defensa contra misiles sea lo mas perfecto po-
sible.

a) Suponga que la calidad de las pantallas es la que se
indica en el ejercicio de repaso 5.97. ;Cudntas
se requieren, entonces, para asegurar que la proba-
bilidad de que el misil pase sin ser detectado sea
de 0.0001?

b) Suponga que se decide utilizar s6lo 3 pantallas e
intentar mejorar la capacidad de deteccion de las
mismas. ;Cudl debe ser la eficacia individual de
las pantallas (es decir, la probabilidad de detec-
cidén), para alcanzar la eficacia que se requiere en
el inciso a?

5.99 Regrese al ejercicio de repaso 5.95a. Vuelva a
calcular la probabilidad usando la distribucién bino-
mial. Comente su respuesta.

5.100 En cierto departamento universitario de esta-
distica hay dos vacantes. Cinco personas las solicitan;
dos de ellas tienen experiencia con modelos lineales y
una tiene experiencia con probabilidad aplicada. Al co-
mité de seleccion se le indicé elegir a los 2 aspirantes
aleatoriamente.
a) (Cudl es la probabilidad de que los 2 elegidos sean
los que tienen experiencia con modelos lineales?
b) (Cudl es la probabilidad de que, de los 2 elegidos,
uno tenga experiencia con modelos lineales y el
otro con probabilidad aplicada?
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5.101 El fabricante de un triciclo para nifios ha reci-
bido quejas porque su producto tiene defecto en los fre-
nos. De acuerdo con el disefio del producto y muchas
pruebas preliminares, se determiné que la probabilidad
del tipo de defecto reportado era 1 en 10,000 (es decir, de
0.0001). Después de una minuciosa investigacion
de las quejas se determiné que durante cierto periodo
se eligieron aleatoriamente 200 articulos de la produc-
cién, de los cuales 5 tuvieron frenos defectuosos.
a) Comente sobre la afirmacion de “uno en 10,000”
del fabricante. Utilice un argumento probabilistico.
Use la distribucién binomial para sus calculos.
b) Repita el inciso a utilizando la aproximacién de
Poisson.

5.102 Proyecto de grupo: Separe la clase en dos
grupos aproximadamente del mismo tamafio. Cada
uno de los estudiantes del grupo 1 lanzard una moneda
10 veces (n)) y contard el nimero de caras resultan-
tes. Cada uno de los estudiantes del grupo 2 lanzard
una moneda 40 veces (n,) y también contara el nimero
de caras obtenidas. Los miembros de cada grupo deben
calcular de manera individual la proporcién de caras ob-
servadas, que es una estimacion de p, la probabilidad de
obtener una cara. De esta manera, habrd un conjunto
de valores de p, (del grupo 1) y un conjunto de valores de
P, (del grupo 2). Todos los valores de p, y p, son estima-
ciones de 0.5, que es el valor verdadero de la probabili-
dad de obtener una cara de una moneda legal.
a) (Cudl conjunto de valores se acerca con mayor
consistencia a 0.5, el de p, o el de p,? Considere
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la demostracion del teorema 5.1 de la pdgina 147
con respecto a las estimaciones del pardmetro p =
0.5. Los valores de p, se obtuvieron con n = n,
= 10y los valores de p, se obtuvieronconn = n, =
40. Si se utiliza la notacion de la demostracion, las
estimaciones estan dadas por

x L+,

1 = - >

n m
donde / ,..., In] son ceros y unos y n, = 10,y

_ x_Z _ Il + - +Inz
P2 2 —nz >
donde I,,...,[ son nuevamente ceros y unosy n, =
40. i
b) Remitase nuevamente al teorema 5.1 y demuestre
que
E(p1) =E(p2) =p=05.
2 o%
c) Demuesgre que 0, = n_11 es 4 veces el valor de
2 _ Ox,
P2 no
de p, del grupo 2 se acercan con mayor consisten-
cia al valor verdadero, p = 0.5, que los valores de
p, del grupo 1.

. Explique, ademds, por qué los valores

Aprendera mucho mds sobre la estimacion de parame-
tros a partir del capitulo 9. Ahi pondremos mas énfasis
en la importancia de la media y la varianza de un esti-
mador de un pardmetro.

5.6 Posibles riesgos y errores conceptuales; relacion

con el material de otros capitulos

Las distribuciones discretas estudiadas en este capitulo ocurren con mucha frecuencia
en los escenarios de la ingenieria, asif como en los de las ciencias bioldgicas y fisicas. Es
evidente que los ejemplos y los ejercicios sugieren esto. Los planes de muestreo indus-
trial y muchas de las decisiones en ingenieria se basan en las distribuciones binomial y
de Poisson, asi como en la distribucion hipergeométrica. Mientras que las distribuciones
binomial negativa y geométrica se utilizan en menor grado, también tienen aplicaciones.
En especifico, una variable aleatoria binomial negativa se puede ver como una mezcla
de variables aleatorias gamma y de Poisson (la distribucién gamma se estudiard en el
capitulo 6).

A pesar de las multiples aplicaciones que estas distribuciones tienen en la vida real,
podrian utilizarse de manera incorrecta, a menos que el cientifico sea prudente y cui-
dadoso. Desde luego, cualquier cdlculo de probabilidad para las distribuciones que se
estudiaron en este capitulo se realiza bajo el supuesto de que se conoce el valor del pa-
rametro. Las aplicaciones en el mundo real a menudo resultan en un valor del pardmetro
que se puede “desplazar” debido a factores que son dificiles de controlar en el proceso,
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o debido a intervenciones en el proceso que no se han tomado en cuenta. Por ejemplo,
en el ejercicio de repaso 5.77 se utilizé “informacién histérica”; sin embargo, jel pro-
ceso actual es el mismo que aquel en que se recabaron los datos histéricos? El uso de
la distribucion de Poisson tiene incluso mds posibilidades de enfrentar esta dificultad.
Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 5.80 las preguntas de los incisos a, b y ¢ se basan
en el uso de ¢ = 2.7 llamadas por minuto. Con base en los registros historicos éste es el
nimero de llamadas que se reciben “en promedio”. Pero en ésta y muchas otras aplica-
ciones de la distribucion de Poisson hay momentos desocupados y momentos ajetreados,
de manera que se espera que haya momentos en que las condiciones para el proceso de
Poisson parezcan cumplirse, cuando en realidad no lo hacen. Por consiguiente, los
célculos de probabilidad podrian ser incorrectos. En el caso de la distribucién binomial,
la condicién que podria fallar en ciertas aplicaciones (ademads de la falta de constancia
de p) es la suposicién de independencia, estipulando que los experimentos de Bernoulli
son independientes.

Una de las aplicaciones incorrectas mds célebres de la distribucién binomial ocurrié
en la temporada de béisbol de 1961, cuando Mickey Mantle y Roger Maris se enfrasca-
ron en una batalla amistosa por romper el récord de todos los tiempos de 60 jonrones es-
tablecido por Babe Ruth. Un famoso articulo de una revista predijo, con base en la teoria
de la probabilidad, que Mantle romperia el récord. La prediccion estaba fundamentada
en un calculo de probabilidad en el que se utilizé la distribucién binomial. El error cld-
sico cometido fue la estimacion del pardmetro p (uno para cada jugador) con base en la
frecuencia histdrica relativa de jonrones a lo largo de la carrera de los 2 jugadores. Maris,
a diferencia de Mantle, no habia sido un jonronero prodigioso antes de 1961, de manera
que su estimado de p fue bastante bajo. Como resultado de esto se determiné que Mantle
tenia mas probabilidades que Maris de romper el récord, pero quien logré romperlo al
final fue este dltimo.



Capitulo 6

Algunas distribuciones continuas
de probabilidad

6.1 Distribucion uniforme continua

Una de las distribuciones continuas mas simples de la estadistica es la distribucion
uniforme continua. Esta distribucion se caracteriza por una funcién de densidad que es
“plana”, por lo cual la probabilidad es uniforme en un intervalo cerrado, digamos [A, B].
Aunque las aplicaciones de la distribucién uniforme continua no son tan abundantes
como las de otras distribuciones que se presentan en este capitulo, es apropiado para el
principiante que comience esta introduccién a las distribuciones continuas con la distri-
bucién uniforme.

Distribucion
uniforme

La funcidn de densidad de la variable aleatoria uniforme continua X en el intervalo
[A, B] es

1 A <x <B,

f(x;A, B) = {m

0, en otro caso.

La funcién de densidad forma un rectdngulo con base B — A y altura constante ﬁ.
Como resultado, la distribucién uniforme a menudo se conoce como distribucion rec-
tangular. Sin embargo, observe que el intervalo no siempre es cerrado: [A, B]; también
puede ser (A, B). En la figura 6.1 se muestra la funcién de densidad para una variable
aleatoria uniforme en el intervalo [1, 3].

Resulta sencillo calcular las probabilidades para la distribucion uniforme debido a la
naturaleza simple de la funcién de densidad. Sin embargo, observe que la aplicacién de
esta distribucion se basa en el supuesto de que la probabilidad de caer en un intervalo
de longitud fija dentro de [A, B] es constante.

Ejemplo 6.1: | Suponga que el tiempo maximo que se puede reservar una sala de conferencias grande

de cierta empresa son cuatro horas. Con mucha frecuencia tienen conferencias extensas
y breves. De hecho, se puede suponer que la duracién X de una conferencia tiene
una distribucién uniforme en el intervalo [0, 4].

171
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0 1 3 X

Figura 6.1: Funcion de densidad para una variable aleatoria en el intervalo [1, 3].

a) (Cudl es la funcion de densidad de probabilidad?

b) ;Cudl es la probabilidad de que cualquier conferencia determinada dure al menos
3 horas?

Solucion: a) La funcién de densidad apropiada para la variable aleatoria X distribuida uniforme-
mente en esta situacion es

1 0<x <4,
0, en otro caso.

b) PIX =3]1= [} Lax =1 N |

Teorema 6.1: La media y la varianza de la distribucién uniforme son

_A+B 5, (B—A)?
=T YO ST

Las demostraciones de los teoremas se dejan al lector. Véase el ejercicio 6.1 de la pagi-
na 185.

6.2 Distribucion normal

La distribucién de probabilidad continua mas importante en todo el campo de la estadis-
tica es la distribucion normal. Su gréfica, denominada curva normal, es la curva con
forma de campana de la figura 6.2, la cual describe de manera aproximada muchos fené-
menos que ocurren en la naturaleza, la industria y la investigacién. Por ejemplo, las
mediciones fisicas en dreas como los experimentos meteoroldgicos, estudios de la precipi-
tacion pluvial y mediciones de partes fabricadas a menudo se explican mds que adecua-
damente con una distribucion normal. Ademas, los errores en las mediciones cientificas
se aproximan muy bien mediante una distribuciéon normal. En 1733, Abraham DeMoivre
desarroll6 la ecuacién matematica de la curva normal, la cual sentd las bases sobre
las que descansa gran parte de la teoria de la estadistica inductiva. La distribucién nor-
mal a menudo se denomina distribucion gaussiana en honor de Karl Friedrich Gauss
(1777-1855), quien también derivé su ecuacion a partir de un estudio de errores en me-
diciones repetidas de la misma cantidad.
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e— 0—>

1

Figura 6.2: La curva normal.

Una variable aleatoria continua X que tiene la distribucién en forma de campana de
la figura 6.2 se denomina variable aleatoria normal. La ecuacién matemadtica para la
distribucion de probabilidad de la variable normal depende de los dos pardmetros [1 y o,
su media y su desviacion estandar, respectivamente. Por ello, denotamos los valores de
la densidad de X por n(x; i, 0).

Distribucién
normal

La densidad de la variable aleatoria normal X, con media p y varianza o2, es

1 2
e T o0 < x < 00,

1
n(x,,u,a)_\/%

donde 7 = 3.14159...y e = 2.71828....

Una vez que se especifican [t y 0, la curva normal queda determinada por completo. Por
ejemplo, si p = 50y o = 5, entonces se pueden calcular las ordenadas n(x; 50, 5) para
diferentes valores de x y dibujar la curva. En la figura 6.3 aparecen dos curvas normales
que tienen la misma desviacion estdndar pero diferentes medias. Las dos curvas son
idénticas en forma, pero estdn centradas en diferentes posiciones a lo largo del eje ho-
rizontal.

0y =0,

1 Ha

Figura 6.3: Curvas normales con p, < 1, y 0, = 0,.
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T1

T2

- X
Ha = 2

Figura 6.4: Curvas normales con i, = p, y 0, < 0,.

En la figura 6.4 se muestran dos curvas normales con la misma media pero con
desviaciones estdndar diferentes. Aqui se observa que las dos curvas estdn centradas
exactamente en la misma posicion sobre el eje horizontal; sin embargo, la curva con la
mayor desviacion estdndar es mds baja y mds extendida. Recuerde que el drea bajo una
curva de probabilidad debe ser igual a 1y, por lo tanto, cuanto mas variable sea el con-
junto de observaciones, mas baja y mds ancha serd la curva correspondiente.

La figura 6.5 muestra dos curvas normales que tienen diferentes medias y diferentes
desviaciones estandar. Evidentemente, estdn centradas en posiciones diferentes sobre el
eje horizontal y sus formas reflejan los dos valores diferentes de o.

P

!
HA He x

Figura 6.5: Curvas normales con 1, < i1,y 0, < 0,.

Con base en lo que observamos en las figuras 6.2 a 6.5, y en el examen de la prime-
ra 'y la segunda derivadas de n (x; u, 0), listamos las siguientes propiedades de la curva
normal:

1. La moda, que es el punto sobre el eje horizontal donde la curva tiene su punto
maximo, ocurre en x = [.
2. Lacurva es simétrica alrededor de un eje vertical a través de la media .

3. La curva tiene sus puntos de inflexién en x = p £ 0, es concava hacia abajo si
U—0 <X <+ o,y es concava hacia arriba en otro caso.
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4. La curva normal se aproxima al eje horizontal de manera asintdtica, conforme
nos alejamos de la media en cualquier direccion.

5. El drea total bajo la curva y sobre el eje horizontal es igual a uno.

Teorema 6.2: La mediay la varianza de n (x; y, 0) son p 'y o”, respectivamente. Por lo tanto, la des-
viacién estandar es 0.

Prueba: Para evaluar la media primero calculamos

B - = [ IEe

Al establecer que z = (x — )/ 0y dx = 0 dz, obtenemos

EX —p) = 2z =0,

1 / <
—_— ze
V2T J
dado que la integral anterior es una funcién impar de z. Al aplicar el teorema 4.5 de la
pagina 128 concluimos que

E(X) = pu

La varianza de la distribucién normal es dada por

E[X —p*] = L/ (x — e HE-m/aP gy

\2mo

De nuevo, al establecer que z = (x — i)/ 0 y dx = 0 dz, obtenemos

2 poo )
ElX —w?] = \}%r/ e dz.

Al integrar por partesconu =z y dv = ze~%" /2 dz de modo quedu=dzyv=—e/2,
encontramos que

o? 25| * 2
E[X =’ = —= (—ze—z 7| +/ et /2 dz> =0’0+1)=0"
V2 —o S

Muchas variables aleatorias tienen distribuciones de probabilidad que se pueden
describir de forma adecuada mediante la curva normal, una vez que se especifiquen 4y
o2 En este capitulo supondremos que se conocen estos dos pardmetros, quizds a partir
de investigaciones anteriores. Mds adelante haremos inferencias estadisticas cuando se
desconozcan 1y 02y se estimen a partir de los datos experimentales disponibles.

Anteriormente sefialamos el papel que desempeifia la distribucién normal como una
aproximacién razonable de variables cientificas en experimentos de la vida real. Hay
otras aplicaciones de la distribucién normal que el lector apreciard a medida que avance
en el estudio de este libro. La distribucién normal tiene muchas aplicaciones como dis-
tribucion limitante. En ciertas condiciones, la distribucion normal ofrece una buena
aproximacion continua a las distribuciones binomial e hipergeométrica. El caso de
la aproximacién a la distribucién binomial se examina en la seccién 6.5. En el capitulo 8
el lector aprenderd acerca de las distribuciones muestrales. Resulta que la distribucién
limitante de promedios muestrales es normal, lo que brinda una base amplia para la
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inferencia estadistica, que es muy valiosa para el analista de datos interesado en la estima-
cioén y prueba de hipdtesis. Las teorias de dreas importantes como el andlisis de varianza
(capitulos 13, 14 y 15) y el control de calidad (capitulo 17) se basan en suposiciones que
utilizan la distribucién normal.

En la seccién 6.3 se ofrecen ejemplos para demostrar como se utilizan las tablas de
la distribucién normal. En la seccién 6.4 contintian los ejemplos de aplicaciones de la
distribucién normal.

6.3 Areas bajo la curva normal

La curva de cualquier distribucién continua de probabilidad o funcién de densidad se
construye de manera que el drea bajo la curva limitada por las dos ordenadas x = x, y
X = x, sea igual a la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor entre x = x,
y x = x,. Por consiguiente, para la curva normal de la figura 6.6,

X2

P(x, <X <x2):/ n(x;p, 0)dx = ;/
2o

X1 X1

1 2
e~ o7 (=) dx,

es representada por el drea de la region sombreada.

X
Xy H X2

Figura 6.6: P(x, < X < x,) = drea de la regién sombreada.

En las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 vimos cémo la curva normal depende de la media y de
la desviacion estandar de la distribucién que se estd estudiando. El drea bajo la curva
entre cualesquiera dos ordenadas también debe depender de los valores [t y 0. Esto es
evidente en la figura 6.7, donde sombreamos las regiones que corresponden a P(x, < X
< x,) para dos curvas con medias y varianzas diferentes. P(x, < X < x,), donde X es la
variable aleatoria que describe la distribucién A, se indica por el drea sombreada mas
oscura debajo de la curva de A. Si X es la variable aleatoria que describe la distribucion B,
entonces P(x, < X < x,) es dada por toda la regién sombreada. Evidentemente, las dos
regiones sombreadas tienen tamanos diferentes; por lo tanto, la probabilidad asociada
con cada distribucion serd diferente para los dos valores dados de X.

Existen muchos tipos de programas estadisticos que sirven para calcular el drea bajo
la curva normal. La dificultad que se enfrenta al resolver las integrales de funciones de
densidad normal exige tabular las areas de la curva normal para una referencia rapida.
Sin embargo, serfa inutil tratar de establecer tablas separadas para cada posible valor de
[y o. Por fortuna, podemos transformar todas las observaciones de cualquier variable
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Definicion 6.1:

X
X4 Xo

Figura 6.7: P(x, < X < x,) para diferentes curvas normales.

aleatoria normal X en un nuevo conjunto de observaciones de una variable aleatoria nor-
mal Z con media 0 y varianza 1. Esto se puede realizar mediante la transformacién

Siempre que X tome un valor x, el valor correspondiente de Z es dado por z =
(x = p)/o. Por lo tanto, si X cae entre los valores x = x, y x = x,, la variable aleatoria Z
caerd entre los Valores.cprrespondientes 7, = (x,—pm)/oyz, = (x,-p)/o. En conse-
cuencia, podemos escribir

1 *2 i 2 1 = 12
P(x; <X<x )=—/ e 7T (W TH) dxz—/ e 2% dz
1 ? 270 Jy, V27 J;,

22
=/ n(z;0,)dz=P(z< Z < 2,

21

donde Z se considera una variable aleatoria normal con media O y varianza 1.

La distribucién de una variable aleatoria normal con media O y varianza 1 se llama
distribucién normal estandar.

Las distribuciones original y transformada se ilustran en la figura 6.8. Como todos los
valores de X que caen entre x, y x, tienen valores z correspondientes entre z, y z,, el drea
bajo la curva X entre las ordenadas x = x, y x = x, de la figura 6.8 es igual al drea bajo
la curva Z entre las ordenadas transformadas z =z, y z = z,.

Ahora hemos reducido el nimero requerido de tablas de areas de curva normal a
una, la de la distribucién normal estandar. La tabla A.3 indica el area bajo la curva nor-
mal estdndar que corresponde a P(Z < z) para valores de z que van de —3.49 a 3.49. Para
ilustrar el uso de esta tabla calculemos la probabilidad de que Z sea menor que 1.74.
Primero, localizamos un valor de z igual a 1.7 en la columna izquierda, después nos
movemos a lo largo del renglén hasta la columna bajo 0.04, donde leemos 0.9591. Por
lo tanto, P(Z < 1.74) = 0.9591. Para calcular un valor z que corresponda a una probabi-
lidad dada se invierte el proceso. Por ejemplo, se observa que el valor z que deja un area
de 0.2148 bajo la curva a la izquierda de z es —0.79.
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X4 Xp M Z4 220

Figura 6.8: Distribuciones normales original y transformada.

Ejemplo 6.2: | Dada una distribucién normal estdndar, calcule el drea bajo la curva que se localiza

a) aladerechadez = 1.84,y
b) entre z =-1.97y z = 0.86.

V4
0 1.84 -1.97 0 0.86
a) b)

Figura 6.9: Areas para el ejemplo 6.2.

Solucion: Véase la figura 6.9 para las dreas especificas.

a) Eldreaen la figura 6.9a a la derecha de z = 1.84 es igual a 1 menos el drea en la tabla
A3 alaizquierda de z = 1.84, a saber, 1 —0.9671 = 0.0329.

b) El drea en la figura 6.90 entre z = —1.97 y z = 0.86 es igual al drea a la izquierda de
z = 0.86 menos el drea a la izquierda de z = —1.97. A partir de la tabla A.3 encontra-
mos que el area que se desea es 0.8051 — 0.0244 = 0.7807. o |
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Ejemplo 6.3: | Dada una distribucién normal estandar, calcule el valor de k tal que

a) P(Z> k)=0.3015,y
b) P(k<Z < —0.18) = 0.4197.

0.3015 0.4197
0 k X K —0.18
a) b)

Figura 6.10: Areas para el ejemplo 6.3.

Solucion: La distribucion y las areas deseadas se muestran en la figura 6.10.

a) Enlafigura 6.10a vemos que el valor k que deja un drea de 0.3015 a la derecha debe
dejar entonces un drea de 0.6985 a la izquierda. De la tabla A.3 se sigue que
k=0.52.

b) En latabla A.3 observamos el drea total a la izquierda de —0.18 es igual a 0.4286. En
la figura 6.106 vemos que el drea entre k'y —0.18 es 0.4197, de manera que el drea
a la izquierda de k debe ser 0.4286 — 0.4197 = 0.0089. Por lo tanto, a partir de la
tabla A.3 tenemos k = —2.37. A

Ejemplo 6.4: | Dada una variable aleatoria X que tiene una distribucién normal con pt = 50y o = 10,
calcule la probabilidad de que X tome un valor entre 45 y 62.

-05 0 1.2

Figura 6.11: Area para el ejemplo 6.4.

Solucion: Los valores z que corresponden ax, = 45y x, = 62 son

45 — 50
71 = 10 =—-05yz =

62 —50

1.2.
10
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Por lo tanto,
PA5<X <62)=P(-05<Z <1.2).

P(=0.5 < Z < 1.2) se muestra mediante el drea de la region sombreada de la figura 6.11.
Esta drea se puede calcular restando el drea a la izquierda de la ordenada z = —0.5 de
toda el drea a la izquierda de z = 1.2. Si usamos la tabla A.3, tenemos
PMA5<X<62)=P(-05<Z<12)=P(Z<12)—-P(Z<-05)
= 0.8849 — 0.3085 = 0.5764. 1

Ejemplo 6.5: | Dado que X tiene una distribucién normal con pt = 300 y o= 50, calcule la probabilidad

Solucion:

de que X tome un valor mayor que 362.

La distribucién de probabilidad normal que muestra el drea sombreada que se desea se
presenta en la figura 6.12. Para calcular P(X > 362) necesitamos evaluar el drea bajo la
curva normal a la derecha de x = 362. Esto se puede realizar transformando x = 362 al
valor z correspondiente, obteniendo el drea a la izquierda de z de la tabla A.3 y después
restando esta drea de 1. Encontramos que

362 — 300
= —— = 1.24.
¢ 50
De ahi,

P(X >362)=P(Z>124)=1-P(Z < 1.24) =1-0.8925 =0.1075. |

300 362

Figura 6.12: Area para el ejemplo 6.5.

De acuerdo con el teorema de Chebyshev en la pagina 137, la probabilidad de que
una variable aleatoria tome un valor dentro de 2 desviaciones estdndar de la media es
de por lo menos 3/4. Si la variable aleatoria tiene una distribucién normal, los valores z
que corresponden a x, = (t— 20 y x, = |4 + 20 se calculan facilmente y son

7] = (= 20) i =2y =—(H+Za) £ =
o o

2.

De ahi,
P(pu—20<X<pu+200=P(-2<Z <2)=P(Z<2)—P(Z< -2)
= 0.9772 — 0.0228 = 0.9544,

que es una afirmacién mucho mds firme que la que se establece mediante el teorema de
Chebyshev.
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Uso de la curva normal a la inversa

En ocasiones se nos pide calcular el valor de z que corresponde a una probabilidad espe-
cifica que cae entre los valores que se listan en la tabla A.3 (véase el ejemplo 6.6). Por
conveniencia, siempre elegiremos el valor z que corresponde a la probabilidad tabular
que estd mds cerca de la probabilidad que se especifica.

Los dos ejemplos anteriores se resolvieron al ir primero de un valor de x a un valor z
y después calcular el drea que se desea. En el ejemplo 6.6 invertimos el proceso y co-
menzamos con un drea o probabilidad conocida, calculamos el valor z y después deter-
minamos x reacomodando la férmula

x —
z= Tﬂ para obtener x = 0z + [

Ejemplo 6.6: | Dada una distribucién normal con p =40y o = 6, calcule el valor de x que tiene

a) 45% del area a la izquierda, y

b) 14% del area a la derecha.

0.45 0.14
40 40
a) b)

Figura 6.13: Areas para el ejemplo 6.6.

Solucion: a) En la figura 6.13a se sombrea un area de 0.45 a la izquierda del valor x deseado. Ne-
cesitamos un valor z que deje un drea de 0.45 a la izquierda. En la tabla A.3 encontra-
mos P(Z < —0.13) = 0.45, es decir, que el valor z que se desea es —0.13. Por lo tanto,

x = (6)(—0.13) + 40 = 39.22.

b) Enlafigura 6.13b sombreamos un drea igual a 0.14 a la derecha del valor x deseado.
Esta vez necesitamos un valor z que deje 0.14 del 4rea a la derecha y, por lo tanto,
un drea de 0.86 a la izquierda. De nuevo, a partir de la tabla A.3 encontramos P(Z <
1.08) = 0.86, asi que el valor z deseado es 1.08 y

x = (6)(1.08) + 40 = 46.48. 1
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6.4 Aplicaciones de la distribucion normal

En los siguientes ejemplos se abordan algunos de los muchos problemas en los que se
puede aplicar la distribucion normal. El uso de la curva normal para aproximar probabi-
lidades binomiales se estudia en la seccion 6.5.

Ejemplo 6.7: | Cierto tipo de bateria de almacenamiento dura, en promedio, 3.0 afios, con una desviacién
estandar de 0.5 afios. Suponga que la duracién de la bateria se distribuye normalmente y
calcule la probabilidad de que una bateria determinada dure menos de 2.3 afios.

Solucion: Empiece construyendo un diagrama como el de la figura 6.14, que muestra la distribu-
cién dada de la duracion de las baterias y el drea deseada. Para calcular la P(X < 2.3)
necesitamos evaluar el drea bajo la curva normal a la izquierda de 2.3. Esto se logra
calculando el area a la izquierda del valor z correspondiente. De donde encontramos que

23-3

= —1.4,
“T 705
y entonces, usando la tabla A.3, tenemos
P(X < 23)=P(Z < —1.4) =0.0808. 1
o=0.5 o=40
23 3 X 778 800 834
Figura 6.14: Area para el ejemplo 6.7. Figura 6.15: Area para el ejemplo 6.8.

Ejemplo 6.8 | Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas de luz cuya duracién, antes de que-
marse, se distribuye normalmente con una media igual a 800 horas y una desviacién
estandar de 40 horas. Calcule la probabilidad de que una bombilla se queme entre 778 y
834 horas.
Solucion: La distribucion de vida de las bombillas se ilustra en la figura 6.15. Los valores z que
corresponden a x, = 778 y x, = 834 son

778 — 800 834 — 800
71 = T = —0.55 Yy 22 = T = 0.85.

Por lo tanto,

P(778 < X < 834) = P(—0.55< Z < 0.85) = P(Z < 0.85) — P(Z < — 0.55)
=0.8023 —0.2912 = 0.5111. 1

Ejemplo 6.9: [En un proceso industrial el didmetro de un cojinete de bolas es una medida importante.
El comprador establece que las especificaciones en el didmetro sean 3.0 + 0.01 cm. Esto



6.4 Aplicaciones de la distribucién normal 183

Solucion:

0.0228

implica que no se aceptard ninguna parte que no cumpla estas especificaciones. Se sabe
que en el proceso el didmetro de un cojinete tiene una distribuciéon normal con media
1 = 3.0 y una desviacién estdndar o = 0.005. En promedio, ;cudntos de los cojinetes
fabricados se descartaran?

La distribucién de los didmetros se ilustra en la figura 6.16. Los valores que corresponden
a los limites especificados son x, = 2.99 y x, = 3.01. Los valores z correspondientes son

29930

301 -30 _
1= 770,005

=-20 y 20 = 0.005 = +2.0.
Por lo tanto,
P29 <X <3.01)=P(-20<Z <2.0).

A partir de la tabla A.3, P(Z < -2.0) = 0.0228. Debido a la simetria de la distribucién
normal, encontramos que

P(Z <—=2.0) + P(Z > 2.0) = 2(0.0228) = 0.0456.

Como resultado se anticipa que, en promedio, se descartardn 4.56% de los cojinetes fa-
bricados. o |

o =0.005 o=02

0.0228 0.025 0.025

2.99

3.0 3.01 X 1.108 1.500 1.892

Figura 6.16: Area para el ejemplo 6.9. Figura 6.17: Especificaciones para el ejemplo 6.10.

Ejemplo 6.10: | Se utilizan medidores para rechazar todos los componentes en los que cierta dimensién

Solucion:

no esté dentro de la especificacion 1.50 + d. Se sabe que esta medida se distribuye nor-
malmente con una media de 1.50 y una desviacion estdndar de 0.2. Determine el valor d
tal que las especificaciones “cubran” 95% de las mediciones.

A partir de la tabla A.3 sabemos que

P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95.

Por lo tanto,
(1.50 +d) — 1.50

1.96 = )
0.2

de la que obtenemos
d = (0.2)(1.96)= 0.392.

En la figura 6.17 se muestra una ilustracién de las especificaciones. o |
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Ejemplo 6.11: | Cierta madquina fabrica resistencias eléctricas que tienen una resistencia media de 40 ohms

y una desviacion estdndar de 2 ohms. Si se supone que la resistencia sigue una distribu-
cién normal y que se puede medir con cualquier grado de precision, ;qué porcentaje de
resistencias tendrdn una resistencia que exceda 43 ohms?

Solucion: Se obtiene un porcentaje multiplicando la frecuencia relativa por 100%. Como la frecuen-
cia relativa para un intervalo es igual a la probabilidad de caer en el intervalo, debemos
calcular el drea a la derecha de x = 43 en la figura 6.18. Esto se puede hacer transforman-
do x = 43 al valor z correspondiente, con lo cual se obtiene el drea a la izquierda de z de
la tabla A.3, y después se resta esta drea de 1. Encontramos que

43 — 40
= = L.5.
< 2
Por lo tanto,
P(X>43)=P(Z>15=1—-P(Z< 15) =1-0.9332 = 0.0668.
Asi, 6.68% de las resistencias tendran una resistencia que exceda 43 ohms. o |
=20 =20
20 a3 x 20 435
Figura 6.18: Area para el ejemplo 6.11. Figura 6.19: Area para el ejemplo 6.12.

Ejemplo 6.12: | Calcule el porcentaje de resistencias que excedan 43 ohms para el ejemplo 6.11 si la

Solucion:

resistencia se mide al ohm mds cercano.

Este problema difiere del ejemplo 6.11 en que ahora asignamos una medida de 43 ohms
a todos los resistores cuyas resistencias sean mayores que 42.5 y menores que 43.5. Lo
que estamos haciendo realmente es aproximar una distribucién discreta por medio de
una distribucién continua normal. El drea que se requiere es la regién sombreada a la
derecha de 43.5 en la figura 6.19. Encontramos ahora que

435 —40

=1.75.
2

<

En consecuencia,
P(X > 435 =P(Z > 175 =1 —P(Z < 1.75) =1 —0.9599 = 0.0401.

Por lo tanto, 4.01% de las resistencias exceden 43 ohms cuando se miden al ohm mas
cercano. La diferencia 6.68% — 4.01% = 2.67% entre esta respuesta y la del ejem-
plo 6.11 representa todos los valores de resistencias mayores que 43 y menores que 43.5,
que ahora se registran como de 43 ohms. o |
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Ejemplo 6.13: | La calificacién promedio para un examen es 74 y la desviacidn estdndar es 7. Si 12% del

Solucion:

grupo obtiene A y las calificaciones siguen una curva que tiene una distribuciéon normal,
;cudl es la A mds baja posible y la B mds alta posible?

En este ejemplo comenzamos con un drea de probabilidad conocida, calculamos el valor
z 'y después determinamos x con la férmula x = oz + . Un drea de 0.12, que correspon-
de a la fraccién de estudiantes que reciben A, estd sombreada en la figura 6.20. Necesi-
tamos un valor z que deje 0.12 del drea a la derecha y, por lo tanto, un drea de 0.88 a la
izquierda. A partir de la tabla A.3, P(Z < 1.18) tiene el valor mds cercano a 0.88, de ma-
nera que el valor z que se desea es 1.18. En consecuencia,

x = (7)(1.18) + 74 = 82.26.

Por lo tanto, la A mas baja es 83 y la B mds alta es 82.

0.6

0.12

Figura 6.20: Area para el ejemplo 6.13.

74 74Dsg

Figura 6.21: Area para el ejemplo 6.14.

Ejemplo 6.14: | Remitase al ejemplo 6.13 y calcule el sexto decil.

Solucion:

Ejercicios

6.1 Dada una distribuciéon continua uniforme, de-

muestre que
A+B

a) ,u‘: 2 ’y

El sexto decil, escrito como D, es el valor x que deja 60% del area a la izquierda, como
se muestra en la figura 6.21. En la tabla A.3 encontramos que P(Z < 0.25) = 0.6, de
manera que el valor z deseado es 0.25. Ahora, x = (7) (0.25) + 74 = 75.75. Por lo tanto,
D, = 75.75. Es decir, 60% de las calificaciones son 75 0 menos. o |

distribucién continua uniforme con A = 7y B = 10.
Calcule la probabilidad de que en un dia determina-
do la cantidad de café que sirve esta maquina sea

2 _ (B-4A)?
b) o= “=F—.

6.2 Suponga que X tiene una distribucién continua
uniforme de 1 a 5. Determine la probabilidad condicio-
nal P(X > 25| X <4).

6.3 La cantidad de café diaria, en litros, que sirve
una maquina que se localiza en el vestibulo de un
aeropuerto es una variable aleatoria X que tiene una

a) alo sumo 8.8 litros;

b) mads de 7.4 litros, pero menos de 9.5 litros;

c¢) al menos 8.5 litros.
6.4 Un autobus llega cada 10 minutos a una parada.
Se supone que el tiempo de espera para un individuo en

particular es una variable aleatoria con distribucién
continua uniforme.
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a) ;Cudl es la probabilidad de que el individuo espe-
re mas de 7 minutos?

b) (Cudl es la probabilidad de que el individuo espe-
re entre 2 y 7 minutos?

6.5 Dada una distribucion normal estandar, calcule el
drea bajo la curva que estd
a) alaizquierda de z = —1.39;
b) aladerecha de z = 1.96;
c) entre z=-2.16y z =—-0.65;
d) alaizquierda de 7z = 1.43;
e) aladerechade z=-0.89;
f) entrez =-048yz=1.74.

6.6 Calcule el valor de z si el drea bajo una curva nor-
mal estandar

a) aladerecha de zes 0.3622;

b) alaizquierdade zes 0.1131;

c) entre Oy z,conz > 0, es 0.4838;

d) entre —zy z, con z > 0, es 0.9500.

6.7 Dada una distribucién normal estandar, calcule el
valor de k tal que
a) P(Z > k) = 0.2946;
b) P(Z < k) = 0.0427;
€) P(—0.93 < Z < k) = 0.7235.
6.8 Dada una distribucién normal con t = 30y o = 6,
calcule
a) el area de la curva normal a la derecha de x = 17;
b) el area de la curva normal a la izquierda de x = 22;
c) el drea de la curva normal entre x = 32 y x = 41;
d) el valor de x que tiene 80% del drea de la curva
normal a la izquierda;
e) los dos valores de x que contienen 75% central del
area de la curva normal.

6.9 Dada la variable X normalmente distribuida con
una media de 18 y una desviacién estdndar de 2.5,
calcule

a) P(X < 15);

b) el valor de k tal que P(X < k) = 0.2236;

¢) el valor de k tal que P(X > k) = 0.1814;

d) P(17 <X <21).

6.10 De acuerdo con el teorema de Chebyshev, la
probabilidad de que cualquier variable aleatoria tome
un valor dentro de 3 desviaciones estdndar de la media
es de al menos 8/9. Si se sabe que la distribucién de
probabilidad de una variable aleatoria X es normal con
media p y varianza o?, ;cudl es el valor exacto de
P(u-3o0<X<pu+30)

6.11 Una mdquina expendedora de bebidas gaseosas
se regula para que sirva un promedio de 200 mililitros
por vaso. Si la cantidad de bebida se distribuye nor-
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malmente con una desviacion estdndar igual a 15 mi-
lilitros,
a) ¢(qué fraccion de los vasos contendrd més de 224
mililitros?
b) (cudl es la probabilidad de que un vaso contenga
entre 191 y 209 mililitros?
¢) (cudntos vasos probablemente se derramardn si se
utilizan vasos de 230 mililitros para las siguientes
1000 bebidas?
d) ¢por debajo de qué valor obtendremos el 25% mads
bajo en el llenado de las bebidas?

6.12 Las barras de pan de centeno que cierta panade-
ria distribuye a las tiendas locales tienen una longitud
promedio de 30 centimetros y una desviacion estandar
de 2 centimetros. Si se supone que las longitudes estan
distribuidas normalmente, ;qué porcentaje de las ba-
rras son

a) mas largas que 31.7 centimetros?

b) de entre 29.3 y 33.5 centimetros de longitud?

¢) mds cortas que 25.5 centimetros?

6.13 Un investigador informa que unos ratones a los
que primero se les restringen drdsticamente sus dietas y
después se les enriquecen con vitaminas y proteinas vi-
virdn un promedio de 40 meses. Si suponemos que la
vida de tales ratones se distribuye normalmente, con
una desviacion estandar de 6.3 meses, calcule la proba-
bilidad de que un ratén determinado viva

a) mas de 32 meses;

b) menos de 28 meses;

c¢) entre 37 y 49 meses.

6.14 El didmetro interior del anillo de un pistén ter-
minado se distribuye normalmente con una media de
10 centimetros y una desviacién estdndar de 0.03 cen-
timetros.

a) (Qué proporcion de anillos tendrd didmetros inte-
riores que excedan 10.075 centimetros?

b) (Cudl es la probabilidad de que el anillo de un pis-
tén tenga un didmetro interior de entre 9.97 y
10.03 centimetros?

c¢) (Por debajo de qué valor del didmetro interior cae-
rd el 15% de los anillos de pistén?

6.15 Un abogado viaja todos los dias de su casa en
los suburbios a su oficina en el centro de la ciudad. El
tiempo promedio para un viaje sélo de ida es de 24 mi-
nutos, con una desviacion estdndar de 3.8 minutos. Si
se supone que la distribucion de los tiempos de viaje
estd distribuida normalmente.
a) (Cudl es la probabilidad de que un viaje tome al
menos 1/2 hora?
b) Sila oficina abre a las 9:00 a.m. y €l sale diario de
su casa a las 8:45 A.M., (qué porcentaje de las ve-
ces llegard tarde al trabajo?
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c) Sisalede sucasaalas 8:35 A.M. y el café se sirve en
la oficina de 8:50 A.m. a 9:00 A.m., ;cudl es la pro-
babilidad de que se pierda el café?

d) Calcule la duracién mayor en la que se encuentra
el 15% de los viajes mds lentos.

e) Calcule la probabilidad de que 2 de los siguientes
3 viajes tomen al menos 1/2 hora.

6.16 En el ejemplar de noviembre de 1990 de Chemi-
cal Engineering Progress, un estudio analiza el porcen-
taje de pureza del oxigeno de cierto proveedor. Suponga
que la media fue de 99.61, con una desviacion estandar
de 0.08. Suponga que la distribucion del porcentaje de
pureza fue aproximadamente normal.
a) (Qué porcentaje de los valores de pureza esperaria
que estuvieran entre 99.5 y 99.7?
b) (Qué valor de pureza esperaria que excediera
exactamente 5% de la poblacién?

6.17 La vida promedio de cierto tipo de motor pe-
quefio es de 10 afios, con una desviacion estandar de
2 afios. El fabricante reemplaza gratis todos los moto-
res que fallen dentro del periodo de garantia. Si estu-
viera dispuesto a reemplazar s6lo 3% de los motores
que fallan, ;cudnto tiempo de garantia deberia ofrecer?
Suponga que la duracién de un motor sigue una distri-
bucién normal.

6.18 La estatura de 1000 estudiantes se distribuye
normalmente con una media de 174.5 centimetros y
una desviacion estandar de 6.9 centimetros. Si se supo-
ne que las estaturas se redondean al medio centimetro
mds cercano, /cudntos de estos estudiantes esperaria
que tuvieran una estatura

a) menor que 160.0 centimetros?

b) deentre 171.5 y 182.0 centimetros inclusive?

¢) igual a 175.0 centimetros?

d) mayor o igual que 188.0 centimetros?

6.19 Una empresa paga a sus empleados un salario
promedio de $15.90 por hora, con una desviacién es-
tandar de $1.50. Si los salarios se distribuyen aproxi-
madamente de forma normal y se redondean al centavo
mds cercano,
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a) (qué porcentaje de los trabajadores recibe salarios
de entre $13.75 y $16.22 por hora?

b) (el 5% de los salarios mas altos por hora de los
empleados es mayor a qué cantidad?

6.20 Los pesos de un gran nimero de poodle miniatura
se distribuyen aproximadamente de forma normal con
una media de 8 kilogramos y una desviacién estdn-
dar de 0.9 kilogramos. Si las mediciones se redondean
al décimo de kilogramo mas cercano, calcule la frac-
cion de estos poodle con pesos

a) por arriba de 9.5 kilogramos;

b) alo sumo 8.6 kilogramos;

¢) entre 7.3 y 9.1 kilogramos.

6.21 Laresistencia a la tension de cierto componente
de metal se distribuye normalmente con una media de
10,000 kilogramos por centimetro cuadrado y una des-
viacion estdndar de 100 kilogramos por centimetro
cuadrado. Las mediciones se redondean a los 50 kilo-
gramos por centimetro cuadrado mds cercanos.

a) (Qué proporcion de estos componentes excede a
10,150 kilogramos por centimetro cuadrado de re-
sistencia a la tensién?

b) Si las especificaciones requieren que todos los
componentes tengan una resistencia a la tension
de entre 9800 y 10,200 kilogramos por centimetro
cuadrado, ;qué proporcién de piezas esperaria que
se descartara?

6.22 Siun conjunto de observaciones se distribuye de
manera normal, ;qué porcentaje de éstas difieren de la
media en

a) masde 1.307?

b) menos de 0.5207?

6.23 El coeficiente intelectual (CI) de 600 aspirantes
a cierta universidad se distribuye aproximadamente de
forma normal con una media de 115 y una desviacién
estandar de 12. Si la universidad requiere un CI de al
menos 95, ;cudntos de estos estudiantes serdn rechaza-
dos con base en éste sin importar sus otras calificacio-
nes? Tome en cuenta que el CI de los aspirantes se
redondea al entero mas cercano.

6.5 Aproximacion normal a la binomial

Las probabilidades asociadas con experimentos binomiales se obtienen facilmente a
partir de la férmula b(x; n, p) de la distribucién binomial o de la tabla A.1 cuando n es
pequefia. Ademads, las probabilidades binomiales estdn disponibles en muchos paquetes
de software. Sin embargo, resulta aleccionador conocer la relacion entre la distribucién
binomial y la normal. En la seccién 5.5 explicamos cémo se puede utilizar la distribu-
cién de Poisson para aproximar probabilidades binomiales cuando n es muy grande y
p se acerca mucho a 0 o a 1. Tanto la distribucién binomial como la de Poisson son
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discretas. La primera aplicacién de una distribucién continua de probabilidad para
aproximar probabilidades sobre un espacio muestral discreto se demostré en el ejem-
plo 6.12, donde se utilizé la curva normal. La distribucién normal a menudo es una
buena aproximacion a una distribucién discreta cuando la tltima adquiere una forma de
campana simétrica. Desde un punto de vista tedrico, algunas distribuciones convergen
a la normal a medida que sus pardmetros se aproximan a ciertos limites. La distribucién
normal es una distribucién de aproximacién conveniente, ya que la funcion de distribu-
cién acumulativa se tabula con mucha facilidad. La distribucién binomial se aproxima
bien por medio de la normal en problemas préicticos cuando se trabaja con la funcién de
distribucién acumulativa. Ahora plantearemos un teorema que nos permitird utilizar
areas bajo la curva normal para aproximar propiedades binomiales cuando n es sufi-
cientemente grande.

Si X es una variable aleatoria binomial con media 4 = np y varianza o> = npgq, enton-
ces la forma limitante de la distribucién de

X —np
Zh

conforme n — oo, es la distribucién normal estandar n(z; 0, 1).

7 =

Resulta que la distribucién normal con it = np 'y > = np(1 — p) no sélo ofrece una
aproximacién muy precisa a la distribucién binomial cuando n es grande y p no esta
extremadamente cerca de 0 o de 1, sino que también brinda una aproximacién bastante
buena aun cuando 7 es pequefia y p estd razonablemente cerca de 1/2.

Para ilustrar la aproximacién normal a la distribucién binomial primero dibujamos
el histograma para b(x; 15, 0.4) y después superponemos la curva normal particular con
la misma media y varianza que la variable binomial X. En consecuencia, dibujamos una
curva normal con

p=np=(15)0.4) =6y o= npg = (15)0.4)0.6) = 3.6.

El histograma de b(x; 15, 0.4) y la curva normal superpuesta correspondiente, que estd
determinada por completo por su media y su varianza, se ilustran en la figura 6.22.

/1
/ T
.

I_
_1'-—| _ln» = X

01234567389 11 13 15

Figura 6.22: Aproximacion normal de b(x; 15, 0.4).
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La probabilidad exacta de que la variable aleatoria binomial X tome un valor deter-
minado x es igual al drea de la barra cuya base se centra en x. Por ejemplo, la probabili-
dad exacta de que X tome el valor 4 es igual al drea del rectangulo con base centrada en
x = 4. Si usamos la tabla A.1, encontramos que esta drea es

P(X=4)=0b(4;15,0.4) = 0.1268,

que es aproximadamente igual al drea de la regién sombreada bajo la curva normal entre
las dos ordenadas x, = 3.5 y x, = 4.5 en la figura 6.23. Al convertir a valores z, tenemos

35-6 45—-6

897 - 19T Y 2T gy =07

i1 =

X

0123 456 7829 11 13 15

9
Figura 6.23: Aproximacién normal de b(x; 15,0.4)y Y b(x; 15, 0.4).
x=7

Si X es una variable aleatoria binomial y Z una variable normal estdndar, entonces,

P(X=4)=hb(41504)=P (=132 < Z< —0.79)
=P(Z < —079) — P (Z < —1.32) = 0.2148 — 0.0934 = 0.1214.

Esto se aproxima bastante al valor exacto de 0.1268.

La aproximacién normal es mds util en el cdlculo de sumatorias binomiales para
valores grandes de n. Si nos remitimos a la figura 6.23, nos podriamos interesar en la
probabilidad de que X tome un valor de 7 a 9. La probabilidad exacta es dada por

9 6
P7<X <9) = Zb(x; 15,0.4) — Zb(x; 15,0.4)
x=0 x=0
= 0.9662 — 0.6098 = 0.3564,

que es igual a la sumatoria de las dreas de los rectdngulos cuyas bases estdn centradas en
x =7, 8y 9. Para la aproximacién normal calculamos el drea de la regién sombreada
bajo la curva entre las ordenadas x, = 6.5y x, = 9.5 de la figura 6.23. Los valores z co-
rrespondientes son

65—6 95-6
1897 ~ 020 Y 2=

71 = = 1.85.
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Ahora,

P(7T<X <9 =P(026<Z <185 =P(Z< 185 —P(Z < 0.20)
=0.9678 — 0.6026 = 0.3652.

Una vez mas, la aproximacion de la curva normal ofrece un valor que se acerca al
valor exacto de 0.3564. El grado de exactitud, que depende de qué tan bien se ajuste la
curva al histograma, se incrementa a medida que aumenta n. Esto es particularmente cierto
cuando p no estd muy cerca de 1/2 y el histograma ya no es simétrico. Las figuras 6.24 y
6.25 muestran los histogramas para b(x; 6, 0.2) y b(x; 15, 0.2), respectivamente. Es eviden-
te que una curva normal se ajustard mucho mejor al histograma cuando n = 15 que cuando

n==~0.
X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L L L X
0 1 2 3 4 5 6 012 3 456 7 829 11 13 15
Figura 6.24: Histograma para b(x; 6, 0.2). Figura 6.25: Histograma para b(x; 15, 0.2).

En las ilustraciones de la aproximacién normal a la binomial se hizo evidente que si
buscamos el drea bajo la curva normal hacia la izquierda de, digamos x, es mds preciso
utilizar x + 0.5. Esto es una correccion para dar cabida al hecho de que una distribucion
discreta se aproxima mediante una distribucion continua. La correccion +0.5 se llama
correccion de continuidad. La explicacién anterior conduce a la siguiente aproxima-
ci6n normal formal a la binomial.

Aproximacion Sea X una variable aleatoria binomial con pardmetros n y p. Para una n grande, X tiene
normal a la aproximadamente una distribucion normal con g = npy 0 = npg = np(1 —p) y
distribucion

binomial PX<x) = Zb(k;n,p)
k=0

= drea bajo la curva normal a la izquierda de x + 0.5
x+0.5—np )

\VPq

- r(z=

y la aproximacién serd buena si np y n(1 — p) son mayores que o iguales a 5.

Como indicamos antes, la calidad de la aproximacién es muy buena para n grande.
Si p estd cerca de 1/2, un tamafio de la muestra moderado o pequefio serd suficiente para
una aproximacién razonable. Ofrecemos la tabla 6.1 como una indicacién de la calidad
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de la aproximacion. Se presentan tanto la aproximacion normal como las probabilidades
binomiales acumulativas reales. Observe que en p = 0.05 y p = 0.10 la aproximacion es
muy burda para n = 10. Sin embargo, incluso para n = 10, observe la mejoria para
p = 0.50. Por otro lado, cuando p es fija en p = 0.05, observe cémo mejora la aproxima-
cién conforme vamos de n = 20 an = 100.

Tabla 6.1: Aproximacién normal y probabilidades binomiales acumulativas reales
p=0.05n=10 p=0.10,n=10 p=0.50,n=10

r Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.5987 0.5000 0.3487 0.2981 0.0010 0.0022
1 0.9139 0.9265 0.7361 0.7019 0.0107 0.0136
2 0.9885 0.9981 0.9298 0.9429 0.0547 0.0571
3 0.9990 1.0000 0.9872 0.9959 0.1719 0.1711
4 1.0000 1.0000 0.9984 0.9999 0.3770 0.3745
5 1.0000 1.0000 0.6230 0.6255
6 0.8281 0.8289
7 0.9453 0.9429
8 0.9893 0.9864
9 0.9990 0.9978
10 1.0000 0.9997
p =0.05
n =20 n=>50 n =100

r Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.3585 0.3015 0.0769 0.0968 0.0059 0.0197
1 0.7358 0.6985 0.2794 0.2578 0.0371 0.0537
2 0.9245 0.9382 0.5405 0.5000 0.1183 0.1251
3 0.9841 0.9948 0.7604 0.7422 0.2578 0.2451
4 0.9974 0.9998 0.8964 0.9032 0.4360 0.4090
5 0.9997 1.0000 0.9622 0.9744 0.6160 0.5910
6 1.0000 1.0000 0.9882 0.9953 0.7660 0.7549
7 0.9968 0.9994 0.8720 0.8749
8 0.9992 0.9999 0.9369 0.9463
9 0.9998 1.0000 0.9718 0.9803
0

1 1.0000 1.0000 0.9885 0.9941

Ejemplo 6.15: | Un paciente que padece una rara enfermedad de la sangre tiene 0.4 de probabilidad de

Solucion:

recuperarse. Si se sabe que 100 personas contrajeron esta enfermedad, ;cudl es la proba-
bilidad de que sobrevivan menos de 30?

Representemos con la variable binomial X el nimero de pacientes que sobreviven. Como
n = 100, deberiamos obtener resultados muy precisos usando la aproximacién de la
curva normal con

f=np = (100)(0.4) = 40 y o = \/npg = 1/(100)(0.4)(0.6)= 4.899.

Para obtener la probabilidad que se desea, tenemos que calcular el drea a la izquier-
dadex = 29.5.
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El valor z que corresponde a 29.5 es
_29.5-40

1899 ~ 214

y la probabilidad de que menos de 30 de los 100 pacientes sobrevivan estd dada por la
region sombreada en la figura 6.26. Por lo tanto,

P(X < 30) =~ P(Z <—2.14) = 0.0162. 1

—2.14 0 0 1.16 2.71

Figura 6.26: Area para el ejemplo 6.15. Figura 6.27: Area para el ejemplo 6.16.

Ejemplo 6.16: | Un examen de opcién miltiple tiene 200 preguntas, cada una con 4 respuestas posibles,
de las que sélo una es la correcta. ;Cudl es la probabilidad de que solamente adivinando
se obtengan de 25 a 30 respuestas correctas para 80 de los 200 problemas sobre los que
el estudiante no tiene conocimientos?

Solucion: La probabilidad de adivinar una respuesta correcta para cada una de las 80 preguntas es
p = 1/4. Si X representa el nimero de respuestas correctas s6lo porque se adivinaron,
entonces,

30
PQ25<X<30)= ) b(x:80,1/4).
x=25

Al usar la aproximacion de la curva normal con

1= np =(80) (%) =20

o = \/npg = /(B0)(1 /4)(3 /4) = 3.873,

necesitamos el drea entre x, = 24.5 y x, = 30.5. Los valores z correspondientes son

24.5 - 20 30.5-20
——— =1.16 = ——— =271
3.873 Y 2T T3R73
La probabilidad de adivinar correctamente de 25 a 30 preguntas es dada por la regién
sombreada de la figura 6.27. En la tabla A.3 encontramos que
30
P(25<X <30) = Z b(x:80,0.25) =~ P(1.16 < Z < 2.71)
x=25

=P(Z < 271)—P(Z < 1.16) = 0.9966 — 0.8770 = 0.1196. 1

i1 =



Ejercicios

Ejercicios

6.24 Se lanza una moneda 400 veces. Utilice la
aproximacion a la curva normal para calcular la proba-
bilidad de obtener

a) entre 185y 210 caras;

b) exactamente 205 caras;

¢) menos de 176 o mas de 227 caras.

6.25 En un proceso para fabricar un componente
electronico, 1% de los articulos resultan defectuosos.
Un plan de control de calidad consiste en seleccionar
100 articulos de un proceso de produccion y detenerlo
o continuar con €l si ninguno estd defectuoso. Use la
aproximacién normal a la binomial para calcular
a) la probabilidad de que el proceso continde con el
plan de muestreo descrito;
b) la probabilidad de que el proceso continte aun si
éste va mal (es decir, si la frecuencia de componen-
tes defectuosos cambio a 5.0% de defectuosos).

6.26 Un proceso produce 10% de articulos defectuo-
sos. Si se seleccionan al azar 100 articulos del proce-
so, ¢cudl es la probabilidad de que el nimero de
defectuosos

a) exceda los 13?

b) sea menor que 8?

6.27 Un paciente tiene 0.9 de probabilidad de recupe-
rarse de una operacion de corazén delicada. De los si-
guientes 100 pacientes que se someten a esta operacion,
(cudl es la probabilidad de que

a) sobrevivan entre 84 y 95 inclusive?

b) sobrevivan menos de 867?

6.28 Investigadores de la Universidad George Wa-
shington y del Instituto Nacional de Salud informan
que aproximadamente 75% de las personas cree que
“los tranquilizantes funcionan muy bien para lograr
que una persona esté mds tranquila y relajada”. De las
siguientes 80 personas entrevistadas, ¢ cudl es la proba-
bilidad de que

a) al menos 50 tengan esta opinién?

b) alo sumo 56 tengan esta opinién?

6.29 Si20% de los residentes de una ciudad de Esta-
dos Unidos prefieren un teléfono blanco sobre cual-
quier otro color disponible, ;cudl es la probabilidad de
que, de los siguientes 1000 teléfonos que se instalen en
esa ciudad,

a) entre 170 y 185 sean blancos?

b) al menos 210 pero no mds de 225 sean blancos?

6.30 Un fabricante de medicamentos sostiene que
cierto medicamento cura una enfermedad de la sangre,
en promedio, 80% de las veces. Para verificar la aseve-
racion, inspectores gubernamentales utilizan el medi-
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camento en una muestra de 100 individuos y deciden
aceptar la afirmacion si se curan 75 o mas.

a) (Cudl es la probabilidad de que los inspectores gu-
bernamentales rechacen la aseveracion si la proba-
bilidad de curacién es, de hecho, de 0.8?

b) (Cudl es la probabilidad de que el gobierno acepte
la afirmacion si la probabilidad de curacidn resulta
tan baja como 0.7?

6.31 Una sexta parte de los estudiantes de primer afio
que entran a una escuela estatal grande provienen de
otros estados. Si son asignados al azar a los 180 dormi-
torios de un edificio, ;cudl es la probabilidad de que en
un determinado dormitorio al menos una quinta parte
de los estudiantes provenga de otro estado?

6.32 Una empresa farmacéutica sabe que aproxima-
damente 5% de sus pildoras anticonceptivas no contiene
la cantidad suficiente de un ingrediente, lo que las vuel-
ve ineficaces. ;Cudl es la probabilidad de que menos de
10 pildoras en una muestra de 200 sean ineficaces?

6.33 Estadisticas publicadas por la National Highway
Traffic Safety Administration y el National Safety
Council revelan que en una noche promedio de fin de
semana, uno de cada 10 conductores esta ebrio. Si la
siguiente noche de sdbado se revisan 400 conductores
al azar, jcudl es la probabilidad de que el nimero de
conductores ebrios sea

a) menor que 327

b) mayor que 49?

¢) al menos 35 pero menos que 477

6.34 Un par de dados se lanza 180 veces. ;Cudl es la
probabilidad de que ocurra un total de 7

a) al menos 25 veces?

b) entre 33 y 41 veces?

c¢) exactamente 30 veces?

6.35 Una empresa produce partes componentes para
un motor. Las especificaciones de las partes sugieren
que so6lo 95% de los articulos las cumplen. Las partes
para los clientes se embarcan en lotes de 100.
a) (Cudl es la probabilidad de que més de 2 articu-
los estén defectuosos en un lote determinado?
b) (Cudl es la probabilidad de que mas de 10 articu-
los de un lote estén defectuosos?

6.36 Una practica comun por parte de las aerolineas
consiste en vender mds boletos que el nimero real de
asientos para un vuelo especifico porque los clientes
que compran boletos no siempre se presentan a abordar
el avioén. Suponga que el porcentaje de pasajeros que
no se presentan a la hora del vuelo es de 2%. Para un
vuelo particular con 197 asientos, se vendieron un total
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de 200 boletos. ;Cudl es la probabilidad de que la aero-
linea haya sobrevendido el vuelo?

6.37 El nivel X de colesterol en la sangre en mucha-
chos de 14 afios tiene aproximadamente una distribu-
cién normal, con una media de 170 y una desviacién

Capitulo 6 Algunas distribuciones continuas de probabilidad

6.38 Una empresa de telemarketing tiene una maqui-
na especial para abrir cartas que abre y extrae el conte-
nido de los sobres. Si un sobre se colocara de forma
incorrecta en la maquina, no se podria extraer su conte-
nido, o incluso se podria dafiar. En este caso se dice que

estandar de 30.

a) Determine la probabilidad de que el nivel de coles-
terol en la sangre de un muchacho de 14 afos ele-
gido al azar exceda 230.

b) En una escuela secundaria hay 300 muchachos de
14 afios. Determine la probabilidad de que por lo
menos 8 de ellos tengan un nivel de colesterol su-

perior a 230.

“fall6” la maquina.

a) Si la probabilidad de que falle la mdquina es de
0.01, ;cudl es la probabilidad de que ocurra mas
de una falla en un lote de 20 sobres?

b) Si la probabilidad de que falle la maquina es de
0.01 y se abrird un lote de 500 sobres, ;cudl es la
probabilidad de que ocurran mds de 8 fallas?

6.6 Distribucion gamma y distribucion exponencial

Definicién 6.2:

Aungque la distribuciéon normal se puede utilizar para resolver muchos problemas de in-
genierfa y ciencias, ain hay numerosas situaciones que requieren diferentes tipos de
funciones de densidad. En esta seccidn se estudiaran dos de estas funciones de densidad,
la distribucién gamma y la distribucién exponencial.

Resulta que la distribucién exponencial es un caso especial de la distribucién gamma,
y ambas tienen un gran ndmero de aplicaciones. La distribucién exponencial y la distri-
bucién gamma desempefian un papel importante en la teorfa de colas y en problemas de
confiabilidad. Los tiempos entre llegadas en instalaciones de servicio y los tiempos de ope-
racién antes de que partes componentes y sistemas eléctricos empiecen a fallar a menudo
se representan bien mediante la distribucién exponencial. La relacién entre la distribu-
cién gamma y la exponencial permite que la gamma se utilice en problemas similares.
En la siguiente seccidn se presentardn mas detalles y ejemplos.

La distribucién gamma deriva su nombre de la bien conocida funcion gamma, que
se estudia en muchas dreas de las matemadticas. Antes de estudiar la distribucién gamma
repasaremos esta funcion y algunas de sus propiedades importantes.

La funcién gamma se define como

F(a):/ x® le™ dx, para a > 0.
0

Las siguientes son algunas propiedades sencillas de la funcién gamma.
a) ') =(m—-1)(n-2) - (1) I' (1) para una integral positiva n.

Para ver la demostracion, al integrar por partes conu = x*~! y dv = ¢=* dx, obtenemos
(o] (o]
o0
I(@) = —e* x27! |0 +/ e (a—Dx* 2 dx = (v — 1)/ x972e™F dx,
0 0

para & > 1, que produce la féormula recursiva
') = (a— DI'(a — 1).

El resultado proviene de la aplicacion repetida de la férmula recursiva. Si utilizamos este
resultado, podemos demostrar con facilidad las siguientes dos propiedades.
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b) T'(n) = (n — 1)! para una integral positiva n.
o) I'(1) = 1.

Asimismo, tenemos la siguiente propiedad de I'(«v), que el lector deberd verificar (véase
el ejercicio 6.39 de la pagina 206).

d) T(1/2) = /7.

A continuacion se define la distribucion gamma.

Distribucion La variable aleatoria continua X tiene una distribucion gamma, con pardmetros o'y 3,
gamma si su funcién de densidad estd dada por

1 a—1,-x/8
f(x;a,ﬂ): ,B—QI‘(a)x e x/ , x>0,
0, en otro caso,

dondex >0y 3 > 0.

En la figura 6.28 se muestran gréficas de varias distribuciones gamma para ciertos
valores especificos de los parametros o y 8. La distribucién gamma especial para la que
a = 1 se llama distribucién exponencial.

f(x)

1.0 |-

®»R
I
-

0.5 |-

e
I
-
I
BN

™o

Figura 6.28: Distribuciones gamma.

Distribucion La variable aleatoria continua X tiene una distribuciéon exponencial, con pardmetro /3,
exponencial si su funcién de densidad es dada por

Le= /B x >0,
fx:B = {B
0, en otro caso,

donde 8 > 0.
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El siguiente teorema y corolario proporcionan la media y la varianza de la distribucién
gamma y la exponencial.

Teorema 6.4: La media y la varianza de la distribucién gamma son

p=aBy o’ =ap.

La demostracion de este teorema se encuentra en el apéndice A.26.

Corolario 6.1: La media y la varianza de la distribucion exponencial son

p=Byo* =p.

Relacion con el proceso de Poisson

Continuaremos con las aplicaciones de la distribuciéon exponencial y después regresare-
mos a la distribucién gamma. Las aplicaciones mds importantes de la distribucién expo-
nencial son situaciones donde se aplica el proceso de Poisson (véase la seccion 5.5). El
lector deberia recordar que el proceso de Poisson permite utilizar la distribucion discreta
Ilamada distribucién de Poisson. Recuerde que la distribucion de Poisson se utiliza para
calcular la probabilidad de nimeros especificos de “eventos” durante un periodo o espa-
cio particulares. En muchas aplicaciones la variable aleatoria es el tiempo o la cantidad
de espacio. Por ejemplo, un ingeniero industrial se podria interesar en un modelo de
tiempo T entre las llegadas en una interseccidon congestionada durante las horas de ma-
yor afluencia en una ciudad grande. Una llegada representa el evento de Poisson.

La relacién entre la distribucion exponencial (a menudo denominada exponencial
negativa) y el proceso de Poisson es muy simple. En el capitulo 5 la distribucién de
Poisson se desarrollé como una distribuciéon de un solo parimetro con pardmetro A,
donde A se interpreta como el nimero medio de eventos por unidad de “tiempo”. Con-
sidere ahora la variable aleatoria descrita por el tiempo que se requiere para que ocurra
el primer evento. Si utilizamos la distribucién de Poisson, vemos que la probabilidad de
que no ocurra algin evento, en el periodo hasta el tiempo ¢, es dada por

-\t 0
P(0: N) = # — N,

Ahora podemos utilizar lo anterior y hacer que X sea el tiempo para el primer evento de
Poisson. La probabilidad de que la duracién del tiempo hasta el primer evento exceda x
es la misma que la probabilidad de que no ocurra algtin evento de Poisson en x. Esto
tltimo, por supuesto, es dado por e~**. Como resultado,

P(X > x)= e M.
Ast, la funcién de distribucién acumulativa para X es dada por
PO<X <x)=1—¢.

Ahora, para poder reconocer la presencia de la distribucién exponencial, podemos dife-
renciar la funcidn de distribucion acumulativa anterior con el fin de obtener la funcidn de
densidad
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Aplicaciones

) =N ™,

que es la funcién de densidad de la distribucién exponencial con A = 1/0.

de la distribucion exponencial y la distribucion gamma

En la explicacién anterior establecimos las bases para la aplicacion de la distribucién
exponencial en el “tiempo de llegada” o tiempo para problemas con eventos de Poisson.
Aqui ilustraremos algunas aplicaciones de modelado y después procederemos a analizar
el papel que la distribucién gamma desempeiia en ellas. Observe que la media de la
distribucion exponencial es el pardmetro 3, el reciproco del parametro en la distribucién
de Poisson. El lector deberia recordar que con frecuencia se dice que la distribucién de
Poisson no tiene memoria, lo cual implica que las ocurrencias en periodos sucesivos son
independientes. El importante parametro 3 es el tiempo promedio entre eventos. En la
teoria de confiabilidad, donde la falla de equipo con frecuencia se ajusta a este proceso
de Poisson, (3 se denomina tiempo medio entre fallas. Muchas descomposturas de equi-
po siguen el proceso de Poisson y por ello se aplica la distribucién exponencial. Otras
aplicaciones incluyen tiempos de supervivencia en experimentos biomédicos y tiempo
de respuesta de computadoras.

En el siguiente ejemplo mostramos una aplicacién simple de la distribucién expo-
nencial a un problema de confiabilidad. La distribucién binomial también desempefia un
papel en la solucion.

Ejemplo 6.17: | Suponga que un sistema contiene cierto tipo de componente cuyo tiempo de operacion

Solucion:

antes de fallar, en afios, estd dado por 7. La variable aleatoria T se modela bien mediante
la distribucién exponencial con tiempo medio de operacién antes de fallar 3 = 5. Si
se instalan 5 de estos componentes en diferentes sistemas, ¢cudl es la probabilidad de
que al final de 8 afios al menos dos atin funcionen?

La probabilidad de que un componente determinado siga funcionando después de 8 afios
es dada por

1 o0
P(T >8) = 5/ e dt = e 8% =~ 0.2.
8

Representemos con X el nimero de componentes que todavia funcionan después de

8 anos. Entonces, utilizando la distribucion binomial tenemos
5 1

P(X =2) = Zb(x;S,O.Z) =1 — Zb(x;S,O.Z) =1-0.7373 = 0.2627.
x=2 x=0 _l

En el capitulo 3 se incluyen ejercicios y ejemplos en los que el lector ya se enfrentd
a la distribucién exponencial. Otros que implican problemas de tiempo de espera y de
confiabilidad se pueden encontrar en el ejemplo 6.24 y en los ejercicios y ejercicios
de repaso al final de este capitulo.

La propiedad de falta de memoria y su efecto
en la distribucion exponencial

En los tipos de aplicacion de la distribucién exponencial en los problemas de confiabili-
dad y de tiempo de vida de una maquina o de un componente influye la propiedad de
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falta de memoria de la distribucién exponencial. Por ejemplo, en el caso de, digamos,
un componente electrénico, en el que la distribucién del tiempo de vida es exponencial,
la probabilidad de que el componente dure, por ejemplo, ¢ horas, es decir, P(X > 1), es
igual que la probabilidad condicional

P(X =to+1|X =19).

Entonces, si el componente “alcanza” las z, horas, la probabilidad de que dure otras
t horas es igual que la probabilidad de que dure ¢ horas. No hay “castigo” a través del
desgaste como resultado de durar las primeras 7, horas. Por lo tanto, cuando la propiedad
de falta de memoria es justificada es mas adecuada la distribucién exponencial. Pero si
la falla del componente es resultado del desgaste lento o gradual (como en el caso del
desgaste mecdnico), entonces la distribucién exponencial no es aplicable y serian mas
adecuadas la distribucién gamma o la de Weibull (seccién 6.10).

La importancia de la distribucién gamma radica en el hecho de que define una fami-
lia en la cual otras distribuciones son casos especiales. Pero la propia distribucién gamma
tiene aplicaciones importantes en tiempo de espera y teoria de confiabilidad. Mientras
que la distribucién exponencial describe el tiempo que transcurre hasta la ocurrencia de
un evento de Poisson (o el tiempo entre eventos de Poisson), el tiempo (o espacio) que
transcurre hasta que ocurre un niimero especifico de eventos de Poisson es una variable
aleatoria, cuya funcién de densidad es descrita por la distribucién gamma. Este ndmero
especifico de eventos es el pardmetro « en la funcién de densidad gamma. De esta ma-
nera se facilita comprender que cuando o = 1, ocurre el caso especial de la distribucién
exponencial. La densidad gamma se puede desarrollar a partir de su relacién con el pro-
ceso de Poisson de la misma manera en que lo hicimos con la densidad exponencial. Los
detalles se dejan al lector. El siguiente es un ejemplo numérico de cémo se utiliza la
distribucién gamma en una aplicacién de tiempo de espera.

Ejemplo 6.18: | Suponga que las llamadas telefénicas que llegan a un conmutador particular siguen un

Solucion:

proceso de Poisson con un promedio de 5 llamadas entrantes por minuto. ;Cudl es la
probabilidad de que transcurra hasta un minuto en el momento en que han entrado 2
llamadas al conmutador?

Se aplica el proceso de Poisson, con un lapso de tiempo hasta que ocurren 2 eventos de
Poisson que sigue una distribucién gamma con 3 = 1/5y a = 2. Denote con X el tiem-
po en minutos que transcurre antes de que lleguen 2 llamadas. La probabilidad que se
requiere estd dada por

1 1
1
P(X<1) =/ ﬁ—zxe"‘”’ dx =25/ xe X dyr =1—e>(1 +5) =0.96.
0 0

Mientras el origen de la distribucién gamma trata con el tiempo (o espacio) hasta la
ocurrencia de o eventos de Poisson, hay muchos ejemplos donde una distribuciéon gamma
funciona muy bien aunque no exista una estructura de Poisson clara. Esto es particu-
larmente cierto para problemas de tiempo de supervivencia en aplicaciones de ingenie-
ria y biomédicas.

Ejemplo 6.19: | En un estudio biomédico con ratas se utiliza una investigacion de respuesta a la dosis para

determinar el efecto de la dosis de un toxico en su tiempo de supervivencia. El toxico es
producido por el combustible que utilizan los aviones y, en consecuencia, descargan con
frecuencia a la atmdsfera. Para cierta dosis del toxico, el estudio determina que el tiempo
de supervivencia de las ratas, en semanas, tiene una distribucién gamma cona =5y 3 = 10.
(Cudl es la probabilidad de que una rata no sobreviva mas de 60 semanas?
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Solucion:

Sea la variable aleatoria X el tiempo de supervivencia (tiempo hasta la muerte). La pro-

babilidad que se requiere es
60 ya—1,-x/p

1

La integral anterior se puede resolver mediante la funcién gamma incompleta, que se
convierte en la funcién de distribucién acumulativa para la distribucién gamma. Esta

funcion se escribe como
X ya— 1 eV
F(x;a) = / — dy.
o I

Si permitimos que y = x/3, de modo que x = 3y, tenemos
P(X <60) = /
0

6 y4efy
TG)

dy,

que se denota como F(6; 5) en la tabla de la funcién gamma incompleta del apéndice
A.23. Observe que esto permite un calculo rapido de las probabilidades para la distribu-
cién gamma. De hecho, para este problema la probabilidad de que la rata no sobreviva
mads de 60 dias es dada por

P(X <60) = F(6;5)=0.715. o |

Ejemplo 6.20: ‘A partir de datos previos se sabe que la longitud de tiempo, en meses, entre las quejas de

Solucion:

los clientes sobre cierto producto es una distribucién gamma con « =2y 3 = 4. Se
realizaron cambios para hacer mds estrictos los requerimientos del control de calidad
después de los cuales pasaron 20 meses antes de la primera queja. ;Pareceria que los
cambios realizados en el control de calidad resultaron eficaces?

Sea X el tiempo para que se presente la primera queja, el cual, en las condiciones ante-
riores a los cambios, seguia una distribucién gamma con @ = 2 'y 3 = 4. La pregunta se
centra alrededor de qué tan raro es X > 20 dado que o'y 3 permanecen con los valores 2
y 4, repectivamente. En otras palabras, en las condiciones anteriores ;es razonable un
“tiempo para la queja” tan grande como 20 meses? Por consiguiente, si seguimos la so-
lucién del ejemplo 6.19,

1 20 xa- 1 e—x/ B
mxzﬂn:pu—/ iy vy
B* Jo I'(o)

De nuevo, usando y = x/3 tenemos

5 o=y

ye
P(X >20)=1-—
(X'=20 /or(z>

donde F(5; 2) = 0.96 se obtiene de la tabla A.23.

Como resultado, podriamos concluir que las condiciones de la distribucién gamma
con o = 2y 3 = 4 no son sustentadas por los datos de que un tiempo observado para la
queja sea tan extenso como 20 meses. Entonces, es razonable concluir que el trabajo de
control de calidad result6 eficaz.

dy =1—F(5;2) = 1 —0.96 = 0.04,

Ejemplo 6.21: | Considere el ejercicio 3.31 de la pagina 94. Con base en abundantes pruebas se determi-

nd que el tiempo Y en afios antes de que se requiera una reparacién mayor para cierta
lavadora se caracteriza por la funcién de densidad

o= {1 220

0, en otro caso.
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Solucion:
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Observe que Y es una variable aleatoria exponencial con p = 4 afos. Se considera que la
lavadora es una ganga si no hay probabilidades de que requiera una reparacién mayor
antes de cumplir 6 afios de haber sido comprada. ;Cuadl es la probabilidad de P(Y > 6)?
(Cuadl es la probabilidad de que la lavadora requiera una reparaciéon mayor durante el
primer afio?

Considere la funcién de distribucién acumulativa F(y) para la distribucidon exponencial,
1
F(y) = —/ TP dr =1—eP,
B Jo

De manera que
P(Y >6)=1—F(6)=e¢ 3/ =02231.

Por lo tanto, la probabilidad de que la lavadora requiera una reparacién mayor después
de seis afios es de 0.223. Desde luego, la probabilidad de que requiera reparacion antes del
sexto afio es de 0.777. Asi, se podria concluir que la lavadora no es realmente una ganga.
La probabilidad de que se requiera una reparacién mayor durante el primer afio es

P(Y <l)=1-e"*=1-0.779 = 0.221. 1

6.7 Distribucion chi cuadrada

Otro caso especial muy importante de la distribucién gamma se obtiene al permitir que
a=v/2y 3 =2, donde v es un entero positivo. Este resultado se conoce como distri-
bucién chi cuadrada. La distribucién tiene un solo pardmetro, v, denominado grados
de libertad.

Distribucion
chi cuadrada

Teorema 6.5:

La variable aleatoria continua X tiene una distribucién chi cuadrada, con v grados de
libertad, si su funcién de densidad es dada por

1 v/2—1,-x/2
fxsv) = T " ¢ > x>0,
0, en otro caso,

donde v es un entero positivo.

La distribucién chi cuadrada desempefia un papel fundamental en la inferencia esta-
distica. Tiene una aplicacién considerable tanto en la metodologia como en la teorfa.
Aunque no estudiaremos con detalle sus aplicaciones en este capitulo, es importante
tener en cuenta que los capitulos 8, 9 y 16 contienen aplicaciones importantes. La distri-
bucién chi cuadrada es un componente importante de la prueba estadistica de hipétesis
y de la estimacion estadistica.

Los temas en los que se trata con distribuciones de muestreo, andlisis de varianza y
estadistica no paramétrica implican el uso extenso de la distribucién chi cuadrada.

La media y la varianza de la distribucién chi cuadrada son

p=vyor=2w
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6.8 Distribucion beta

Una extension de la distribucion uniforme es la distribucion beta. Primero definiremos
una funcion beta.

Definicién 6.3: Una funcién beta es definida por

_ T@rB)

1
_ a—1 _ +\8-1
B(a,ﬁ)—/ox (1 —x) dx_F(a+,8)’

para «, 3 > 0,

donde I'(«) es la funcién gamma.

Distribucion La variable aleatoria continua X tiene una distribucién beta con los parametros o > 0y
beta B3 > 0, si su funcién de densidad es dada por

1 -1 -1
Flo) = {F@m T A -0 0<x <,
0, en otro caso.

Observe que la distribucién uniforme sobre (0, 1) es una distribucién beta con los para-
metrosa=1y3 = 1.

Teorema 6.6: La media y la varianza de una distribucién beta en la que los parametros vy (3 son

_ G« ol = (76}
“a+B8’7 T@a+pa+B+l)

1

respectivamente.

Para la distribucién uniforme sobre (0, 1), la media y la varianza son

e () 1
YO T A+ a1+ 12

1
1+1 2

respectivamente.

6.9 Distribucion logaritmica normal

La distribucién logaritmica normal se utiliza en una amplia variedad de aplicaciones. La
distribucién se aplica en casos donde una transformacién logaritmica natural tiene como
resultado una distribucién normal.

Distribucion La variable aleatoria continua X tiene una distribucién logaritmica normal si la varia-
logaritmica ble aleatoria ¥ = In(X) tiene una distribucién normal con media 2 y desviacion estandar
normal o. La funcién de densidad de X que resulta es

L mrint-u’ 5

f(X;/L, O') — { \2mox

0, x <0.
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fx)
0.6 uw=0
o=1
0.4}
0.2} =1
o=1
l l l l l X
0 1 2 3 4 5

Figura 6.29: Distribuciones logaritmicas normales.

Las gréficas de las distribuciones logaritmicas normales se ilustran en la figura 6.29.
Teorema 6.7: La media y la varianza de la distribucién logaritmica normal son
_ u+0?/2 2 _ 2p+o’ 0’
u=e yo- =e (e? —1).

La funcién de distribucién acumulativa es muy simple debido a su relacién con la distri-
bucién normal. El uso de la funcién de distribucion se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.22: | Se sabe que histéricamente la concentracidon de contaminantes producidos por plantas
quimicas exhiben un comportamiento que se parece a una distribucién logaritmica nor-
mal. Esto es importante cuando se consideran cuestiones relacionadas con el cumpli-
miento de las regulaciones gubernamentales. Suponga que la concentracion de cierto
contaminante, en partes por millén, tiene una distribucion logaritmica normal con los
pardmetros 4 = 3.2 'y o = 1. ;Cudl es la probabilidad de que la concentracién exceda
8 partes por millén?

Solucion: Sea la variable aleatoria X la concentracién de contaminantes. Entonces

P(X>8 =1-P(X<28).

Como In(X) tiene una distribucién normal con media 4t = 3.2 y desviacién estandar
o=1,

In(8) — 3.2

P(XSS)=¢>{ i

} = ®(—1.12) =0.1314.

Aqui, utilizamos el simbolo ® para denotar la funcién de distribucién acumulativa de la
distribucién normal estdndar. Como resultado, la probabilidad de que la concentracién
del contaminante exceda 8§ partes por millén es 0.1314. o |
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Ejemplo 6.23: La vida, en miles de millas, de un cierto tipo de control electrénico para locomotoras

Solucion:

tiene una distribucién aproximadamente logaritmica normal con 4t = 5.149 y o = 0.737.
Calcule el quinto percentil de la vida de un control electrénico como éste.

A partir de la tabla A.3 sabemos que P(Z < —1.645) = 0.05. Denote como X la vida del
control electrénico. Puesto que In(X) tiene una distribucién normal con media p4 = 5.149
y 0 = 0.737, el quinto percentil de X se calcula como

In(x) = 5.149 4 (0.737)(—1.645) = 3.937.

Por lo tanto, x = 51.265. Esto significa que sélo 5% de los controles tendrdn un tiempo
de vida menor que 51,265 millas. A

6.10 Distribucion de Weibull (opcional)

La tecnologia actual permite que los ingenieros disefien muchos sistemas complicados
cuya operacion y seguridad dependen de la confiabilidad de los diversos componentes
que conforman los sistemas. Por ejemplo, un fusible se puede quemar, una columna de
acero se puede torcer o un dispositivo sensor de calor puede fallar. Componentes idénticos,
sujetos a idénticas condiciones ambientales, fallardn en momentos diferentes e imprede-
cibles. Ya examinamos el papel que desempenan las distribuciones gamma y exponencial
en estos tipos de problemas. Otra distribucién que se ha utilizado ampliamente en afios
recientes para tratar con tales problemas es la distribucién de Weibull, introducida por
el fisico sueco Waloddi Weibull en 1939.

Distribucién de
Weibull

Teorema 6.8:

La variable aleatoria continua X tiene una distribucién de Weibull, con parametros «
y (3, si su funcién de densidad es dada por

1 o—ox®
aﬁxﬁ lemax” = x >0,
0, en otro caso,

f(X;Ot,ﬂ)={

dondea >0y g3 > 0.

En la figura 6.30 se ilustran las graficas de la distribucién de Weibull para o = 1 y diver-
sos valores del pardmetro 3. Vemos que las curvas cambian de manera considerable para
diferentes valores del parametro 3. Si permitimos que 3 = 1, la distribucién de Weibull
se reduce a la distribucion exponencial. Para valores de 8 > 1 las curvas adoptan ligera-
mente la forma de campana y se asemejan a las curvas normales, pero muestran algo de
asimetrfa.

La media y la varianza de la distribucién de Weibull se establecen en el siguiente teo-
rema. Se solicita al lector que haga la demostracién en el ejercicio 6.52 de la pagina 206.

La media y la varianza de la distribucién de Weibull son

peron(iag)ro e (23) -5}

Al igual que la distribucién gamma y la exponencial, la distribucién de Weibull se
aplica a problemas de confiabilidad y de prueba de vida como los de tiempo de operacion
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f(x)

B =3.5

0 O.IS 1.0 1.5 2I.0
Figura 6.30: Distribuciones de Weibull (o = 1).

X

antes de la falla o la duracién de la vida de un componente, que se miden desde algiin
tiempo especifico hasta que falla. Representemos este tiempo de operacién antes de la
falla mediante la variable aleatoria continua 7, con funcién de densidad de probabilidad
f(1), donde f(r) es la distribucién de Weibull. Esta tiene la flexibilidad inherente de no
requerir la propiedad de falta de memoria de la distribucién exponencial. La funcién de
distribucién acumulativa (fda) para la distribucién de Weibull se puede escribir en forma
cerrada y realmente es muy util para calcular probabilidades.

Fda parala La funcién de distribucién acumulativa para la distribucién de Weibull es dada

distribucion
de Weibull

por

F(x)= 1—e‘°‘xﬁ, para x =0,

paraa>0y 3 > 0.

Ejemplo 6.24: 'El tiempo de vida X, en horas, de un articulo en el taller mecdnico tiene una distribucién

Solucion:

de Weibull con o = 0.01 y B8 = 2. ;Cudl es la probabilidad de que falle antes de 8
horas de uso?

P(X< 8 =F@®8)=1—e 008 —1 _0.527 = 0.473. A

La tasa de fallas para la distribucion de Weibull

Cuando se aplica la distribucion de Weibull, con frecuencia es til determinar la tasa de
fallas (algunas veces denominada tasa de riesgo) para tener conocimiento del desgaste o
deterioro del componente. Comencemos por definir la confiabilidad de un componente
o producto como la probabilidad de que funcione adecuadamente por al menos un tiem-
po especifico en condiciones experimentales especificas. Por lo tanto, si R(¢) se define
como la confiabilidad del componente dado en el tiempo ¢, escribimos

R(t)=P(T > 1) = /mf(t) dt = 1—F(1),
t
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donde F(¢) es la funcién de distribucién acumulativa de 7. La probabilidad condicional
de que un componente fallard en el intervalode 7= ra T = r + At, dado que sobrevive
hasta el tiempo £, es

F(t+ A1) —F(1)
R(1)

Al dividir esta proporcion entre Aty tomar el limite como At — 0, obtenemos la tasa
de fallas, denotada por Z(f). De aqui,

Fi+A)—F@®» 1 F'() f@® _ f@®
At R(t) R  RG1t) 1—=F@)

Z(t)= i
0= m,

que expresa la tasa de fallas en términos de la distribucién del tiempo de operacién antes
de la falla.
Como Z(1) = f(1)/[1 — F(¢)], entonces la tasa de falla es dada como sigue:

Tasa de fallas para
la distribucién
de Weibull

La tasa de fallas en el tiempo ¢ para la distribucién de Weibull es dada por

Z(1) = apt® !, t>0.

Interpretacion de la tasa de fallas

La cantidad Z(?) es bien llamada tasa de fallas porque realmente cuantifica la tasa de
cambio con el tiempo de la probabilidad condicional de que el componente dure una At
adicional dado que ha durado el tiempo t. La tasa de disminucién (o crecimiento) con el
tiempo también es importante. Los siguientes puntos son fundamentales.

a) SipB = 1,latasade fallas = a, es decir, una constante. Esto, como se indic6 anterior-
mente, es el caso especial de la distribucion exponencial en que predomina la falta de
memoria.

b) SiB > 1, Z(t) es una funcioén creciente del tiempo ¢ que indica que el componente se
desgasta con el tiempo.

¢) Sip < 1, Z(t) es una funcién decreciente del tiempo ¢y, por lo tanto, el componente
se fortalece o endurece con el paso del tiempo.

Por ejemplo, el articulo en el taller mecédnico del ejemplo 6.24 tiene 3 = 2y, por
consiguiente, se desgasta con el tiempo. De hecho, la funcién de la tasa de fallas es dada
por Z(1) = .02¢. Por otro lado, suponga un pardmetro donde 3 = 3/4 y & = 2. En ese
caso, Z() = 1.5/1'/*y, por lo tanto, el componente se hace mds fuerte con el tiempo.
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Ejercicios

6.39 Utilice la funcién gamma con y = \/2x para de-
mostrar que I'(1/2) = /.

6.40 En cierta ciudad, el consumo diario de agua (en
millones de litros) sigue aproximadamente una distri-
buciéon gamma con o = 2y 3 = 3. Si la capacidad
diaria de dicha ciudad es de 9 millones de litros de
agua, ;cudl es la probabilidad de que en cualquier dia
dado el suministro de agua sea inadecuado?

6.41 Siuna variable aleatoria X tiene una distribucion
gammacona =2y =1, calcule P(1.8 < X < 2.4).

6.42 Suponga que el tiempo, en horas, necesario para
reparar una bomba de calor es una variable aleatoria X
que tiene una distribucién gamma con los parametros
a =2y 3 =1/2. ;Cudl es la probabilidad de que la
siguiente llamada de servicio requiera
a) alosumo una hora para reparar la bomba de calor?
b) al menos dos horas para reparar la bomba de
calor?

6.43 a) Calcule la media y la varianza del consumo
diario de agua del ejercicio 6.40.

b) De acuerdo con el teorema de Chebyshev, ;hay
por lo menos 3/4 de probabilidad de que el consu-
mo de agua en cualquier dia determinado caiga
dentro de cudl intervalo?

6.44 En cierta ciudad el consumo diario de energia
eléctrica, en millones de kilowatts-hora, es una variable
aleatoria X que tiene una distribucién gamma con me-
dia = 6 y varianza 0> = 12.
a) Calcule los valores de o'y 3.
b) Calcule la probabilidad de que en cualquier dia
dado el consumo diario de energia exceda los
12 millones de kilowatts-hora.

6.45 El tiempo necesario para que un individuo sea
atendido en una cafeteria es una variable aleatoria que
tiene una distribucidon exponencial con una media de
4 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que una persona
sea atendida en menos de 3 minutos en al menos 4 de
los siguientes 6 dias?

6.46 La vida, en afios, de cierto interruptor eléctrico
tiene una distribucién exponencial con una vida prome-
dio de B = 2. Si 100 de estos interruptores se instalan
en diferentes sistemas, ;cudl es la probabilidad de que,
a lo sumo, fallen 30 durante el primer afio?

6.47 Suponga que la vida de servicio de la bateria de
un auxiliar auditivo, en afios, es una variable aleatoria
que tiene una distribucién de Weibull con e =1/2 y

B =2

Capitulo 6 Algunas distribuciones continuas de probabilidad

a) (Cudnto tiempo se puede esperar que dure tal bateria?
b) (Cudl es la probabilidad de que tal bateria esté
funcionando después de 2 afios?

6.48 Derive la media y la varianza de la distribucién beta.

6.49 Suponga que la variable aleatoria X tiene una
distribucién betacona =1y 3 = 3.

a) Determine la media y la mediana de X.

b) Determine la varianza de X.

¢) Calcule la probabilidad de que X > 1/3.

6.50 Sila proporcién de una marca de televisores que
requiere servicio durante el primer afio de operacion es
una variable aleatoria que tiene una distribucién beta
cona =3y =2, cudl es la probabilidad de que al
menos 80% de los nuevos modelos de esta marca que
se vendieron este afio requieran servicio durante su pri-
mer afio de operacién?

6.51 Las vidas de ciertos sellos para automovil tienen
la distribucién de Weibull con tasa de fallas Z(r) =
1/ \t. Calcule la probabilidad de que tal sello atin esté
intacto después de 4 afios.

6.52 Derive la media y la varianza de la distribucién
de Weibull.

6.53 En una investigacién biomédica se determiné
que el tiempo de supervivencia, en semanas, de un ani-
mal cuando se le somete a cierta exposicion de radia-
cién gamma tiene una distribucion gammacona@ =5y
B = 10.

a) (Cudl es el tiempo medio de supervivencia de un
animal seleccionado al azar del tipo que se utilizé
en el experimento?

b) (Cudl es la desviacion estandar del tiempo de su-
pervivencia?

¢) (Cudl es la probabilidad de que un animal sobrevi-
va mds de 30 semanas?

6.54 Se sabe que la vida, en semanas, de cierto tipo
de transistor tiene una distribucién gamma con una me-
dia de 10 semanas y una desviacion estdndar de V50
semanas.
a) (Cudl es la probabilidad de que un transistor de
este tipo dure a lo sumo 50 semanas?
b) (Cudl es la probabilidad de que un transistor de
este tipo no sobreviva las primeras 10 semanas?

6.55 FEl tiempo de respuesta de una computadora es
una aplicacién importante de las distribuciones gamma
y exponencial. Suponga que un estudio de cierto siste-
ma de computo revela que el tiempo de respuesta, en
segundos, tiene una distribucién exponencial con una
media de 3 segundos.
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a) (Cudl es la probabilidad de que el tiempo de res-
puesta exceda 5 segundos?

b) (Cudl es la probabilidad de que el tiempo de res-
puesta exceda 10 segundos?

6.56 Los datos de frecuencia a menudo tienen una
distribucién logaritmica normal. Se estudia el uso pro-
medio de potencia (dB por hora) para una empresa es-
pecifica y se sabe que tiene una distribucion logaritmica
normal con pardmetros 4 = 4y o = 2. ;Cudl es la pro-
babilidad de que la empresa utilice mas de 270 dB du-
rante cualquier hora particular?

6.57 Para el ejercicio 6.56, ;cudl es el uso de la po-
tencia media (dB promedio por hora)? ;Cudl es la
varianza?

6.58 EIl nimero de automdviles que llegan a cierta
interseccién por minuto tiene una distribucién de Pois-
son con una media de 5. Existe interés por el tiempo
que transcurre antes de que 10 automdviles aparezcan
en la interseccion.

Ejercicios de repaso

6.61 Segiin un estudio publicado por un grupo de so-
ci6logos de la Universidad de Massachusetts, aproxi-
madamente 49% de los consumidores de Valium en el
estado de Massachusetts son empleados de oficina.
(Cudl es la probabilidad de que entre 482 y 510 de los
siguientes 1000 consumidores de Valium seleccionados
al azar de dicho estado sean empleados de oficina?

6.62 La distribucién exponencial se aplica con fre-
cuencia a los tiempos de espera entre €xitos en un proce-
so de Poisson. Si el nimero de llamadas que se reciben
por hora en un servicio de respuesta telefénica es una
variable aleatoria de Poisson con el pardmetro A\ = 6,
sabemos que el tiempo, en horas, entre llamadas suce-
sivas tiene una distribucién exponencial con el pardme-
tro 3 = 1/6. (Cudl es la probabilidad de esperar més de
15 minutos entre cualesquiera 2 llamadas sucesivas?

6.63 Cuando & es un entero positivo n, la distribucién
gamma también se conoce como distribucién de Er-
lang. Al establecer que v = n en la distribucién gamma
de la pagina 195, la distribucién de Erlang es

n—1,-x/ 3
0, en otro caso.
Se puede demostrar que si los tiempos entre eventos
sucesivos son independientes, y cada uno tiene una dis-
tribucion exponencial con el pardmetro 3, entonces el
tiempo de espera total X transcurrido hasta que ocurran
n eventos tiene la distribucién de Erlang. Con referen-
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a) (Cudl es la probabilidad de que mds de 10 auto-
moviles aparezcan en la interseccién durante cual-
quier minuto determinado?

b) (Cudl es la probabilidad de que transcurran mas de
2 minutos antes de que lleguen 10 autos?

6.59 Considere la informacién del ejercicio 6.58.
a) (Cudl es la probabilidad de que transcurra mas de
1 minuto entre llegadas?
b) (Cuil es el nimero medio de minutos que transcu-
rre entre las llegadas?

6.60 Demuestre que la funcion de la tasa de fallas es
dada por

Z(t) =aB’ ", >0,

si y solo si la distribucién del tiempo que transcurre
antes de la falla es la distribucion de Weibull

f(=ap e’ >0

cia al ejercicio de repaso 6.62, ;cudl es la probabilidad
de que las siguientes 3 llamadas se reciban dentro de
los siguientes 30 minutos?

6.64 Un fabricante de cierto tipo de maquina grande
desea comprar remaches de uno de dos fabricantes. Es
importante que la resistencia a la rotura de cada rema-
che exceda 10,000 psi. Dos fabricantes (A y B) ofrecen
este tipo de remache y ambos tienen remaches cuya re-
sistencia a la rotura estd distribuida de forma normal.
Las resistencias promedio a la rotura para los fabricantes
Ay Bson 14,000 psi y 13,000 psi, respectivamente. Las
desviaciones estdndar son 2000 psi y 1000 psi, respec-
tivamente. ;Cudl fabricante producird, en promedio, el
menor nimero de remaches defectuosos?

6.65 De acuerdo con un censo reciente, casi 65% de
los hogares en Estados Unidos se componen de una o
dos personas. Si se supone que este porcentaje sigue
siendo vdlido en la actualidad, ;cual es la probabilidad
de que entre 590 y 625 de los siguientes 1000 hogares
seleccionados al azar en Estados Unidos consten de
una o dos personas?

6.66 Cierto tipo de dispositivo tiene una tasa de fallas
anunciada de 0.01 por hora. La tasa de fallas es cons-
tante y se aplica la distribucion exponencial.
a) ;Cudl es el tiempo promedio que transcurre antes
de la falla?
b) (Cudl es la probabilidad de que pasen 200 horas
antes de que se observe una falla?
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6.67 En una planta de procesamiento quimico es im-
portante que el rendimiento de cierto tipo de producto
de un lote se mantenga por arriba de 80%. Si permane-
ce por debajo de 80% durante un tiempo prolongado, la
empresa pierde dinero. Los lotes producidos ocasional-
mente con defectos son de poco interés, pero si varios
lotes por dia resultan defectuosos, la planta se detiene y
se realizan ajustes. Se sabe que el rendimiento se distri-
buye normalmente con una desviacion estandar de 4%.
a) (Cudl es la probabilidad de una “falsa alarma”
(rendimiento por debajo de 80%) cuando el rendi-

miento promedio es en realidad de 85%?
b) (Cudl es la probabilidad de que un lote tenga un
rendimiento que exceda el 80% cuando en reali-

dad el rendimiento promedio es de 79%?

6.68 Para un componente eléctrico que tiene una tasa
de fallas de una vez cada 5 horas es importante consi-
derar el tiempo que transcurre para que fallen 2 com-
ponentes.

a) Suponiendo que se aplica la distribucién gamma,
(cudl es el tiempo promedio que transcurre para
que fallen 2 componentes?

b) (Cual es la probabilidad de que transcurran 12 ho-
ras antes de que fallen 2 componentes?

6.69 Se establece que la elongacion de una barra de
acero bajo una carga particular se distribuye normal-
mente con una media de 0.05 pulgadas y o = 0.01
pulgadas. Calcule la probabilidad de que el alarga-
miento esté

a) por arriba de 0.1 pulgadas;

b) por abajo de 0.04 pulgadas;

¢) entre 0.025 y 0.065 pulgadas.

6.70 Se sabe que un satélite controlado tiene un error
(distancia del objetivo) que se distribuye normalmente
con una media 0 y una desviacion estandar de 4 pies. El
fabricante del satélite define un éxito como un disparo
en el cual el satélite llega a 10 pies del objetivo. Calcu-
le la probabilidad de que el satélite falle.

6.71 Un técnico planea probar cierto tipo de resina
desarrollada en el laboratorio para determinar la natu-
raleza del tiempo que transcurre antes de que se logre
el pegado. Se sabe que el tiempo promedio para el pe-
gado es de 3 horas y que la desviacién estdndar es de
0.5 horas. Un producto se considerard indeseable si el
tiempo de pegado es menor de una hora o mayor de
4 horas. Comente sobre la utilidad de la resina. ;Con
qué frecuencia su desempefio se considera indeseable?
Suponga que el tiempo para la unién se distribuye nor-
malmente.

6.72 Considere la informacion del ejercicio de repaso
6.66. ;Cudl es la probabilidad de que transcurran me-
nos de 200 horas antes de que ocurran 2 fallas?
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6.73 Para el ejercicio de repaso 6.72, ;cudl es la me-
dia y la varianza del tiempo que transcurre antes de que
ocurran 2 fallas?

6.74 Se sabe que la tasa promedio de uso de agua (en
miles de galones por hora) en cierta comunidad implica
la distribucién logaritmica normal con los pardmetros
W =35y o =2.Parapropdsitos de planeacion es impor-
tante tener informacion sobre los periodos de alto con-
sumo. (Cual es la probabilidad de que, para cualquier
hora determinada, se usen 50,000 galones de agua?

6.75 Para el ejercicio de repaso 6.74, ;cudl es la me-
dia del uso de agua por hora promedio en miles de ga-
lones?

6.76 En el ejercicio 6.54 de la pagina 206 se supone
que la vida de un transistor tiene una distribucién gam-
ma con una media de 10 semanas y una desviacion es-
tandar de v/50 semanas. Suponga que la distribucion
gamma es incorrecta y que se trata de una distribu-
cién normal.
a) (Cudl es la probabilidad de que el transistor dure a
lo sumo 50 semanas?
b) (Cudl es la probabilidad de que el transistor no so-
breviva las primeras 10 semanas?
¢) Comente acerca de la diferencia entre los resulta-
dos que obtuvo aqui y los que se obtuvieron en el
ejercicio 6.54 de la pdgina 206.

6.77 La distribucién beta tiene muchas aplicaciones
en problemas de confiabilidad, donde la variable alea-
toria bdsica es una proporcién, como sucede en el con-
texto practico que se ilustra en el ejercicio 6.50 de la
pagina 206. En este apartado considere el ejercicio de
repaso 3.73 de la pagina 108. Las impurezas en el lote
del producto de un proceso quimico reflejan un proble-
ma grave. Se sabe que la proporcién de impurezas Y en
un lote tiene la siguiente funcién de densidad

_f1roa -y, 0<y<l,
f) = {0, en otro caso.

a) Verifique que la anterior sea una funcién de densi-
dad valida.

b) (Cudl es la probabilidad de que un lote se conside-
re no aceptable (es decir, ¥ > 0.6)?

¢) (Cudles son los parametros v 'y 3 de la distribu-
cién beta que se ilustra aqui?

d) Lamedia de la distribucion beta es a‘%ﬁ (Cudles la
proporcién media de impurezas en el lote?

e) La varianza de una variable aleatoria beta distri-
buida es

2 _ af
(a+ P (a+B+1)

(Cudl es la varianza de Y en este problema?

o
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6.78 Considere ahora el ejercicio de repaso 3.74 de la
pdgina 108. La funcién de densidad del tiempo Z entre
las llamadas, en minutos, a una empresa de suministro
eléctrico es dada por
L o- z/ 10
T ’
f @) {0’
a) (Cudl es el tiempo medio entre llamadas?
b) ;Cudl es la varianza en el tiempo entre llamadas?
¢) (Cudl es la probabilidad de que el tiempo entre
Ilamadas supere la media?

0<z<oo,
en otro caso.

6.79 Considere el ejercicio de repaso 6.78. Dada la
suposicion de la distribucion exponencial, ¢cudl es el
nimero medio de llamadas por hora? ;Cudl es la va-
rianza en el nimero de llamadas por hora?

6.80 En un proyecto experimental sobre el factor hu-
mano se determind que el tiempo de reacciéon de un
piloto ante un estimulo visual es distribuido normal-
mente con una media de 1/2 segundo y una desviacién
estandar de 2/5 de segundo.
a) (Cudl es la probabilidad de que una reaccién del
piloto tome més de 0.3 segundos?
b) (Qué tiempo de reaccion se excede el 95% de las
veces?

6.81 El tiempo que transcurre entre las fallas de una
pieza esencial de equipo es importante en la decisién
del uso de equipo auxiliar. Un ingeniero cree que el
mejor modelo para el tiempo entre las fallas de un ge-
nerador es la distribucién exponencial con una media
de 15 dfas.
a) Siel generador acaba de fallar, ;cudl es la probabi-
lidad de que falle en los siguientes 21 dias?
b) (Cudl es la probabilidad de que el generador fun-
cione durante 30 dias sin fallar?

6.82 El periodo de vida de una broca en una operacioén
mecanica, en horas, tiene una distribucion de Weibull
cona =2y 3 =50. Calcule la probabilidad de que la
broca falle antes de 10 horas de uso.

6.83 Calcule la fda para la distribucién de Weibull.
[Sugerencia: En la definicién de una fda haga la trans-
formacién z = y?].

6.84 Explique por qué la naturaleza del escenario en
el ejercicio de repaso 6.82 probablemente no se preste
a la distribucién exponencial.
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6.85 A partir de la relacién entre la variable aleatoria
chi cuadrada y la variable aleatoria gamma, demuestre
que la media de la variable aleatoria chi cuadrada es v
y que la varianza es 2v.

6.86 El tiempo que le toma a un usuario de compu-
tadora leer su correo electrénico, en segundos, se distri-
buye como una variable aleatoria logaritmica normal
conp=18yoc*=4.0.

a) (Cudl es la probabilidad de que el usuario lea el
correo durante mas de 20 segundos? ;Y por mds
de un minuto?

b) (Cudl es la probabilidad de que el usuario lea el
correo durante un tiempo que sea igual a la media
de la distribucién logaritmica normal subyacente?

6.87 Proyecto de grupo: Pida a grupos de estudian-
tes que observen durante 2 semanas el nimero de per-
sonas que entra a una cafeteria o restaurante de comida
rapida especifico en el transcurso de una hora, empe-
zando a la misma hora cada dia. La hora deberd ser la
de mayor transito en la cafeteria o restaurante. Los da-
tos reunidos corresponderdn al nimero de clientes que
entran al lugar durante cada lapso de media hora. De
esta manera, cada dia se recolectardn 2 datos. Suponga-
mos que la variable aleatoria X, el nimero de personas
que entra cada media hora, tiene una distribucién de
Poisson. Los estudiantes deberdn calcular 1a media y la
varianza muestrales de X utilizando los 28 datos obte-
nidos.

a) (Qué evidencia hay de que la distribucién de Pois-
son es o0 no correcta?

b) Dado que X es una variable de Poisson, ;cudl es la
distribucién de 7, el tiempo entre la llegada de las
personas al lugar durante un lapso de media hora?
Proporcione un estimado numérico del pardmetro
de esa distribucion.

¢) Proporcione un estimado de la probabilidad de que
el lapso de tiempo entre las 2 llegadas sea menor
de 15 minutos.

d) (Cudl es la probabilidad estimada de que el lapso
entre las 2 llegadas sea mayor de 10 minutos?

e) (Cudl es la probabilidad estimada de que 20 minu-
tos después de iniciar la recoleccion de datos nin-
gtin cliente haya llegado?

6.11 Posibles riesgos y errores conceptuales; relacion con el material

de otros capitulos

Muchos de los riesgos en el uso del material de este capitulo son muy similares a los del
capitulo 5. Uno de los peores abusos de la estadistica consiste en suponer que se trata de
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una distribucién normal haciendo algtn tipo de inferencia estadistica, cuando en reali-
dad no es normal. En los capitulos 10 al 15 el lector estudiard las pruebas de hipdtesis,
en las que se asume normalidad. Ademas, se le recordard al lector que hay pruebas de
la bondad de ajuste, ademads de las rutinas graficas que se examinan en los capitulos 8
y 10, que permiten verificar los datos para determinar si es razonable la suposicién de
normalidad.

Debemos hacer advertencias similares con respecto a las suposiciones que a menu-
do se hacen sobre otras distribuciones, ademas de la curva normal. En este libro se han
presentado ejemplos en los que es necesario calcular las probabilidades de falla de cier-
tos productos o la probabilidad de recibir una queja durante cierto periodo. Se suelen
hacer suposiciones con respecto a cierto tipo de distribucién, asi como a los valores de
los pardmetros de la distribucion. Observe que los problemas de ejemplo incluyen los
valores de los pardmetros (por ejemplo, el valor de 3 para la distribucién exponencial).
No obstante, en los problemas de la vida real los valores de los pardmetros deben ser
estimaciones de experiencias o datos reales. Observe el énfasis que se pone en la estima-
cion en los proyectos que aparecen en los capitulos 1, 5y 6, asi como la referencia que
se hace en el capitulo 5 a las estimacién de pardmetros, tema que se analizard amplia-
mente a partir del capitulo 9.



Capitulo 7

Funciones de variables aleatorias
(opcional)

7.1 Introduccion

Este capitulo contiene un amplio espectro de material. Los capitulos 5 y 6 tratan tipos es-
pecificos de distribuciones, tanto discretas como continuas. Estas son distribuciones que
suelen aplicarse en muchos campos, por ejemplo en el de la confiabilidad, el de control
de calidad y el de muestreo de aceptacioén. En este capitulo comenzamos a estudiar un
tema mas general: el de la distribucién de funciones de variables aleatorias. Se presentan
las técnicas generales y se ilustran con ejemplos. Las presentaciones van seguidas por un
concepto relacionado, el de funciones generadoras de momentos, que pueden ser utiles
para el aprendizaje de distribuciones de funciones lineales de variables aleatorias.

En los métodos estadisticos estandar, el resultado de la prueba de hipdtesis estadis-
ticas, la estimacion, o incluso las graficas estadisticas, no involucra a una sola variable
aleatoria sino a funciones de una o mds variables aleatorias. Como resultado, la inferen-
cia estadistica requiere la distribucién de tales funciones. Por ejemplo, es comtin que se
utilicen promedios de variables aleatorias. Ademads, las sumatorias y las combinacio-
nes lineales mds generales son importantes. Con frecuencia nos interesa la distribucién
de las sumas de cuadrados de variables aleatorias, en particular la manera en que se utili-
zan las técnicas del andlisis de varianza, las cuales se estudiardn en los capitulos 11 a 14.

7.2 Transformaciones de variables

Con frecuencia, en la estadistica se enfrenta la necesidad de derivar la distribucion de
probabilidad de una funcién de una o més variables aleatorias. Por ejemplo, suponga que
X es una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidad f(x), suponga
también que Y = u (X) define una transformacién uno a uno entre los valores de X y Y.
Queremos encontrar la distribucién de probabilidad de Y. Es importante notar que la
transformacién uno a uno implica que cada valor x estd relacionado con un, y s6lo un,
valor y = u(x), y que cada valor y estd relacionado con un, y sélo un, valor x = w(y),
donde w(y) se obtiene al resolver y = u(x) para x en términos de y.

211
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Teorema 7.1:

Capitulo 7 Funciones de variables aleatorias (opcional)

A partir de lo expuesto respecto a las distribuciones de probabilidad discreta en el
capitulo 3, nos qued6 claro que la variable aleatoria Y toma el valor y cuando X toma
el valor w(y). En consecuencia, la distribucién de probabilidad de Y es dada por

gy =P =y)=PX=w]=fwO]

Suponga que X es una variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidad f(x).
Definamos con Y = u(X) una transformacién uno a uno entre los valores de X y Y, de
manera que la ecuacién y = u(x) se resuelva exclusivamente para x en términos de y,
digamos, x = w(y). Entonces, la distribucion de probabilidad de Y es

g(y) =f vl

Ejemplo 7.1: | Sea X una variable aleatoria geométrica con la siguiente distribucion de probabilidad

Solucion:

Teorema 7.2:

3 1 x—1
f(X)_Z<Z> y x=123,....

Calcule la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria ¥ = X2,
Como todos los valores de X son positivos, la transformacién define una corresponden-
cia uno a uno entre los valores x y y, y = x> y x = /Y- Por lo tanto,

—1
g(y):{ﬂ@:m)ﬁ =140

0, en cualquier caso. 1

De manera similar, para una transformacién de dos dimensiones, tenemos el resul-
tado en el teorema 7.2.

Suponga que X, y X, son variables aleatorias discretas, con distribucién de probabilidad
conjunta f(x, x,). Definamos con ¥, = u (X, X,) y ¥, = u,(X,, X)) una transformacion
uno a uno entre los puntos (x,, x,) y (v, y,), de manera que las ecuaciones

yi =ui(x,x2) y y2 =us(xi,x2)

se pueden resolver exclusivamente para x, y x, en t€rminos de y, y y,, digamos x, = w,
(v,»¥,) ¥ x, = w,(y,, y,). Entonces, la distribucién de probabilidad conjunta de Y, y Y, es

g(y1,y2) = f w11, y2), wa(y1,y2)l

El teorema 7.2 es muy util para encontrar la distribucion de alguna variable aleatoria
Y, =u X, X), donde X, y X, son variables aleatorias discretas con distribucién de pro-
babilidad conjunta f(x , x,). Definimos simplemente una segunda funcion, digamos Y, =
u,(X,, X,), manteniendo una correspondencia uno a uno entre los puntos (x,, x,) y (v, ¥,),
y obtenemos la distribucién de probabilidad conjunta g(y,, y,). La distribucién de Y,
es precisamente la distribucién marginal de g(y,, y,) que se encuentra sumando los valo-
res y,. Si denotamos la distribucion de Y| con h(y,), podemos escribir

h(y1) = g,y2)-

y2
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Ejemplo 7.2: | Sean X | ¥ X, dos variables aleatorias independientes que tienen distribuciones de Poisson

Solucion:

Teorema 7.3:

con los pardmetros u, y u,, respectivamente. Calcule la distribucién de la variable alea-
toria ¥, = X, + X,.
Como X, y X, son independientes, podemos escribir

e M1 ”‘Tl 6_’1‘2[1/;2 _ e—(p,l +M2)NT1N;2

fxi,x2) =f(x)f (x2) = o

bl

)CQ! xl!le

dondex, =0, 1, 2,... y x, = 0, 1, 2,.... Definamos ahora una segunda variable aleatoria,
digamos Y, = X,. Las funciones inversas son dadas por x, =y, —y, y x, = y,. Si usamos
el teorema 7.2, encontramos que la distribucion de probabilidad conjuntade Y,y Y, es

- + yi—=Yy2 ,v2
R N

(1 —y2)lya!

gyi,y2) =

dondey, =0,1,2,..yy,=0,1,2,.,y. Advierta que, como x, > 0, la transformacién
X, =y, —x, implica que y, y, por lo tanto, x, siempre deben ser menores o iguales que y,.
En consecuencia, la distribucién de probabilidad marginal de Y| es

i PR N R
h(yi) = g(y1,yy) = e Hiti2 E B S o S
—vo) o !
y2,=0 y2=0 1 —y2)lya!
—(p1+py) 1 |
¢ yi! _
= u}]’l yzpéz

yit 2= y2 101 —y2)!

—(p1+p2) 2
e Z Vi L —ya
! ( )'u}ll e

v2=0 Y2

Al reconocer esta suma como la expansion binomial de (u, + u,)", obtenemos

e~ (K1 +12) (11 + uz)}’l
!

h(y) = , w=012...,

a partir de lo cual concluimos que la suma de las dos variables aleatorias independientes
que tienen distribuciones de Poisson, con los pardmetros u, y u,, tiene una distribucion
de Poisson con el pardmetro u, + u.. A

Para calcular la distribuciéon de probabilidad de la variable aleatoria ¥ = u(X),
cuando X es una variable aleatoria continua y la transformacion es uno a uno, necesita-
remos el teorema 7.3. La demostracion de este teorema se deja al lector.

Suponga que X es una variable aleatoria continua con distribucién de probabilidad f(x).
Definamos con Y = u(X) una correspondencia uno a uno entre los valores de X y Y, de
manera que la ecuacién y = u(x) se resuelva exclusivamente para x en términos de y,
digamos x = w(y). Entonces, la distribucién de probabilidad de Y es

g =fIwmIJ |,

donde J = w'(y) y se llama jacobiano de la transformacion.
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Ejemplo 7.3: | Sea X una variable aleatoria continua con la siguiente distribucién de probabilidad

f(x):{lx_z’ 1 <x <5,

0, en cualquier caso.

Calcule la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria ¥ = 2X — 3.
Solucion: La solucién inversa de y = 2x — 3 produce x = (y + 3)/2, de la que obtenemos J = w'(y)
= dx/dy = 1/2. Por lo tanto, usando el teorema 7.3 encontramos que la funcién de den-
sidad de Y es

(y+3)/2 71\ _ y+3
e(y) = S5 () =g 1<y <7,
0, en cualquier caso. 1

Para calcular la distribucién de probabilidad conjunta de las variables aleatorias
Y, =u(X,X,)yY,=u,(X,X,),cuando X, y X, son continuas y la transformacion es uno
a uno, necesitamos un teorema adicional andlogo al teorema 7.2, el cual establecemos
sin demostracion.

Teorema 7.4: Suponga que X, y X, son variables aleatorias continuas con distribucién de probabili-
dad conjunta f(x , x,). Definamos con ¥, = u (X, X)) y ¥, = u,(X,, X,) una transforma-
cién uno a uno entre los puntos (x,, x,) y (v, ¥,), de manera que las ecuaciones y =
u,(x,,x,)yy, = u,(x,, x,) se resuelven exclusivamente para x, y x, en t€rminos de y, y y,,
digamos x, = w (y,, ¥,) y X, = w,(y,, ¥,). Entonces, la distribucién de probabilidad con-
juntade Y,y Y, es

g, y2) = f w1, y2), wa(yi, y)IJ |,

donde el jacobiano es el determinante 2 X 2

Oxi  Ox,

dy1  Oy2
J =

Oxy  Oxp

dy1  Oy2

x| . . _
Y 3y, es simplemente la derivada de x, = w/(y,, y,) respecto a y,, con y, constante, que

en cdlculo se denomina derivada parcial de x, respecto ay,. Las otras derivadas parciales
se definen de manera similar.

Ejemplo 7.4: | Sean X | Y X, dos variables aleatorias continuas con la siguiente distribucién de probabi-
lidad conjunta

dxi1x,, O0<x <1, 0<xp <1,
fxi,x2) = .
0, en cualquier caso.
Calcule la distribucién de probabilidad conjunta de Y| = X 12 y Yo =X 1X,.
Solucion: Las soluciones inversas de y; = x% Yy Y2 = X1X2 SONX| = /Y1 ¥ X2 = y2/+/y1, de
las que obtenemos

1

ey o
ZY1'

v
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Para determinar el conjunto B de puntos en el plano y,y, en el que se traza el conjunto A
de puntos en el plano x x, escribimos

Xi=a1 oy x2=y/\h

Luego, al establecer x, = 0, x, = 0, x, = 1 y x, = 1, las fronteras del conjunto A se trans-
formaneny, =0,y,=0,y, = 1yy,=+/y1 0y5 =y, Las dos regiones se ilustran en la
figura 7.1. Al trazar el conjunto A = {(x, x,) | 0 <x, <1,0<x, <1} en el conjunto
B ={(y1,y2) | y2 <yi1 <1, 0<y, <1}, se Vuelve evidente que la transformacion
es uno a uno. Del teorema 7.4, 1a distribucion de probabilidad conjuntade ¥, y ¥, es

2y, 2
=2 oy <y <L, 0<y, <1,
gv1.y2) = 4G/i1) = v 2l ’
\/ 2y1 0, en cualquier caso. 1
X2 iz
Xo =1
1 2 1+
2 A"
— v —
? Il ? 3 Il
< A < < B Ny
X
0 X, =0 1 ! Yo =0 Vi

Figura 7.1: Gréfica del conjunto A en el conjunto B.

A menudo surgen problemas cuando deseamos encontrar la distribucién de pro-
babilidad de la variable aleatoria ¥ = u(X) y X es una variable aleatoria continua y la
transformacién no es uno a uno. Es decir, a cada valor x le corresponde exactamente un
valor y; pero a cada valor y le corresponde mds de un valor x. Por ejemplo, suponga que
f(x) es positiva en el intervalo —1 < x < 2 y cero en cualquier caso. Considere la transfor-
macién y = x* . En este caso, x = £ 4/y para0 <y < 1 yx =/y para 1 <y < 4. Para
el intervalo 1 < y <4, la distribucién de probabilidad de Y se calcula como antes, con el
teorema 7.3. Es decir,

) = F vV | =fz$\%, <y <4

Sin embargo, cuando 0 <y < 1, podemos dividir el intervalo —1 < x < 1 para obtener las
dos funciones inversas

X = =1/, —1<x <0, y x=\/)7, 0<x<l.
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Entonces, a todo valor y le corresponde un solo valor x para cada particién. En la figura
7.2 vemos que

Pa<Y <b)=P(—\Vb<X < —Ja)+ P(yJa<X < \b

—Va Vb
=/ f(x) dx—i—/ f(x) dx.
- Vb va

[\

1 Vb ~va Va Vb 1

Figura 7.2: Funcién decreciente y creciente.

Al cambiar la variable de integracion de x a y, obtenemos

a b
P(a<Y<b)=/bf(—\/§)J1 dy+/f(\/§)Jz dy

b b
:_/ f (=M1 dy+/ )2 dy,

donde o d(—/) _ 1 i
1 dy _2\/y 1
y d(\fy) 1
=D L
dy 2y

Por lo tanto, podemos escribir

b
Pla<Y <b= / L (=1 |+ (YWl dy.

y entonces

g(y)=f(—\/§)|11|+f(\/§)llz|=f(_\/y2)\/+yf(\/y), 0<y<l
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Teorema 7.5:

La distribucién de probabilidad de Y para 0 < y < 4 se puede escribir ahora como

(—/W+HGY)
L ;f Yo0<y<l,

o =14rm?
= y
8y NS l<y<4,
0, en cualquier caso.

Este procedimiento para calcular g(y) cuando 0 < y < 1 se generaliza en el teorema
7.5 para k funciones inversas. Para transformaciones de funciones de diversas variables
que no son uno a uno se recomienda al lector Introduction to Mathematical Statistics de
Hogg, McKean y Craig (2005; véase la bibliografia).

Suponga que X es una variable aleatoria continua con distribucién de probabilidad f(x).
Definamos con Y = u(X) una transformacién entre los valores de X y Y que no es uno a
uno. Si el intervalo sobre el que se define X se puede dividir en k conjuntos mutuamen-
te disjuntos de manera que cada una de las funciones inversas

xp=wi(y), x2=wa(y), ..., xp=wr(y)

de y = u(x) defina una correspondencia uno a uno, entonces la distribucién de probabi-
lidad de Yes

k
gy = > _fiwimIVil.
i=1
donde J; = w;(y), i = 1,2,....k.

Ejemplo 7.5: | Demuestre que Y = (X — u)*/0” tiene una distribucién chi cuadrada con 1 grado de liber-

Solucion:

tad cuando X tiene una distribucién normal con media u y varianza o°.
Sea Z = (X — w)/o, donde la variable aleatoria Z tiene la distribucion normal estdndar

Lo
V2 ’

Ahora debemos calcular la distribucién de la variable aleatoria ¥ = Z2 Las soluciones
inversas de y = z? son z = +4/y. Si designamos z, =—/y y z, =4/y, entonces J, = ~1/2
\/y yJ, =-1/2,/y. Entonces, por el teorema 7.5, tenemos

1 -1 1 1 1
= + _ = —
0= g T 2@* Ner

Como g(y) es una funcién de densidad, se deduce que

1 °° 1y /2 [~ yl/2=1e=/2 I'(1/2)
1= — 1/2=1g=9/2 gy = / dy = ,
\/2_7( /() Y ¢ J \/_7( 0 \/§I‘(1/2) Y \/_7‘

la integral es el drea bajo una curva de probabilidad gamma con los pardmetros & = 1/2
y 3 = 2. Por lo tanto,\/ 7w = I'(1/2) y la densidad de Y es dada por

1 1/2=1,—y/2
gy = § T >
, en cualquier caso.

f)=

—00 < 7 < 00.

-y/2 -y/2

l/2—le—y/2’ y > 0.

que se considera una distribucion chi cuadrada con 1 grado de libertad. o |
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7.3 Momentos y funciones generadoras de momentos

Definicion 7.1:

Definicién 7.2:

Teorema 7.6:

En esta seccién nos concentramos en aplicaciones de las funciones generadoras de mo-
mentos. El propésito evidente de la funcién generadora de momentos es la determinacién
de los momentos de variables aleatorias. Sin embargo, la contribucién mas importante
consiste en establecer distribuciones de funciones de variables aleatorias.

Sig(X) = X parar =0, 1, 2, 3,..., la definicién 7.1 proporciona un valor esperado
que se denomina r-ésimo momento alrededor del origen de la variable aleatoria X, que
denotamos con .

El r-€simo momento alrededor del origen de la variable aleatoria X es dado por

, SXf(x), si X es discreta,
pr=EX)=4 x_ _ _
J2 X" f(x) dx, siX es continua.

Como el primer y segundo momentos alrededor del origen son dados por uy = E(X) y u}
= E(X?), podemos escribir la media y la varianza de una variable aleatoria como

— 2 _ 2
B = y 0" =y — .
Aunque los momentos de una variable aleatoria se pueden determinar directamente
a partir de la definicién 7.1, existe un procedimiento alternativo, el cual requiere que uti-
licemos una funcién generadora de momentos.

La funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X es dada por E(e”), y se
denota con M,(#). Por lo tanto,

S f (x), si X es discreta,
Mx (1) = E(e¥) = x
Jo. €"f(x) dx, siX escontinua.

Las funciones generadoras de momentos existirdn sélo si la sumatoria o integral de
la definicién 7.2 converge. Si existe una funcién generadora de momentos de una varia-
ble aleatoria X, se puede utilizar para generar todos los momentos de dicha variable. El
método se describe en el teorema 7.6 sin demostracion.

Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de momentos M, (). Entonces,

der(t)
dt”

:ll,/_

t=0

Ejemplo 7.6: | Calcule la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria binomial X y des-

Solucion:

pués utilicela para verificar que u = np y 0 = npq.
A partir de la definicién 7.2 tenemos

Mx(t) — Zetx <Z>pan—x — Z (Z)(pet)an—x'
x=0

x=0
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Al reconocer a esta tltima sumatoria como la expansion binomial de (pe’ + ¢)" obtenemos
My (1) = (pe' +¢)".

Asi, M
t
—;( L —npe'+ g pe
t
y
d*My (t
T);() =nple' (n — D(pe' + @)" *pe’ +(pe' + )"~ 'e'.

Al establecer t = 0 obtenemos

py =npy py =npl(n —Dp+1].
Por consiguiente,

p=py =npyo’=p—p=np(l —p)=npq,

que coincide con los resultados que se obtuvieron en el capitulo 5. A

Ejemplo 7.7: | Demuestre que la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X, la cual
tiene una distribucién de probabilidad normal con media u y varianza 0°, es dada por

Myx (t) = exp (,ut + %0’%2) .

Solucion: A partir de la definicidn 7.2, la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria
normal X es

1 _ 2
MX(t)_/ N Xpl_i (x Uu) ]dx

2 2(u+to*)x +u2]d

1 X
= —— exp|—
/_oo \2mo p[ 207

Si completamos el cuadrado en el exponente, podemos escribir

2 2pHtoRHx +pt =[x — (p+tod))? —2uto’ — 1ot

y, entonces,
_ 1022 —2uto? — 2ot
exp{—[x (W +to")] uto o }dx

* 1
My (1) = /_ = —
2.2 _ 2412
=exp (2ut+0't >/ _exp{——[x ('l;;;m- )l }dx.

Seaw = [x — (u + t0%)]/0 ; entonces dx = o dw'y

2 1
— eV /2 — S22
My (1) = exp (ut+ —o’t )/ \/_ dw = exp (ut + 57 t >
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Teorema 7.7:

Teorema 7.8:

Prueba:

Teorema 7.9:

Prueba:

Teorema 7.10:

Capitulo 7 Funciones de variables aleatorias (opcional)

ya que la dltima integral representa el drea bajo una curva de densidad normal estandar
y, en consecuencia, es igual a 1. o |

Aunque el método de transformacién de variables brinda una forma eficaz para de-
terminar la distribucién de una funcién de multiples variables, existe un procedimiento
alternativo, y que a menudo se prefiere cuando la funcién a analizar es una combinacién
lineal de variables aleatorias independientes. Este procedimiento utiliza las propiedades
de las funciones generadoras de momentos que se estudian en los siguientes cuatro teo-
remas. Para no rebasar el alcance matematico de este libro, establecemos el teorema 7.7
sin demostracion.

(Teorema de unicidad) Sean X y Y dos variables aleatorias con funciones generadoras
de momentos M, (1) y M (1), respectivamente. Si M, (t) = M () para todos los valores de
t, entonces X y Y tienen la misma distribucién de probabilidad.

My 4 (1) = e Mx(1).

My 4 o(t) = E[eXTD] = ¢ E(eX) = e My (1). N |
M,x (1) = Mx (ar).

Mux (1) = E[e"“X)] = E[e“)% ] = My (ap). .

Si X, X,,..., X son variables aleatorias independientes con funciones generadoras de
momentos Mxl(t), M, (1),..., M, (?), respectivamente, y ¥ = X, + X, +... + X , entonces,

My (1) = Mx, (1) Mx, (?)- - - Mx, ().

La demostracién del teorema 7.10 se deja al lector.

Los teoremas 7.7 a 7.10 son fundamentales para entender las funciones generadoras
de momentos. A continuacién se presenta un ejemplo como ilustraciéon. Hay muchas
situaciones en que necesitamos conocer la distribucién de la suma de las variables alea-
torias. Podemos utilizar los teoremas 7.7 y 7.10, asi como el resultado del ejercicio 7.19
de la pagina 224, para calcular la distribucién de una suma de dos variables aleatorias
independientes de Poisson, con funciones generadoras de momentos dadas por

MXI([) = eﬂl(ef_]) y MXz(t) = E”Z(er_l),

respectivamente. De acuerdo con el teorema 7.10, la funcién generadora de momentos
de la variable aleatoria ¥, = X, + X es

My, (1) = My, (1) My, (1) = el (¢ ~D el D = gl =,

que de inmediato identificamos como la funcién generadora de momentos de una va-
riable aleatoria que tiene una distribucion de Poisson con el pardmetro u, + u,. Por lo
tanto, de acuerdo con el teorema 7.7, de nuevo concluimos que la suma de dos variables
aleatorias independientes, que tienen distribuciones de Poisson con los pardmetros u, y
u, tiene una distribucién de Poisson con el pardmetro i, + .
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Combinaciones lineales de variables aleatorias

Teorema 7.11:

Teorema 7.12:

Prueba:

En estadistica aplicada a menudo se necesita conocer la distribucién de probabilidad de
una combinacidn lineal de variables aleatorias normales independientes. Obtengamos la
distribucién de la variable aleatoria ¥ = a, X, + a, X, cuando X, es una variable normal
con media u, y varianza oty X, también es una variable normal, pero independiente de

X,, con media U,y varianza 0'5. Primero, por medio del teorema 7.10, obtenemos
My (1) = Mg, x, (OMa, x, (1),
y después, usando el teorema 7.9, obtenemos
My(1) = My, (a1t)My, (azt).

Si sustituimos a ¢t por ¢, y despues a,t por £, en una funcion generadora de momentos de
la distribucién normal derivada en el ejemplo 7.7, tenemos

My (1) = exp(a it + a>03t%/2 + arppt + a5031%/2)
=expl( a1y + axp)t + (aiot + a303)1%/2],

que reconocemos como la funcién generadora de momentos de una distribucién que es
: : 2.2 2 2
normal, con media a u, + a,u,y varianza ayoy + a;03.
Al generalizar para el caso de n variables normales independientes, establecemos el

siguiente resultado.

SiX,, X,,..., X son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones norma-
les con medias u,, i,,... 'y varianzas Jf, 0'5,..., 0',21, respectivamente, entonces la varia-
ble aleatoria
Y =aXi+aXo +---+a,X,
tiene una distribucion normal con media
Uy =aify +asfly + -+ anfhy

Yy varianza )

2 2 2 2 2 2
Gy=a10'1+a20'2+-'-+a

n Jn °

Ahora es evidente que la distribucién de Poisson y la distribucién normal tienen
una propiedad reproductiva, en el sentido de que la suma de variables aleatorias inde-
pendientes que tengan cualquiera de estas distribuciones es una variable aleatoria que
también tiene el mismo tipo de distribucién. La distribucién chi cuadrada también posee
esta propiedad reproductiva.

SiX 1> Xypeees X SON variables aleatorias mutuamente independientes, que tienen distribu-
ciones chi cuadrada con Vis Vaserns V, grados de libertad, respectivamente, entonces la

variable aleatoria
Y=Xi+X +---+X,

tiene una distribucion chi cuadrada con v =v + v, +...+ v grados de libertad.

Por medio del teorema 7.10 y el ejercicio 7.21,

My (1) = My, ()My, (1) -+ My, (£) y My, (1) = (1= 20)"""/2 i = 1,2,....n.
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Por lo tanto,
My ()= (1 =20)""1/2(1 =207 /2 (1 =207 /2 = (1 —20) = tvat b /2,

que reconocemos como la funcién generadora de momentos de una distribucién chi
cuadradaconv =v + v, +...+ v grados de libertad. o |

Corolario 7.1: SiX, X ,..., X son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones norma-

les idénticas, con media u y varianza 0°, entonces la variable aleatoria
n 2
Y = Z (X i — N)
: o
i=1

tiene una distribucidn chi cuadrada con v = n grados de libertad.

Este corolario es una consecuencia inmediata del ejemplo 7.5, y establece una relacién
entre la muy importante distribucién chi cuadrada y la distribucion normal. También debe
brindar al lector una idea muy clara de lo que significa el pardmetro llamado grados
de libertad. En futuros capitulos el concepto de grados de libertad desempefiard un papel

cada vez mas relevante.

Corolario 7.2: SiX,X,,..., X son variables aleatorias independientes y X, tiene una distribucién normal
con media u, y varianza 0'[.2 parai =1, 2,..., n, entonces la variable aleatoria

tiene una distribucion chi cuadrada con v = n grados de libertad.

Ejercicios

7.1 Sea X una variable aleatoria que tiene la siguiente
probabilidad

1
_ )3 X= 1,2,3,
reo={5

en cualquier caso.

Calcule la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria ¥ = 2X — 1.

7.2 Sea X una variable aleatoria binomial con la si-
guiente distribucion de probabilidad

Fl) = {(3) ) (), x=0123,

0, en cualquier caso.
Calcule la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria Y = X2

7.3 Sean X, y X, variables aleatorias discretas con la
siguiente distribucién multinomial conjunta

f (xl > X2)

) 1\ 1\ 5 2—x1—x2
=X1,xz,2—xl — X2 (Z) (5) (E)

parax, =0, 1,2;x, =0, 1, 2; x, + x, <2, y cero en
cualquier caso. Calcule la distribucion de probabilidad
conjuntade ¥, =X, + X,y ¥, = X, - X,.

7.4 Sean X, y X, variables aleatorias discretas con la
siguiente distribucion de probabilidad conjunta

12 ox =12 x=1,2,3,

fx1,x2) = {T’

0, en cualquier caso.

Calcule la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria ¥ = X X..
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7.5 SiXtiene la siguiente distribucién de probabilidad
I, O0<x <1,
ro={;

en cualquier caso.
Demuestre que la variable aleatoria ¥ = —2In X tiene
una distribucion chi cuadrada con 2 grados de libertad.

7.6 Dada la variable aleatoria X con la siguiente dis-
tribucion de probabilidad

Flx) = 2x, O0<x<l1,
10, en cualquier caso,

calcule la distribucién de probabilidad de ¥ = 8X°.

7.7 Lavelocidad de una molécula en un gas uniforme
en equilibrio es una variable aleatoria V, cuya distribu-
cion de probabilidad es dada por

2 —bv?
f(v)={kve , v>0,

0, en cualquier caso,

donde k es una constante adecuada y b depende de
la temperatura absoluta y de la masa de la molécula.
Calcule la distribucién de probabilidad de la energia
cinética de la molécula W, donde W = mV?/2.

7.8 La utilidad de un distribuidor, en unidades de
$5000, sobre un automdévil nuevo, es dada por ¥ = X2,
donde X es una variable aleatoria que tiene la siguiente
funcién de densidad

2(1—-x), 0<x <1,

flo= {0, en cualquier caso.

a) Calcule la funcién de densidad de probabilidad de
la variable aleatoria Y.

b) Utilice la funcion de densidad de Y para calcular la
probabilidad de que la utilidad sobre el siguiente
automévil nuevo que venda este distribuidor sea
menor que $500.

7.9 El periodo hospitalario, en dias, para pacientes
que siguen un tratamiento para cierto tipo de enfer-
medad del rifion es una variable aleatoria ¥ = X + 4,
donde X tiene la siguiente funcién de densidad

32
f@)={uw" x>0,

0, en cualquier caso.

a) Calcule la funcién de densidad de probabilidad de
la variable aleatoria Y.

b) Utilice la funcién de densidad de Y para calcular
la probabilidad de que el periodo hospitalario para
un paciente que sigue este tratamiento exceda los
8 dias.

7.10 Las variables aleatorias X y Y, que representan
los pesos de cremas y chiclosos, respectivamente, en
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cajas de un kilogramo de chocolates que contienen una
combinacion de cremas, chiclosos y envinados, tienen
la siguiente funcién de densidad conjunta

24xy, 0<x<1,0<y<lx+y<]I,
flny) = Xy : y y

0, en cualquier caso.

a) Calcule la funcién de densidad de probabilidad de
la variable aleatoria Z = X + Y.

b) Utilice la funcién de densidad de Z para calcular
la probabilidad de que, en una determinada caja, la
suma de los pesos de las cremas y los chiclosos sea
por lo menos 1/2 del peso total, pero menos de 3/4.

7.11 La cantidad de queroseno en un tanque al ini-
cio de cualquier dia, en miles de litros, es una cantidad
aleatoria Y, de la cual una cantidad aleatoria X se vende
durante ese dia. Suponga que la funcién de densidad
conjunta de estas variables es dada por

_ 2, 0<x<y 0<y<l],
fxy) = {0, en cualquier caso.

Calcule la funcién de densidad de probabilidad para la
cantidad de queroseno que queda en el tanque al final
del dfa.
7.12  Sean Xy X, variables aleatorias independientes
que tienen cada una la siguiente distribucién de proba-
bilidad 0
e, x>0,

S = {O, en cualquier caso.
Demuestre que las variables aleatorias Y, y Y, son inde-
pendientes cuando ¥, = X, + X,y ¥, = X, /(X + X)).

7.13 Una corriente de I amperios que fluye a través
de una resistencia de R ohms varfa de acuerdo con la
siguiente distribucién de probabilidad

L Jeil=i), 0<i <1,
F@= {0, en cualquier caso.

Si la resistencia varia independientemente de la co-
rriente de acuerdo con la siguiente distribucién de pro-

babilidad
(r) = 2r, 0<r<l,
8= 0, en cualquier caso,
calcule la distribucidn de probabilidad para la potencia
W = I°R watts.

7.14 Sea X una variable aleatoria con la siguiente dis-
tribucion de probabilidad
B —l<x<l1
_ 5 )
S {0, en cualquier caso.

Calcule la distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria ¥ = X2
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7.15 Si X tiene la siguiente distribucién de probabi-

lidad
2(x+1)
= 9
fw=10

Calcule la distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria Y = X*.

—1<x<?2,
en cualquier caso.

7.16 Demuestre que el r-ésimo momento respecto al
origen de la distribucién gamma es

;B T(a+r)
=T

[Sugerencia: Sustituya y = x/(3 en la integral que define
w.y después utilice la funcion gamma para evaluar la
integral].

7.17 Una variable aleatoria X tiene la siguiente distri-
bucién uniforme discreta

fx:k) = {‘ x=12,....k

1
T
0, en cualquier caso.

Demuestre que la funcién generadora de momentos de
Xes
et (1 _ ekl )

MO =Fa=ey

7.18 Una variable aleatoria X tiene la distribucién
geométrica g(x; p) = pg*~'parax = 1,2, 3,.... Demuestre
que la funcién generadora de momentos de X es

!

Mx(t) = —1 peq

—get’

t<lIng,

y después use M () para calcular la media y la varianza
de la distribucion geométrica.
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7.19 Una variable aleatoria X tiene la distribucién de
Poisson p(x; 1) = e*u/x! parax =0, 1, 2,.... Demuestre
que la funcién generadora de momentos de X es

My(t) = e« =V

Utilice M (¢) para calcular la media y la varianza de la
distribucion de Poisson.

7.20 La funcién generadora de momentos de cierta
variable aleatoria de Poisson X es dada por

My(t) = &'~V
Calcule P(u—20 <X <u + 20).

7.21 Demuestre que la funcién generadora de mo-
mentos de la variable aleatoria X, que tiene una distri-
bucion chi cuadrada con v grados de libertad, es

My (1) = (1 —20)~" 2.

7.22 Con la funcién generadora de momentos del
ejemplo 7.21 demuestre que la media y la varianza de
la distribucién chi cuadrada con v grados de libertad
son, respectivamente, vy 2v.

7.23 Si tanto X como Y, distribuidas de manera in-
dependiente, siguen distribuciones exponenciales con
parametro medio 1, calcule las distribuciones de

a) U=X +7Y;

by V=X/(X+Y).

7.24 Mediante la expansion de e™ en una serie de
Maclaurin y la integracién término por término, de-
muestre que

M) = / T f) d

s 1
= 1+,UJ+N2§ +...+,UJ,F+...



Capitulo 8

Distribuciones de muestreo
fundamentales y descripciones de datos

8.1 Muestreo aleatorio

El resultado de un experimento estadistico se puede registrar como un valor numérico o
como una representacion descriptiva. Cuando se lanza un par de dados y lo que nos inte-
resa es el resultado total, registramos un valor numérico. Sin embargo, si a los estudian-
tes de cierta escuela se les hacen pruebas de sangre para averiguar cudl es su tipo, podria
ser mas util una representacion descriptiva. La sangre de una persona se puede clasificar
de 8 maneras. Puede ser AB, A, B u O, cada una con un signo de mds o de menos, lo cual
depende de la presencia o ausencia del antigeno Rh.

En este capitulo nos enfocamos en el muestreo de distribuciones o poblaciones, y
estudiamos cantidades tan importantes como la media de la muestra y la varianza de
la muestra, que seran de importancia fundamental en los capitulos siguientes. Ademas,
en los préximos capitulos intentamos introducir al lector al papel que desempefiaran la
media y la varianza de la muestra en la inferencia estadistica. El uso de las computadoras
modernas de alta velocidad permite a los cientificos e ingenieros incrementar enorme-
mente su uso de la inferencia estadistica formal con técnicas graficas. La mayoria de las
veces la inferencia formal parece muy drida y quizds incluso abstracta para el profesional
o el gerente que desea que el andlisis estadistico sea una guia para la toma de decisiones.

Poblaciones y muestras

Comenzamos esta seccion presentando los conceptos de poblaciones 'y muestras. Ambas
se mencionan de forma extensa en el capitulo 1; sin embargo, aqui serd necesario estu-
diarlas mas ampliamente, en particular en el contexto del concepto de variables aleato-
rias. La totalidad de observaciones que nos interesan, ya sean de nimero finito o infinito,
constituye lo que llamamos poblacién. En alguna época el término poblacion se referia a
observaciones que se obtenian de estudios estadisticos aplicados a personas. En la actuali-
dad el estadistico utiliza la palabra para referirse a observaciones sobre cualquier cuestion
de interés, ya sea de grupos de personas, de animales o de todos los resultados posibles de
algiin complicado sistema biol6gico o de ingenieria.
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Definicion 8.1:

Definicion 8.2:

Capitulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de datos

Una poblacién consta de la totalidad de las observaciones en las que estamos intere-
sados.

El nimero de observaciones en la poblacién se define como el tamafio de la pobla-
cion. Si en la escuela hay 600 estudiantes que clasificamos de acuerdo con su tipo de
sangre, decimos que tenemos una poblacién de tamafio 600. Los nimeros en las cartas
de una baraja, las estaturas de los residentes de cierta ciudad y las longitudes de los pe-
ces en un lago especifico son ejemplos de poblaciones de tamafio finito. En cada caso el
nimero total de observaciones es un niimero finito. Las observaciones que se obtienen al
medir diariamente la presion atmosférica desde el pasado hasta el futuro, o todas las me-
diciones de la profundidad de un lago desde cualquier posicion concebible son ejemplos
de poblaciones cuyos tamaiios son infinitos. Algunas poblaciones finitas son tan grandes
que en teoria las supondriamos infinitas, lo cual es cierto si se considera la poblacion
de la vida 1til de cierto tipo de bateria de almacenamiento que se estd fabricando para
distribuirla en forma masiva en todo el pais.

Cada observacién en una poblacién es un valor de una variable aleatoria X que
tiene alguna distribucién de probabilidad f(x). Si se inspeccionan articulos que salen de
una linea de ensamble para buscar defectos, entonces cada observacion en la poblacién
podria ser un valor 0 o 1 de la variable aleatoria X de Bernoulli, con una distribucién de
probabilidad

b(x;1Lp)=p'¢'™", x=0]1

donde 0 indica un articulo sin defecto y 1 indica un articulo defectuoso. De hecho, se
supone que p, la probabilidad de que cualquier articulo esté defectuoso, permanece cons-
tante de una prueba a otra. En el experimento del tipo de sangre la variable aleatoria X
representa el tipo de sangre y se supone que toma un valor del 1 al 8. A cada estudiante
se le asigna uno de los valores de la variable aleatoria discreta. Las duraciones de las ba-
terfas de almacenamiento son valores que toma una variable aleatoria continua que quiza
tiene una distribucién normal. De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una “pobla-
cién binomial”, a una “poblacién normal” o, en general, a la “poblacién f(x)”, aludire-
mos a una poblacion cuyas observaciones son valores de una variable aleatoria que tiene
una distribucién binomial, una distribucion normal o la distribucion de probabilidad f(x).
Por ello, a la media y a la varianza de una variable aleatoria o distribucién de probabi-
lidad también se les denomina la media y la varianza de la poblacién correspondiente.

En el campo de la inferencia estadistica, el estadistico se interesa en llegar a con-
clusiones respecto a una poblacién, cuando es imposible o poco practico conocer todo
el conjunto de observaciones que la constituyen. Por ejemplo, al intentar determinar
la longitud de la vida promedio de cierta marca de bombilla, seria imposible probarlas
todas si tenemos que dejar algunas para venderlas. Los costos desmesurados que impli-
carfa estudiar a toda la poblacién también constituirfan un factor que impediria hacerlo.
Por lo tanto, debemos depender de un subconjunto de observaciones de la poblacién que
nos ayude a realizar inferencias respecto a ella. Esto nos lleva a considerar el concepto
de muestreo.

Una muestra es un subconjunto de una poblacién.

Para que las inferencias que hacemos sobre la poblacién a partir de la muestra
sean vdlidas, debemos obtener muestras que sean representativas de ella. Con mucha
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frecuencia nos sentimos tentados a elegir una muestra seleccionando a los miembros mas
convenientes de la poblacion. Tal procedimiento podria conducir a inferencias erréneas
respecto a la poblacion. Se dice que cualquier procedimiento de muestreo que produzca
inferencias que sobreestimen o subestimen de forma consistente alguna caracteristica de
la poblacién estd sesgado. Para eliminar cualquier posibilidad de sesgo en el procedi-
miento de muestreo es deseable elegir una muestra aleatoria, lo cual significa que las
observaciones se realicen de forma independiente y al azar.

Para seleccionar una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién f(x) defi-
nimos la variable aleatoria X, i =1, 2,., n, que representa la i-ésima medicion o
valor de la muestra que observamos. Si las mediciones se obtienen repitiendo el expe-
rimento n veces independientes en, esencialmente, las mismas condiciones, las varia-
bles aleatorias X " Xz""’ X, constituirdn entonces una muestra aleatoria de la poblacién
f(x) con valores numéricos Xy Xoseees X Debido a las condiciones idénticas en las que
se seleccionan los elementos de la muestra, es razonable suponer que las n variables
aleatorias X, X ,..., X, son independientes y que cada una tiene la misma distribucion
de probabilidad f(x). Es decir, las distribuciones de probabilidad de Xl, X,,..., X, son,
respectivamente, f(x), f(x,),..., f(x ), y su distribucién de probabilidad conjunta es
fx1,x2,...,x,) = f(x1) f(x2) -+ f(x,). El concepto de muestra aleatoria se describe
de manera formal en la siguiente definicion.

Definicion 8.3: Sean X, X ..., X, variables aleatorias independientes n, cada una con la misma distribu-
cion de probabilidad f(x). Definimos X " Xz,..., X, como una muestra aleatoria de ta-
maifio n de la poblacién f(x) y escribimos su distribucién de probabilidad conjunta como

J&xi,x0,.00,x0) = flx1) f(x2) - f(xn).

Si se realiza una seleccion aleatoria de n = 8 baterfas de almacenamiento de un pro-
ceso de fabricacién que mantiene las mismas especificaciones, y al registrar la duracién
de cada bateria se encuentra que la primera medicion x, es un valor de X, la segunda
medicion x, es un valor de X, y asf sucesivamente, entonces x, X,,..., X, son los valores
de la muestra aleatoria X, X ..., X. Si suponemos que la poblacién de vidas utiles de las
baterias es normal, los valores posibles de cualquier X, i = 1, 2,..., 8 serdn exactamente
los mismos que los de la poblacion original, por consiguiente, X; tiene una distribucién
normal idéntica a la de X.

8.2 Algunos estadisticos importantes

Nuestro principal propdsito al seleccionar muestras aleatorias consiste en obtener infor-
macidn acerca de los pardmetros desconocidos de la poblacién. Suponga, por ejemplo,
que deseamos concluir algo respecto a la proporcidon de consumidores de café en Estados
Unidos que prefieren cierta marca de café. Serfa imposible interrogar a cada consumidor
estadounidense de café para calcular el valor del pardmetro p que representa la propor-
cién de la poblacién. En vez de esto se selecciona una muestra aleatoria grande y se
calcula la proporcién p de personas en esta muestra que prefieren la marca de café en
cuestion. El valor p se utiliza ahora para hacer una inferencia respecto a la proporcién
p verdadera.

Ahora, p es una funcién de los valores observados en la muestra aleatoria; ya que
es posible tomar muchas muestras aleatorias de la misma poblacién, esperariamos
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que p variara un poco de una a otra muestra. Es decir, p es un valor de una variable alea-
toria que representamos con P. Tal variable aleatoria se 1lama estadistico.

Definicion 8.4: Cualquier funcién de las variables aleatorias que forman una muestra aleatoria se llama

estadistico.

Medidas de localizacion de una muestra: la media, la mediana
y la moda muestrales

En el capitulo 4 presentamos los pardmetros u y 02, que miden el centro y la variabilidad
de una distribucién de probabilidad. Estos son pardmetros de poblacién constantes y de
ninguna manera se ven afectados o influidos por las observaciones de una muestra alea-
toria. Definiremos, sin embargo, algunos estadisticos importantes que describen las me-
didas correspondientes de una muestra aleatoria. Los estadisticos que mads se utilizan
para medir el centro de un conjunto de datos, acomodados en orden de magnitud, son la
media, la mediana y la moda. Aunque los primeros dos estadisticos se expusieron en el
capitulo 1, repetiremos las definiciones. Sean X, X...., X representaciones de n varia-
bles aleatorias.

a) Media muestral:

_ 1 <&
X =;ZX,~.

i=1
n

Observe que el estadistico X toma el valor ¥ = nl > x; cuando X , toma el valor x, X,

toma el valor x, y asf sucesivamente. El término mler;'a muestral se aplica tanto al esta-

distico X como a su valor calculado X.

b) Mediana muestral:

5= X(n41)/2s sin es impar,
1 .
3(Xp2 +Xpj241), sin espar.

La mediana muestral también es una medida de localizacién que indica el valor central
de la muestra. En la seccién 1.3 se presentan ejemplos de la media muestral y de la me-
diana muestral. La moda muestral se define de la siguiente manera:

¢) La moda muestral es el valor que ocurre con mayor frecuencia en la muestra.

Ejemplo 8.1: ‘ Suponga que un conjunto de datos consta de las siguientes observaciones:

0.320.530.28 0.37 0.47 0.43 0.36 0.42 0.38 0.43

La moda de la muestra es 0.43, ya que este valor aparece con mds frecuencia que los
demds. o |

Como se expuso en el capitulo 1, una medida de localizacién o tendencia central en
una muestra no da por s{ misma una indicacién clara de la naturaleza de ésta, de manera
que también debe considerarse una medida de variabilidad en la muestra.
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Las medidas de variabilidad de una muestra: la varianza,
la desviacion estandar y el rango de la muestra

La variabilidad en la muestra refleja como se dispersan las observaciones a partir del
promedio. Se remite al lector al capitulo 1 para un andlisis mas amplio. Es posible tener
dos conjuntos de observaciones con las mismas media o mediana que difieran de manera
considerable en la variabilidad de sus mediciones sobre el promedio.
Considere las siguientes mediciones, en litros, para dos muestras de jugo de naranja

envasado por las empresas A y B:

MuestraA | 097 100 094 103 1.06

Muestra B | 1.06 1.01 0.88 091 1.14

Ambas muestras tienen la misma media, 1.00 litros. Es muy evidente que la em-
presa A envasa el jugo de naranja con un contenido mas uniforme que la B. Decimos
que la variabilidad o la dispersion de las observaciones a partir del promedio es me-
nor para la muestra A que para la muestra B. Por lo tanto, al comprar jugo de naranja,
tendriamos mds confianza en que el envase que seleccionemos se acerque al promedio
anunciado si se lo compramos a la empresa A.

En el capitulo 1 presentamos varias medidas de la variabilidad de una muestra, como
la varianza muestral, la desviacion estandar muestral y el rango de la muestra. En
este capitulo nos enfocaremos sobre todo en la varianza de la muestra. Nuevamente, sea
que X, X,,..., X representan n variables aleatorias.

a) La varianza muestral:

n—1~:4

L > X -X)n
im1 (8.2.1)

El valor calculado de S? para una muestra dada se denota con s> Observe que S?
se define esencialmente como el promedio de los cuadrados de las desviaciones de las
observaciones a partir de su media. La razén para utilizar n — 1 como divisor, en vez de
la eleccion mds obvia n, quedard mas clara en el capitulo 9.

Ejemplo 8.2: | Una comparacion de los precios de café en 4 tiendas de abarrotes de San Diego, selec-

Solucion:

cionadas al azar, mostré aumentos en comparacioén con el mes anterior de 12, 15, 17 y
20 centavos por bolsa de una libra. Calcule la varianza de esta muestra aleatoria de au-
mentos de precio.

Si calculamos la media de la muestra, obtenemos
124 154+174+20
X = ) =16 centavos.

Por lo tanto,

4 162 162 142 1E2
s2=%Z(xi—l6)2=(12 16)2 + (15— 16)2 + (17 — 16)% + (20 — 16)

3

i=1

A EDP DT+ @) 34

B 3 R N |
Mientras que la expresion para la varianza de la muestra de la definicién 8.6 ilustra mejor

que S? es una medida de variabilidad, una expresién alternativa tiene cierto mérito, de
manera que el lector deberia conocerla. El siguiente teorema contiene tal expresion.
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Teorema 8.1: Si S? es la varianza de una muestra aleatoria de tamafio n, podemos escribir
1 n n 2

Prueba: Por definicion,

S2

n—1~+%

- 11 znjx,? —2X ZX +nX?
i=1 i=1 _l

Como en el capitulo 1, a continuacion se definen la desviacién estandar muestral y
el rango muestral:

j— - — . .
§ (X,-—X)2=—§ (X2 —2XX; +X?%)
i=1 n_li:1

b) Desviacion estandar muestral:
S =152,
donde S? es la varianza muestral.
Permitamos que X _ denote el mas grande de los valores X, y X el mds pequefio.
max 1 min

¢) Rango muestral:
R=X_ —X_.

méix

Ejemplo 8.3: ‘ Calcule la varianza de los datos 3, 4, 5, 6, 6 y 7, que representan el nimero de truchas
atrapadas por una muestra aleatoria de 6 pescadores, el 19 de junio de 1996, en el lago
Muskoka. 6 6
Solucién: Encontramos que > x7 = 171, Y x; =31y n = 6. De aqui,
i=1 i=1
13

st = #[m)(m) - (3D?% = <

OE)

Por consiguiente, la desviacién estdndar de la muestra s = 4/13/6 = 1.47 y el rango
muestral es 7 -3 = 4.

Ejercicios
8.1 Defina las poblaciones adecuadas a partir de las ¢) Se probaron 200 pares de un nuevo tipo de calzado
cuales se seleccionaron las siguientes muestras: deportivo en un torneo de tenis profesional para
a) Se llamé por teléfono a personas de 200 casas en determinar su duracién y se encontré que, en pro-
la ciudad de Richmond y se les pidié nombrar al medio, duraron 4 meses.
candidato por el que votarian en la eleccién del ~ d) En cinco ocasiones diferentes a una abogada le
presidente de la mesa directiva de la escuela. tomé 21, 26, 24, 22 y 21 minutos conducir desde
b) Selanzé 100 veces una moneda y se registraron 34 su casa en los suburbios hasta su oficina en el cen-

cruces. tro de la ciudad.



Ejercicios

8.2 El tiempo, en minutos, que 10 pacientes esperan
en un consultorio médico antes de recibir tratamiento
se registraron como sigue: 5, 11, 9, 5, 10, 15, 6, 10,
5y 10. Trate los datos como una muestra aleatoria y
calcule

a) la media;

b) la mediana;

¢) la moda.

8.3 Los tiempos que los 9 individuos de una muestra
aleatoria tardan en reaccionar ante un estimulante se
registraron como 2.5, 3.6, 3.1, 4.3, 2.9, 2.3,2.6,4.1 y
3.4 segundos. Calcule

a) la media;

b) la mediana.

8.4 El niimero de multas emitidas por infracciones de
transito por 8 oficiales estatales durante el fin de se-
mana del dia en Conmemoracion de los Caidos es 5, 4,
7,7,6,3,8y6.

a) Si estos valores representan el nimero de multas
emitidas por una muestra aleatoria de 8 oficiales
estatales del condado de Montgomery, en Virginia,
defina una poblacién adecuada.

b) Si los valores representan el nimero de multas
emitidas por una muestra aleatoria de 8 oficiales
estatales de Carolina del Sur, defina una poblacion
adecuada.

8.5 El ndmero de respuestas incorrectas en un exa-
men de competencia de verdadero-falso para una
muestra aleatoria de 15 estudiantes se registraron de la
siguiente manera: 2, 1,3,0,1,3,6,0,3,3,5,2, 1,4y
2. Calcule

a) la media;

b) la mediana;

¢) la moda.

8.6 Calcule la media, la mediana y la moda para la
muestra, cuyas observaciones, 15, 7, 8, 95, 19, 12, 8,
22 y 14 representan el nimero de dias de incapacidad
médica reportados en 9 solicitudes de devolucién de
impuestos. ;Qué valor parece ser la mejor medida del
centro de esos datos? Explique las razones de su pre-
ferencia.

8.7 Una muestra aleatoria de empleados de una fa-
brica local prometieron los siguientes donativos, en d6-
lares, al United Fund: 100, 40, 75, 15, 20, 100, 75, 50,
30, 10, 55, 75, 25, 50, 90, 80, 15, 25, 45 y 100. Calcule
a) la media;
b) la moda.

8.8 De acuerdo con la escritora ecologista Jacqueline
Killeen, los fosfatos que contienen los detergentes de
uso casero pasan directamente a nuestros sistemas
de desagiie, ocasionando que los lagos se conviertan
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en pantanos, los cuales a la larga se volveran desiertos.
Los siguientes datos muestran la cantidad de fosfatos
por carga de lavado, en gramos, para una muestra alea-
toria de diversos tipos de detergentes que se usan de
acuerdo con las instrucciones prescritas:

Detergente Fosfatos por carga
para ropa (gramos)
A & P Blue Sail 48
Dash 47
Concentrated All 42
Cold Water All 42
Breeze 41
Oxydol 34
Ajax 31
Sears 30
Fab 29
Cold Power 29
Bold 29
Rinso 26
Para los datos de fosfato dados, calcule

a) la media;

b) la mediana;

¢) lamoda.

8.9 Considere los datos del ejercicio 8.2 y calcule
a) el rango;
b) la desviacién estandar.

8.10 Para la muestra de tiempos de reaccion del ejer-

cicio 8.3 calcule

a) el rango;

b) la varianza, utilizando la féormula de la forma
(8.2.1).

8.11 Para los datos del ejercicio 8.5 calcule la va-
rianza utilizando la férmula

a) de la forma (8.2.1);

b) del teorema 8.1.

8.12 Elcontenido de alquitrdn de 8 marcas de cigarri-
llos que se seleccionan al azar de la lista mds reciente
publicada por la Comision Federal de Comercio es el
siguiente: 7.3, 8.6, 10.4, 16.1, 12.2, 15.1, 145y 9.3
miligramos. Calcule

a) lamedia;

b) la varianza.

8.13 Los promedios de calificaciones de 20 estudian-
tes universitarios del ultimo afo, seleccionados al azar
de una clase que se va a graduar, son los siguientes:

32 19 27 24 28
29 38 3.0 25 33
1.8 25 37 28 20
32 23 21 25 19

Calcule la desviacion estandar.
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8.14 a) Demuestre que la varianza de la muestra per-
manece sin cambio si a cada valor de la muestra se le
suma o se le resta una constante c.
b) Demuestre que la varianza de la muestra se vuelve
¢? veces su valor original si cada observacion de la
muestra se multiplica por c.

8.15 Verifique que la varianza de la muestra 4, 9, 3, 6,
4y 7es 5.1,y utilice este hecho, junto con los resulta-
dos del ejercicio 8.14, para calcular
a) la varianza de la muestra 12, 27,9, 18, 12y 21;
b) la varianza de la muestra 9, 14, 8, 11,9y 12.

8.3 Distribuciones muestrales

Capitulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de datos

8.16 En la temporada 2004-2005 el equipo de futbol
americano de la Universidad del Sur de California tuvo
las siguientes diferencias de puntuacién en los 13 par-
tidos que jugo.

114932363838308431536
Calcule

a) la media de la diferencia de puntos;
b) la mediana de las diferencias de puntos.

El campo de la inferencia estadistica trata basicamente con generalizaciones y prediccio-
nes. Por ejemplo, con base en las opiniones de varias personas entrevistadas en la calle,
los estadounidenses podrian afirmar que en una préxima eleccién 60% de los votantes
de la ciudad de Detroit favorecerian a cierto candidato. En este caso tratamos con una
muestra aleatoria de opiniones de una poblacién finita muy grande. Por otro lado, con
base en las estimaciones de 3 contratistas seleccionados al azar, de los 30 que laboran
actualmente en esta ciudad, podriamos afirmar que el costo promedio de construir una
residencia en Charleston, Carolina del Sur, estd entre $330,000 y $335,000. La pobla-
cién que se va a muestrear aqui también es finita, pero muy pequefia. Finalmente, con-
sideremos una maquina despachadora de bebida gaseosa que estd disefiada para servir
en promedio 240 mililitros de bebida. Un ejecutivo de la empresa calcula la media de
40 bebidas servidas y obtiene X = 236 mililitros y, con base en este valor, decide que la
mdquina estd sirviendo bebidas con un contenido promedio de 4 = 240 mililitros. Las
40 bebidas servidas representan una muestra de la poblacién infinita de posibles bebidas

que despachard esta maquina.

Inferencias sobre la poblacion a partir de informacion de la muestra

En cada uno de los ejemplos anteriores calculamos un estadistico de una muestra que se
selecciona de la poblacion, y con base en tales estadisticos hicimos varias afirmaciones
respecto a los valores de los pardmetros de la poblacién, que pueden ser o no ciertas.
El ejecutivo de la empresa decide que la maquina despachadora esta sirviendo bebidas
con un contenido promedio de 240 mililitros, aunque la media de la muestra fue de 236
mililitros, porque conoce la teoria del muestreo segin la cual, si u = 240 mililitros, tal
valor de la muestra podria ocurrir ficilmente. De hecho, si realiza pruebas similares,
cada hora por ejemplo, esperaria que los valores del estadistico X fluctuaran por arriba y
por abajo de 4 = 240 mililitros. S6lo cuando el valor de X difiera considerablemente de
240 mililitros el ejecutivo de la empresa tomard medidas para ajustar la maquina.

Como un estadistico es una variable aleatoria que depende sélo de la muestra obser-
vada, debe tener una distribucién de probabilidad.

Definicién 8.5: La distribucion de probabilidad de un estadistico se denomina distribucién muestral.
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La distribucién muestral de un estadistico depende de la distribucién de la pobla-
cion, del tamafio de las muestras y del método de seleccion de las muestras. En lo que
resta de este capitulo estudiaremos varias de las distribuciones muestrales mds impor-
tantes de los estadisticos que se utilizan con frecuencia. Las aplicaciones de tales distri-
buciones muestrales a problemas de inferencia estadistica se consideran en la mayoria
de los capitulos posteriores. La distribucién de probabilidad de X se llama distribucion
muestral de la media.

:Qué es la distribucién muestral de X ?

Se deberian considerar las distribuciones muestrales de Xy S? como los mecanismos a
partir de los cuales se puede hacer inferencias acerca de los pardmetros u y o> La dis-
tribucién muestral de X con tamafio muestral 7 es la distribucién que resulta cuando un
experimento se lleva a cabo una y otra vez (siempre con una muestra de tamafio n) y
resultan los diversos valores de X . Por lo tanto, esta distribucién muestral describe la
variabilidad de los promedios muestrales alrededor de la media de la poblacién u. En el
caso de la mdquina despachadora de bebidas, el conocer la distribucién muestral de Xle
permite al analista encontrar una discrepancia “tipica” entre un valor X observado y el
verdadero valor de u. Se aplica el mismo principio en el caso de la distribucion de S La
distribuciéon muestral produce informacién acerca de la variabilidad de los valores de s*
alrededor de o2 en experimentos que se repiten.

8.4 Distribucion muestral de medias y el teorema
del limite central

La primera distribucién muestral importante a considerar es la de la media X Suponga
que de una poblacién normal con media x4 y varianza o se toma una muestra aleatoria
de n observaciones. Cada observacion X, i = 1, 2,..., n, de la muestra aleatoria ten-
dra entonces la misma distribuciéon normal que la poblacién de donde se tomé. Asi, por
la propiedad reproductiva de la distribucién normal que se estableci6 en el teorema 7.11,
concluimos que

- 1
X = (X1 + X2+ +X,)

tiene una distribucion normal con media

X . 1 52
Hx = —(ll-i-,u-l--'-+,u)—,u}’var1anzaaz- = —(02 +02 02) :
X n2 n

n términos n términos

Si tomamos muestras de una poblacién con distribucién desconocida, ya sea finita
o infinita, la distribucién muestral de X atin serd aproximadamente normal con media u
y varianza o?/n, siempre que el tamafio de la muestra sea grande. Este asombroso resul-
tado es una consecuencia inmediata del siguiente teorema, que se conoce como teorema
del limite central.
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El teorema del limite central

Teorema 8.2: Teorema del limite central: Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n,

tomada de una poblacion con media ¢ y varianza finita o2, entonces la forma limite de
la distribucion de

_X-p
o/

a medida que n — oo, es la distribucién normal estdndar n(z; 0, 1).

La aproximacién normal para X por lo general serd buena si n > 30, siempre y
cuando la distribucién de la poblacién no sea muy asimétrica. Si n < 30, la aproxima-
cion serd buena sélo si la poblacién no es muy diferente de una distribucién normal vy,
como antes se establecio, si se sabe que la poblacion es normal, la distribucion muestral
de X seguird siendo una distribucién normal exacta, sin importar qué tan pequefio sea el
tamaiio de las muestras.

El tamaiio de la muestra n = 30 es un lineamiento para el teorema del limite central.
Sin embargo, como indica el planteamiento del teorema, la suposicién de normalidad en la
distribucién de X se vuelve mds precisa a medida que n se hace més grande. De hecho,
la figura 8.1 ilustra cémo funciona el teorema. La figura indica cémo la distribucién de
X se acerca mds a la normalidad a medida que aumenta n, empezando con la distribucién
claramente asimétrica de una observacion individual (n = 1). También ilustra que la
media de Xsigue siendo  para cualquier tamafio de la muestra y que la varianza de X se
vuelve mds pequefia a medida que aumenta n.

n grande (cerca de lo normal)

n =1 (poblacién)

n de pequefia a moderada

i

Figura 8.1: Ejemplo del teorema del limite central (distribucién de X para n = 1, n mo-
derada y n grande).

Ejemplo 8.4: | Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas que tienen una duracién que se

distribuye aproximadamente en forma normal, con media de 800 horas y desviacién es-
tandar de 40 horas. Calcule la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 bombillas
tenga una vida promedio de menos de 775 horas.

Solucion: La distribucién muestral de X serd aproximadamente normal, con u, = 800 y o, = 40/

16 = 10. La probabilidad que se desea es determinada por el drea de la regién
sombreada de la figura 8.2.
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En lo que corresponde a X = 775, obtenemos que

oz =10

X =

775 800 x
Figura 8.2: Area para el ejemplo 8.4.
775 — 800
=——=-25,
¢ 10
y, por lo tanto,
P(X < 775) = P(Z <—2.5) = 0.0062. 1

Inferencias sobre la media de la poblacion

Una aplicacién muy importante del teorema del limite central consiste en determinar
valores razonables de la media de la poblacién u. Temas como prueba de hipétesis,
estimacién, control de calidad y muchos otros utilizan el teorema del limite central. El
siguiente ejemplo ilustra como se utiliza el teorema del limite central con respecto a su
relacién con u, la media poblacional, aunque la aplicacion formal de los temas preceden-
tes se deja para capitulos posteriores.

En el siguiente estudio de caso proporcionamos un ejemplo en el que se hace una
inferencia utilizando la distribucién muestral de X. En este ejemplo sencillo se conocen
uy o. El teorema del limite central y el concepto general de las distribuciones muestrales
amenudo se utilizan para proporcionar evidencias acerca de algtin aspecto importante de
una distribucién, por ejemplo uno de sus pardmetros. En el caso del teorema del limite
central el pardmetro que nos interesa es la media u. La inferencia que se hace acerca
de u puede adoptar una de varias formas. Con frecuencia el analista desea que los datos
(en la forma de X) respalden (o no) alguna conjetura predeterminada respecto al valor
de u. El uso de lo que sabemos sobre la distribucién de muestreo puede contribuir a
responder este tipo de pregunta. En el siguiente estudio de caso el concepto de prueba
de hipétesis conduce a un objetivo formal que destacaremos en capitulos posteriores.

Estudio de caso 8.1: | Partes para automoviles. Un importante proceso de fabricacién produce partes de com-
ponentes cilindricos para la industria automotriz. Es importante que el proceso produzca
partes que tengan un didmetro medio de 5.0 milimetros. El ingeniero implicado asume
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que la media de la poblacién es de 5.0 milimetros. Se lleva a cabo un experimento donde
se seleccionan al azar 100 partes elaboradas por el proceso y se mide el didmetro de cada
una de ellas. Se sabe que la desviacion estdndar de la poblacién es o = 0.1 milimetros.
El experimento indica un didmetro promedio muestral de X = 5.027 milimetros. ;Esta
informacién de la muestra parece apoyar o refutar la suposicion del ingeniero?

Este ejemplo refleja el tipo de problemas que a menudo se presentan y que se resuelven
con las herramientas de pruebas de hipdtesis que se presentan en los siguientes capitulos.
No utilizaremos aqui el formalismo asociado con la prueba de hipétesis, pero ilustrare-
mos los principios y la 16gica que se utilizan.

El hecho de que los datos apoyen o refuten la suposicién depende de la probabilidad
de que datos similares a los que se obtuvieron en este experimento (¥ = 5.027) pueden
ocurrir con facilidad cuando de hecho u = 5.0 (figura 8.3). En otras palabras, ;qué tan
probable es que se pueda obtener X > 5.027 con n = 100, si la media de la poblacién es
1 = 5.0? Si esta probabilidad sugiere que X = 5.027 no es poco razonable, no se refuta
la suposicion. Si la probabilidad es muy baja, se puede argumentar con certidumbre que
los datos no apoyan la suposicién de que 4 = 5.0. La probabilidad que elegimos para el
célculo es dada por P(|X—- 5| = 0.027).

En otras palabras, si la media i es 5, ;cudl es la probabilidad de que X se desvie

4.973 5.0 5.027

Figura 8.3: Area para el estudio de caso 8.1.

cuando mucho hasta 0.027 milimetros?

P(IX —5/>0.027) = P(X —5>0.027) + P(X —5 < —0.027)

X =5
=P (=" >27).
<0.1/\/100 )

Aqui simplemente estandarizamos X de acuerdo con el teorema del limite central. Si

la suposicién u = 5.0 es cierta, —*—=—=— deberfa ser N(0, 1). Por consiguiente,

5
0.1/+/100

X —
P (5 > 2.7) =2P(Z =2.7) = 2(0.0035) = 0.007.

0.1/4/100 —

Por lo tanto, se experimentaria por casualidad que una X estaria a 0.027 milimetros



8.4 Distribucién muestral de medias y el teorema del limite central 237

de la media en tan s6lo 7 de 1000 experimentos. Como resultado, este experimento con
X = 5.027 ciertamente no ofrece evidencia que apoye la suposicién de que 4 = 5.0. De
hecho, ila refuta consistentemente!

Ejemplo 8.5: 'El viaje en un autobus especial para ir de un campus de una universidad al campus de
otra en una ciudad toma, en promedio, 28 minutos, con una desviacién estandar de 5
minutos. En cierta semana un autobtis hizo el viaje 40 veces. ;Cudl es la probabilidad de
que el tiempo promedio del viaje sea mayor a 30 minutos? Suponga que el tiempo pro-
medio se redondea al entero mds cercano.

Solucién: En este caso 4 = 28 y o = 3. Necesitamos calcular la probabilidad P(X > 30) con n =
40. Como el tiempo se mide en una escala continua redondeada al minuto més cercano,
una X mayor que 30 seria equivalente a X > 30.5. Por lo tanto,

X —28  30.5-28

5/A0 © 5/

Hay s6lo una ligera probabilidad de que el tiempo promedio de un viaje del autobus
exceda 30 minutos. En la figura 8.4 se presenta una grafica ilustrativa. o |

P(X>30)=P < > = P(Z =3.16) = 0.0008.

X

28.0 305

Figura 8.4: Area para el ejemplo 8.5.

Distribucion muestral de la diferencia entre dos medias

La ilustracion del estudio de caso 8.1 se refiere a conceptos de inferencia estadistica
sobre una sola media u. El ingeniero estaba interesado en respaldar una suposicién con
respecto a una sola media de poblacién. Una aplicacién mucho mds importante incluye
dos poblaciones. Un cientifico o ingeniero se podrian interesar en un experimento donde
se comparan dos métodos de produccion: el 1 y el 2. La base para tal comparacion es
u, — iy, la diferencia entre las medias de poblacion.

Suponga que tenemos dos poblaciones, la primera con media u, y varianza o2y
la segunda con media u, y varianza 0. Representemos con el estadistico X; la media
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de una muestra aleatoria de tamafio n,, seleccionada de la primera poblacion, y con el
estadistico X, la media de una muestra aleatorla de tamailo n, seleccionada de la segunda
poblacién, independiente de la muestra de la primera poblacién. ;Qué podriamos decir
acerca de la distribucién muestral de la diferencia X, — X, para muestras repetidas de
tamafios n, y n,? De acuerdo con el teorema 8.2, tanto la variable X, como la variable
X2 estan dlstrlbuldas mds o menos de forma normal con medias x4, y u, y varianzas
/n y 0'2/11 respectivamente. Esta aproximacion mejora a medida que aumentan n, y
n,. Al elegir muestras independientes de las dos poblaciones nos aseguramos de que 1as
varlables X1y X2 sean independientes y, usando el teorema 7.11, cona, = 1y a, = -1,
concluimos que X; — X; se distribuye aproximadamente de forma normal con medla

l’l’il—iz =l’l’i| _I’L)Z2: l"l/l _l'l’2

Yy varianza , 0_%
0% _5, = 0%, +0% = — )
X =X, — Xz ni no

o3

El teorema del limite central se puede ampliar facilmente al caso de dos muestras y dos
poblaciones.

Si se extraen al azar muestras independientes de tamanos n y n, de dos poblaciones,
discretas o continuas, con medias u, y u, y varianzas o7 y 0'2, respectlvamente entonces
la distribuciéon muestral de las dlferen01as de las medias, X; — X», tiene una distribucion
aproximadamente normal, con media y varianza dadas por

2 2
%, %

g, —x, =M1 — 2 Y OF, _3

2 ny o ony

De aqui, s X1—=X») — (U — o)
V(@3 /n1) + (03 /n2)

es aproximadamente una variable normal estandar.

Si tanto n, como n, son mayores o iguales que 30, la aproximacion normal para la
distribucion de X, - X, es muy buena cuando las distribuciones subyacentes no estan tan
alejadas de la normal. Sin embargo, aun cuando 7, y n, sean menores que 30, la aproxi-
macién normal es hasta cierto punto buena, excepto cuando las poblaciones no son
definitivamente normales. Por supuesto, si ambas poblaciones son normales, entonces
X — X, tiene una distribucién normal sin importar de qué tamafio sean n yn,

La utilidad de la distribucién muestral de la diferencia entre los dos promedios
muestrales es muy similar a la que se describe en el estudio de caso 8.1 en la pagina
235 para el caso de una sola media. Ahora presentaremos el estudio de caso 8.2, que se
enfoca en el uso de la diferencia entre dos medias muestrales para respaldar (o no) la
suposicién de que dos medias de poblacion son iguales.

Estudio de caso 8.2: | Tiempo de secado de pinturas. Se llevan a cabo dos experimentos independientes en

los que se comparan dos tipos diferentes de pintura, el A y el B. Con la pintura tipo A se
pintan 18 especimenes y se registra el tiempo (en horas) que cada uno tarda en secar. Lo
mismo se hace con la pintura tipo B. Se sabe que la desviacion estandar de poblacion de
ambas es 1.0.
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Si se supone que los especimenes pintados se secan en el mismo tiempo medio con
los dos tipos de pintura, calcule P (X4 —Xp > 1.0), donde X4 y Xp son los tiempos
promedio de secado para muestras de tamafio n, = n, = 18.

Solucién: A partir de la distribucién de muestreo de X, — Xz sabemos que la distribucion es aproxi-
madamente normal con media
Mg, —x,= Ma— g =0
y varianza

2 2
o o 1 1
2 —_A+_B:_+_:

1
X2=Xs " p, " pnp 18 18 9

X4 — X
Ha—pp =0 1.0 e

Figura 8.5: Area para el estudio de caso 8.2.

La probabilidad que se desea es dada por la region sombreada en la figura 8.5. En
correspondencia con el valor X4 — Xz = 1.0, tenemos

1= —p) _ 10

zZ = = =30,
v1/9 V1/9
de modo que
P(Z>30=1-P(Z<3.0)=1-0.9987 = 0.0013. 1

,Qué aprendemos del estudio de caso 8.2?

La mecdnica en el célculo se basa en la suposicién de que u, = u,. Suponga, sin em-
bargo, que el experimento realmente se lleva a cabo con el fin de hacer una inferencia
respecto a la igualdad de p, y u,, los tiempos medios de secado de las dos poblaciones.
Si se encontrara que los dos promedios difieren por una hora (o mas), este resultado seria
una evidencia que nos llevaria a concluir que el tiempo medio de secado de la poblacién
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no es igual para los dos tipos de pintura. Por otro lado, suponga que la diferencia en los
dos promedios muestrales es tan pequefia como, digamos, 15 minutos. Siu, = u,,
- - X4 —Xp—0_3
P[(Xa —Xp)>025horas] =P | 24— 28— 7 5 2
1/9 4

=P (Z > Z) =1-P(Z<0.75 =1-0.7734 = 0.2266.

Como esta probabilidad no es baja, se concluiria que una diferencia de 15 minutos en las
medias de las muestras puede ocurrir por azar, es decir, sucede con frecuencia aunque
u, = u, Por lo tanto, este tipo de diferencia en el tiempo promedio de secado cierta-
mente no es una sefial clara de que u, # p,,.

Como indicamos al principio, en los capitulos siguientes se observard un forma-
lismo mds detallado con respecto a éste y a otros tipos de inferencia estadistica, por
ejemplo, la prueba de hipdtesis. El teorema del limite central y las distribuciones de
muestreo que se presentan en las siguientes tres secciones también desempefiaran un
papel fundamental.

Ejemplo 8.6: Los cinescopios para televisor del fabricante A tienen una duraciéon media de 6.5 afios y

Solucion:

una desviacién estdndar de 0.9 afios; mientras que los del fabricante B tienen una dura-
cion media de 6.0 afios y una desviacién estandar de 0.8 afios. ;Cudl es la probabilidad
de que una muestra aleatoria de 36 cinescopios del fabricante A tenga por lo menos 1 afio
mads de vida media que una muestra de 49 cinescopios del fabricante B?

Tenemos la siguiente informacion:
Poblacién 1 Poblacién 2
M1 = 6.5 Ho = 6.0
o =09 oy =0.8
ny = 36 ny, = 49

Si utilizamos el teorema 8.3, la distribucién muestral de X; — X, serd aproximada-
mente normal y tendrd una media y una desviacién estdndar de

0.81 0.64

La probabilidad de que 36 cinescopios del fabricante A tengan por lo menos 1 afio
mds de vida media que 49 cinescopios del fabricante B es dada por el drea de la regién
sombreada de la figura 8.6. Con respecto al valor X, — ¥, = 1.0, encontramos que

y de aqui

PX; =X, =>21.00=P(Z> 265 =1—-P(Z < 2.65)
=1 — 0.9960 = 0.0040. 1
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az,_5=0.189

05 10 T

Figura 8.6: Area para el ejemplo 8.6.

Mas sobre la distribucion muestral de medias. Aproximacion normal

a la distribucion binomial

En la seccién 6.5 analizamos a fondo la aproximacién normal a la distribucién binomial.
Estaban dadas las condiciones sobre los parametros n y p, para los cuales la distribucién
de una variable aleatoria binomial se puede aproximar mediante la distribucién normal.
Los ejemplos y los ejercicios reflejaron la importancia del concepto de “aproximacion
normal”. Resulta que el teorema del limite central da mds idea de como y por qué fun-
ciona esta aproximacion. Sabemos con certeza que una variable aleatoria binomial es el
nimero X de éxitos en n pruebas independientes, donde el resultado de cada prueba es
binario. En el capitulo 1 también vimos que la proporcién calculada en un experimento
asi es un promedio de un conjunto de ceros y unos. De hecho, mientras que la proporcién
X/n es un promedio, X es la suma de este conjunto de ceros y unos, y tanto X como X/n
son casi normales si n es suficientemente grande. Desde luego, a partir de lo que apren-
dimos en el capitulo 6, sabemos que hay condiciones de n y p que afectan la calidad de

la aproximacién; a saber, np > 5y ng > 5.

Ejercicios

8.17 Si se extraen todas las muestras posibles de ta-
maiio 16 de una poblacién normal con media igual a 50
y desviacion estandar igual a 5, ;jcudl es la probabilidad
de que una media muestral X caiga en el intervalo que
vade iy —1.90% a g — 0.40;? Suponga que las me-
dias muestrales se pueden medir con cualquier grado
de precision.

8.18 Si la desviacién estdndar de la media para la
distribucién muestral de muestras aleatorias de ta-
mafio 36 de una poblacién grande o infinita es 2, ;qué
tan grande debe ser el tamafio de la muestra si la des-
viacién estdndar se reduce a 1.2?

8.19 Se fabrica cierto tipo de hilo con una resistencia a
la tensién media de 78.3 kilogramos y una desviacién
estandar de 5.6 kilogramos. ;Cémo cambia la varianza
de la media muestral cuando el tamafio de la muestra

a) aumenta de 64 a 196?
b) disminuye de 784 a 49?

8.20 Dada la poblacién uniforme discreta

F) = {;—, x =246,

0, en otro caso,

calcule la probabilidad de que una muestra aleatoria de
tamafo 54, seleccionada con reemplazo, produzca una
media muestral mayor que 4.1 pero menor que 4.4.
Suponga que las medias se miden al décimo mads
cercano.

8.21 Una mdquina de bebidas gaseosas se ajusta de
manera que la cantidad de bebida que sirve promedie
240 mililitros con una desviacién estdndar de 15 mi-
lilitros. La mdquina se verifica periédicamente to-
mando una muestra de 40 bebidas y calculando el
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contenido promedio. Si la media de las 40 bebidas
es un valor dentro del intervalo 1y + 20 g, se piensa
que la maquina opera satisfactoriamente; de lo con-
trario, se ajusta. En la seccion 8.3 el ejecutivo de la
empresa encontré que la media de 40 bebidas era
X = 236 mililitros y concluyé que la maquina no ne-
cesitaba un ajuste. ;Fue ésta una decision razonable?

8.22 Las estaturas de 1000 estudiantes se distribuyen
aproximadamente de forma normal con una media de
174.5 centimetros y una desviacion estdndar de 6.9
centimetros. Si se extraen 200 muestras aleatorias de
tamafio 25 de esta poblacion y las medias se registran al
décimo de centimetro mas cercano, determine
a) la media y la desviacion estandar de la distribu-
cién muestral de X ;
b) el nimero de las medias muestrales que caen entre
172.5 y 175.8 centimetros;
¢) el nimero de medias muestrales que caen por de-
bajo de 172.0 centimetros.

8.23 La variable aleatoria X, que representa el nu-
mero de cerezas en un tarta, tiene la siguiente distribu-
cion de probabilidad:

x |4 5 6 1
PX =x) | 02 04 03 0.1

a) Calcule la media i y la varianza o2 de X.

b) Calcule la media p1 y la varianza o3 de la media
X para muestras aleatorias de 36 tartas de cereza.

¢) Calcule la probabilidad de que el nimero prome-
dio de cerezas en 36 tartas sea menor que 5.5.

8.24 Si cierta maquina fabrica resistencias eléctricas
que tienen una resistencia media de 40 ohms y una des-
viacion estandar de 2 ohms, ;cudl es la probabilidad de
que una muestra aleatoria de 36 de estas resistencias
tenga una resistencia combinada de mds de 1458 ohms?

8.25 Lavida media de una maquina para elaborar pan
es de 7 afios, con una desviacion estandar de 1 afio.
Suponga que la vida de estas maquinas sigue aproxi-
madamente una distribucién normal y calcule
a) laprobabilidad de que la vida media de una mues-
tra aleatoria de 9 de estas mdquinas caiga entre 6.4
y 7.2 aiios;
b) el valor de x a la derecha del cual caeria 15% de
las medias calculadas de muestras aleatorias de ta-
mafio 9.

8.26 La cantidad de tiempo que le toma al cajero de
un banco con servicio en el automévil atender a un
cliente es una variable aleatoria con una media u = 3.2
minutos y una desviacién estdndar o = 1.6 minutos. Si
se observa una muestra aleatoria de 64 clientes, calcule
la probabilidad de que el tiempo medio que el cliente

Capitulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de datos

pasa en la ventanilla del cajero sea
a) alo sumo 2.7 minutos;
b) mas de 3.5 minutos;
¢) al menos 3.2 minutos pero menos de 3.4 minutos.

8.27 En un proceso quimico la cantidad de cierto tipo
de impureza en el producto es dificil de controlar y por
ello es una variable aleatoria. Se especula que la canti-
dad media de la poblacién de impurezas es 0.20 gramos
por gramo del producto. Se sabe que la desviacién estdn-
dar es 0.1 gramos por gramo. Se realiza un experimento
para entender mejor la especulacién de que 4 = 0.2. El
proceso se lleva a cabo 50 veces en un laboratorio y el
promedio de la muestra X resulta ser 0.23 gramos por
gramo. Comente sobre la especulacién de que la can-
tidad media de impurezas es 0.20 gramos por gramo.
Utilice el teorema del limite central en su respuesta.

8.28 Se toma una muestra aleatoria de tamafio 25 de
una poblacién normal que tiene una media de 80 y una
desviacion estdndar de 5. Una segunda muestra alea-
toria de tamafio 36 se toma de una poblacién normal
diferente que tiene una media de 75 y una desviacion
estandar de 3. Calcule la probabilidad de que la media
muestral calculada de las 25 mediciones exceda la me-
dia muestral calculada de las 36 mediciones por lo me-
nos 3.4 pero menos de 5.9. Suponga que las diferencias
de las medias se miden al décimo mds cercano.

8.29 La distribucién de alturas de cierta raza de pe-
rros ferrier tiene una media de 72 centimetros y una
desviacion estdndar de 10 centimetros; en tanto que la
distribucién de alturas de cierta raza de poodles tiene
una media de 28 centimetros con una desviacidn estan-
dar de 5 centimetros. Suponga que las medias muestra-
les se pueden medir con cualquier grado de precision
y calcule la probabilidad de que la media muestral de
una muestra aleatoria de alturas de 64 terriers exceda
la media muestral para una muestra aleatoria de alturas
de 100 poodles a lo sumo 44.2 centimetros.

8.30 La calificacion promedio de los estudiantes de
primer aflo en un examen de aptitudes en cierta uni-
versidad es 540, con una desviacion estandar de 50.
Suponga que las medias se miden con cualquier grado
de precision. ;Cudl es la probabilidad de que dos gru-
pos seleccionados al azar, que constan de 32 y 50 estu-
diantes, respectivamente, difieran en sus calificaciones
promedio por

a) mas de 20 puntos?

b) una cantidad entre 5 y 10 puntos?

8.31 Considere el estudio de caso 8.2 de la péagina
238. Suponga que en un experimento se utilizaron 18
especimenes para cada tipo de pintura y que ¥, — X,
la diferencia real en el tiempo medio de secado, resultd
ser 1.0.
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a) (Parecerfa ser un resultado razonable si los dos
tiempos promedio de secado de las dos poblacio-
nes realmente son iguales? Utilice el resultado que
se obtuvo en el estudio de caso 8.2.

b) Si alguien hiciera el experimento 10,000 veces bajo
la condicién de que u, = u,, jen cudntos de esos
10,000 experimentos habria una diferencia X L~
tan grande como 1.0 (o mds grande)?

8.32 Dos mdquinas diferentes de llenado de cajas se
utilizan para llenar cajas de cereal en una linea de ensam-
ble. La medicién fundamental en la que influyen estas
maquinas es el peso del producto en las cajas. Los in-
genieros estdn seguros de que la varianza en el peso
del producto es 0> = 1 onza. Se realizan experimentos
usando ambas mdquinas con tamaiios muestrales de 36
cada una. Los promedios muestrales para las maquinas
Ay Bson %, =4.5onzas y X, = 4.7 onzas. Los ingenie-
ros se sorprenden de que los dos promedios maestrales
para las maquinas de llenado sean tan diferentes.

a) Utilice el teorema del limite central para determinar

PXp —X4 =0.2)

bajo la condicién de que u, = p,,.

b) (Los experimentos mencionados parecen, de cual-
quier forma, apoyar consistentemente la suposi-
cién de que las medias de poblacién de las dos
maquinas son diferentes? Explique utilizando la
respuesta que encontré en el inciso a.

8.33 El benceno es una sustancia quimica altamente
toxica para los seres humanos. Sin embargo, se utiliza
en la fabricacién de medicamentos, de tintes y de recu-
brimientos, asi como en la peleteria. Las regulaciones
del gobierno establecen que el contenido de benceno en
el agua que resulte de cualquier proceso de produccién
en el que participe esta sustancia no debe exceder 7950
partes por millén (ppm). Para un proceso particular de
interés, un fabricante recolecté una muestra de agua 25
veces de manera aleatoria y el promedio muestral ¥ fue
de 7960 ppm. A partir de los datos histdricos, se sabe
que la desviacidn estandar o es 100 ppm.

a) (Cudl es la probabilidad de que el promedio mues-
tral en este experimento exceda el limite estable-
cido por el gobierno, si la media de la poblacién es
igual al limite? Utilice el teorema del limite central.

b) (La X = 7960 observada en este experimento es
firme evidencia de que la media de la poblacién
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en este proceso excede el limite impuesto por el
gobierno? Responda calculando

P(X >7960 | i = 7950).

Suponga que la distribucion de la concentracion
de benceno es normal.

8.34 En la fabricacién de cierto producto de acero se
estan utilizando dos aleaciones, la A y la B. Se necesita
disefiar un experimento para comparar las dos aleacio-
nes en términos de su capacidad de carga médxima en
toneladas, es decir, la cantidad maxima de carga que
pueden soportar sin romperse. Se sabe que las dos des-
viaciones estdndar de la capacidad de carga son iguales
a 5 toneladas cada una. Se realiza un experimento en el
que se prueban 30 especimenes de cada aleacion (A y
B) y se obtienen los siguientes resultados:

X4 =495, xp =455;

Los fabricantes de la aleacién A estdn convencidos de
que esta evidencia demuestra de forma concluyente que
u, > u,y, por lo tanto, que su aleacién es mejor. Los
fabricantes de la aleacion B afirman que el experimento
facilmente podria haber resultado x T A= 4, incluso
si las dos medias de poblacién fueran iguales. En otras
palabras, “jlos resultados no son concluyentes!”.
a) Encuentre un argumento que ponga en evidencia
el error de los fabricantes de la aleacion B. Para
ello calcule

P(XA —XB >4|H'A :,LLB).

b) (Considera que estos datos apoyan fuertemente a
la aleacion A?

Xy —Xxp =4

8.35 Considere la situacion del ejemplo 8.4 de la
pagina 234. ;Los resultados que se obtuvieron alli lo
llevan a cuestionar la premisa de que y = 800 horas?
Proporcione un resultado probabilistico que indique
qué tan raro es el evento X < 775 cuando u = 800.
Por otro lado, ;qué tan raro serfa si u fuera, verdadera-
mente, digamos, # 760 horas?

8.36 Sea X, X,,..., X una muestra aleatoria de una
distribucién que sélo puede adoptar valores positivos.
Utilice el teorema del limite central para argumen-
tar que si n es tan grande como se requiere, entonces
Y =X X,... X tiene aproximadamente una distribucién
logaritmica normal.

En la seccién anterior aprendimos acerca de la distribucién muestral de X. El teorema del
limite central nos permiti6 utilizar el hecho de que

X —p

o/\/n
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tiende a N(0, 1) a medida que crece el tamafio de la muestra. Las distribuciones mues-
trales de estadisticos importantes nos permiten conocer informacién sobre los parame-
tros. Por lo general, los pardmetros son las contrapartes del estadistico en cuestién. Por
ejemplo, si un ingeniero se interesa en la resistencia media de la poblacién de cierto tipo
de resistencia, sacard provecho de la distribucion muestral de X una vez que retina la
informacion de la muestra. Por otro lado, si esta estudiando la variabilidad en la resis-
tencia, evidentemente utilizara la distribucién muestral de S? para conocer la contraparte
paramétrica, la varianza de la poblacion o2.

Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal con media
u 'y varianza o2,y se calcula la varianza muestral, se obtiene un valor del estadistico S2.
Procederemos a considerar la distribucion del estadistico (n — 1)S%o>.

Mediante la suma y la resta de la media muestral X es facil ver que

XK=’ = IX = X)+ (X -

i=1 i=1

=) X=XV +Y X —w*+2X - Y (X —X)

i=1 i=1 i=1
=Y (X =X)" +nX —p?.
i=1

Al dividir cada término de la igualdad entre o y sustituir (n — 1)S*> por > (X;—X )2,
obtenemos i=1

¢ ,_ (n=DS? (X —p?
S Xt =t Eyra

i=1

Abhora, de acuerdo con el corolario 7.1 de la pagina 222, sabemos que

n

(X; —mw?
Yo

i=1

es una variable aleatoria chi cuadrada con n grados de libertad. Tenemos una variable alea-
toria chi cuadrada con n grados de libertad dividida en dos componentes. Observe que en la
seccién 6.7 demostramos que una distribucién chi cuadrada es un caso especial de la distri-
bucién gamma. El segundo término del lado derecho es Z2, que es una variable aleatoria
chi cuadrada con 1 grado de libertad, y resulta que (n — 1)S%0? es una variable
aleatoria chi cuadrada con n — 1 grados de libertad. Formalizamos esto en el siguiente
teorema.

Si 2 es la varianza de una muestra aleatoria de tamafio n que se toma de una poblacién
normal que tiene la varianza o2, entonces el estadistico

n

P @I S €=

o2 ‘ o?
i=1

tiene una distribucion chi cuadrada con v = n — 1 grados de libertad.
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Los valores de la variable aleatoria x* se calculan de cada muestra mediante
la féormula

) (n — l)s2

o2

La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor x* mayor que algin
valor especifico es igual al drea bajo la curva a la derecha de este valor. El valor x? por
arriba del cual se encuentra un drea de « por lo general se representa con Xé. Esto se
ilustra mediante la regiéon sombreada de la figura 8.7.

0 A

Figura 8.7: La distribucién chi cuadrada.

Latabla A.5 dalos valores de Xé para diversos valores de vy v. Las dreas, a, son los
encabezados de las columnas; los grados de libertad, v, se dan en la columna izquierda,
y las entradas de la tabla son los valores X*. En consecuencia, el valor x? con 7 grados
de libertad, que deja un 4rea de 0.05 a la derecha, es X2 s = 14.067. Debido a la falta de
simetria, para encontrar X3 o5 = 2.167 para v = 7 también debemos usar las tablas.

Exactamente 95% de una distribucién chi cuadrada cae entre X3 g75 ¥ X005 Un
valor X2 que cae a la derecha de X 1,5 no tiene probabilidades de ocurrir, a menos que
el valor de 0> que supusimos sea demasiado pequefio. Lo mismo sucede con un valor x?
que cae a la izquierda de X5.975’ el cual tampoco es probable que ocurra, a menos que
el valor de 0% que supusimos sea demasiado grande. En otras palabras, es posible tener
un valor X2 a la izquierda de X275 0 a la derecha de X2 ,5 cuando el valor de o2 es
correcto; pero si esto sucediera, lo més probable es que el valor de 2 que se supuso sea
un error.

Ejemplo 8.7: | Un fabricante de baterfas para automovil garantiza que su producto durard, en promedio,

Solucion:

3 afios con una desviacion estdndar de 1 afio. Si cinco de estas baterias tienen duraciones
de 1.9, 2.4, 3.0, 3.5 y 4.2 afios, /el fabricante continuard convencido de que sus baterias
tienen una desviacién estdndar de 1 afo? Suponga que las duraciones de las baterias si-
guen una distribucién normal.

Primero se calcula la varianza de la muestra usando el teorema 8.1,

2 (5)(48.26) — (15)
a S)IC))

., @)(0815)
X'=—7—=

=0.815.

Entonces,
3.26
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es un valor de una distribucién chi cuadrada con 4 grados de libertad. Como 95% de los
valores x? con 4 grados de libertad cae entre 0.484 y 11.143, el valor calculado con
o? = 1 es razonable y, por lo tanto, el fabricante no tiene razones para sospechar que la
desviacion estdndar no sea igual a 1 afio.

Grados de libertad como una medicion de la informacion muestral

Del corolario 7.1 expuesto en la seccién 7.3 recuerde que

(X —p)?
>

tiene una distribucion x? con n grados de libertad. Observe también el teorema 8.4, el
cual indica que la variable aleatoria
(n—DS? X, —X)?
—— =) "

i=1

tiene una distribucién x? con n — 1 grados de libertad. El lector debe también recordar
que el término grados de libertad, que se utiliza en este contexto idéntico, se estudié en
el capitulo 1.

Como antes indicamos, el teorema 8.4 no se demostrard; sin embargo, el lector
puede verlo como una indicacién de que cuando no se conoce u y se considera la distri-

bucién de R B
(X; —X)?
D
i=1

hay 1 grado menos de libertad, o se pierde un grado de libertad al estimar u (es decir,
cuando u se reemplaza por X). En otras palabras, en la muestra aleatoria de la distribu-
ci6n normal hay n grados de libertad o partes de informacion independientes. Cuando
los datos (los valores en la muestra) se utilizan para calcular la media, hay un grado
menos de libertad en la informacién que se utiliza para estimar o2

8.6 Distribucion ¢

Enla seccion 8.4 se analiz6 la utilidad del teorema del limite central. Sus aplicaciones gi-
ran en torno a las inferencias sobre una media de la poblacién o a la diferencia entre dos
medias de poblacion. En este contexto es evidente la utilidad de utilizar el teorema del
Iimite central y la distribucién normal. Sin embargo, se supuso que se conoce la desvia-
cidén estdndar de la poblacion. Esta suposicion quizé sea razonable en situaciones en las
que el ingeniero estd muy familiarizado con el sistema o proceso. Sin embargo, en mu-
chos escenarios experimentales el conocimiento de o no es ciertamente mas razonable
que el conocimiento de la media de la poblacién u. A menudo, de hecho, una estimacién
de o debe ser proporcionada por la misma informacién muestral que produce el prome-
dio muestral X¥. Como resultado, un estadistico natural a considerar para tratar con las
inferencias sobre u es

r=X-H

S/
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dado que S es el andlogo de la muestra para 0. Si el tamafio de la muestra es pequeio,
los valores de S* fluctiian de forma considerable de una muestra a otra (véase el ejercicio
8.43 de la pagina 259) y la distribucién de T se desvia de forma apreciable de la de una
distribucién normal estandar.

Si el tamafio de la muestra es suficientemente grande, digamos n > 30, la distribu-
cién de T no difiere mucho de la normal estandar. Sin embargo, para n < 30 es til tratar
con la distribucion exacta de 7. Para desarrollar la distribucién muestral de 7, supon-
dremos que nuestra muestra aleatoria se selecciond de una poblacién normal. Podemos
escribir, entonces,

o X -w/e/m 2
\/S2/a? VV /i =1)
donde X _ W

7 =
o/\/n
tiene una distribuciéon normal estidndar y

_(n—1S?

Vv p=

tiene una distribucién chi cuadrada con v = n — 1 grados de libertad. Al obtener muestras
de poblaciones normales se puede demostrar que Xy S2 son independientes y, en con-
secuencia, también lo son Z 'y V. El siguiente teorema proporciona la definicién de una
variable aleatoria 7 como una funcién de Z (normal estdndar) y . Para completar se
proporciona la funcién de densidad de la distribucién ¢.

Sea Z una variable aleatoria normal estdndar y V una variable aleatoria chi cuadrada con
v grados de libertad. Si Z'y V son independientes, entonces la distribucién de la variable
aleatoria 7, donde 7

VIV

es dada por la funcién de densidad

2l —(V+1)/2
h(t)zrl“‘[((\‘j/;—)l)\/fr_vﬂ(l+%) s <i<ool

Esta se conoce como la distribucién ¢ con v grados de libertad.

A partir de lo antes expuesto, y del teorema anterior, se deriva el siguiente corolario.
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Corolario 8.1: Sean X, X,..., X variables aleatorias independientes normales con media u y desvia-

cion estandar 0. Sea

X:%in y S2=n112(x,»—)€)2.
i=1 i=1

Entonces la variable aleatoria S’;—_\% tiene una distribucién 7 con v = n — 1 grados de li-
bertad.

La distribucién de probabilidad de T se public6 por primera vez en 1908 en un ar-
ticulo de W. S. Gosset. En esa época, Gosset trabajaba para una cerveceria irlandesa que
prohibia a sus empleados que publicaran los resultados de sus investigaciones. Para evadir
la prohibicién Gosset publicé su trabajo en secreto bajo el seudénimo de “Student”. Es
por esto que a la distribucion de T se le suele llamar distribucién ¢ de Student o simple-
mente distribucion 7. Para derivar la ecuacion de esta distribucion Gosset supuso que las
muestras se seleccionaban de una poblacién normal. Aunque ésta pareceria una suposi-
cién muy restrictiva, se puede demostrar que las poblaciones que no son normales y que
poseen distribuciones en forma casi de campana ain proporcionan valores de 7 que se
aproximan muy de cerca a la distribucion ¢.

{Qué apariencia tiene la distribucion #?

La distribucién de T se parece a la distribucién de Z en que ambas son simétricas al-
rededor de una media de cero. Ambas distribuciones tienen forma de campana, pero
la distribucion ¢ es mas variable debido al hecho de que los valores T dependen de las
fluctuaciones de dos cantidades, Xy S2 mientras que los valores Z dependen sélo de
los cambios en X de una muestra a otra. La distribucién de 7T difiere de la de Z en que la
varianza de T depende del tamafio de la muestra n y siempre es mayor que 1. S6lo cuando
el tamafio de la muestra n — oo las dos distribuciones serdn iguales. En la figura 8.8
se presenta la relacién entre una distribucién normal estandar (v = o) y las distribucio-
nes t con 2 'y 5 grados de libertad. Los puntos porcentuales de la distribucién 7 se dan en
la tabla A 4.

Figura 8.8: Curvas de la distribucion ¢ para

v=2,5yoo0.

T

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| | | | t
0 1 2 P— 0 t

Figura 8.9: Propiedad de simetria (alrededor
de 0) de la distribucién .
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El valor ¢ por arriba del cual se encuentra un drea igual a « por lo general se re-
presenta con ¢ . Por consiguiente, el valor 7 con 10 grados de libertad que deja una drea
de 0.025 a la derecha es ¢t = 2.228. Como la distribucién ¢ es simétrica alrededor de
una media de cero, tenemos t_,=-tses decir, el valor ¢ que deja una dreade 1 — v a
la derecha y, por lo tanto, una drea de v a la izquierda es igual al valor ¢ negativo que deja
una area de v en la cola derecha de la distribucién (véase la figura 8.9). Esto es, ¢

5 095 —
_IO‘OS’ [0‘99 = _IO‘OI’ etcetera.

Ejemplo 8.8: |El valor f con v = 14 grados de libertad que deja una drea de 0.025 a la izquierda y, por
lo tanto, una area de 0.975 a la derecha, es

to.975 = —to.op5 = —2.145. 1

Ejemplo 8.9: | Calcule P(—toms < T < tops).

Solucion: Como ¢ . deja una drea de 0.05 a la derecha 'y —, .

da, obtenemos una 4rea total de

deja una drea de 0.025 a la izquier-

1 —0.05-0.025 =0.925

entre —¢

0025 Y 2‘0_05. En consecuencia,

P(—tops <T <tgops) = 0.925. 1

Ejemplo 8.10: [ Calcule k tal que P(k < T < —1.761) = 0.045 para una muestra aleatoria de tamafio
15 que se selecciona de una distribucién normal y j(/—_\/%

0.045
k —t0.005

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0

Figura 8.10: Valores ¢ para el ejemplo 8.10.

Solucion: A partir de la tabla A.4 advertimos que 1.761 corresponde a ¢, . cuando v = 14. Por lo

tanto, —, - = —1.761. Puesto que en el enunciado de probabilidad original k estd a la
izquierda de —, . = —1.761, tenemos que k = — . Entonces, a partir de la figura 8.10,
tenemos

0.045 =0.05—a, o a = 0.005.
Asi, de latabla A.4 conv = 14,

k = —toos = —2.977y P(=2.977 < T < —1.761) = 0.045. 1
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Exactamente 95% de los valores de una distribucién # con v = n — 1 grados de li-
bertad caen entre —f .y {, ... Por supuesto, hay otros valores 7 que contienen 95% de la
distribucion, como —#, . y 7, ., pero estos valores no aparecen en la tabla A.4 y, ademads,
el intervalo mds corto posible se obtiene eligiendo valores # que dejen exactamente la
misma area en las dos colas de nuestra distribucién. Un valor ¢ que caiga por debajo de
~1, 0,5 O por arriba de 7, . tenderfa a hacernos creer que ha ocurrido un evento muy raro,
0 que quiza nuestra suposicion acerca de u es un error. Si esto ocurriera, tendriamos que
tomar la decision de que el valor de u que supusimos es erréneo. De hecho, un valor 7 que
cae por debajo de —, , o por arriba de ¢, proporcionaria incluso evidencia mds sdlida
de que el valor de u que supusimos es muy improbable. En el capitulo 10 se tratardn
procedimientos generales para probar aseveraciones respecto al valor del parametro u. El

siguiente ejemplo ilustra una vista preliminar del fundamento de tales procedimientos.

Ejemplo 8.11: [ Un ingeniero quimico afirma que el rendimiento medio de la poblacién de un cierto

Solucion:

proceso de lotes es 500 gramos por mililitro de materia prima. Para verificar dicha afir-
macion muestrea 25 lotes cada mes. Si el valor 7 calculado cae entre —7 .y 7, ., queda
satisfecho con su afirmacién. ;Qué conclusién deberia sacar de una muestra que tiene
una media ¥ = 518 gramos por mililitro y una desviacién estandar muestral s = 40 gra-
mos? Suponga que la distribucién de rendimientos es aproximadamente normal.

En la tabla A.4 encontramos que ¢, . = 1.711 para 24 grados de libertad. Por lo tanto, €l
ingeniero quedard satisfecho con esta afirmacién si una muestra de 25 lotes rinde un

valor fentre —1.711 y 1.711. Si u = 500, entonces,

_ 518—500
40/+/25

un valor muy superior a 1.711. La probabilidad de obtener un valor 7, con v = 24, igual
o mayor que 2.25, es aproximadamente 0.02. Si u > 500, el valor de ¢ calculado de la
muestra seria mds razonable. Por lo tanto, es probable que el ingeniero concluya que el
proceso produce un mejor producto del que pensaba.

2.25,

Para qué se utiliza la distribucion #?

La distribucién 7 se usa ampliamente en problemas relacionados con inferencias acerca
de la media de la poblacién (como se ilustra en el ejemplo 8.11) o en problemas que
implican muestras comparativas (es decir, en casos donde se trata de determinar si las
medias de dos muestras son muy diferentes). El uso de la distribucién se ampliard en
los capitulos 9, 10, 11 y 12. El lector deberia notar que el uso de la distribucion ¢ para

el estadistico —
X —p

YN

requiere que X, X,,..., X sean normales. El uso de la distribucion 7 y la consideracion
del tamafio de la muestra no se relacionan con el teorema del limite central. El uso de
la distribucién normal estdndar en vez de 7 para n > 30 s6lo implica, en este caso, que S
es un estimador suficientemente bueno de o. En los siguientes capitulos la distribucién
t se usa con amplitud.
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8.7 Distribucion F

Recomendamos la distribucidn ¢ en parte por su aplicacién a problemas en los que hay
muestreo comparativo, es decir, a problemas en que se tienen que comparar dos medias
muestrales. Por ejemplo, algunos de los ejemplos que daremos en los siguientes capi-
tulos adoptardan un método ain mas formal; un ingeniero quimico retine datos de dos
catalizadores, un bi6logo recoge datos sobre dos medios de crecimiento o un quimico
retne datos sobre dos métodos de recubrimiento de material para prevenir la corrosion.
Si bien es importante que la informacién muestral aclare lo relacionado con dos medias
de poblacién, a menudo éste es el caso en el que comparar la variabilidad es igual de
importante, si no es que mds. La distribucién F tiene una amplia aplicacién en la com-
paracién de varianzas muestrales y también es aplicable en problemas que implican dos
0 mds muestras.

El estadistico F se define como el cociente de dos variables aleatorias chi cuadrada
independientes, dividida cada una entre su nimero de grados de libertad. En consecuen-
cia, podemos escribir

F = U /Vl

- V/Vz,

donde Uy V son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones chi cua-
drada con v, y v, grados de libertad, respectivamente. Estableceremos ahora la distribu-
cién muestral de F.

Teorema 8.6: Sean Uy V dos variables aleatorias independientes que tienen distribuciones chi cuadra-
daconv, y v, grados de libertad, respectivamente. Entonces, la distribucién de la varia-

ble aleatoria F = 0 /:' es dada por la funcién de densidad
2

DI +v2) /21(vy /v2)"1/ oA =t
h(f) = T /D0(» 72 (xwifyoierz o >0,

0, f<o.

Esta se conoce como la distribucién F con v,y v, grados de libertad (g.1.).

En capitulos posteriores utilizaremos ampliamente la variable aleatoria F. Sin embargo,
no emplearemos la funcién de densidad, la cual sélo se dard como complemento. La
curva de la distribucién F no s6lo depende de los dos parametros v, y v, sino también del
orden en el que se establecen. Una vez que tenemos estos dos valores, podemos identifi-
car la curva. En la figura 8.11 se presentan distribuciones F tipicas.

Sea f, el valor f por arriba del cual encontramos un drea igual a c. Esto se ilustra
mediante la region sombreada de la figura 8.12. La tabla A.6 proporciona valores de f
s6lo para a = 0.05 y a = 0.01 para varias combinaciones de los grados de libertad v,
y v,. Por lo tanto, el valor f'con 6 y 10 grados de libertad, que deja un drea de 0.05 a la
derecha, es f, . = 3.22. Por medio del siguiente teorema, la tabla A.6 también se puede

0.05
utilizar para encontrar valores de f; .. ¥ f; ,,- La demostracion se deja al lector.

0.95
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d.f. = (6, 10)

0 0 fa

Figura 8.11: Distribuciones F tipicas. Figura 8.12: Ilustracion de la f, para la
distribucién F.

Teorema 8.7: Al escribir f, (v, v,) para f, con v, y v, grados de libertad, obtenemos

1

fi—a(i,v2) = Fala))

Por consiguiente, el valor fcon 6 y 10 grados de libertad, que deja una drea de 0.95 ala
derecha, es
1 1

= = 0.246.
f0.05(10,6)  4.06

fo.05(6,10) =

La distribucion F con dos varianzas muestrales

Suponga que las muestras aleatorias de tamafios n, y n, se seleccionan de dos poblacio-
nes normales con varianzas 07 y 03, respectivamente. Del teorema 8.4, sabemos que

_ (m = 1DS7?

2 __
0_12 y X2 =

(n2 —1)S3

2
o3

Xi

son variables aleatorias que tienen distribuciones chi cuadrada conv, =n -1yv, =n,
— 1 grados de libertad. Ademads, como las muestras se seleccionan al azar, tratamos con
variables aleatorias independientes. Entonces, usando el teorema 8.6 con X% =Uy X%
=V, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.8: Si S? y S7 son las varianzas de muestras aleatorias independientes de tamafio n.yn,
tomadas de poblaciones normales con varianzas 07 y 03, respectivamente, entonces,
2/ 2 2¢2
8 /o 055
= C2/42  S2¢2
S3/o3 0183

tiene una distribucién F con v, =n -1y v, = n,— 1 grados de libertad.
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Para qué se utiliza la distribucion F'?

Al inicio de esta seccion contestamos esta pregunta parcialmente. La distribucion F se
usa en situaciones de dos muestras para hacer inferencias acerca de las varianzas de po-
blacién, lo cual implica aplicar el teorema 8.8. Sin embargo, la distribucién F' también se
puede aplicar a muchos otros tipos de problemas que involucren varianzas muestrales.
De hecho, la distribucién F' se llama distribucion de razon de varianzas. Como ejemplo,
considere el estudio de caso 8.2 en el que se compararon las dos pinturas, A y B, en
relacién con el tiempo medio que tardan en secar, en donde la distribucién normal se
aplica muy bien (suponiendo que se conocen 0, y 0,). Sin embargo, suponga que nece-
sitamos comparar tres tipos de pinturas, digamos A, By C, y que queremos determinar si
las medias de poblacién son equivalentes. Suponga que un resumen de la informacién
importante del experimento es el siguiente:

Pintura Media muestral Varianza muestral Tamaio muestral

A X, =45 52 =0.20 10
B Xp =55 53 =014 10
c Xc =65 52 =0.11 10

El problema se centra alrededor de si los promedios muestrales (X,, X, X.) estin o
no suficientemente alejados. La implicacién de “suficientemente alejados” resulta muy
importante. Pareceria razonable que si la variabilidad entre los promedios muestrales es
mayor que lo que se esperaria por casualidad, los datos no apoyan la conclusién de que
U, = p, = p.. Siestos promedios muestrales pudieran ocurrir por casualidad depende de
la variabilidad dentro de las muestras, cuando se cuantifican por medio de s3, 53y S2C'
La idea de los componentes importantes de la variabilidad se observa mejor utilizando
algunas graficas sencillas. Considere la grafica de los datos brutos de las muestras A, B
y C que se presenta en la figura 8.13. Estos datos podrian generar con facilidad la infor-
macién antes resumida.

A AAAAA A B A AB ABBBBB BBCCB Cc C CcC cccc
4.5 5.5 6.5
+ + 2
X X X

A B C

Figura 8.13: Datos de tres muestras diferentes.

Parece evidente que los datos provienen de distribuciones con diferentes medias de
poblacién, aunque hay cierto traslape entre las muestras. Un andlisis que incluya todos
los datos intentaria determinar si la variabilidad entre los promedios muestrales y la va-
riabilidad dentro de las muestras podria haber ocurrido conjuntamente si, de hecho, las
poblaciones tienen una media comiin. Observe que la clave para este andlisis se centra
alrededor de las dos siguientes fuentes de variabilidad.

1. Variabilidad dentro de las muestras (entre observaciones en muestras distintas).
2. Variabilidad entre muestras (entre promedios muestrales).

Es evidente que si la variabilidad en 1) es considerablemente mayor que en 2), entonces
habra un traslape considerable en los datos muestrales, una sefial de que los datos po-
drian provenir de una distribucién comiin. En el conjunto de datos que se presenta en la
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figura 8.14 se encuentra un ejemplo. Por otro lado, es muy improbable que los datos de
una distribucién con una media comuin puedan tener una variabilidad entre promedios
muestrales que sea considerablemente mayor que la variabilidad dentro de las muestras.

A B C A CB AC CAB C ACBA BABABCACBBABCC
b
XA Xc X

Figura 8.14: Datos que con facilidad podrian provenir de la misma poblacién.

Las fuentes de variabilidad en 1) y 2) generan importantes cocientes de varian-
zas muestrales y los cocientes se utilizan junto con la distribucién F. El procedimiento
general implicado se llama analisis de varianza. Es interesante que en el ejemplo de
la pintura aqui descrito tratamos con inferencias sobre tres medias de poblacién pero
utilizamos dos fuentes de variabilidad. No proporcionaremos detalles aqui, pero en los
capitulos 13, 14 y 15 utilizaremos ampliamente el andlisis de varianza en donde, por
supuesto, la distribucion F desempeiia un papel importante.

8.8 Grificas de cuantiles y de probabilidad

En el capitulo 1 presentamos al lector las distribuciones empiricas. El objetivo es utilizar
presentaciones creativas para extraer informacion acerca de las propiedades de un conjunto
de datos. Por ejemplo, los diagramas de tallo y hojas brindan al observador una imagen de
la simetria y de otras propiedades de los datos. En este capitulo tratamos con muestras que,
por supuesto, son conjuntos de datos experimentales de los que sacamos conclusiones so-
bre las poblaciones. A menudo, la apariencia de la muestra proporciona informacién sobre
la distribucién de la que se tomaron los datos. Por ejemplo, en el capitulo 1 ilustramos la
naturaleza general de pares de muestras con graficas de puntos que presentan una compa-
racion relativa entre la tendencia central y la variabilidad de dos muestras.

En los capitulos siguientes con frecuencia supondremos que una distribucién es nor-
mal. La informacién gréfica respecto a la validez de esta suposicién se puede obtener a
partir de presentaciones como los diagramas de tallo y hojas y los histogramas de frecuen-
cias. Ademads, en esta seccion presentaremos los conceptos de grdficas de probabilidad
normal y grdficas de cuantiles. Estas graficas se utilizan en estudios con diversos grados
de complejidad con el principal objetivo de que las gréficas proporcionen una verificacion
diagndstica sobre la suposicion de que los datos provienen de una distribucién normal.

Podemos caracterizar el andlisis estadistico como el proceso de sacar conclusiones
acerca de los sistemas en presencia de la variabilidad del sistema. Por ejemplo, el intento
de un ingeniero por aprender acerca de un proceso quimico a menudo es obstaculizado
por la variabilidad del proceso. Un estudio que implica el nimero de articulos defec-
tuosos en un proceso de produccién con frecuencia se dificulta por la variabilidad en
el método con el que se fabrican. En las secciones anteriores aprendimos acerca de las
muestras y los estadisticos que expresan el centro de localizacién y la variabilidad en
la muestra. Tales estadisticos ofrecen medidas simples, en tanto que una presentacion
gréfica brinda informacion adicional por medio de una imagen.

Un tipo de grafica que puede ser especialmente util para revelar la naturaleza de un
conjunto de datos es la grdfica de cuantiles. Igual que en el caso de la grifica de caja
y extension (véase la seccidn 1.6), en el que el objetivo del analista es hacer distinciones,
en la gréifica de cuantiles se pueden utilizar las ideas basicas para comparar muestras de
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datos. En los siguientes capitulos se presentardn mds ejemplos del uso de las gréficas de
cuantiles, en los que se analizard la inferencia estadistica formal asociada con la com-
paracién de muestras. En su momento, los estudios de caso mostrardn al lector tanto la
inferencia formal como las graficas diagndsticas para el mismo conjunto de datos.

Grafica de cuantiles

Definicién 8.6:

El propoésito de las gréficas de cuantiles consiste en describir, en forma de muestra, la
funcién de distribucién acumulada que se estudi6 en el capitulo 3.

Un cuantil de una muestra, g(f), es un valor para el que una fraccién especifica f de los
valores de los datos es menor que o igual a g(f).

Evidentemente, un cuantil representa una estimacién de una caracteristica de una
poblacién o, mds bien, la distribucién teérica. La mediana de la muestra es ¢(0.5). El
percentil 75 (cuartil superior) es g(0.75) y el cuartil inferior es g(0.25).

Una grafica de cuantiles simplemente grafica los valores de los datos en el eje
vertical contra una evaluacion empirica de la fraccion de observaciones excedidas por
los valores de los datos. Para propdsitos tedricos esta fraccion se calcula con

donde i es el orden de las observaciones cuando se ordenan de la menor a la mayor. En
otras palabras, si denotamos las observaciones ordenadas como

Y =Y SV3) = =Yu-1) V)

entonces la grafica de cuantiles describe una gréfica de Y, contra f. En la figura 8.15
se presenta la grafica de cuantiles para las asas de las latas de pintura analizadas con
anterioridad.

A diferencia de la grafica de caja y extension, la grafica de cuantiles realmente mues-
tra todas las observaciones. Todos los cuantiles, incluidos la mediana y los cuantiles supe-
rior e inferior, se pueden aproximar de forma visual. Por ejemplo, observamos facilmente
una mediana de 35 y un cuartil superior de alrededor de 36. Las agrupaciones relativa-
mente grandes en torno a valores especificos se indican por pendientes cercanas a cero;
mientras que los datos escasos en ciertas dreas producen pendientes mas abruptas. La
figura 8.15 describe la dispersion de datos de los valores 28 a 30, pero una densidad relati-
vamente alta de 36 a 38. En los capitulos 9 y 10 proseguimos con las graficas de cuantiles
mediante la ilustracion de formas utiles en que es posible comparar distintas muestras.

Deberia ser muy evidente para el lector que detectar si un conjunto de datos proviene
o0 no de una distribucién normal puede ser una herramienta importante para el analista de
datos. Como antes indicamos en esta seccién, a menudo suponemos que la totalidad o
subconjuntos de las observaciones en un conjunto de datos son realizaciones de variables
aleatorias normales independientes idénticamente distribuidas. Una vez mds, la grafica de
diagnéstico a menudo se agrega a (con fines de presentacion) una prueba de bondad del
ajuste formal de los datos. Las pruebas de bondad del ajuste se estudiardn en el capitulo
10. Los lectores de un articulo o informe cientifico suelen considerar la informacién de
diagnéstico mucho mds clara, menos drida y quiza menos aburrida que un anélisis formal.
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Figura 8.15: Gréfica de cuantiles para los datos de la pintura.

En los capitulos siguientes (del 9 al 13) nos enfocaremos nuevamente en los métodos de
deteccion de desviaciones de la normalidad como un agregado de la inferencia estadistica
formal. Las gréficas de cuantiles son ttiles para detectar los tipos de distribucién. En la
elaboracién de modelos y en el disefio de experimentos también hay situaciones en que
se utilizan las graficas para detectar términos o efectos del modelo que estin activos.
En otras situaciones se utilizan para determinar si las suposiciones subyacentes que el
cientifico o el ingeniero hicieron en la construccién del modelo son o no razonables. En
los capitulos 11, 12 y 13 se incluyen muchos ejemplos con ilustraciones. La siguiente
subseccién brinda un andlisis y un ejemplo de una grifica de diagndstico denominada
grdfica de cuantiles-cuantiles normales.

Grafica de cuantiles-cuantiles normales

La grafica de cuantiles-cuantiles normales aprovecha lo que se conoce sobre los cuantiles
de la distribucién normal. La metodologia incluye una grafica de los cuantiles empiri-
cos recién analizados, contra el cuantil correspondiente de la distribucién normal. Ahora,
la expresidn para un cuantil de una variable aleatoria N(u, 0) es muy complicada. Sin
embargo, una buena aproximacién es dada por

Qu.o(f) =+ of491[f "1 — (1 — )]},

La expresion entre las llaves (el miltiplo de o) es la aproximacion para el cuantil corres-
pondiente para la variable aleatoria N(0, 1), es decir,

qo1(f) = 4.91[f*1* — (1 —f)*4,
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Definicién 8.7: La grafica de cuantiles-cuantiles normales es una grafica de el (observaciones orde-
-3 U
nadas) contra 40,1 (f;), donde f; = —% I

Una relacidn cercana a una linea recta sugiere que los datos provienen de una distribucién
normal. La interseccion en el eje vertical es una estimacion de la media de la poblacion u
y la pendiente es una estimacion de la desviacion estdndar 0. La figura 8.16 presenta una
grafica de cuantiles-cuantiles normales para los datos de las latas de pintura.

40
38
36

34

Cuantil y

32

30

28

-2 2 1 -2 2

Cuantil normal estandar, q, , (f)

Figura 8.16: Graéfica de cuantiles-cuantiles normales para los datos de la pintura.

Graficacion de la probabilidad normal

Observe cémo la desviacion de la normalidad se vuelve evidente gracias a la apariencia
de la grafica. La asimetria que exhiben los datos produce cambios en la pendiente.

Las ideas para graficar la probabilidad se manifiestan en versiones diferentes de la
gréifica de cuantiles-cuantiles normales que se presentd aqui. Por ejemplo, se ha puesto
mucha atencién a la llamada grafica de probabilidad normal, en la que f se grafica con-
tra los valores de los datos ordenados en un papel especial y la escala utilizada da como
resultado una linea recta. Ademads, una grafica alternativa utiliza los valores esperados
de las observaciones clasificadas para la distribucién normal y dibuja las observaciones
clasificadas contra su valor esperado, bajo el supuesto de datos de N(u, o). Una vez mads,
la linea recta es el criterio grafico que se emplea. Continuamos sugiriendo que basarse en
los métodos analiticos graficos que se describen en esta seccidn ayudara a comprender los
métodos formales que permiten distinguir muestras diferentes de datos.
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Ejemplo 8.12: | Considere los datos del ejercicio 10.41 en la pagina 358 del capitulo 10. En el estudio
“Retencién de nutrientes y respuesta de comunidades de macroinvertebrados ante la pre-
sién de aguas residuales en un ecosistema fluvial”, que se llevo a cabo en el departamen-
to de zoologia del Virginia Polytechnic Institute y la universidad estatal, se recabaron
datos sobre mediciones de densidad (nimero de organismos por metro cuadrado) en dos
diferentes estaciones colectoras. En el capitulo 10 se dan detalles con respecto a los mé-
todos analiticos de comparacion de muestras para determinar si ambas provienen de la
misma distribuciéon N(u, o). Los datos se presentan en la tabla 8.1.

Tabla 8.1: Datos para el ejemplo 8.12

Niimero de organismos por metro cuadrado

Estacion 1 Estacion 2
5,030 4,980 2,800 2,810
13,700 11,910 4,670 1,330
10,730 8,130 6,890 3,320
11,400 26,850 7,720 1,230
860 17,660 7,030 2,130
2,200 22,800 7,330 2,190
4,250 1,130
15,040 1,690

Dibuje una grafica de cuantiles-cuantiles normales y saque conclusiones con respecto a
si es razonable o no suponer que las dos muestras provienen de la misma distribucién

n(x; u, 0).
25,000
20,000
15,000
5
I
3
(6]
10,000
5,000 Estacion 1
Estacion 2
-2 -1 0 1 2

Cuantil normal estandar, qm(f)

Figura 8.17: Gréfica de cuantiles-cuantiles normales para los datos de densidad del ejemplo 8.12.



Ejercicios

259

Solucion: La figura 8.17 muestra la gréfica de cuantiles-cuantiles normales para las mediciones de
densidad. La grafica se aleja mucho de una sola linea recta. De hecho, los datos de la
estacion 1 reflejan pocos valores en la cola inferior de la distribucién y varios en la cola
superior. El “agrupamiento” de observaciones hace que parezca improbable que las dos
muestras provengan de una distribucién comun N(u, o). A

Aunque hemos concentrado nuestra explicacion y ejemplo en las gréficas de proba-
bilidad para distribuciones normales, podemos enfocarnos en cualquier distribucién. Tan
sOlo necesitariamos calcular cantidades de forma analitica para la distribucion tedrica en

cuestion.

Ejercicios

8.37 Para una distribucion chi cuadrada calcule
a) X3.005 cuando v = 15;

b) X?&.oicuando v =7;

¢) X3.oscuando v = 24.

8.38 Para una distribucion chi cuadrada, calcule
a) X3.00s cuando v = 5;
b) X3.0s cuando v = 19;
¢) X3.0 cuando v = 12.

8.39 Para una distribucién chi cuadrada calcule Xé s
tal que

a) P(X* > x2) = 0.99 cuando v = 4;
b) P(X* > x% = 0.025 cuando v = 19;
c) P(37.652 < X* < x2) = 0.045 cuando v = 25.

8.40 Para una distribucién chi cuadrada calcule Xé,
tal que

a) P(X? >x32) =0.01 cuando v = 21;
b) P(X? <x?2)=0.95 cuando v = 6;
¢) P(x2<X?* <23.209) = 0.015 cuando v = 10.

8.41 Suponga que las varianzas muestrales son me-
diciones continuas. Calcule la probabilidad de que una
muestra aleatoria de 25 observaciones, de una pobla-
cién normal con varianza 0 = 6, tenga una varianza
muestral S?

a) mayor que 9.1;

b) entre 3.462y 10.745.

8.42 Las calificaciones de un examen de colocacién
que se aplicé a estudiantes de primer afio de una uni-
versidad durante los ultimos cinco afios tienen una dis-
tribucién aproximadamente normal con una media u =
74 y una varianza o> = 8. ;Seguiria considerando que
o? = 8 es un valor vdlido de la varianza si una muestra
aleatoria de 20 estudiantes, a los que se les aplica el

examen de colocacién este afio, obtienen un valor de
2
s2 =207

8.43 Demuestre que la varianza de S* para muestras
aleatorias de tamafio n de una poblacién normal dismi-
nuye a medida que aumenta n. [Sugerencia: primero
calcule la varianza de (n — 1)S%/0?].

8.44 ¢ Calculet,, cuando v = 14.
b) Calcule ¢, cuando v = 10.
¢) Calcule 1, cuando v = 7.
8.45 a) Calcule P(T < 2.365) cuando v = 7.
b) Calcule P(T > 1.318) cuando v = 24.
c) Calcule P(-1.356 < T < 2.179) cuando v = 12.
d) Calcule P(T > —2.567) cuando v = 17.

8.46 «a) Calcule P(—t, . <T<t

0.005 0.01

b) Calcule P(T > -,
8.47 Dada una muestra aleatoria de tamano 24 de una
distribucién normal, calcule k tal que

a) P(—2.069 < T < k) =0.965;

b) Pk < T <2.807)=0.095;

c) P(—k < T < k)=0.90.

8.48 Una empresa que fabrica juguetes electronicos
afirma que las baterias que utiliza en sus productos
duran un promedio de 30 horas. Para mantener este
promedio se prueban 16 baterias cada mes. Si el valor
t calculado cae entre ..y 1, .., |a empresa queda sa-
tisfecha con su afirmacion. ;Qué conclusiones deberia
sacar la empresa a partir de una muestra que tiene una
media de ¥ = 27.5 horas y una desviacion estdndar de
s = 5 horas? Suponga que la distribucién de las dura-
ciones de las baterias es aproximadamente normal.

) para v = 20.

.0257°

8.49 Una poblacién normal con varianza desconocida
tiene una media de 20. ;Es posible obtener una mues-
tra aleatoria de tamafio 9 de esta poblacién con una me-
dia de 24 y una desviacién estandar de 4.1? Si no fuera
posible, ;a qué conclusion llegaria?
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8.50 Un fabricante de cierta marca de barras de cereal
con bajo contenido de grasa afirma que el contenido pro-
medio de grasa saturada en éstas es de 0.5 gramos. En
una muestra aleatoria de 8 barras de cereal de esta marca
se encontré que su contenido de grasa saturada era de
0.6,0.7,0.7,0.3,0.4,0.5,0.4 y 0.2. ;Estaria de acuerdo
con tal afirmacién? Suponga una distribucién normal.

8.51 Para una distribucién F calcule:
a) fisconv, =Tyv, =15;
D) fisconv, =15yv, =17,
) fopconv, =24yv, =19;
d) f,sconv, =19yv, =24,
e) fyoconv, =28yv, =12.

8.52 Se aplican pruebas a 10 cables conductores
soldados a un dispositivo semiconductor con el fin de
determinar su resistencia a la traccién. Las pruebas de-
mostraron que para romper la unién se requieren las
libras de fuerza que se listan a continuacion:

19.8 127 132 169 106
18.8 11.1 143 17.0 125

Otro conjunto de 8 cables conductores que forman un
dispositivo se encapsuld y se probd para determinar si
el encapsulado aumentaba la resistencia a la traccion.
Las pruebas dieron los siguientes resultados:

249 22.8 23.6 22.1 204 21.6 21.8 22.5

Comente acerca de la evidencia disponible respecto a
la igualdad de las dos varianzas de poblacion.

8.53 Considere las siguientes mediciones de la capa-

Ejercicios de repaso

8.56 Considere los datos que se presentan en el ejer-
cicio 1.20 de la pédgina 31. Dibuje una gréfica de caja
y extension, y comente acerca de la naturaleza de la
muestra. Calcule la media muestral y la desviacion es-
tandar de la muestra.

8.57 Si X, X,,..., X son variables aleatorias inde-
pendientes que tienen distribuciones exponenciales
idénticas con pardmetro 6, demuestre que la funcién
de densidad de la variable aleatoria ¥ = X, + X, +-+
X, es la de una distribucién gamma con pardmetros
a=nypB=0=0.

8.58 Al probar el monéxido de carbono que contiene
cierta marca de cigarrillos, los datos que se obtuvieron,
en miligramos por cigarrillo, se codificaron restando 12
a cada observacion. Utilice los resultados del ejercicio
8.14 de la pagina 231 para calcular la desviacién es-
tandar del contenido de monéxido de carbono de una
muestra aleatoria de 15 cigarrillos de esta marca, si las
mediciones codificadas son 3.8, —0.9,5.4,4.5,5.2,5.6,
-0.1,-0.3,—-1.7,5.7,3.3,44, -0.5y 1.9
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cidad de produccion de calor del carbon producido por
dos minas (en millones de calorias por tonelada):

Mina 1: 8260 8130 8350 8070 8340
Mina2: 7950 7890 7900 8140 7920 7840

(. Se puede concluir que las dos varianzas de poblacién
son iguales?

8.54 Dibuje una grafica de cuantiles con los siguientes
datos, que representan la vida, en horas, de cincuenta
lamparas incandescentes esmeriladas de 40 watts y 110
voltios, tomados de pruebas de vida forzadas:

919 1196 785 1126 936 918
1156 920 948 1067 1092 1162
1170 929 950 905 972 1035
1045 855 1195 1195 1340 1122
938 970 1237 956 1102 1157
978 832 1009 1157 1151 1009
765 958 902 1022 1333 81l
1217 1085 896 958 1311 1037
702 923

8.55 Dibuje una gréfica de cuantiles-cuantiles nor-
males con los siguientes datos, que representan los
didmetros de 36 cabezas de remache en 1/100 de una
pulgada:

6.72 6777 682 670 678 6.70 6.62
6.75 6.66 6.66 6.64 676 673 6.80
672 676 6.76 6.68 6.66 6.62 6.72
6.76 6770 6.78 6.76 6.67 6.70 6.72
6.74 681 6.79 678 6.66 6.76 6.76
6.72

8.59 SiS?y S3representan las varianzas de muestras
aleatorias independientes de tamafios n, = 8 y n, = 12,
tomadas de poblaciones normales con varianzas igua-
les, calcule P(S?/S? < 4.89).

8.60 Una muestra aleatoria de 5 presidentes de ban-
cos indicé sueldos anuales de $395,000, $521,000,
$483,000, $479,000 y $510,000. Calcule la varianza de
este conjunto.

8.61 Si el nimero de huracanes que azotan cierta area
del este de Estados Unidos cada afio es una variable alea-
toria que tiene una distribucién de Poisson con u = 6,
calcule la probabilidad de que esta drea sea azotada por
a) exactamente 15 huracanes en 2 afios;
b) alo sumo 9 huracanes en 2 afos.

8.62 Una empresa de taxis prueba una muestra alea-
toria de 10 neumadticos radiales con bandas tensoras de
acero de cierta marca y registra los siguientes desgastes
de la banda: 48,000, 53,000, 45,000, 61,000, 59,000,
56,000, 63,000, 49,000, 53,000 y 54,000 kilémetros.
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Utilice los resultados del ejercicio 8.14 de la pdgina
231 para calcular la desviacién estdndar de este con-
junto de datos dividiendo primero cada observacién
entre 1000 y después restando 55 al resultado.

8.63 Considere los datos del ejercicio 1.19 de la
pagina 31. Dibuje una grafica de caja y extension.
Comente y calcule la media muestral y la desviacion
estandar muestral.

8.64 SiS7yS2representan las varianzas de muestras
aleatorias independientes de tamafios n, = 25y n, =
31, tomadas de poblaciones normales con varianzas o
=10y 0'% = 15, respectivamente, calcule

P(S7/S7 > 1.26).

8.65 Considere el ejemplo 1.5 de la pagina 25.
Comente acerca de cualquier valor extremo.

8.66 Considere el ejercicio de repaso 8.56. Comente
acerca de cualquier valor extremo en los datos.

8.67 La resistencia a la rotura X de cierto remache
que se utiliza en el motor de una mdaquina tiene una
media de 5000 psi y una desviacion estandar de 400
psi. Se toma una muestra aleatoria de 36 remaches.
Considere la distribucién de X, 1a media muestral de la
resistencia a la rotura.
a) (Cudl es la probabilidad de que la media de la
muestra caiga entre 4800 psi y 5200 psi?
b) (Qué muestra n seria necesaria para tener

P (4900 < X < 5100) = 0.99?

8.68 Considere la situacion del ejercicio de repaso
8.62. Si la poblacion de la cual se tom6 la muestra tiene
una media poblacional u = 53,000 kilémetros, ;esta in-
formacién de la muestra parece apoyar esa afirmacién?
En su respuesta calcule

, _ ¥ —53,000

s/\/10

y determine, consultando la tabla A.4 (con 9 g.1.), si el
valor ¢ calculado es razonable o si parece ser un suceso
raro.

8.69 Se consideran dos propulsores de combustible
solido distintos, el tipo A y el tipo B, para una actividad
del programa espacial. Las velocidades de combustion
en el propulsor son fundamentales. Se toman muestras
aleatorias de 20 especimenes de los dos propulsores
con medias muestrales de 20.5 cm/s para el propulsor
Ay de 24.50 cm/s para el propulsor B. Por lo general
se supone que la variabilidad en la velocidad de com-
bustion es casi igual para los dos propulsores y que es
determinada por una desviacion estdndar de poblacién
de 5 cm/s. Suponga que la velocidad de combustion
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para cada propulsor es aproximadamente normal, por
lo cual se deberia utilizar el teorema del limite central.
Nada se sabe acerca de las medias poblacionales de las
dos velocidades de combustién y se espera que este ex-
perimento revele algo sobre ellas. _ _
a) Si, de hecho, pa=ps, jcudl serd P(Xp — X4
>4.0)?
b) Utilice lo que respondi6 en el inciso @) para dar luz
sobre la validez de la proposicién u, = u,,.

8.70 La concentracién de un ingrediente activo en
el producto de una reaccién quimica es fuertemente
influido por el catalizador que se usa en la reaccion.
Se considera que cuando se utiliza el catalizador A la
concentraciéon media de la poblacién excede el 65%.
Se sabe que la desviacion estandar es 0 = 5%. Una
muestra de productos tomada de 30 experimentos inde-
pendientes proporciona la concentraciéon promedio de
X, = 64.5%.

a) (Esta informacién muestral, con una concentra-
cién promedio de X,= 64.5%, ofrece informacién
inquietante de que quizd ., no sea el 65% sino me-
nos que ese porcentaje? Respalde su respuesta con
una aseveracion de probabilidad.

b) Suponga que se realiza un experimento similar
utilizando otro catalizador, el B. Se supone que la
desviacion estdndar o sigue siendo 5% y X, resulta
ser 70%. Comente si la informacion muestral del
catalizador B sugiere con certeza que i, €s en rea-
lidad mayor que u,. Respalde su respuesta calcu-
lando

P(XB —Xa >55 | KB =/.LA)

¢) En el caso de que u, = u, = 65%, determine la
distribucién aproximada de las siguientes canti-
dades (con la media y la varianza de cada una).
Utilice el teorema del limite central.

i)XB oo
X4 — Xp;
jii) Xa =X

o4/2/30 °
8.71 Con la informacién del ejercicio de repaso 8.70
calcule (suponiendo u, = 65%) P(X 5 = 70).

8.72 Dada una variable aleatoria normal X con media
20 y varianza 9, y una muestra aleatoria de tamafio n
tomada de la distribucion, ;qué tamafio de la muestra
n se necesita para que

P(19.9 <X <20.1) = 0.95?

8.73 Enel capitulo 9 se estudiard con detenimiento el
concepto de estimacion de parametros. Suponga que
X es una variable aleatoria con media u y varianza o> =
1.0. Ademas, suponga que se toma una muestra aleato-
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ria de tamafio n y que X se utiliza como un estimado de
u. Cuando se toman los datos y se mide la media de la
muestra, deseamos que ésta esté dentro de 0.05 unida-
des de la media real con una probabilidad de 0.99. Es
decir, aqui queremos que haya muchas posibilidades de
que la X calculada de la muestra esté “muy cerca de” la
media de poblacién (jdondequiera que ésta se encuen-
tre!), de manera que deseamos

P(|X —p| > 0.05) = 0.99.

(Qué tamafio de muestra se requiere?

8.74 Suponga que se utiliza una maquina para llenar
envases de cartén con un liquido. La especificacion
que es estrictamente indispensable para el llenado de
la maquina es 9 £ 1.5 onzas. El proveedor considera
que cualquier envase de carton que no cumpla con tales
Iimites de peso en el llenado estd defectuoso. Se espera
que al menos 99% de los envases de cartén cumplan
con la especificacion. En el casode que y =9y o =
1, ;qué proporcién de envases de cartén del proceso
estan defectuosos? Si se hacen cambios para reducir la
variabilidad, (cudnto se tiene que reducir o para que
haya 0.99 de probabilidades de cumplir con la especifi-
cacion? Suponga una distribucion normal para el peso.

8.75 Considere la situacién del ejercicio de repaso
8.74. Suponga que se hace un gran esfuerzo para “es-
trechar” la variabilidad del sistema. Después de eso se
toma una muestra aleatoria de tamafio 40 de la nueva
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linea de ensamble y se obtiene que la varianza de la
muestra es s> = 0.188 onzas®. ;jTenemos evidencia
numérica sélida de que o se redujo a menos de 1.0?
Considere la probabilidad

P(S* <0.188 | 0@ = 1.0),
y dé una conclusion.

8.76 Proyecto de grupo: Divida al grupo en equipos
de cuatro estudiantes. Cada equipo deberd ir al gimna-
sio de la universidad o a un gimnasio local y pregun-
tar a cada persona que cruce el umbral cuanto mide en
pulgadas. Después, cada equipo dividira los datos de
las estaturas por género y trabajard en conjunto para
realizar las actividades que se indican a continuacion.

a) Dibujen una gréfica de cuantiles-cuantiles normal
con los datos. Si usan la grafica como base, ¢les
pareceria que los datos tienen una distribucién
normal?

b) Utilicen la varianza muestral como un estimado de
la varianza real para cada género. Supongan que la
estatura media de la poblacion de los hombres es
realmente tres pulgadas mds grande que la de las
mujeres. ;,Cudl es la probabilidad de que la esta-
tura promedio de los hombres sea 4 pulgadas mas
grande que la de las mujeres en su muestra?

¢) (Qué factores podrian provocar que estos resulta-
dos sean engafiosos?

8.9 Posibles riesgos y errores conceptuales. Relacion

con el material de otros capitulos

El teorema del limite central es una de las mds poderosas herramientas de la estadistica,
y aunque este capitulo es relativamente breve, contiene gran cantidad de informacion
fundamental acerca de las herramientas que se utilizaran en el resto del libro.

El concepto de distribucién muestral es una de las ideas fundamentales mas impor-
tantes de la estadistica y, en este momento de su entrenamiento, el estudiante deberia
entenderlo con claridad antes de continuar con los siguientes capitulos, en los cuales
se continuardn utilizando ampliamente las distribuciones muestrales. Suponga que se
quiere utilizar el estadistico X para hacer inferencias acerca de la media de la poblacién
u, lo cual se hace utilizando el valor observado X de una sola muestra de tamafo n.
Luego, cualquier inferencia deberd hacerse tomando en cuenta no sélo el valor tnico,
sino también la estructura tedrica o la distribucion de todos los valores X que se po-
drian observar a partir de las muestras de tamafio rn. Como resultado de lo anterior
surge el concepto de distribucion muestral, que es la base del teorema del limite central.
Las distribuciones #, x* y F también se utilizan en el contexto de las distribuciones
muestrales. Por ejemplo, la distribucién #, que se ilustra en la figura 8.8, representa la
estructura que ocurre si se forman todos los valores de ;;—_\/”7, donde X y s se toman de las
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muestras de tamafo n de una distribucion n(x; u, o). Se pueden hacer comentarios simi-
lares en relacion con Xy F, y el lector no deberia olvidar que la informacién muestral
que conforma los estadisticos para todas estas distribuciones es la normal. Por lo tanto,
se podria afirmar que donde haya una ¢, F o )? la fuente era una muestra de una
distribucién normal.

Podria parecer que las tres distribuciones antes descritas se presentaron de una
forma bastante aislada, sin indicar a qué se refieren. Sin embargo, aparecerdn en la reso-
lucién de problemas practicos a lo largo del texto.

Ahora bien, hay tres cuestiones que se deben tener presentes para evitar que haya
confusion respecto a estas distribuciones muestrales fundamentales:

i) No se puede usar el teorema del limite central a menos que se conozca o. Para usar
el teorema del limite central cuando no se conoce o se debe reemplazar con s, la
desviacion estdndar de la muestra.

ii) El estadistico 7' no es un resultado del teorema del limite central y x , x,,..., X, deben
provenir de una distribucién n(x; u, o) para que j;—?% sea una distribucién #; por su-
puesto, s es tan s6lo una estimacién de o.

iii) Aunque el concepto de grados de libertad es nuevo en este punto, deberia ser muy
intuitivo, ya que es razonable que la naturaleza de la distribucién de S y también ¢
deban depender de la cantidad de informacién en la muestra X5 Xyperes X, .

n






Capitulo 9

Problemas de estimacion
de una y dos muestras

9.1 Introduccion

En los capitulos anteriores destacamos las propiedades del muestreo de la media y de la
varianza muestrales. También destacamos las representaciones de datos en varias for-
mas. El propésito de estas presentaciones es establecer las bases que permitan a los es-
tadisticos sacar conclusiones acerca de los pardmetros de poblaciones tomadas de datos
experimentales. Por ejemplo, el teorema del limite central brinda informacién sobre la
distribucién de la media muestral X. La distribucién incluye la media de la poblacion f.
Por consiguiente, cualesquiera conclusiones respecto a p, extraidas de un promedio
muestral observado, deben depender de lo que se sabe acerca de su distribucién mues-
tral. Se podria decir algo similar en lo que se refiere a S? y 2. Como es evidente, es muy
probable que cualquier conclusién que saquemos acerca de la varianza de una distribu-
cion normal implique la distribucién muestral de S

En este capitulo comenzaremos por presentar de manera formal el propdsito de
la inferencia estadistica. Continuaremos con el andlisis del problema de la estima-
cion de los parametros de la poblacién. Restringiremos nuestros desarrollos formales
de los procedimientos de estimacién especificos a problemas que impliquen una y dos
muestras.

9.2 Inferencia estadistica

En el capitulo 1 presentamos la filosofia general de la inferencia estadistica formal. La
inferencia estadistica consta de los métodos mediante los cuales se hacen inferencias o
generalizaciones acerca de una poblacion. La tendencia actual es distinguir entre el mé-
todo clasico de estimacion de un pardmetro de la poblacion, donde las inferencias se
basan estrictamente en informacién obtenida de una muestra aleatoria seleccionada de la
poblacion, y el método bayesiano, el cual utiliza el conocimiento subjetivo que ya se
posee sobre la distribucidn de probabilidad de los pardmetros desconocidos junto con la
informacién que proporcionan los datos de la muestra. En la mayor parte de este capitu-
lo utilizaremos los métodos cldsicos para estimar los pardmetros de la poblacién desco-
nocidos, como la media, la proporcién y la varianza, mediante el cdlculo de estadisticos
de muestras aleatorias y la aplicacién de la teoria de las distribuciones muestrales, gran
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parte de lo cual se estudi6 en el capitulo 8. La estimacién bayesiana se analizard en el
capitulo 18.

La inferencia estadistica se puede dividir en dos dreas principales: estimacién y
pruebas de hipétesis. Trataremos estas dos dreas por separado: en este capitulo veremos
la teoria y las aplicaciones de la estimacidn, y en el capitulo 10 revisaremos la prueba de
hipétesis. Para distinguir claramente un drea de la otra, considere los siguientes ejemplos.
Un candidato a un cargo puiblico podria estar interesado en estimar la verdadera proporcién
de votantes que lo favorecerdn mediante la obtencién de las opiniones de una muestra
aleatoria de 100 de ellos. La parte de votantes en la muestra que favoreceran al candidato
se podria utilizar como un estimado de la verdadera proporcién en la poblacién de votan-
tes. El conocimiento de la distribucién muestral de una proporcién nos permite establecer
el grado de exactitud de tal estimado. Este problema cae en el drea de la estimacion.

Considere ahora el caso de alguien a quien le interesa averiguar si la marca A de cera
para piso es mds resistente al desgaste que la marca B. Se podria plantear la hipdtesis de
que la marca A es mejor que la marca By, después de la prueba adecuada, aceptar o re-
chazar dicha hipétesis. En este ejemplo no intentamos estimar un pardmetro, sino llegar
a una decision correcta acerca de una hipdtesis planteada previamente. Una vez mas,
dependemos de la teorfa del muestreo y de utilizar datos que nos proporcionen alguna
medida del grado de exactitud de nuestra decision.

9.3 Meétodos de estimacion clasicos

La estimacion puntual de algtin pardmetro de la poblacién 6 es un solo valor 6 de un
estadistico ©. Por ejemplo, el valor ¥ del estadistico X, que se calcula a partir de una
muestra de tamafio n, es una estimacién puntual del pardmetro de la poblacién L.
De manera similar, p = x /n es una estimacién puntual de la verdadera proporcion p para
un experimento binomial.

No se espera que un estimador logre estimar el pardmetro de la poblacién sin error.
No se espera que X estime f con exactitud, lo que en realidad se espera es que no esté
muy alejada. Para una muestra especifica, la manera en que se podria obtener un estima-
do mds cercano de p es utilizando la mediana de la muestra X como estimador. Consi-
dere, por ejemplo, una muestra que consta de los valores 2, 5y 11 de una poblacion cuya
media es 4, la cual, supuestamente, se desconoce. Podriamos estimar (4 para que sea X = 6
usando la media muestral como nuestro estimado, o bien, X = 5 utilizando la mediana
muestral. En este caso el estimador X produce una estimacién mds cercana al pardmetro
verdadero que la que produce el estimador X . Por otro lado, si nuestra muestra aleatoria
contiene los valores 2, 6 y 7, entonces X = 5 y ¥ = 6, de manera que el mejor estima-
dor es X. Cuando no conocemos el valor real de 4, tenemos que comenzar por decidir
qué estimador utilizaremos, si X "0 X.

Estimador insesgado

(Cudles son las propiedades que una “buena” funcién de decisiéon deberia tener para
poder influir en nuestra eleccién de un estimador en vez de otro? Sea © un estimador
cuyo valor 6 es una estimacién puntual de algin pardmetro de la poblacién descono-
cido 6. Sin duda deseariamos que la distribuciéon muestral de © tuviera una media igual
al parametro estimado. Al estimador que tuviera esta propiedad se le llamaria estimador
insesgado.
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Definicion 9.1:  Se dice que un estadistico © es un estimador insesgado del parametro 6 si

Lo =E(©) = 6.

Ejemplo 9.1: | Demuestre que S? es un estimador insesgado del parametro 0.

Solucion: En la seccion 8.5, en la pagina 244, demostramos que
DX =X =D (X =’ —n(X —p)’.
i=1 i=1

Entonces,

2\ _ 1 N Y2
E(S )_Eln_lz(X, X)

i=1

Y EXi—w’ —nEX —p)’

i=1

1 n
: (Zoﬁi —no )
i=1

oy, =0°, para i =1,2,...,n, yoy = —.

Sin embargo,

Por lo tanto,

E(S2):n—1

no’ —n— | = o.
n o |
Aunque S?es un estimador insesgado de o2, S, por otro lado, suele ser un estimador
sesgado de o, un sesgo que en el caso de muestras grandes se vuelve insignificante. Este
ejemplo ilustra por qué dividimos entre n — 1 en vez de entre n cuando estimamos la
varianza.

Varianza de un estimador puntual

Si @ y @ son dos estimadores insesgados del mismo pardametro de la poblacién 6, de-
seamos eleglr el estlmador cuya distribucién muestral tenga la menor varianza. Por lo
tanto, si O'A < O'A decimos que G) es un estimador mas eficaz de 6 que G)

Definicién 9.2:  Si consideramos todos los posibles estimadores insesgados de algtin parametro 6, al
que tiene la menor varianza lo llamamos estimador mas eficaz de 6.

Enla figura 9.1 se ilustran las distribuciones muestrales de tres estimadores diferen-
tes 9 @ y G) todos para 6. Es evidente que sélo @ y @ no son sesgados, ya que sus
dlstrlbucmnes estan centradas en 6. El estimador G) tlene una varianza menor que 8
por lo tanto, es mas eficaz. En consecuencia, el estimador de 0 que elegiriamos, entre los
tres que estamos considerando, serfa @

Para poblaciones normales se puede demostrar que tanto X como X son estimadores
insesgados de la media de la poblacién p, pero la varianza de X es més pequefia que la
varianza de X. Por consiguiente, los estimados X y X serdn, en promedio, iguales a
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Figura 9.1: Distribuciones muestrales de diferentes estimadores de 6.

la media de la poblacién p, aunque podria ser que X esté mds cerca de (4 para una mues-
tra dada y, por lo tanto, que X sea mds eficaz que X.

Estimacion por intervalo

Podria ser que ni el estimador insesgado mds eficaz estime con exactitud el pardmetro de
la poblacién. Es cierto que la exactitud de la estimacion aumenta cuando las muestras
son grandes; pero incluso asi no tenemos razones para esperar que una estimacién pun-
tual de una muestra dada sea exactamente igual al pardmetro de la poblacién que se
supone debe estimar. Hay muchas situaciones en que es preferible determinar un inter-
valo dentro del cual esperariamos encontrar el valor del pardmetro. Tal intervalo se co-
noce como estimacion por intervalo.

Una estimacion por intervalo de un pardmetro de la poblacién 6 es un intervalo de
la forma (9 <6< 6,,donde § Ly 6  dependen del valor del estadistico 6 para una mues-
tra espec1ﬁca y también de la dlstrlbucwn de muestreo de ©. Por ejemplo, una muestra
aleatoria de calificaciones verbales de la prueba SAT para estudiantes universitarios de
primer afio producirfa un intervalo de 530 a 550, dentro del cual esperamos encontrar el
promedio verdadero de todas las calificaciones verbales de la prueba SAT para ese gru-
po. Los valores de los puntos extremos, 530 y 550, dependerdn de la media muestral
calculada % y de la distribucion de muestreo de X. A medida que aumenta el tamafio de
la muestra, sabemos que (7')22 = 0'2/ n disminuye y, en consecuencia, cabe la posibilidad
de que nuestra estimacion se acerque mas al pardmetro , lo cual darfa como resultado
un intervalo mds corto. De esta manera, el intervalo de la estimacién indica, por su lon-
gitud, la precision de la estimacién puntual. Un ingeniero obtendrd informacién acerca
de la proporcion de la poblacién de articulos defectuosos tomando una muestra y cal-
culando la proporcion muestral defectuosa, sin embargo, una estimacién por intervalo
podria ser mds informativa.

Interpretacion de las estimaciones por intervalo

Como muestras distintas suelen producir valores diferentes de 6 y, por lo tanto, valores
diferentes de 9 y 9 estos puntos extremos del intervalo son valores de las variables
aleatorias correspondlentes @ y @ De la distribucion muestral de © seremos
capaces de determinar @ y @ , de manera que P (O, < 0 <06y) sea igual a cualquier



9.4 Una sola muestra: estimacion de la media 269

valor positivo de una fraccién que queramos especificar. Si, por ejemplo, calculamos ©
.Y ©,, tales que

PO, <0<Oy)=1-aqa,

para 0 < a < 1, tenemos entonces una probabilidad de 1 — « de seleccionar una muestra
aleatoria que produzca un intervalo que contenga 6. El intervalo 0, < 6 < 6, que se
calcula a partir de la muestra seleccionada, se llama entonces intervalo de confianza del
100(1 — @)%, la fraccidon 1 — @ se denomina coeficiente de confianza o grado de con-
fianza, y los extremos, éL y 0 ,» € denominan limites de confianza inferior y superior.
Asi, cuando a = 0.05, tenemos un intervalo de confianza del 95%, y cuando v = 0.01
obtenemos un intervalo de confianza mas amplio del 99%. Cuanto mds amplio sea
el intervalo de confianza, mas confiaremos en que contiene el pardmetro desconocido.
Desde luego, es mejor tener un 95% de confianza en que la vida promedio de cierto
transistor de un televisor estd entre los 6 y los 7 afios, que tener un 99% de confianza en
que esté entre los 3 y los 10 afios. De manera ideal, preferimos un intervalo corto con un
grado de confianza alto. Algunas veces las restricciones en el tamafio de nuestra muestra
nos impiden tener intervalos cortos sin sacrificar cierto grado de confianza.

En las siguientes secciones estudiaremos los conceptos de estimacion puntual y por
intervalos, y en cada seccion presentaremos un caso especial diferente. El lector deberia
notar que, aunque la estimacién puntual y por intervalos representan diferentes aproxi-
maciones para obtener informacion respecto a un pardmetro, estan relacionadas debido
a que los estimadores del intervalo de confianza se basan en estimadores puntuales. En
la siguiente seccién, por ejemplo, veremos que Xes un estimador puntual de g muy
razonable. Como resultado, el importante estimador del intervalo de confianza de p
depende del conocimiento de la distribucién muestral de X.

Empezaremos la siguiente seccién con el caso mas sencillo de un intervalo de con-
fianza, en donde el escenario es simple pero poco realista. Nos interesa estimar una
media de la poblacién p cuando o todavia se desconoce. Evidentemente, si se desconoce
[ es muy improbable que se conozca o. Cualquier informacién histdrica que produzca
datos suficientes para permitir suponer que se conoce o probablemente habria producido
informacién similar acerca de p. A pesar de este argumento iniciamos con este caso
porque los conceptos y los mecanismos resultantes asociados con la estimacion del
intervalo de confianza también estardn asociados con las situaciones mds realistas que
presentaremos mds adelante en la seccién 9.4 y las siguientes.

9.4 Una sola muestra: estimacion de la media

La distribucién muestral de X estd centrada en p y en la mayoria de las aplicaciones la
varianza es mds pequefia que la de cualesquiera otros estimadores de p. Por lo tanto, se
utilizard la media muestral X como una estimacion puntual para la media de la poblacién
1. Recuerde que 0'}2—( = 0'2/ n, por lo que una muestra grande producird un valor de X
procedente de una distribucién muestral con varianza pequefia. Por consiguiente, es pro-
bable que ¥ sea una estimacién muy precisa de p4 cuando n es grande.

Consideremos ahora la estimacién por intervalos de p. Si seleccionamos nuestra
muestra a partir de una poblacién normal o, a falta de ésta, si n es suficientemente gran-
de, podemos establecer un intervalo de confianza para p considerando la distribucién
muestral de X.
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De acuerdo con el teorema del limite central, podemos esperar que la distribucion
muestral de X esté distribuida de forma aproximadamente normal con media Hg=HYy
desviacion estdndar o = o/\/ n . Al escribir 2, ara el valor z por arriba del cual
encontramos una drea de a/2 bajo la curva normal, en la figura 9.2 podemos ver que

P(—zq/2 < Z < Za/2) =1 —q,

donde )
_X-p

= o/

En consecuencia,

X —p
P —Zaj2 < T\/ﬁ <Zo/2 | = 1 —a.

I
I
I
I
1—-a :
I
I
I
a/2 : a/2 5
~Za)2 0 Zy)2
Figura 9.2: P(—za/2 <Z< za/z) =1-a

Si multiplicamos cada término en la desigualdad por dA/n y después restamos X de
cada término, y en seguida multiplicamos por — 1 (para invertir el sentido de las des-
igualdades), obtenemos

P <X e < p <X +za/2i)

Vi Vi
Se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién cuya varianza o2 se
conoce y se calcula la media X para obtener el intervalo de confianza 100(1 — a)%. Es
importante enfatizar que recurrimos al teorema del limite central citado anteriormente.
Como resultado, es importante observar las condiciones para las aplicaciones que siguen.

=1—-aqa.

Intervalo

de confianza
de p cuando se
conoce o

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién de la que se co-
noce su varianza o, lo que da un intervalo de confianza de 100(1 — a)% para p es

_ (oa _ o
X _Za/zﬁ <pu<Xx +Za/2W,

donde z,, ) €8 el valor z que deja una drea de ov/2 a la derecha.

En el caso de muestras pequefias que se seleccionan de poblaciones no normales, no
podemos esperar que nuestro grado de confianza sea preciso. Sin embargo, para muestras
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de tamano n = 30, en las que la forma de las distribuciones no esté muy sesgada, la teo-
ria de muestreo garantiza buenos resultados.

Queda claro que los valores de las variables aleatorias @L y C:)U, las cuales se defi-
nieron en la seccidn 9.3, son los limites de confianza

A _ (o) A _ (o3
6. =X—Za/zﬁ y Oy =x+Za/2W.

Muestras diferentes producirdn valores diferentes de X y, por lo tanto, produciran dife-
rentes estimaciones por intervalos del pardmetro 4, como se muestra en la figura 9.3. Los
puntos en el centro de cada intervalo indican la posicion de la estimacion puntual X para
cada muestra aleatoria. Observe que todos los intervalos tienen el mismo ancho, pues
esto depende sélo de la eleccion de z,, /, Una vez que se determina X. Cuanto mds grande
sea el valor de 7, 1, que elijamos, mas anchos haremos todos los intervalos, y podremos
tener mas confianza en que la muestra particular que seleccionemos producira un inter-
valo que contenga el pardmetro desconocido (. En general, para una eleccion de z, .
100(1 — )% de los intervalos contendra (L.

10| ° i
9 ®
ol .- |
7_ %
S 6} °
[}
S 5| °
s
4| °
3| °
o| °
1f °
X

n

Figura 9.3: Estimaciones por intervalos de p para muestras diferentes.

Ejemplo 9.2: | Se encuentra que la concentracién promedio de zinc que se obtiene en una muestra de

Solucion:

mediciones en 36 sitios diferentes de un rio es de 2.6 gramos por mililitro. Calcule los
intervalos de confianza del 95% y 99% para la concentraciéon media de zinc en el rio.
Suponga que la desviacién estandar de la poblacion es de 0.3 gramos por mililitro.

La estimacién puntual de pt es ¥ = 2.6. El valor z que deja una drea de 0.025 a la derecha
y, por lo tanto, una drea de 0.975 a la izquierda es z = 1.96 (véase la tabla A.3). En
consecuencia, el intervalo de confianza del 95% es

0.025

0.3 0.3
2.6 — (1. — 2. 1. —
6 — (1.96) ( —36> < p <26+ (1.96) ( _36),
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que se reduce a 2.50 < p < 2.70. Para calcular un intervalo de confianza del 99% encon-
tramos el valor z que deja una drea de 0.005 a la derecha y de 0.995 a la izquierda. Por
lo tanto, usando la tabla A.3 nuevamente, z = 2.575 y el intervalo de confianza de
99% es

0.005

2.6 — (2.575) (%) << 2.6+ (2.575) (\0/;336),

o simplemente

247 < < 2.73.

Ahora vemos que se requiere un intervalo mas grande para estimar (4 con un mayor gra-
do de confianza.

El intervalo de confianza del 100(1 — a)% ofrece un estimado de la precision de
nuestra estimacion puntual. Si i es realmente el valor central del intervalo, entonces X
estima  sin error. La mayoria de las veces, sin embargo, X no serd exactamente igual a
1y la estimacion puntual serd errénea. La magnitud de este error serd el valor absoluto
de la diferencia entre (¢ y ¥, de manera que podemos tener 100(1 — )% de confianza en
que esta diferencia no excederd a z,,,%. Podemos ver esto ficilmente dibujando un
diagrama de un intervalo de confianza hipotético, como el de la figura 9.4.

x|
=

X —ZapO NN X +2a/20 NN

Figura 9.4: Error en la estimacion de p mediante X.

~ Teorema 9.1: Si utilizamos X como una estimacion de , podemos tener 100(1 — )% de confianza en
que el error no excederd a Z, /27

En el ejemplo 9.2 tenemos una confianza del 95% en que la media muestral X = 2.6
difiere de la media verdadera p en una cantidad menor que (1.96)(0.3)/ V36 =0.1 y 99%
de confianza en que la diferencia es menor que (2.575)(0.3)/ V36 = 0.13.

Con frecuencia queremos saber qué tan grande necesita ser una muestra para poder
estar seguros de que el error al estimar p serd menor que una cantidad especifica e. Por
medio del teorema 9.1 debemos elegir n de manera que z,,,7+ = e. Al resolver esta
ecuacion obtenemos la siguiente férmula para n.

Teorema 9.2:  Si usamos X como una estimacion de p, podemos tener 100(1 — a))% de confianza en
que el error no excederd a una cantidad especifica e cuando el tamafio de la muestra sea

2
- (2

Cuando resolvemos para la muestra con tamano n, redondeamos todos los valores
decimales al siguiente nimero entero. Si seguimos este principio, podemos estar segu-
ros de que nuestro grado de confianza nunca caerd por debajo del 100(1 — c)%.
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En términos estrictos, la férmula del teorema 9.2 sélo serd aplicable si se conoce la
varianza de la poblacién de la cual se selecciond la muestra. Si no contamos con esa
informacidén, podriamos tomar una muestra preliminar de tamafio n > 30 para propor-
cionar una estimacién de 0. Después, usando s como aproximacién para o en el teore-
ma 9.2, podemos determinar aproximadamente cudntas observaciones necesitamos para
brindar el grado de precisién deseado.

Ejemplo 9.3: | (Qué tan grande debe ser la muestra del ejemplo 9.2 si queremos tener 95% de confian-

Solucion:

za en que nuestra estimacién de p diferird por menos de 0.05?
La desviacion estdndar de la poblacion es o = 0.3. Entonces, por medio del teorema 9.2,

[ (1.96)(0.3)
0.05

2
} = 138.3.

Por lo tanto, podemos tener 95% de confianza en que una muestra aleatoria de tamafio
139 proporcionara una estimacién % que diferird de p en una cantidad menor que 0.05. _i

Limites de confianza unilaterales

Los intervalos de confianza y los limites de confianza resultantes que hasta ahora hemos
analizado en realidad son bilaterales, es decir, tienen limites superior e inferior. Sin em-
bargo, hay muchas aplicaciones en las que sélo se requiere un limite. Por ejemplo, si a
un ingeniero le interesara determinar una medida de resistencia a la tension, la informa-
cién que més le ayudaria a lograr su objetivo seria la del limite inferior, ya que éste indi-
ca el escenario del “peor caso”, es decir, el de la menor resistencia. Por otro lado, si se
buscara determinar una medida para la cual un valor de p relativamente grande no fuera
redituable o deseable, entonces la medida que resultaria de interés seria la del limite de
confianza superior. Un ejemplo en el que la medida del limite superior seria muy infor-
mativa es el caso en el que se necesita hacer inferencias para determinar la composicién
media de mercurio en el agua de un rio.

Los limites de confianza unilaterales se desarrollan de la misma forma que los inter-
valos bilaterales. Sin embargo, la fuente es un enunciado de probabilidad unilateral que
utiliza el teorema del limite central:

P();/—_\/_s <za> =1—-qa.

Entonces, es posible manipular el enunciado de probabilidad de forma muy similar a
como se hizo anteriormente para obtener

P(L>X —zo0/\/n)=1-a.

. c e X — _
Una manipulacién similar de P (7\/% > —za) =l-ada

P(u<X+ zq0/A\n)=1—-aq.

Como resultado, se obtienen los siguientes limites unilaterales superior e inferior.

Limites

de confianza
unilaterales de p
cuando se conoce
el valor de o

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n a partir de una poblacién con
varianza 2, los limites de confianza unilaterales del 100(1 — )% para  son dados por

limite unilateral superior: ¥ + zo0/\/n;

limite unilateral inferior: X — zo0/v/n.
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Ejemplo 9.4: 'En un experimento de pruebas psicoldgicas se seleccionan al azar 25 sujetos y se miden

Solucion:

sus tiempos de reaccion, en segundos, ante un estimulo particular. La experiencia sugie-
re que la varianza en los tiempos de reaccion ante los diferentes tipos de estimulos es de
4 §* y que la distribucién del tiempo de reaccion es aproximadamente normal. El tiempo
promedio para los sujetos fue de 6.2 segundos. Calcule un limite superior del 95% para
el tiempo medio de reaccidn.

Lo que da el limite superior del 95% es

X +200/A/n = 6.2 4 (1.645)\/4/25 = 6.2 + 0.658
= 6.858 segundos.

En consecuencia, tenemos un 95% de confianza en que el tiempo promedio de reaccién
es menor que 6.858 segundos. o |

El caso en que se desconoce o

Con frecuencia debemos tratar de estimar la media de una poblacién sin conocer la va-
rianza. El lector deberia recordar que en el capitulo 8 aprendié que, si tenemos una
muestra aleatoria a partir de una distribucion normal, entonces la variable aleatoria

_X-p
BTV

tiene una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. Aqui S es la desviacién
estandar de la muestra. En esta situacion, en la que se desconoce o, se puede utilizar 7
para construir un intervalo de confianza para p. El procedimiento es igual que cuando se
conoce 0, s6lo que en este caso o se reemplaza con S y la distribucién normal estdndar
se reemplaza con la distribucién #. Si nos remitimos a la figura 9.5, podemos afirmar que

P(—ta/z <T< ta/2) =1—-aq,

donde ¢, es el valor 7 con n — 1 grados de libertad, por arriba del cual encontramos una
drea de /2. Debido a la simetrfa, un drea igual de cv/2 caerd a la izquierda de — P Al
sustituir por 7" escribimos

X —p
P —ta/z < W <ta/2 =1—-aqa.

Al multiplicar cada término en la desigualdad por S/</n y después restar X de cada tér-
mino y multiplicar por —1, obtenemos

_ N - S
P (X _ta/2W<u<X+ta/2W> =1—-a.

Para nuestra muestra aleatoria particular de tamafio n se calculan la media X y la desvia-
cion estandar s, y se obtiene el siguiente intervalo de confianza 100(1 — )% para .
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a/2
_ta/2

a/2

T
|
|
1
|
|
1
|
|
1
Il
0 tor2

Figura 9.5: P(—ta/2 <T< ta/z) =1-a

Intervalo de
conflanza para [
cuando se
desconoce o

Si Xy s son la media y la desviacién estdndar de una muestra aleatoria de una poblacién
normal de la que se desconoce la varianza o2, un intervalo de confianza del 100(1 — )%
para [i es

- s _ s
X —ta/zﬁ <p<x+ ta/zﬁ’

donde 7, /2 €5 el valor 7 con v = n — 1 grados de libertad que deja una édrea de /2 a la
derecha.

Hicimos una distincién entre los casos en los que se conoce o'y en los que se des-
conoce calculando las estimaciones del intervalo de confianza. Deberfamos resaltar que
para el caso en que se conoce o se utiliza el teorema del limite central, mientras que, para
el caso en que se desconoce, se usa la distribucién muestral de la variable aleatoria 7. Sin
embargo, el uso de la distribucién ¢ se basa en la premisa de que el muestreo es de una
distribucién normal. Siempre que la forma de la distribucién se aproxime a la de campa-
na, se puede utilizar la distribucidn ¢ para calcular los intervalos de confianza cuando se
desconoce 0%, y se pueden esperar muy buenos resultados.

Los limites de confianza unilaterales calculados para 4 con o desconocida son como
el lector esperaria, a saber:

- s K
X +1ty,——= y X —ty——.

Vi i

Estos son, respectivamente, los limites superior e inferior del 100(1 — a)%. Aqui t esel
valor ¢ que tiene una drea « a la derecha.

Ejemplo 9.5: | El contenido de 4cido sulfdrico de 7 contenedores similares es de 9.8, 10.2, 10.4, 9.8,

Solucion:

10.0, 10.2, y 9.6 litros. Calcule un intervalo de confianza del 95% para el contenido
promedio de todos los contenedores suponiendo una distribucién aproximadamente
normal.

La media muestral y la desviacién estandar para los datos dados son
Xx=100 y s =0.283.

Si usamos la tabla A.4, encontramos ¢, . = 2.447 para v = 6 grados de libertad. En

consecuencia, el intervalo de confianza del 95% para p es
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0.283 0.283

10.0 — (2.447) < = ) <1< 10.0 + (2.447) <7> ,

que se reduce a 9.74 < i1 < 10.26. A

intervalo de confianza para una muestra grande

Con frecuencia los estadisticos recomiendan que incluso cuando no sea posible suponer
la normalidad, se desconozca o'y n > 30, o se puede reemplazar con s para poder utilizar

el intervalo de confianza
K

Xt zap T

n
A menudo se hace referencia a esto como un intervalo de confianza para una muestra
grande. La justificacion para esto reside s6lo en la presuncién de que, con una mues-
tra tan grande como 30 y una distribucién de la poblacién no muy sesgada, s estard muy
cerca de la o verdadera y, de esta manera, el teorema del limite central continuard siendo

vélido. Se deberia destacar que esto es s6lo una aproximacién y que la calidad de los
resultados mejora a medida que aumenta el tamafio de la muestra.

Ejemplo 9.6: | Se obtienen las calificaciones de mateméticas del Examen de Aptitudes Escolares (SAT,

Solucion:

por sus siglas en inglés) de una muestra aleatoria de 500 estudiantes del dltimo afio de
preparatoria del estado de Texas. Se calculan la media y la desviacion estdndar muestra-
les, que son 501 y 112, respectivamente. Calcule un intervalo de confianza del 99% de la
calificacion promedio de matematicas en el SAT para los estudiantes del dltimo afio de
preparatoria del estado de Texas.

Como el tamafio de la muestra es grande, es razonable utilizar la aproximacién normal.
Si utilizamos la tabla A.3, encontramos z, = 2.575. Por lo tanto, un intervalo de con-
fianza del 99% para p es

0.005

112
501 £ (2.575) <—> =501 + 12.9,

/500

que da como resultado 488.1 < 1 < 513.9. A

9.5 Error estandar de una estimacion puntual

Hicimos una distincién muy clara entre los objetivos de las estimaciones puntuales y las
estimaciones del intervalo de confianza. Las primeras proporcionan un solo nimero que
se extrae de un conjunto de datos experimentales, y las segundas proporcionan un inter-
valo razonable para el parametro, dados los datos experimentales; es decir, 100(1 — a)%
de tales intervalos que se calcula “cubren” el pardmetro.

Estos dos métodos de estimacién se relacionan entre si. El elemento en comun es la
distribucién muestral del estimador puntual. Considere, por ejemplo, el estimador X de
1 cuando se conoce 0. Indicamos antes que una medida de la calidad de un estimador
insesgado es su varianza. La varianza de X es
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De esta forma, la desviacién estdndar de X o error estdndar de X es o/~/n. En términos
simples, el error estdndar de un estimador es su desviacién estdndar. Para el caso de X el
limite de confianza que se calcula

_ % . - -

X * Za/z% se escribe como X * 74/, €.€.(¥),
donde “e.e.” es el error estdndar. El punto importante es que el ancho del intervalo de
confianza de 1 depende de la calidad del estimador puntual a través de su error estandar.
En el caso en que se desconoce o y la muestra proviene de una distribucién normal,
s reemplaza a o'y se incluye el error estdndar estimado S/~/n. Por consiguiente, los li-
mites de confianza de p son:

Limites de
confianza para [
cuando se
desconoce o

s
X ttga—= =X k142 €e.X)
\n

De nuevo, el intervalo de confianza no es mejor (en términos de anchura) que la calidad
de la estimacion puntual, en este caso a través de su error estdndar estimado. A menudo
el software de computacién se refiere a los errores estandar estimados simplemente
como “errores estandar”.

A medida que avanzamos a intervalos de confianza mds complejos, prevalece el
concepto de que el ancho de los intervalos de confianza se acorta cuando mejora la cali-
dad de la estimacién puntual correspondiente, aunque no siempre es tan sencillo como
aqui se ilustra. Se puede argumentar que un intervalo de confianza es tan sélo una am-
pliacién de la estimacidn puntual para tomar en cuenta la exactitud de dicha estimacion.

9.6 Intervalos de prediccion

La estimacion puntual y la estimacién por intervalos de la media que se expusieron
en las secciones 9.4 y 9.5 proporcionan buena informacién del parametro desconocido
de una distribucién normal, o de una distribucién no normal a partir de la cual se toma
una muestra grande. Algunas veces, ademds de la media de la poblacién, el experimen-
tador podria estar interesado en predecir el valor posible de una observacion futura.
Por ejemplo, en el control de calidad el experimentador podria necesitar utilizar los datos
observados para predecir una nueva observacién. Un proceso de manufactura de una
pieza de metal se podria evaluar basdndose en si la pieza cumple con las especificaciones
de resistencia a la tension. En ciertas ocasiones un cliente podria estar interesado en
comprar una sola pieza. En este caso un intervalo de confianza de la resistencia media a
la tension no cubrirfa la informacién requerida. El cliente necesitaria una aseveracion
respecto a la incertidumbre de una sola observacion. Este tipo de requerimiento se sa-
tisface muy bien construyendo un intervalo de prediccion.

Es muy sencillo obtener un intervalo de prediccion para las situaciones que hemos
considerado hasta el momento. Suponga que la muestra aleatoria se tomé de una pobla-
cién normal con media p desconocida y varianza o2 conocida. Un estimador puntual
natural de una nueva observacién es X. En la seccién 8.4 se aprendié que la varianza de
X es 0?/n. Sin embargo, para predecir una nueva observacién no basta con explicar la
variacion debida a la estimacién de la media, también tendriamos que explicar la varia-
cién de una observacion futura. A partir de la suposicion sabemos que la varianza del
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error aleatorio en una nueva observacion es 0. El desarrollo de un intervalo de predic-
cion se representa mejor empezando con una variable aleatoria normal x, — X, donde x,
es la nueva observacion y X se toma de la muestra. Como x, y X son independientes, sa-

bemos que
Xo —X Xo —X

°T Vor+ai/n o1+ 1/n

es n(z; 0, 1). Como resultado, si utilizamos el enunciado de probabilidad
P(=2q/2 <Z <2zq2)=1-a

con el estadistico z anterior, y si colocamos x, en el centro del enunciado de probabili-
dad, tenemos que la probabilidad de que ocurra el siguiente evento es 1 —

X —Za/20V 1+ l/n <xpg <X +Za/20'\/ 1+ 1/1’1

Como resultado, el intervalo de prediccidn calculado se formaliza como sigue.

Intervalo de
prediccion para
una observacion
futura cuando se
conoce o>

Para una distribucién normal de mediciones con media p desconocida y varianza o>
conocida, un intervalo de prediccion del 100(1 — @)% de una observacion futura x, es

X —Zaj20V/ 1+ 1/n <x0 <X +2q/20V/1+1/n,

donde z,, ), €8 el valor z que deja una drea de /2 a la derecha.

Ejemplo 9.7: | Debido a la disminucién en las tasas de interés el First Citizens Bank recibié muchas

Solucion:

solicitudes para hipoteca. Una muestra reciente de 50 créditos hipotecarios dio como
resultado un promedio en la cantidad de préstamos de $257,300. Suponga una desvia-
ci6n estdandar de la poblacién de $25,000. En el caso del siguiente cliente que llena una
solicitud de crédito hipotecario calcule un intervalo de predicciéon del 95% para la canti-
dad del crédito.

La prediccion puntual de la cantidad del crédito del siguiente cliente es ¥ = $257,300.
El valor z aqui es 7, = 1.96. Por lo tanto, un intervalo de prediccion del 95% para la
cantidad de un crédito futuro es

257,300 — (1.96)(25,000) /1 + 1/50 <x ¢ < 257,300 + (1.96)(25,000) /1 + 1/50,

que produce el intervalo ($207,812.43, $306,787.57). o |

El intervalo de prediccién proporciona un buen estimado de la ubicacién de una
observacidn futura, el cual es muy diferente del estimado del valor promedio de la mues-
tra. Debe advertirse que la variacion de esta prediccién es la suma de la variacién debida
a una estimacion de la media y la variacién de una sola observacion. Sin embargo, como
antes, consideramos primero el caso en el que se conoce la varianza. En el caso en que
se desconoce la varianza también es importante tratar con el intervalo de prediccién
de una observacion futura. De hecho, en este caso se podria utilizar una distribucién ¢ de
Student, como se describe en el siguiente resultado. Aqui la distribucién normal simple-
mente se reemplaza con la distribucion .
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Intervalo de
prediccion de una
observacion
futura cuando se
desconoce o

Para una distribucién normal de mediciones cuando la media p y la varianza o2 se des-
conocen, un intervalo de prediccion del 100(1 — @)% de una observacion futura x, es

X —taas\V/14+1/n <xog <X +1tq/25\/1+1/n,

donde 7, es el valor # con v = n — 1 grados de libertad, que deja una drea de /2 a la

/
derecha.

También se pueden utilizar intervalos de prediccidn unilaterales. Los limites de pre-
diccidn superiores se aplican en casos en los que es necesario enfocarse en observacio-
nes futuras grandes. El interés por observaciones pequeias futuras requiere utilizar
limites de prediccién mas bajos. El limite superior es dado por

X +tas\/1+1/n

y el limite inferior por

X —tasy/1+1/n

Ejemplo 9.8: [Un inspector de alimentos seleccioné aleatoriamente 30 paquetes de carne de res 95%

Solucion:

magra. La muestra dio como resultado una media de 96.2% con una desviacion estdndar
muestral de 0.8%. Calcule un intervalo de prediccion del 99% para la condicién baja en
grasa de un paquete nuevo. Suponga normalidad.

Para v = 29 grados de libertad, ¢, ,, = 2.756. Por lo tanto, un intervalo de prediccién del
99% para una observacion nueva x, es

1 / 1
96.2 — (2.756)(0.8)4/1 + 30 <xp <96.2+(2.756)(0.8)4/ 1 + 30’

que se reduce a (93.96, 98.44). A

Uso de limites de prediccion para detectar valores extremos

Hasta el momento hemos puesto poca atencion al concepto de valores extremos u ob-
servaciones aberrantes. La mayoria de los investigadores cientificos son muy sensibles a
la existencia de observaciones de valores extremos, también llamados datos defectuosos
0 “malos”. En el capitulo 12 profundizaremos en el estudio de este concepto. Sin em-
bargo, nos interesa considerarlos aqui porque la deteccién de los valores extremos estd
estrechamente relacionada con los intervalos de prediccion.

Para nuestros propdsitos nos conviene considerar que una observacién extrema es
una que proviene de una poblacién con una media diferente a la que determina el resto
de la muestra de tamafio n que se esta estudiando. El intervalo de prediccién produce un
limite que “cubre” una sola observacidn futura con probabilidad 1 — o, si ésta proviene
de la poblacién de la que se tomd la muestra. Por lo tanto, una metodologia para detectar
valores extremos implica la regla de que una observacion es un valor extremo si cae
fuera del intervalo de prediccion calculado sin incluir la observacién cuestionable
en la muestra. Como resultado, para el intervalo de prediccién del ejemplo 9.8, en el
caso de los paquetes de carne, la observacion que se obtiene al medir un nuevo paquete
y encontrar que su contenido libre de grasa estd fuera del intervalo (93.96, 98.44) se
podria considerar como un valor extremo.
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9.7 Limites de tolerancia

Como vimos en la seccion 9.6, el cientifico o el ingeniero podrian estar menos interesa-
dos en estimar pardmetros que en obtener informacion sobre el lugar en el que caeria una
observacion o medicién individual. Este tipo de situaciones requiere intervalos de pre-
diccién. Sin embargo, existe un tercer tipo de intervalo que es ttil en muchas aplicacio-
nes. Una vez mds, suponga que el interés se centra en torno a la fabricacion de la pieza
de un componente y que existen especificaciones sobre una dimensién de esa parte.
Ademas, la media de esa dimension no es tan importante. Sin embargo, a diferencia del
escenario de la seccion 9.6, se podria estar menos interesado en una sola observacién y
mas en el lugar en el que cae la mayoria de la poblacion. Si las especificaciones del pro-
ceso son importantes, el administrador del proceso se interesara en el desempefio a largo
plazo, no en la siguiente observacion. Debemos tratar de determinar los limites que, en
cierto sentido probabilistico, “cubren” los valores en la poblacién, es decir, los valores
medidos de la dimension.

Un método para establecer el limite deseado consiste en determinar un intervalo de
confianza sobre una proporcion fija de las mediciones. Esto se comprende mejor visua-
lizando una situacién en la que se realiza un muestreo aleatorio de una distribucién
normal con media conocida 4 y varianza 0. Evidentemente, un limite que cubre el 95%
central de la poblacién de observaciones es

w =+ 1.960.

A esto se le llama intervalo de tolerancia y, en realidad, su cobertura del 95% de las
observaciones medidas es exacta. Sin embargo, en la practica rara vez se conocen [t y o;
por consiguiente, el usuario debe aplicar

X +ks.

Ahora bien, el intervalo es, desde luego, una variable aleatoria, por lo tanto, la cobertura
de una proporcién de la poblacion por el intervalo no es exacta. Como resultado, se debe
usar un intervalo de confianza del 100(1 — )%, ya que no se puede esperar que X + ks
cubra cualquier proporcién especifica todo el tiempo. Lo anterior nos lleva a la siguiente
definicion.

Limites de
tolerancia

Para una distribucién normal de mediciones en la que se desconoce la media p y la des-
viacion estandar o, los limites de tolerancia son dados por X + ks, donde & se determina
de tal manera que se pueda estar seguro, con un 100(1 — )% de confianza, de que los
limites dados contienen al menos la proporcion 1 — a de las mediciones.

La tabla A.7 ofrece valores de &k para 1 —a = 0.90, 0.95, 0.99; v = 0.05, 0.01; y para
valores seleccionados de n de 2 a 300.

Ejemplo 9.9: | Considere el ejemplo 9.8. Con la informacién dada calcule un intervalo de tolerancia que

Solucion:

proporcione limites bilaterales del 95% sobre el 90% de la distribucién de paquetes de
carne 95% magra. Suponga que los datos provienen de una distribucién aproximada-
mente normal.

Del ejemplo 9.8, recuerde que n = 30, que la media muestral es de 96.2% y que la des-
viacion estandar muestral es de 0.8%. De la tabla A.7, k = 2.14. Si utilizamos

X ks = 96.2 + (2.14)(0.8),
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encontramos que los limites inferior y superior son de 94.5 y de 97.9.
Tenemos 95% de confianza en que el rango anterior cubre el 90% central de la dis-
tribucién de paquetes de carne de res 95% magra.

Diferencia entre intervalos de confianza, intervalos
de prediccion e intervalos de tolerancia

Es importante resaltar la diferencia entre los tres tipos de intervalos que se estudiaron e
ilustraron en las secciones anteriores. Los cdlculos son sencillos, pero la interpretacion
podria resultar confusa. En aplicaciones de la vida real tales intervalos no son intercam-
biables, ya que sus interpretaciones son muy diferentes.

En el caso de los intervalos de confianza s6lo se pone atencién en la media de la
poblacién. Por ejemplo, el ejercicio 9.13 de la pagina 283 se refiere a un proceso de
ingenieria que produce alfileres para costura. Se establece una especificacion sobre la
dureza de Rockwell por debajo de la cual el cliente no aceptard ningin alfiler. En este
caso un pardmetro de la poblacién debe tener poca relevancia. Es importante que el
ingeniero sepa en donde van a estar la mayoria de los valores de la dureza de Rockwell.
Por consiguiente, se deberfan utilizar los limites de tolerancia. Seguramente, al adminis-
trador le agradara saber que los limites de tolerancia en cualquier producto del proceso
son mas rigurosos que las especificaciones para el propio proceso.

Es verdad que la interpretacién del limite de tolerancia se relaciona hasta cierto
punto con el intervalo de confianza. El intervalo de tolerancia del 100(1 — &)% sobre,
digamos, la proporcién 0.95, se podria considerar como un intervalo de confianza sobre
el 95% intermedio de la distribucién normal correspondiente. Los limites de toleran-
cia unilaterales también son relevantes. En el caso del problema de dureza de Rockwell
se desearfa tener un limite inferior de la forma X — ks, tal que se tenga un 99% de con-
fianza en que al menos 99% de los valores de la dureza de Rockwell excederan al valor
calculado.

Los intervalos de prediccion se pueden aplicar cuando es importante determinar un
Iimite para un solo valor. Aqui la media no es la cuestion, ni tampoco la ubicacién de la
mayoria de la poblacién, lo que se requiere, mas bien, es la ubicacién de una sola nueva
observacion.

Estudio de caso 9.1:| Calidad de una maquina. Una maquina produce piezas de metal que tienen forma
cilindrica. Se toma una muestra de tales piezas y se encuentra que los didmetros son
1.01, 0.97. 1.03, 1.04, 0.99, 0.98, 0.99, 1.01 y 1.03 centimetros. Utilice estos datos para
calcular tres tipos de intervalos y hacer interpretaciones que ilustren las diferencias entre
ellos en el contexto del sistema. Para todos los cdlculos suponga una distribucién aproxi-
madamente normal. La media muestral y la desviacion estdndar para los datos dados son
X =1.0056 y s = 0.0246.

a) Calcule un intervalo de confianza del 99% sobre la media del didmetro.

b) Calcule un intervalo de prediccién del 99% sobre el didmetro medido de una sola
pieza de metal tomada de la miquina.

¢) Calcule los limites de tolerancia del 99% que contengan 95% de las piezas de metal
producidas por esta maquina.

Solucion: a) El intervalo de confianza del 99% para la media del didmetro estd dado por

X+ 10,0055/ /1 = 1.0056 % (3.355)(0.0246/3) = 1.0056 + 0.0275.
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Por lo tanto, los limites de confianza del 99% son 0.9781 y 1.0331.
b) Elintervalo de prediccién del 99% para una futura observacién estd dado por

X +10.0055\/1 + 1/n = 1.0056 + (3.355)(0.0246)/1 + 1/9,

donde los limites son 0.9186 y 1.0926.

¢) DelatablaA.7, paran =9,1-7=0.99,y 1 —a = 0.95, obtenemos k = 4.550 para
los limites bilaterales. Por lo tanto, los limites de tolerancia del 99% son dados por

X +ks = 1.0056 + (4.550)(0.0246),

donde los Iimites son 0.8937 y 1.1175. Tenemos un 99% de confianza en que el in-
tervalo de tolerancia de 0.8937 a 1.1175 contendra el 95% central de la distribucién
de didmetros producidos.

Este estudio de caso ilustra que los tres tipos de limites pueden conducir a resultados
muy diferentes, aunque todos son limites del 99%. En el caso del intervalo de confianza
sobre la media, el 99% de estos intervalos cubre la media del didmetro de la poblacion.
Por lo tanto, decimos que tenemos un 99% de confianza en que la media del didmetro
producido por el proceso se encuentra entre 0.9781 y 1.0331 centimetros. Se hace hin-
capié en la media y se pone poco interés en una sola lectura o en la naturaleza general de
la distribucién de didmetros en la poblacién. En lo que se refiere a los limites de predic-
cion, los limites 0.9186 y 1.0926 se basan en la distribucién de una sola pieza “nueva” de
metal tomada del proceso, y nuevamente el 99% de estos limites cubren el didmetro
de una nueva pieza medida. Por otro lado, como se sugiri6 en la seccién anterior, los li-
mites de tolerancia le dan al ingeniero una idea de en qué parte de la poblacién se loca-
liza la “mayoria”, digamos el 95% central, de los didmetros de las piezas medidas. Los
limites de tolerancia del 99%, 0.8937 y 1.1175 difieren mucho de los otros dos limites.
Si esos limites le parecen demasiado anchos al ingeniero, esto se reflejard de forma ne-
gativa en la calidad del proceso. Por otro lado, si los limites representan un resultado
deseable, el ingeniero podria concluir que la mayoria (95% en este caso) de los didme-
tros se encuentran dentro de un rango adecuado. De nuevo, se podria hacer una interpre-
tacion del intervalo de confianza, a saber, el 99% de esos limites calculados cubriran el
95% intermedio de la poblacién de didmetros. o |

de 40 horas. Si una muestra de 30 bombillas tiene una

9.1 Un investigador de la ucLA afirma que la esperan-
za de vida de los ratones se puede extender hasta en 25%
cuando se reduce aproximadamente 40% de las calorias
de su dieta desde el momento en que son destetados. La
dieta restringida se enriquece hasta niveles normales con
vitaminas y proteinas. Si se supone que a partir de estu-
dios previos se sabe que o = 5.8 meses, ;cudntos ratones
se deberian incluir en la muestra para tener un 99% de
confianza en que la vida media esperada de la muestra
estard dentro de 2 meses a partir de la media de la pobla-
cién para todos los ratones sujetos a la dieta reducida?

9.2 Unaempresa de material eléctrico fabrica bombi-
llas que tienen una duracién distribuida de forma
aproximadamente normal, con una desviacion estdndar

duracion promedio de 780 horas, calcule un intervalo
de confianza del 96% para la media de la poblacién de
todas las bombillas producidas por esta empresa.

9.3 Muchos pacientes con problemas del corazén tie-
nen un marcapasos para controlar su ritmo cardiaco. El
marcapasos tiene montado un médulo conector de plés-
tico en la parte superior. Suponga una desviacion
estandar de 0.0015 pulgadas y una distribucién aproxi-
madamente normal, y con base en esto calcule un
intervalo de confianza del 95% para la media de la pro-
fundidad de todos los mddulos conectores fabricados
por cierta empresa. Una muestra aleatoria de 75 médu-
los tiene una profundidad promedio de 0.310 pulgadas.
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9.4 Las estaturas de una muestra aleatoria de 50 estu-
diantes universitarios tienen una media de 174.5 centi-
metros y una desviacion estdndar de 6.9 centimetros.
a) Construya un intervalo de confianza del 98% para la
estatura media de todos los estudiantes universitarios.
b) (Qué podemos afirmar con una confianza del 98%
acerca del posible tamaiio de nuestro error, si esti-
mamos que la estatura media de todos los estu-
diantes universitarios es de 174.5 centimetros?

9.5 Una muestra aleatoria de 100 propietarios de au-
tomoviles del estado de Virginia revela que éstos con-
ducen su automévil, en promedio, 23,500 kilémetros
por afio, con una desviacién estandar de 3900 kiléme-
tros. Suponga que la distribucion de las mediciones
es aproximadamente normal.

a) Construya un intervalo de confianza del 99% para el
nimero promedio de kilémetros que un propietario
de un automévil conduce anualmente en Virginia.

b) (Qué podemos afirmar con un 99% de confianza
acerca del posible tamafio del error, si estimamos
que los propietarios de automdviles de Virginia con-
ducen un promedio de 23,500 kilémetros por afio?

9.6 ;Qué tan grande debe ser la muestra en el ejerci-
cio 9.2 si deseamos tener un 96% de confianza en que
nuestra media muestral estard dentro de 10 horas a par-
tir de la media verdadera?

9.7 ;De qué tamaiio debe ser la muestra en el ejerci-
cio 9.3 si deseamos tener un 95% de confianza en que
nuestra media muestral estard dentro de un 0.0005 de
pulgada de la media verdadera?

9.8 Un experto en eficiencia desea determinar el
tiempo promedio que toma perforar tres hoyos en cierta
placa metalica. ;De qué tamafio debe ser una muestra
para tener un 95% de confianza en que esta media
muestral estard dentro de 15 segundos de la media ver-
dadera? Suponga que por estudios previos se sabe que
o = 40 segundos.

9.9 Segtn estudios realizados por el doctor W. H.
Bowen, del Instituto Nacional de Salud, y por el doctor
J. Yudben, profesor de nutricion y dietética de la Uni-
versidad de Londres, el consumo regular de cereales
preendulzados contribuye al deterioro de los dientes, a
las enfermedades cardiacas y a otras enfermedades de-
generativas. En una muestra aleatoria de 20 porciones
sencillas similares del cereal Alpha-Bits, el contenido
promedio de aztcar era de 11.3 gramos con una desvia-
cién estdndar de 2.45 gramos. Suponga que el conteni-
do de azicar estd distribuido normalmente y con base
en esto construya un intervalo de confianza de 95%
para el contenido medio de azicar de porciones senci-
1las de Alpha-Bits.

9.10 Las integrantes de una muestra aleatoria de 12
graduadas de cierta escuela para secretarias teclearon
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un promedio de 79.3 palabras por minuto, con una des-
viacién estdndar de 7.8 palabras por minuto. Suponga
una distribucién normal para el nimero de palabras que
teclean por minuto y con base en esto calcule un inter-
valo de confianza del 95% para el nimero promedio de
palabras que teclean todas las graduadas de esta escuela.

9.11 Unamadquina produce piezas metdlicas de forma
cilindrica. Se toma una muestra de las piezas y los dia-
metros son 1.01, 0.97, 1.03, 1.04, 0.99, 0.98, 0.99, 1.01
y 1.03 centimetros. Calcule un intervalo de confianza
del 99% para la media del didmetro de las piezas que se
manufacturan con esta mdquina. Suponga una distribu-
cién aproximadamente normal.

9.12 Una muestra aleatoria de 10 barras energéticas de
chocolate de cierta marca tiene, en promedio, 230 calo-
rias por barra y una desviacion estdndar de 15 calorias.
Construya un intervalo de confianza del 99% para el
contenido medio verdadero de calorias de esta marca de
barras energéticas de chocolate. Suponga que la distribu-
cién del contenido caldrico es aproximadamente normal.

9.13 En un estudio para determinar la dureza de
Rockwell en la cabeza de alfileres para costura se toma
una muestra aleatoria de 12. Se toman mediciones de la
dureza de Rockwell para cada una de las 12 cabezas y
se obtiene un valor promedio de 48.50, con una desvia-
cién estandar muestral de 1.5. Suponga que las medicio-
nes se distribuyen de forma normal y con base en esto
construya un intervalo de confianza de 90% para la du-
reza media de Rockwell.

9.14 Se registran las siguientes mediciones del tiempo
de secado, en horas, de cierta marca de pintura vinilica:

34 25 48 29 36
28 33 56 37 28
44 40 52 30 438

Suponga que las mediciones representan una muestra
aleatoria de una poblacién normal y con base en esto
calcule el intervalo de prediccion del 95% para el tiem-
po de secado de la siguiente prueba de pintura.

9.15 Remitase al ejercicio 9.5 y construya un interva-
lo de prediccion del 99% para los kilémetros que viaja
anualmente el propietario de un automévil en Virginia.

9.16 Considere el ejercicio 9.10 y calcule el intervalo
de prediccién del 95% para el siguiente nimero obser-
vado de palabras por minuto tecleadas por una gradua-
da de la escuela de secretarias.

9.17 Considere el ejercicio 9.9 y calcule un intervalo
de prediccién del 95% para el contenido de azicar de la
siguiente porcion de cereal Alpha-Bits.

9.18 Remitase al ejercicio 9.13 y construya un inter-
valo de tolerancia del 95% que contenga el 90% de las
mediciones.
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9.19 Una muestra aleatoria de 25 tabletas de aspirina
con antidcido contiene, en promedio, 325.05 mg de as-
pirina en cada tableta, con una desviacién estindar de
0.5 mg. Calcule los limites de tolerancia del 95% que
contendran 90% del contenido de aspirina para esta
marca. Suponga que el contenido de aspirina se distri-
buye normalmente.

9.20 Considere la situacion del ejercicio 9.11. Aun-
que la estimacién de la media del didmetro es impor-
tante, no es ni con mucho tan importante como intentar
determinar la ubicacién de la mayoria de la distribu-
cidén de los didmetros. Calcule los limites de tolerancia
del 95% que contengan el 95% de los didmetros.

9.21 En un estudio realizado por el Departamento de
Zoologia del Virginia Tech con el fin de conocer la can-
tidad de ortofésforo en el rio, se recolectaron 15 “mues-
tras” de agua en una determinada estacion ubicada en
el rio James. La concentracion del quimico se midio
en miligramos por litro. Suponga que la media en la
estacion de muestreo no es tan importante como la dis-
tribucién de las concentraciones del quimico en los ex-
tremos superiores. El interés se centra en saber si las
concentraciones en estos extremos son demasiado ele-
vadas. Las lecturas de las 15 muestras de agua propor-
cionaron una media muestral de 3.84 miligramos por
litro y una desviacion estandar muestral de 3.07 mili-
gramos por litro. Suponga que las lecturas son una
muestra aleatoria de una distribucién normal. Calcule
un intervalo de prediccién (limite de prediccion supe-
rior del 95%) y un limite de tolerancia (un limite de
tolerancia superior del 95% que excede al 95% de la
poblacion de valores). Interprete ambos limites, es de-
cir, especifique qué indica cada uno acerca de los extre-
mos superiores de la distribucion de ortofésforo en la
estacion de muestreo.

9.22  Se estdn estudiando las propiedades de resisten-
cia a la tensién de un determinado tipo de hilo. Con ese
fin se prueban 50 piezas en condiciones similares y los
resultados que se obtienen revelan una resistencia a la
tension promedio de 78.3 kilogramos y una desviacion
estandar de 5.6 kilogramos. Suponga que la resistencia
a la tensidn tiene una distribucién normal y con base en
esto calcule un limite de prediccién inferior al 95% de
un solo valor observado de resistencia a la tension.
Ademas, determine un limite inferior de tolerancia del
95% que sea excedido por el 99% de los valores de re-
sistencia a la tension.

9.23 Remitase al ejercicio 9.22. ;Por qué las 1/2 canti-
dades solicitadas en el ejercicio parecen ser mds importan-
tes para el fabricante del hilo que, por ejemplo, un
intervalo de confianza en la resistencia media a la tensién?

9.24 Remitase una vez mads al ejercicio 9.22. Supon-
ga que un comprador del hilo especifica que éste debe
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tener una resistencia a la tensién de por lo menos 62 ki-
logramos. El fabricante estard satisfecho si la cantidad
de piezas producidas que no cumplen la especificacion
no excede al 5%. ;Hay alguna razén para preocuparse?
Esta vez utilice un limite de tolerancia unilateral del
99% que sea excedido por el 95% de los valores de re-
sistencia a la tension.

9.25 Considere las mediciones del tiempo de secado
del ejercicio 9.14. Suponga que las 15 observaciones
en el conjunto de datos también incluyen un decimo-
sexto valor de 6.9 horas. En el contexto de las 15 obser-
vaciones originales, ;el valor decimosexto es un valor
extremo? Muestre el procedimiento.

9.26 Considere los datos del ejercicio 9.13. Suponga
que el fabricante de los alfileres insiste en que la dureza
de Rockwell del producto es menor o igual que 44.0
s6lo un 5% de las veces. ;Cudl es su reaccion? Utilice
un cdlculo de un limite de tolerancia como la base de su
veredicto.

9.27 Considere la situacion del estudio de caso 9.1 de
la pagina 281, con una muestra mds grande de piezas
metélicas. Los didmetros son los siguientes: 1.01, 0.97,
1.03,1.04,0.99, 0.98, 1.01, 1.03, 0.99, 1.00, 1.00, 0.99,
0.98, 1.01, 1.02, 0.99 centimetros. Nuevamente puede
suponer una distribuciéon normal. Haga lo siguiente y
compare sus resultados con los del estudio de caso.
Analice en qué difieren y por qué.
a) Calcule un intervalo de confianza del 99% de la
media del didmetro.
b) Calcule un intervalo de prediccién del 99% en la
medicién del siguiente didmetro.
¢) Calcule un intervalo de tolerancia del 99% para la
cobertura del 95% central de la distribuciéon de
didmetros.
9.28 En la seccion 9.3 destacamos el concepto del
“estimador mds eficaz” comparando la varianza de dos
estimadores insesgados ©, y ©,. Sin embargo, esto no
toma en cuenta el sesgo en el caso en que uno o ambos
estimadores no son sesgados. Considere la cantidad

EME =E(© —0),

donde EME denota el error cuadratico medio. El
error cuadrético medio a menudo se utiliza para com-
parar dos estimadores ©, y ©, de 6, cuando uno o am-
bos no son sesgados porque i) es intuitivamente
razonable y ii) se toma en cuenta para el sesgo. De-
muestre que el EME se puede escribir como

EME=E[®—EO) +[E© -0
=Var (@) + [sesgo (@)]2.

9.29 Definamos S = 3. (X; — X )?/n.
Demuestre que i=l

E(S") =0 —1)/nlo”,
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y, en consecuencia, que S” es un estimador sesgado
para 0%

9.30 Considere S?, el estimador de o2, del ejercicio
9.29. Con frecuencia los analistas utilizan S en lugar

de dividir Z (X: — X)?entre n— 1, los grados de liber-

tad en la muestra

a) (Cudl es el sesgo de §™?
b) Demuestre que el sesgo de S se aproxima a cero
a medida que n — oo.

9.31 Si X es una variable aleatoria binomial, demues-
tre que
a) P=X/n es un estimador insesgado de p;

b) p' = % es un estimador sesgado de p.
n+ \/n
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9.32 Demuestre que el estimador P’ del ejercicio
9.31b) se vuelve no sesgado a medida que n — oo.

9.33 Compare S*y S (véase el ejercicio 9.29), los
dos estimadores de 0%, para determinar cudl es mas efi-
caz. Suponga que estos estimadores se obtienen usando
X, X,,..., X , las variables aleatorias independientes de
n(x; i, 0). (Cudl es el estimador mas eficaz si se consi-
dera s6lo la varianza de los estimadores? [Sugerencia
Utlllce el teorema 8.4 y el hecho de que la varianza de

X7 es 2v, de la seccién 6.7. ]

9.34 Considere el ejercicio 9.33. Utilice el EME que
se estudio en el ejercicio 9.28 para determinar qué esti-
mador es mas eficaz. Escriba

EME (5?)

EME (S7)°

9.8 Dos muestras: estimacion de la diferencia entre dos medias

Si tenemos dos poblaciones con medias p, y 1, y varianzas oty o3, respectivamente,
el estadistico que da un estimador puntual de la diferencia entre 1, y p1, es X, — X,. Por

lo tanto, para obtener una estimacion puntual de p,
aleatorias independientes, una de cada poblacion, de tamafios n, y n,,y se calcula X, — X

— 4, se seleccionan dos muestras

2?

la diferencia de las medias muestrales. Evidentemente, debemos considerar la dlstr1bu—

cion muestral de X X2

De acuerdo con el teorema 8.3, podemos esperar que la distribuciéon muestral de
X2 esté distribuida de forma aproxunadamente normal con media py _5 = [y —

y desv1a01on estdndar oy _y,

= /ol /n| +03/n,.

Por lo tanto, podemos asegurar,

con una probabilidad de 1 — &, que la variable normal estandar

7 =

caerd entre -7, 1Y oy

(X1 —X2) — (

— U2)

Voi/ni +o03/n;

Si nos remitimos una vez mas a la figura 9.2, escribimos

P(_Za/z <Z< Za/z) =1—-«

Al sustituir para Z, establecemos de manera equivalente que

X1 —X2) — (1

— )

P <_Za/2 <

N R

<Za/2> =1—-«

que conduce al siguiente intervalo de confianza del 100(1 — )% para i, — (..

Intervalo de
confianza para
4, — i, cuando

se conocen
2., 2
g1y o3

Si X, y X, son las medias de muestras aleatorlas 1ndependlentes de tamafos n, y n,,
de pobla01ones que tienen varianzas conocidas o} y o3, respectivamente, un mtervalo de
confianza del 100(1 — a)% para u, —

L lo? o3 o? o3
(X1 —%2) —Zajo(| — + = < — 2 < (X1 —X2) + 2a/2 —+—2
ni ny na

[+, es dado por

donde z,, 1,8 el valor z que deja una drea de a/2 a la derecha.
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El grado de confianza es exacto cuando las muestras se seleccionan de poblaciones
normales. Para poblaciones no normales el teorema del limite central permite una buena
aproximacion para muestras de tamafio razonable.

Las condiciones experimentales y la unidad experimental

Para el caso en que se necesita estimar un intervalo de confianza sobre la diferencia
entre dos medias se requiere considerar las condiciones experimentales durante el pro-
ceso de recoleccion de datos. Se supone que tenemos dos muestras aleatorias indepen-
dientes de distribuciones con medias (4, y [4,, Tespectivamente. Es importante que las
condiciones experimentales se parezcan al ideal descrito por las suposiciones tanto
como sea posible. Con mucha frecuencia el experimentador deberia planear la estrategia
del experimento de acuerdo con esto. Para casi cualquier estudio de este tipo existe una
unidad experimental, que es la parte del experimento que produce el error experimental
y genera la varianza de la poblacién que denominamos o 2. En un estudio farmacoldgico
la unidad experimental es el paciente o el sujeto. En un experimento de agricultura
puede ser una superficie de tierra. En un experimento quimico puede ser una cantidad
de materias primas. Es importante que las diferencias entre tales unidades tengan un
impacto minimo sobre los resultados. El experimentador tendrd un grado de seguridad
de que las unidades experimentales no sesgardn los resultados si las condiciones
que definen a las dos poblaciones se asignan al azar a las unidades experimentales. En
los siguientes capitulos acerca de la prueba de hipétesis nos volveremos a concentrar en
la aleatorizacion.

Ejemplo 9.10: | Se 1levé a cabo un experimento donde se compararon dos tipos de motores, el A y el

Solucion:

B. Se midi6 el rendimiento de combustible en millas por galén. Se realizaron 50 experi-
mentos con el motor tipo A y 75 con el motor tipo B. La gasolina utilizada y las demds
condiciones se mantuvieron constantes. El rendimiento promedio de gasolina para el
motor A fue de 36 millas por galén y el promedio para el motor B fue de 42 millas por
galon. Calcule un intervalo de confianza del 96% sobre p, — 1, donde 1, y pt,, corres-
ponden a la media de la poblacién del rendimiento de millas por galén para los motores
Ay B, respectivamente. Suponga que las desviaciones estdndar de la poblacién son 6 y
8 para los motores A y B, respectivamente.

La estimacion puntual de p1, — 4, €s X, — X, = 42 — 36 = 6. Si usamos a = 0.04, obte-
nemos z,,,, = 2.05 de la tabla A.3. Por lo tanto, sustituyendo en la férmula anterior, el
intervalo de confianza del 96% es

[64 36 /64 36

o simplemente 3.43 <y, — 1, < 8.57. o |

Este procedimiento para estimar la diferencia entre dos medias se aplica si se cono-
cen o7 y o3. Si las varianzas no se conocen y las dos distribuciones implicadas son
aproximadamente normales, la distribucién ¢ resulta implicada como en el caso de una
sola muestra. Si no se esta dispuesto a suponer normalidad, muestras grandes (digamos
mayores que 30) permitirdn usar s, y s, en lugar de 0, y 0,, respectivamente, con el fun-
damento de que s, = 0,y s, = 0,. De nuevo, por supuesto, el intervalo de confianza es
aproximado.
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Varianzas desconocidas pero iguales

Considere el caso donde se desconocen a’% y 0'%. Si 0‘% = 0'% = 0? obtenemos una va-
riable normal estdndar de la forma

7 - (X1 —X2) — (1 — )
V(1 /) + (1/n2)]
De acuerdo con el teorema 8.4, las dos variables aleatorias
(ni — 1S? (ny —1)S2
o2 y o?

tienen distribuciones chi cuadrada con n, — 1y n, — 1 grados de libertad, respectivamen-
te. Ademds, son variables chi cuadrada independientes, ya que las muestras aleatorias se
seleccionaron de forma independiente. En consecuencia, su suma

_ (m = Ds? Lo DS _ (ni = DSF+(n> — DS}

\%
o? o? o?

tiene una distribucion chi cuadrada con v = n, + n, — 2 grados de libertad.
Como se puede demostrar que las expresiones anteriores para Z 'y V son indepen-
dientes, del teorema 8.5 se sigue que el estadistico

o G =X) = ( — ) /\/(m — 1)S? + (n, — 1)S?

/R /n) +(1/ny)] P(ny +ny —2)

tiene la distribucion ¢ con v = n, + n, — 2 grados de libertad.

Se puede obtener una estimacién puntual de la varianza comin desconocida o2
agrupando las varianzas muestrales. Si representamos con Si al estimador agrupado,
obtenemos lo siguiente,

Estimado
agrupado
de la varianza

_ (ny — DS? +(ny — 1S3
N ny+ny,—2 ’

2
SI’

Al sustituir S ,2, en el estadistico 7, obtenemos la forma menos engorrosa:
T = (X1 —X2) = (1 — o)
Sp (1/}’1])+(1/n2)

Si usamos el estadistico 7, tenemos

P(_ta/2 <T< ta/2) =1-q,

donde ¢, es el valor t con n, + n, -2 grados de libertad, por arriba del cual encontramos
una drea de /2. Al sustituir por 7 en la desigualdad, escribimos

(X1 —X2)— (11 — )
Sp (1/n1)+(1/n2)

P —ta/z < <t0(/2 =1—-aqa.

Después de realizar las manipulaciones matemadticas de costumbre, se calculan la dife-
rencia de las medias muestrales ¥, — &, y la varianza agrupada, y se obtiene el siguiente
intervalo de confianza del 100(1 — a)% para @, —[t,.
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Se observa con fac111dad que el valor de 52 » es un promedio ponderado de las dos
varianzas muestrales 57 y 53, donde los pesos son los grados de libertad.

Intervalo de

Si X, y X, son las medias de muestras aleatorias independientes con tamafios n, y n,,

confianza para respectivamente, tomadas de poblaciones mds o menos normales con varianzas iguales

2 2

Iy = My 01 = 03
cuando se
desconocen

ambas varianzas

pero desconocidas, un intervalo de confianza del 100(1 — a)% para p, — pt, es dado por

/1 1 1 1
()fl—fz)—ta/zsp —+—</L1—/L2<()_C1—)f2)+la/2sp —+—
nj np np

donde s, es la estimacion agrupada de la desviacion estandar de la poblacion y ¢ /2 €5 el
valor 7 con v = n, + n,—2 grados de libertad, que deja una drea de /2 a la derecha.

Ejemplo 9.11: | En el articulo “Estructura comunitaria de los macroinvertebrados como un indicador de

Solucion:

la contaminacion de minas dcidas”, publicado en el Journal of Environmental Pollution,
se informa sobre una investigacion realizada en Cane Creek, Alabama, para determinar
la relacién entre pardmetros fisioquimicos seleccionados y diversas mediciones de la
estructura de la comunidad de macroinvertebrados. Una faceta de la investigacion con-
sistié en evaluar la efectividad de un indice numérico de la diversidad de especies para
indicar la degradacién del agua debida al desagiie 4cido de una mina. Conceptualmente,
un indice elevado de la diversidad de especies macroinvertebradas deberia indicar un
sistema acudtico no contaminado; mientras que un indice bajo de esta diversidad indica-
ria un sistema acudtico contaminado.

Se eligieron 2 estaciones de muestreo independientes para este estudio: una que se
localiza corriente abajo del punto de descarga 4cida de la mina y la otra ubicada corriente
arriba. Para 12 muestras mensuales reunidas en la estacion corriente abajo el indice de di-
versidad de especies tuvo un valor medio de X, = 3.11 y una desviacion estdndar de
s, = 0.771; mientras que 10 muestras reunidas mensualmente en la estacion corriente arri-
ba tuvieron un valor medio del indice X, = 2.04 y una desviacion esténdar de s, = 0.448.
Calculemos un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las medias de la
poblacién de los dos sitios, suponiendo que las poblaciones se distribuyen de forma
aproximadamente normal y que tienen varianzas iguales.

Representemos con (4, y (4, las medias de la poblacién para los indices de diversidad de es-
pecies en las estaciones corriente abajo y corriente arriba, respectivamente. Deseamos en-
contrar un intervalo de confianza del 90% para pt, — 1,. La estimacion puntual de 1, — pt, es

X1 —Xx, =3.11-2.04 = 1.07

. 2 . 4
El estimado agrupado, s, de la varianza comtin, o2, es

2 (ny — st + (ny — Ds3  (11)(0.771%) +( 9)(0.448%) 0417
P n +n, —2 - 12410 =2 IR

Al sacar la raiz cuadrada obtenemos s, = = 0.646. Si usamos a = 0.1, encontramos en la

tabla A.4 que 7, . = 1.725 parav = n, —|— n, —2 = 20 grados de libertad. Por lo tanto, el

intervalo de confianza del 90% para ul ,LL2 es

1 1 1 1
1.07 — (1.725)(0.646),/E g <M <107+ (1.725)(0.646)\/E + 15

que se simplifica a 0.593 < p, — p, < 1.547. A
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Interpretacion del intervalo de confianza

Para el caso de un solo parametro el intervalo de confianza simplemente produce limites
de error del pardmetro. Los valores contenidos en el intervalo se deberian ver como va-
lores razonables, dados los datos experimentales. En el caso de una diferencia entre dos
medias, la interpretacién se puede extender a una comparacién de las dos medias. Por
ejemplo, si tenemos gran confianza en que una diferencia p, — (1, es positiva, sin duda
inferiremos que p, > 4, con poco riesgo de incurrir en un error. Asi, en el ejemplo 9.11
tenemos un 90% de confianza en que el intervalo de 0.593 a 1.547 contiene la diferencia
de las medias de la poblacion para valores del indice de diversidad de especies en las dos
estaciones. El hecho de que ambos limites de confianza sean positivos indica que, en
promedio, el indice para la estacion que se localiza corriente abajo del punto de descarga
es mayor que el indice para la estacion que se localiza corriente arriba.

Muestras de tamanos iguales

El procedimiento para construir intervalos de confianza para (4, — i, cuando 0, = 0,= O
pero ésta se desconoce, requiere suponer que las poblaciones son normales. Desviacio-
nes ligeras de la suposicion de varianzas iguales o de normalidad no alteran seriamente
el grado de confianza en nuestro intervalo. (En el capitulo 10 se estudia un procedimiento
para probar la igualdad de dos varianzas poblacionales desconocidas con base en la in-
formacién que proporcionan las varianzas muestrales). Si las varianzas de la poblacién
son considerablemente diferentes, ain obtenemos resultados razonables cuando las
poblaciones son normales, siempre y cuando n, = n,. Por lo tanto, al planear un experi-
mento se deberia hacer un esfuerzo por igualar el tamafio de las muestras.

Varianzas desconocidas y distintas

Consideremos ahora el problema de calcular el estimado de un intervalo de pt, — 4, cuando
no es probable que las varianzas de la poblacién desconocidas sean iguales. El estadistico
que se utiliza con mayor frecuencia en este caso es

7= (X1 —X2) — (11 — 2)
VST /n) + (83 /ny)

que tiene aproximadamente una distribucién ¢ con v grados de libertad, donde

= (s1/m +s3/n2)? _
[(s7/n1)?/(n1 = D1+ [(s3/12)? /(n2 — 1]

Como v rara vez es un entero, lo redondeamos al nimero entero menor mas cercano. El
estimado anterior de los grados de libertad se denomina aproximacion de Satterthwaite
(Satterthwaite, 1946, en la bibliografia).

Con el estadistico 7", escribimos

P(—to <T' <t1o/7) =1 —a,

donde 7, ), €8 el valor de la distribucién ¢ con v grados de libertad por arriba del cual en-
contramos una drea de /2. Al sustituir para 7" en la desigualdad y seguir los mismos
pasos que antes, establecemos el resultado final.
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Intervalo de
confianza para

By = Hy

o1 # o5y ambas
varianzas se
desconocen

Six y sTy X,y 55 son las medias y varianzas de muestras aleatorias independientes de
tamafios n, y n,, respectivamente, tomadas de poblaciones aproximadamente normales
con varianzas desconocidas y diferentes, un intervalo de confianza aproximado del 100(1
— )% para f1, — ft, es dado por

st 83 st 83
(X1 —X2) —tgoy| — + = < W — Mo < (X1 —X2) +fa0y| — + =,
nj np nj na

donde 7, 1,8 el valor ¢ con

_ (s1/n1 + 53 /n2)?
T3 /n)?/(ny — D]+ [(s3/n2)2 [(ny — 1)]

grados de libertad, que deja una drea de /2 a la derecha.

Observe que la expresion para el valor v anterior incluye variables aleatorias y, por
consiguiente, v es un estimado de los grados de libertad. En las aplicaciones este estimado
no serd un nimero entero, de manera que el analista lo debe redondear al entero menor
mads cercano para lograr la confianza que se busca.

Antes de ilustrar el intervalo de confianza anterior con un ejemplo deberiamos sefia-
lar que todos los intervalos de confianza para f, — p, tienen la misma forma general,
como los de una sola media; a saber, se pueden escribir como

estimacion puntual + 7, /2 €.€.(estimacién puntual)

estimacion puntual + 7, /2 e.e.(estimacion puntual).

Por ejemplo, en el caso donde o, = o, = 0, el error estindar estimado de

X1 —Xp essyy/1/n + 1/n,. Para el caso donde ol # 03,

2 2

N N
ee.(X; —Xp) = 142

ni ny

Ejemplo 9.12: 'El Departamento de zoologia de Virginia Tech llevo a cabo un estudio para estimar la

Solucion:

diferencia en la cantidad de ortofésforo quimico medido en dos estaciones diferentes
del rio James. El ortofésforo se mide en miligramos por litro. Se reunieron 15 mues-
tras de la estacién 1 y 12 muestras de la estacién 2. Las 15 muestras de la estacion 1
tuvieron un contenido promedio de ortofésforo de 3.84 miligramos por litro y una
desviacién estandar de 3.07 miligramos por litro; en tanto que las 12 muestras de la
estacion 2 tuvieron un contenido promedio de 1.49 miligramos por litro y una desvia-
cién estandar de 0.80 miligramos por litro. Calcule un intervalo de confianza de 95%
para la diferencia en el contenido promedio verdadero de ortofésforo en estas dos
estaciones. Suponga que las observaciones provienen de poblaciones normales con
varianzas diferentes.

Para la estacion 1 tenemos X, = 3.84, s, = 3.07 y n, = 15. Para la estacién 2, x, = 1.49,
s, = 0.80y n, = 12. Queremos obtener un intervalo de confianza del 95% para p, — (4.
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Como se suponen varianzas de la poblacién diferentes, s6lo podemos calcular un inter-
valo de confianza aproximado del 95% basado en la distribucién 7 con v grados de liber-
tad, donde

(3.072/15 + 0.802 /12)>

= [G.072/15)2/1a] + [(0.802 /122 1] — 163 = 16

Nuestra estimacion puntual de @, — p, €s
X1 —Xy =3.84—-1.49 =2.35.

Si usamos & = 0.05, en la tabla A.4 encontramos que 7, = 2.120 para v = 16 grados

de libertad. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para p, — 4, es

2.35-2.120

3.07 0802 3.07  0.80?
15 5 <M 2 <235+ 21200/ =+ —5-,

que se simplifica a 0.60 < u, -, < 4.10. En consecuencia, tenemos un 95% de confian-
za en que el intervalo de 0.60 a 4.10 miligramos por litro contiene la diferencia del pro-
medio verdadero del ortofésforo que contienen estos dos lugares. A

Cuando se desconocen dos varianzas de la poblacion, la suposicién de varianzas
iguales o diferentes podria ser precaria. En la seccién 10.10 se presentard un procedi-
miento que ayudara a distinguir entre las situaciones con la misma varianza y con varian-
za diferente.

9.9 Observaciones pareadas

Ahora estudiaremos los procedimientos de estimacién para la diferencia de dos medias
cuando las muestras no son independientes y las varianzas de las dos poblaciones no son
necesariamente iguales. La situacién que se considera aqui tiene que ver con una condi-
cién experimental muy especial, a saber, las observaciones pareadas. A diferencia de la
situacion que se describio antes, las condiciones de las dos poblaciones no se asignan de
forma aleatoria a las unidades experimentales. Mds bien, cada unidad experimental
homogénea recibe ambas condiciones de la poblacién; como resultado, cada unidad ex-
perimental tiene un par de observaciones, una para cada poblacién. Por ejemplo, si rea-
lizamos una prueba de una nueva dieta con 15 individuos, los pesos antes y después de
seguir la dieta conforman la informacion de las dos muestras. Las dos poblaciones son
“antes” y “después”, y la unidad experimental es el individuo. Evidentemente, las obser-
vaciones en un par tienen algo en comun. Para determinar si la dieta es efectiva conside-
ramos las diferencias d,, d,,..., d_en las observaciones pareadas. Estas diferencias son los
valores de una muestra aleatoria D , D,,..., D, de una poblacion de dlferencms que su-
pondremos dlstrlbuldas normalmente con medla W, = b, — b,y varianza op. Estimamos
o} mediante sd, la varianza de las diferencias que constituyen nuestra muestra. El esti-
mador puntual de p, es dado por D.

Cuando debe hacerse el pareado?

Parear observaciones en un experimento es una estrategia que se puede emplear en muchos
campos de aplicacion. Se expondrd al lector a tal concepto en el material relacionado con
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la prueba de hipétesis en el capitulo 10 y en los temas de disefio experimental en los
capitulos 13 y 15. Al seleccionar unidades experimentales relativamente homogéneas
(dentro de las unidades) y permitir que cada unidad experimente ambas condlclones de
la poblacién, se reduce la varianza del error experimental efectiva (en este caso O'D) El
lector puede visualizar la i-ésima diferencia del par como

D; =X —Xo;.

Como las dos observaciones se toman de la unidad experimental de la muestra no son
independientes y, de hecho,

Var(D;) = Var(X |; —X ;) = 07 + 05 —2 Cov(X 11, X 27).

Entonces, de manera intuitiva, se espera que o} deberfa reducirse debido a la similitud
en la naturaleza de los “errores” de las dos observaciones dentro de una unidad experi-
mental, a lo cual se llega mediante la expresion anterior. En realidad se espera que, si la
unidad es homogénea, la covarianza sea positiva. Como resultado, la ganancia en calidad
del intervalo de confianza sobre la que se obtuvo sin parear es mayor cuando hay homo-
geneidad dentro de las unidades y cuando las diferencias grandes van de una a otra uni-
dad. Se deberia tener en cuenta que el desempeifio del intervalo de confianza dependera
del error estandar de D, que es, por supuesto, op/ Jn, donde n es el nimero de pares.
Como indicamos antes, la intencién al parear es reducir o,

Equilibrio entre reducir la varianza y perder grados de libertad

Al comparar los intervalos de confianza obtenidos con y sin pareado es evidente que hay
un intercambio implicado. Aunque en realidad el pareado deberia reducir la varianza
y, por lo tanto, el error estdndar de la estimacion puntual, los grados de libertad disminuyen
al reducir el problema a uno con una sola muestra. Como resultado, el punto l1gad0 al
error estandar se ajusta en concordancia. De esta manera, el pareado podria resultar con-
traproducente. Esto ocurrlrla con certeza si se experimenta sélo una reduccién modesta
en la varianza (a través de O'D) mediante el pareado.

Otra ilustracién del pareado implicaria elegir n pares de sujetos, donde cada par
tenga una caracteristica similar, como el coeficiente intelectual (CI), la edad o la raza, y
luego para cada par seleccionar un miembro al azar para obtener un valor de X, dejando
que el otro miembro proporcione el valor de X,. En este caso, X,y X, podrian representar
las calificaciones obtenidas por dos individuos con igual CI cuando uno es asignado al
azar a un grupo que usa el método de ensefianza convencional y al otro a un grupo que
utiliza materiales programados.

Se puede establecer un intervalo de confianza del 100(1 — )% para p,, escribiendo

P(_ta/Z <T< ta/z) =1-«

donde T'= —% y 1,/,» COMO antes, es un valor de la distribucién 7 con n — 1 grados de
libertad.

En la actualidad se acostumbra reemplazar 7 por su definicién en la desigualdad
anterior y desarrollar los pasos matematicos que conduzcan al siguiente intervalo de
confianza del 100(1 — a)% para i, — b, = f1,,.
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Intervalode Sidys ,son lamedia y la desviacion estandar, respectivamente, de las diferencias distri-
confianza para buidas normalmente de n pares aleatorios de mediciones, un intervalo de confianza del
[, = b, — b, para 100(1 — )% para p,, = p, — 4, €s
observaciones
pareadas d—to) v"_ <ty <dt 1oy \;_

donde ¢, 1, €8 el valor ¢ con v = n — 1 grados de libertad, que deja una drea de /2 a la
derecha.

Ejemplo 9.13: | Un estudio publicado en Chemosphere reporta los niveles de la dioxina TCDD en 20 ve-
teranos de Vietnam de Massachusetts, quienes posiblemente estuvieron expuestos al agen-
te naranja. En la tabla 9.1 se presentan los niveles de TCDD en plasma y tejido adiposo.

Calcule un intervalo de confianza del 95% para i, — (1,, donde p, y pt, representen
las medias verdaderas de los niveles de TCDD en plasma y en tejido adiposo, respecti-
vamente. Suponga que la distribucién de las diferencias es casi normal.

Tabla 9.1: Datos para el ejemplo 9.13.

Niveles Niveles Niveles Niveles
de TCDD de TCDD en de TCDD de TCDD en
Veterano en plasma tejido adiposo d; Veterano en plasma tejido adiposo  d;
1 2.5 4.9 2.4 11 6.9 7.0 —0.1
2 3.1 5.9 —2.8 12 33 2.9 0.4
3 2.1 4.4 -2.3 13 4.6 4.6 0.0
4 3.5 6.9 —34 14 1.6 1.4 0.2
5 3.1 7.0 -39 15 7.2 7.7 —0.5
6 1.8 4.2 2.4 16 1.8 1.1 0.7
7 6.0 10.0 —4.0 17 20.0 11.0 9.0
8 3.0 5.5 -2.5 18 2.0 2.5 —0.5
9 36.0 41.0 -5.0 19 2.5 2.3 0.2
10 4.7 4.4 0.3 20 4.1 2.5 1.6

Reproducido de Chemosphere, Vol. 20, Nims. 7-9 (tablas Iy II), Schecter et al., “Partitioning 2, 3, 7, 8-chlorinated
dibenzo-p-dioxins and dibenzofurans between adipose tissue and plasma lipid of 20 Massachusetts Vietnam veterans”,
pp. 954-955, Derechos reservados ©1990, con autorizacion de Elsevier.

Solucion: Buscamos un intervalo de confianza del 95% para p, — p1,. Como las observaciones es-
tdn pareadas, pu, — 4, = p,. La estimacion puntual de p, es d = —0.87. La desviacién
estdndar s, de las diferencias muestrales es

168. 4220
Sq = Z(d —d)? = | ——— =29773.
Si usamos « = 0.05, en la tabla A.4 encontramos que ¢

oops = 2:093 parav=n-1=19
grados de libertad. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% es

2.9773

V20

—0.8700 — (2.093) <

) < pp < —0.8700 + (2.093) <2'9773>,

V20
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o simplemente —2.2634 < 1, < 0.5234, de lo cual concluimos que no hay diferencia sig-
nificativa entre el nivel medio de TCDD en plasma y el nivel medio de TCDD en tejido

adiposo.
Ejercicios

9.35 Una muestra aleatoria de tamafio n, = 25, toma-
da de una poblacién normal con una desviacién es-
tdndar o, = 5, tiene una media ¥, = 80. Una segunda
muestra aleatoria de tamafio n, = 36, que se toma de
una poblacién normal diferente con una desviacién es-
tdndar o, = 3, tiene una media X, = 75. Calcule un in-
tervalo de confianza del 94% para i, — 4,

9.36 Se comparan las resistencias de dos clases de
hilo. Se prueban 50 piezas de cada clase de hilo en con-
diciones similares. La marca A tiene una resistencia a la
tension promedio de 78.3 kilogramos, con una desviacién
estandar de 5.6 kilogramos; en tanto que la marca B
tiene una resistencia a la tensién promedio de 87.2 ki-
logramos con una desviacién estdndar de 6.3 kilogra-
mos. Construya un intervalo de confianza del 95% para
la diferencia de las medias de la poblacion.

9.37 Se realiza un estudio para determinar si cierto
tratamiento tiene algtin efecto sobre la cantidad de me-
tal que se elimina en una operacién de encurtido. Una
muestra aleatoria de 100 piezas se sumerge en un bafio
por 24 horas sin el tratamiento, lo que produce un pro-
medio de 12.2 milimetros de metal eliminados y una
desviacion estdndar muestral de 1.1 milimetros. Una
segunda muestra de 200 piezas se somete al tratamien-
to, seguido de 24 horas de inmersion en el bafio, lo que
da como resultado una eliminacién promedio de 9.1
milimetros de metal, con una desviacion estandar
muestral de 0.9 milimetros. Calcule un estimado
del intervalo de confianza del 98% para la diferencia
entre las medias de las poblaciones. ;El tratamiento pa-
rece reducir la cantidad media del metal eliminado?

9.38 En un proceso quimico por lotes se comparan los
efectos de dos catalizadores sobre la potencia de la reac-
cién del proceso. Se prepara una muestra de 12 lotes uti-
lizando el catalizador 1 y una muestra de 10 lotes utilizando
el catalizador 2. Los 12 lotes para los que se utiliz6 el
catalizador 1 en la reaccién dieron un rendimiento pro-
medio de 85 con una desviacion estdndar muestral de 4;
en tanto que para la segunda muestra, la de 10 lotes, el
promedio fue de 81, con una desviacién estindar mues-
tral de 5. Calcule un intervalo de confianza del 90% para
la diferencia entre las medias de la poblacién, suponiendo
que las poblaciones se distribuyen de forma aproximada-
mente normal y que tienen varianzas iguales.

9.39 Los estudiantes pueden elegir entre un curso de
fisica de tres semestres-hora sin laboratorio y un curso
de cuatro semestres-hora con laboratorio. El examen

final escrito es el mismo para ambos cursos. Si 12 estu-
diantes del curso con laboratorio obtienen una ca-
lificacion promedio de 84, con una desviacion estandar
de 4, y 18 estudiantes del grupo sin laboratorio obtienen
una calificacién promedio de 77, con una desviacién
estandar de 6, calcule un intervalo de confianza del
99% para la diferencia entre las calificaciones prome-
dio para ambos cursos. Suponga que las poblaciones se
distribuyen de forma aproximadamente normal y que
tienen varianzas iguales.

9.40 En un estudio que se lleva a cabo en Virginia
Tech sobre el desarrollo de micorriza, una relacion sim-
bidtica entre las raices de drboles y un hongo, en la cual
se transfieren minerales del hongo a los drboles y azi-
cares de los drboles a los hongos, se cultivaron en un
invernadero 20 robles rojos que fueron expuestos al
hongo Pisolithus tinctorus. Todos los arboles se planta-
ron en el mismo tipo de suelo y recibieron la misma
cantidad de luz solar y agua. La mitad no recibid nitré-
geno en el momento de plantarlos y sirvié como con-
trol, y la otra mitad recibié 368 ppm de nitrégeno en
forma de NaNO,. Después de 140 dfas se registraron
los siguientes pesos de los tallos, en gramos:

Sin nitrégeno Con nitrégeno

0.32 0.26
0.53 0.43
0.28 0.47
0.37 0.49
0.47 0.52
0.43 0.75
0.36 0.79
0.42 0.86
0.38 0.62
0.43 0.46

Construya un intervalo de confianza del 95% para la
diferencia entre los pesos medios de los tallos que no
recibieron nitrégeno y los que recibieron 368 ppm de
nitrégeno. Suponga que las poblaciones estdn distribui-
das normalmente y que tienen varianzas iguales.

9.41 Los siguientes datos representan el tiempo, en
dias, que pacientes tratados al azar con uno de dos me-
dicamentos para curar infecciones graves de la vejiga
tardaron en recuperarse:

Medicamento 1 Medicamento 2

ni 214 n2=16
X =17 X, =19
s2=15 s3=1.8



Ejercicios

Calcule un intervalo de confianza del 99% para la dife-
rencia i, — 4, en los tiempos medios de recuperacion
para los dos medicamentos. Suponga poblaciones nor-
males que tienen varianzas iguales.

9.42 Un experimento publicado en Popular Science
compard el ahorro de combustible para dos tipos de ca-
miones compactos que funcionan con diesel y estdn
equipados de forma similar. Suponga que se utilizaron
12 camiones Volkswagen y 10 Toyota en pruebas con una
velocidad constante de 90 kilémetros por hora. Si los
12 camiones Volkswagen promedian 16 kilémetros por
litro con una desviacion estdndar de 1.0 kilémetros
por litro, y los 10 Toyota promedian 11 kilémetros por
litro con una desviacién estdndar de 0.8 kilémetros
por litro, construya un intervalo de confianza del 90%
para la diferencia entre los kilémetros promedio por
litro de estos dos camiones compactos. Suponga que
las distancias por litro para cada modelo de camidn es-
tdn distribuidas de forma aproximadamente normal y
que tienen varianzas iguales.

9.43 Una empresa de taxis trata de decidir si compra-
rd neumadticos de la marca A o de la marca B para su
flotilla de taxis. Para estimar la diferencia entre las dos
marcas realiza un experimento utilizando 12 neumati-
cos de cada marca, los cuales utiliza hasta que se des-
gastan. Los resultados son:

Marca A: X, = 36,300 kilometros,
s, = 5000 kilometros.
Marca B: X, = 38,100 kilometros,
s, = 6100 kilometros.

Calcule un intervalo de confianza del 95% para i, — (b,
suponiendo que las poblaciones se distribuyen de for-
ma aproximadamente normal. Puede no suponer que
las varianzas son iguales.

9.44 Con referencia al ejercicio 9.43, calcule un in-
tervalo de confianza del 99% para i, — 4, si se asignan
al azar neumaticos de las dos marcas a las ruedas trase-
ras izquierda y derecha de 8 taxis y se registran las si-
guientes distancias, en kilometros:

Taxi Marca A Marca B
1 34,400 36,700
2 45,500 46,800
3 36,700 37,700
4 32,000 31,100
5 48,400 47,800
6 32,800 36,400
7 38,100 38,900
8 30,100 31,500

Suponga que las diferencias de las distancias se distri-
buyen de forma aproximadamente normal.

9.45 El gobierno otorgd fondos para los departamen-
tos de agricultura de 9 universidades para probar las
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capacidades de cosecha de dos nuevas variedades de
trigo. Cada variedad se siembra en parcelas con la mis-
ma drea en cada universidad, y las cosechas, en kilogra-
mos por parcela, se registran como sigue:

Universidad
Variedad 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 38 23 35 41 44 29 37 31 38
2 45 25 31 38 50 33 36 40 43

Calcule un intervalo de confianza del 95% para la dife-
rencia media entre las cosechas de las dos variedades,
suponiendo que las diferencias entre las cosechas se
distribuyen de forma aproximadamente normal. Expli-
que por qué es necesario el pareado en este problema.

9.46 Los siguientes datos representan el tiempo de
duracion de peliculas producidas por dos empresas ci-
nematograficas.

Empresa | Tiempo (minutos)
1 103 94 110 87 98
11 97 82 123 92 175 88 118

Calcule un intervalo de confianza del 90% para la dife-
rencia entre la duracién promedio de las peliculas que
producen las dos empresas. Suponga que las diferen-
cias en la duracién se distribuyen de forma aproxima-
damente normal y que tienen varianzas distintas.

9.47 La revista Fortune (marzo de 1997) publicé la
rentabilidad total de los inversionistas durante los 10
afios anteriores a 1996 y también la de 431 empresas en
ese mismo afio. A continuacion se lista la rentabilidad
total para 10 de las empresas. Calcule un intervalo de
confianza del 95% para el cambio promedio en el por-
centaje de rentabilidad de los inversionistas.

Rentabilidad total
para los inversionistas

Empresa 1986-96 1996
Coca-Cola 29.8% 43.3%
Mirage Resorts 27.9% 25.4%
Merck 22.1% 24.0%
Microsoft 44.5% 88.3%
Johnson & Johnson  22.2% 18.1%
Intel 43.8% 131.2%
Pfizer 21.7% 34.0%
Procter & Gamble 21.9% 32.1%
Berkshire Hathaway  28.3% 6.2%
S&P 500 11.8% 20.3%

9.48 Una empresa automotriz estd considerando dos
tipos de baterias para sus vehiculos. Con ese fin retine
informacion muestral sobre la vida de las baterias.
Utiliza para ello 20 baterfas del tipo A y 20 baterias
del tipo B. El resumen de los estadisticos es X, = 32.91,
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X, = 3047, s, = 1.57 y s, = 1.74. Suponga que los
datos de cada bateria se distribuyen normalmente y que
o, =0,
a) Calcule un intervalo de confianza del 95% para
Wy = M
b) Del inciso a) saque algunas conclusiones que le
ayuden a la empresa a decidir si deberia utilizar la
bateria A o la B.

9.49 Se considera usar dos marcas diferentes de pin-
tura vinilica. Se seleccionaron 15 especimenes de cada
tipo de pintura, para los cuales los tiempos de secado
en horas fueron los siguientes:

Pintura A | Pintura B
35 2739 4236 47 39 45 55 4.0
27 3352 4229 53 43 6.0 52 37
44 5240 4134 55 62 5.1 54 4.8

Capitulo 9 Problemas de estimacién de una y dos muestras

Suponga que el tiempo de secado se distribuye normal-
mente, con 0, = 0,. Calcule un intervalo de confianza
del 95% de p, — p,, donde p, y p, son los tiempos me-
dios de secado.

9.50 A dos grupos de ratas diabéticas se les suminis-
tran dos niveles de dosis de insulina (alto y bajo) para
verificar la capacidad de fijacion de esta hormona. Se
obtuvieron los siguientes datos.

1.98
1.30

S = 051

Dosis baja:  n; =8 X
X Sy = 035

Dosis alta: n, =13 x;

Suponga que las varianzas son iguales. Determine un
intervalo de confianza del 95% para la diferencia en la
capacidad promedio verdadera de fijacién de la insuli-
na entre las dos muestras.

9.10 Una sola muestra: estimacion de una proporcion

El estadistico P = X /n, en donde X representa el nimero de éxitos en n ensayos, provee
un estimador puntual de la proporcién p en un experimento binomial. Por lo tanto, la
proporcién de la muestra p = x/n se utilizard como el estimador puntual del pardmetro p.

Si no se espera que la proporcioén p desconocida esté demasiado cerca de 0 o de 1,
se puede establecer un intervalo de confianza para p considerando la distribucién mues-
tral de P. Si en cada ensayo binomial asignamos el valor 0 a un fracaso y el valor 1 a un
éxito, el numero de éxitos, x, se puede interpretar como la suma de n valores que consta
sélo de ceros y unos, y p es s6lo la media muestral de esos n valores. En consecuencia,
por el teorema del limite central, para n suficientemente grande P estd distribuida de

forma casi normal con media

~ X np
Hﬁ=E(P):E(—)=—:p
n n
y varianza )
ot =cg2, =% _"49 _Pq
P Xm0 T 0 T

Por lo tanto, podemos afirmar que

P(—2a/2 <Z <zg)=1—q,con Z =

pP-r

Vpa/n’

Y 24/, €8 el valor por arriba del cual encontramos una drea de a/2 debajo de la curva
normal estdndar. Al sustituir para Z escribimos

P —Za/2 < u < Za/2 | = 1—a.
Vpa/n

Cuando 7 es grande se introduce un error muy pequefio sustituyendo el estimado puntual
p = x/n para la p debajo del signo de radical. Entonces podemos escribir

P (ﬁ —za/ﬂl% <p<P +za/2q/1;q> ~1—a.
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Por otro lado, al resolver para p en la desigualdad cuadrética anterior,

~

4
—Zaj2 < P <Za/2
Vpq/n

obtenemos otra forma del intervalo de confianza para p con los siguientes limites:

Zq PN 2
p+ /2 Za/2 pPq Zoz/2

+ 2
1+ n/2 1+ a/2 n 4}’l

Para una muestra aleatoria de tamafio n se calcula la proporcién muestral p = x/n'y se
pueden obtener los siguientes intervalos de confianza aproximados del 100(1 — )% para p.

Intervalos de
confianza para

p de una muestra
grande

Si p es la proporcion de éxitos en una muestra aleatoria de tamafion, y § = 1 — p, un
intervalo de confianza aproximado del 100(1 — )% para el pardmetro binomial p se
obtiene por medio de (método 1)

. [Pq . [Pq
P —Za/2\| "~ <p<Pp+zy02 o

a/2

af2 A A 2
p+ Z / __Za/2 Pq  Zan p+ 2,,

o mediante (método 2)

A z2
Za/2 Pq | %ap
+ 2 + 4”2 9

1+ a/2 7

a/7

1+ "/2 14 2o 1+ o2

donde z,, €8 el valor z que deja una drea de a/2 a la derecha.

Cuando n es pequefia y se cree que la proporcion desconocida p se acercaa0oa 1,
el procedimiento del intervalo de confianza que se establece aqui no es confiable y, por
lo tanto, no se deberia emplear. Para estar seguros se requiere que tanto np como ng sean
mayores que o iguales a 5. Los métodos para calcular un intervalo de confianza para el
pardmetro binomial p también se pueden aplicar cuando se estd utilizando la distribucién
binomial con el fin de aproximar la distribucién hipergeométrica; es decir, cuando n es
pequena respecto a N, como se ilustra en el ejemplo 9.14.

Observe que, aunque el método 2 produce resultados mds precisos, su cdlculo es
mds complicado, y la ventaja en precision que brinda disminuye cuando el tamaiio de la
muestra es lo suficientemente grande. Debido a esto en la prictica es mds comun utilizar
el método 1.

Ejemplo 9.14: | En una muestra aleatoria de n = 500 familias que tienen televisores en la ciudad de Ha-

Solucion:

milton, Canad4, se encuentra que x = 340 estdn suscritas a HBO. Calcule un intervalo
de confianza del 95% para la proporcién real de familias que tienen televisores en esta
ciudad y estan suscritas a HBO.

La estimacién puntual de p es p = 340/500 = 0.68. Si usamos la tabla A.3, encontramos
que 7,5 = 1.96. Por lo tanto, si utilizamos el método 1, el intervalo de confianza del
95% para p es

(0.68)(0.32) (0.68)(0.32)

que se simplifica a 0.6391 < p < 0.7209.
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Si utilizamos el segundo método, obtenemos

= 0.6786 £ 0.0408,

4L T 500 @)(5002)

2
0.68 + cidto 196 \/(0.68)(0.32) 1.962

500

que se simplifica a 0.6378 < p < 0.7194. Aparentemente, cuando n es grande (500 en
este caso) ambos métodos producen resultados muy similares.

Si p es el valor central de un intervalo de confianza del 100(1 — a)%, entonces
p estima p sin error. Sin embargo, la mayoria de las veces p no sera exactamente igual a p
y el estimado puntual serd erréneo. El tamafio de este error serd la diferencia positiva que
separa a p de p, y podemos tener una confianza del 100(1 — )% de que tal diferencia no
excederd a z,/21/pg/n. Si dibujamos un diagrama de un intervalo de confianza tipico,
como el de la figura 9.6, podemos ver esto facilmente. En este caso utilizamos el méto-
do 1 para estimar el error.

A
6*&/2Vl/7\a/” P P 13+za/2v53/n

Figura 9.6: Error en la estimacién de p por medio de p.

Teorema 9.3:  Si p se utiliza como un estimado de p, podemos tener un 100(1 — @))% de confianza en

que el error no excederd a zq/2+/pg/n.

En el ejemplo 9.14 tenemos un 95% de confianza en que la proporcién de la muestra
p = 0.68 difiere de la verdadera proporcion p en una cantidad que no excede a 0.04.

Seleccion del tamano de la muestra

Determinemos ahora qué tan grande debe ser una muestra para poder estar seguros de
que el error al estimar p serd menor que una cantidad especifica e. Por medio del teore-
ma 9.3, debemos elegir una n tal que z,/,/pg/n = e.

Teorema 9.4: Si p se utiliza como un estimado de p, podemos tener un 100(1 — @)% de confianza en

que el error serd menor que una cantidad especifica e cuando el tamafio de la muestra
sea aproximadamente

2 an
Za/2P4

n = o)

€

El teorema 9.4 es algo engafioso, pues debemos utilizar p para determinar el tamafio
n de la muestra, pero p se calcula a partir de la muestra. Si se puede hacer una estimacién
burda de p sin tomar una muestra, se podria usar este valor para determinar n. A falta de
tal estimado, podriamos tomar una muestra preliminar de tamafo n > 30 para proporcio-
nar un estimado de p. Si utilizamos el teorema 9.4 podriamos determinar aproximada-
mente cudntas observaciones se necesitan para proporcionar el grado de precision
deseado. Observe que los valores fraccionarios de n se redondean al siguiente nimero
entero mayor.
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Ejemplo 9.15: | (Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9.14 si queremos tener un 95% de
confianza en que la estimacion de p esté dentro de 0.02 del valor verdadero?

Solucion: Tratemos a las 500 familias como una muestra preliminar que proporciona una estima-
cién p = 0.68. Entonces, mediante el teorema 9.4,

_ (1.96)%(0.68)(0.32)
N (0.02)2

= 2089.8 = 2090.

Por lo tanto, si basamos nuestra estimacién de p en una muestra aleatoria de tamafo
2090, podemos tener un 95% de confianza en que nuestra proporcién muestral no dife-
rird de la proporcién verdadera en mds de 0.02. o |

Ocasionalmente serd poco prictico obtener una estimacién de p que se utilice para
determinar el tamafio muestral para un grado especifico de confianza. Si esto sucede, se
establece un limite superior para n al notar que pg = p(1 — p), que debe ser a lo sumo
1/4, ya que p debe caer entre 0 y 1. Este hecho se verifica completando el cuadrado. Por
consiguiente,

2
p-p =" -p=1-(F-p+3)=3-(p-3).

que siempre es menor que 1/4 excepto cuando p = 1/2 y entonces pg = 1/4. Por lo
tanto, si sustituimos p = 1/2 en la férmula para n del teorema 9.4, cuando, de hecho,
p difiere de 1/2, entonces n se agrandard més de lo necesario para el grado de confianza
especifico y, como resultado, se incrementard nuestro grado de confianza.

Teorema 9.5:  Si utilizamos p como un estimado de p, podemos tener, al menos, un 100(1 — )% de
confianza en que el error no excederd a una cantidad especifica e cuando el tamafio
de la muestra sea

2
_ Za/z

T 4e2

Ejemplo 9.16: | (Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9.14 si queremos tener al menos
un 95% de confianza en que nuestra estimacion de p estd dentro de 0.02 del valor ver-
dadero?

Solucion: A diferencia del ejemplo 9.15, supondremos ahora que no se tomo una muestra prelimi-
nar para obtener una estimacién de p. En consecuencia, podemos tener al menos un 95%
de confianza en que nuestra proporcién de la muestra no diferird de la proporcién verda-
dera en mas de 0.02, si elegimos una muestra de tamafio

(196

Si comparamos los resultados de los ejemplos 9.15 y 9.16, vemos que la informa-
cién concerniente a p, proporcionada por una muestra preliminar, o quizas obtenida a
partir de la experiencia, no