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Introduccion al
Procesamiento Digital de
Senales

El Procesamiento de Sefales posee una larga y rica historia. Es una tecnologia que
se entronca con un inmenso conjunto de disciplinas entre las que se encuentran las
telecomunicaciones, el control, la exploracion del espacio, la medicina y la arqueologia,
por nombrar solo unas pocas. Hoy en dia, esta afirmacién es incluso mas cierta con la
television digital, los sistema de informacion y el entretenimiento multimedia. Es mas, a
medida que los sistemas de comunicacion se van convirtiendo cada vez mas en sistemas
sin hilos, mdéviles y multifuncién, la importancia de un procesamiento de sefiales
sofisticado en dichos equipos se hace cada vez mas relevante.

El Procesamiento de sefiales trata de la representacion, transformacion vy
manipulacion de sefiales y de la importancia que contienen. Cuando se refiere al procesado
digital de sefales, se refiere a la representacion mediante secuencias de numeros de
precision finita y el procesado se realiza utilizando un computador digital.

A menudo es deseable que estos sistemas funcionen en tiempo real, o que significa
gue el sistema en tiempo discreto se implementa de forma que las muestras de salida se
calculan a la misma velocidad a la que se muestrea la sefial en tiempo continuo. Son
muchas las aplicaciones que requieren esta especificacion. El tratamiento en tiempo
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discreto y en tiempo real de sefiales en tiempo continuo es practica comdn en sistema de
control, comunicaciones, radar, sonar, codificacion y realce de voz y video, ingenieria
biomédica y un largo etcétera.

Otro tipo de problemas del tratamiento de sefiales al que se enfrenta es la
interpretacion de sefiales. Por ejemplo, en un sistema de reconocimiento de voz el objetivo
es comprender la sefial de entrada. Tipicamente, un sistema como éste aplicara un
procesado digital previo (filtrado, estimacion de parametros, etc.) seguido por un sistema
de reconocimiento de patrones que produzca una representacion simbdlica.

Los problemas de tratamiento de sefiales no estan confinados, por supuesto, a
sefales unidimensionales. Aunque hay algunas diferencias fundamentales entre las teorias
del tratamiento de sefiales unidimensionales y multidimensionales, una buena parte del
material que se presenta aqui tiene su contrapartida en sistemas multidimensionales. Entre
ellas destaca las aplicadas al procesamiento de imagenes digitales.

El tratamiento de sefales en tiempo discreto ha avanzado con pasos desiguales
durante un largo periodo de tiempo. Hasta principios de los afios cincuenta el tratamiento
de sefiales se realizaban con circuitos electronicos o incluso con dispositivos mecanicos.
Aunque los computadores digitales ya estaban disponibles en entornos de negocios y en
laboratorios cientificos, éstos eran caros y de capacidad relativamente limitada. Uno de los
primeros usos de los computadores digitales en el tratamiento de sefiales fue en la
prospeccion petrolifera. Se grababan los datos sismicos en cintas magnéticas para su
procesamiento posterior. Este tipo de tratamiento de sefiales no se podia realizar
generalmente en tiempo real. Aunque el procesamiento de sefiales mediante computadores
digitales ofrecia tremendas ventajas de flexibilidad, sin embargo, el procesado no se podia
realizar en tiempo real. Las aportaciones de Cooley y Tukey (1965) de un algoritmo
eficiente para el célculo de las transformadas de Fourier aceleré el uso del computador
digital. Muchas aplicaciones desarrolladas requerian del andlisis espectral de la sefal y con
las nuevas transformadas rdpidas se redujo en varios érdenes de magnitud el tiempo de
computo. Ademas, se dieron cuenta de que el nuevo algoritmo se podria implementar en
hardware digital especifico, por lo que muchos algoritmos de tratamiento digital de sefiales
gue previamente eran impracticables comenzaron a verse como posibles.

Otro desarrollo importante en la historia del Procesamiento de Sefales ocurrio en el
terreno de la Microelectronica. Aunque los primeros microprocesadores eran demasiado
lentos para implementar en tiempo real la mayoria de los sistemas en tiempo discreto, a
mediados de los ochenta la tecnologia de los circuitos integrados habia avanzado hasta el
nivel de permitir la realizacién de microcomputadores en coma fijo y coma flotante con
arquitecturas especialmente disefiadas para realizar algoritmos de procesamiento de sefiales
en tiempo discreto. A estos procesadores se les conoce por el acronimo d2iditaP (

Signal ProcessQr Con esta tecnologia llegd, por primera vez, la posibilidad de una amplia
aplicacion de las técnicas de tratamiento de sefiales en tiempo discreto. Aun mas, hoy en
dia los disefios de los microprocesadores genéricos son ampliados en registros e
instrucciones para poderlos destinarlos a tareas de procesamiento de sefales, sea el caso
mas llamativo el conjunto de instrucciones MMX insertadas en la familia INTEL a partir

del mitico PENTIUM.
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De las diferentes materias que involucra el tratamiento digital de sefales, en este
tema sélo se va a versar sobre los filtros digitales lineales e invariantes en el tiempo,
abreviados por la sigla LTLi{near Time Invariant La eleccion por estos filtros viene
dada por su gran difusion actual, por ser un capitulo iniciatico al procesado digital de
sefales y por corresponder con la evolucion natural del temario de Electronica Industrial.
No obstante, el Procesamiento Digital es por si misma una propia asignatura, lo que indica
el caracter basico de este capitulo. Para profundizar mas sobre los filtros digitales y
conocer en amplitud esta disciplina, el alumno puede empezar por elegir alguno de los
libros recomendados en el apartado de bibliografia.

Los filtros digitales LTI son, por ejemplo, usuales en el procesamiento del audio.
Los equipos de musica vienen dotados con filtros que le permite al oyente modificar las
cantidades relativas de energia de baja frecuencia (graves) y la energia de alta frecuencia
(agudos). Estos filtros varian sus respuestas en frecuencias mediante la manipulacion de
los controles de tono.

Otra clase comun de filtros LTI son aquellos en los que la salida del filtro es una
aproximacion de la derivada de su entrada. Los filtros diferenciadores son utiles para
acentuar las transiciones rapidas de una sefial, y una aplicaciéon en la que se emplea a
menudo es en la intensificacién de los bordes. La figura 12.1 ilustra el efecto de un filtro
diferenciador en una imagen. La figura muestra dos imagenes, la original y el resultado del
procesamiento con un filtro que tiene una respuesta en frecuencia lineal. Como la derivada
en los bordes de la imagen es mayor que en las regiones donde la intensidad varia con
lentitud en el espacio, el efecto de los filtros diferenciadores es resaltar los bordes.

Figura 12. 1. Procesamiento de un filtro diferencial sobre una sefial bidimensional

Los filtros selectivos en frecuencia que permiten el paso de sefiales sin distorsion en
una o en un conjunto de bandas de frecuencia, y atentan o eliminan totalmente las sefales
en el resto de las bandas son otra clase importante de filtros LTI. Una importante
aplicacion de los filtros selectivos estan en los sistemas de comunicaciones. Son la base
para los sistemas de modulacién en amplitud (AM), en la cual la informacion de cada canal
se pone en una frecuencia separada y luego en el receptor se extrae los canales mediante
filtros selectivos en frecuencia.
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Es comun emplear filtros de tiempo discreto en el andlisis de secuencias de datos
econdmicos tales como el indice del mercado de valores. A menudo las variaciones de
largo plazo (las cuales corresponden a bajas frecuencias) tienen un significado diferente al
de variaciones de corto plazo ( las cuales corresponden a altas frecuencias), y es Uutil
analizar estos componentes por separado. La separacién de estos componentes casi siempre
se lleva a cabo mediante filtros selectivos en frecuencia. El filtrado de secuencias de datos
econdémicos también se usa para suavizar los datos y eliminar las fluctuaciones aleatorias
(que son por lo general de alta frecuencia) sobrepuestas a los datos significativos.

Se acaban de citar algunas de las muchas aplicaciones del filtrado digital LTI que
en este capitulo seran tratados. En detalle, el tema del filtrado abarca muchos problemas,
tales como los que involucran su disefio y su implementacion. El principal objetivo de este
capitulo es introducir el concepto basico del filtrado de tiempo discreto. Los conceptos
primarios provienen directamente de las nociones basicas de los sistemas discretos y de las
propiedades de las transformadas de Fourier. Entonces, ademas de la introduccién de una
importante area de aplicacion, la discusion servira, también, para una mejor comprension
de las propiedades y de la importancia de los sistemas discretos y de la transformada de
Fourier. El capitulo se inicia con un repaso a la naturaleza de los sistemas discretos,
analizando detenidamente las transformadas de Fourier de las secuencias y el proceso de
muestreo de las sefiales continuas. En el apartado 12.2 las diferencias entre filtros
analogicos y digitales seran tratadas y posteriormente se procedera a la clasificacion de los
filtros de tiempo discreto. Antes de entrar en el disefio se analizara las implicaciones de la
causalidad. Las secciones 12.3 y 12.4 presentaran las técnicas de disefio de los filtros no
recursivos y recursivos respectivamente. Mientras que 12.5 y 12.6 tratardn sobre las
probleméticas de la implementacién de estos filtros y de los efectos producidos de la
cuantificacion de la sefial. Por ultimo, sefialar que para una mejor comprension de la
unidad tematica se han elaborado algunos ficheros en MATLAB. Estos seran presentados a
lo largo del capitulo, el alumno puede adquirirlos en el servidor WEB de departamento
(www.elai.upm.ep

12.1 Conceptos basicos sobre sistemas discretos

Posiblemente lo primero en preguntarse seria ¢, qué es un filtro digital ?, pues bien,
segun se estudio en el anterior capitulo sobre Tratamiento Analdgico de la Sefal, los filtros
tratan de extraer alguna caracteristica de la sefial de entrada; en términos frecuenciales, se
hablaba del paso de una determinada banda del espectro de la sefial de entrada. Por lo
tanto, los filtros digitales son sistemas discretos que tratan de extraer alguna caracteristica
frecuencial de una sefial muestreada.

Pero ante esta definicion, aparecen los vocablos tipicos del Procesamiento Digital,
tales como sefial muestreada o sistema discreto. Por lo que se va a proceder a describir los
conceptos basicos sobre los sistemas discretos. Las sefiales en tiempo discreto surgen si el
sistema involucra la operacion de muestreo de sefiales en tiempo continuo. La sefal
muestreada eg, Xr, Xr,.., dondeT es el periodo de muestreo. Dicha secuencia de valores
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gue aparecen de la operacion de muestreo normalmente se escribx.cenad sistema
incluye un proceso iterativo realizado por una computadora digital, la sefial involucrada es
una secuencia de numemas X1, %,... La secuencia de niumeros normalmente se escribe
como {x} en dondek, entero asociado al elemento, es el indice del mismo. Este indice
podra ser positivo o negativo.

{...,x_z,x_l,xo,xl,xz,..} o {xk} (12.1)

El indice 0 es el origen de la secuencia. Aurfgijees una secuencia de numeros,
ésta se puede considerar como una sefial muestreaftaalendo el periodo de muestreo
T es de 1 segundo.

Ejemplo 12.1

Obtener la secuencia discreta de un armonico de 100 Hz, de amplitud 0.5 V
gue ha sido muestreado con una frecuencia de 1kHz, sabiendo que el desfase en
la adquisicion es de 30° y el tiempo total de muestreo ha sido de 20 ms. No
considere los efectos de cuantificacion de la sefial.

Una sinusoide de tiempo continuo viene dada por la férmula matematica siguiente:
u(t)=u,ser(2mt +¢) (12.2)

Si se obtiene una sefal de tiempo discreto tomando regularmente mxgstida
frecuencia de muestreg-1/T, se obtendra:

u, =U_ser27f (kT)+¢)=U maxser%nfi k+¢ %

S

(12. 3)

Para los valores indicados del ejercicio, la secuencia muestreada tendr& como
resultado:

{u}={ 2545 48 33 05 -25 -45-48 —~33 -05 25 45 48 33 05 -25 -45-48 -33-05 }
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A continuacién se presenta la resolucién mediante MATLAB.

Resolucién del ejercicio en MATLAB
>>k =0:20; T = 1/1000;

>> uk = 0.5 * sin ( (2*pi*100*( k*T)) + pi/6 );
>> stem ( kT, uk);

Habiendo definido el concepto de secuencia, al que se ha asociado con el resultado
del muestreo, el término de sistema discreto puede ser entendido. Un sistema discreto es un
algoritmo que permite transformar una secuencia en otra.

{y} = 1{x} (12. 4)

Como ejemplo de sistema discreto se podria considerar cualquier programa de
computador que transforme una tabla de valores en otra, por ejemplo, la obtencion de
cuadrados, la suma de los k primeros numeros, la media de una serie de muestras, etc. Los
sistemas discretos pueden clasificarse en estaticos o dinamicos. Un sistema discreto es
estatico cuando el elemento de la secuencia de salida de un cierto indice depende
Unicamente del elemento de la secuencia de entrada del mismo indice. Por ejemplo, el
sistema que genera una secuencia cuyos elementos son los cuadrados de los
correspondientes elementos de una secuencia de entrada. En caso contrario, el sistema se
denomina dinamico, esto es, la secuencia de salida de un cierto indice depende de las
secuencias de entrada y de salida de 6rdenes distintos al suyo. En la figura 12.2 el sistema
discreto es dinamico, ya que ante una entrada en escaldn unitario la secuencia de salida no
sélo depende del indice de la secuencia de entrada sino también de los estados anteriores.
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)} ot

—_— Sistema discreto —

Figura 12. 2 Sistema discreto dindmico

Un sistema discreto es causal si el valor de un elemento de la secuencia de salida
depende Unicamente de la secuencia de entrada y de salida de menor o igual indice.

Ye = f(yk—11yk—21""Xk1Xk—11Xk—2"") (12.5)

Los sistemas discretos que no verifiqguen esta propiedad se denominan no causales.
Si la funcién que relaciona cada elemento de la secuencia de salida es lineal, el sistema se
denomina asimismo lineal. Centrados en los sistemas dinamicos causales, un sistema sera
lineal, si la funcién expresada en (12. 5) es lineal, es decir, de la forma:

Yk = Yka T Yk-p tot A Yion T0oX FBi X g oAb Xy (12. 6)

Cuandoa y by son constantes se dice que el sistema lineal es invariante en el
tiempo. A éstos se les conoce por el acronimo de lLimeér Time Invariant Un sistema
lineal invariante verifica el principio de linealidad, es decir, que, en idénticas condiciones
iniciales, a entradas suma de entradas o producto por una constante, le corresponden
salidas sumas o productos de la misma constante. La figura 12.2 ilustra este principio.

ELAI-UPM-DOCI001-01 9



Capitulo 12: Introduccion al Procesamiento Digital de Sefales Analdgica

{x.} v Va,, o, R
Sistemma discreto
lineal invariante

Sistema discreto

lineal invariante
{opx, togu} fony, tapv}

i} v}

Sistemma discrefo
— L

lineal invariante

Figura 12. 3 Linealidad de los sistemas discretos dinamicos lineales e
invariantes

En el presente tema s6lo van a ser considerados los filtros digitales que sean
sistemas discretos dinamicos lineales e invariantes por lo que normalmente se omitiran los
adjetivos para su definicion. Las ecuaciones usadas para definir estos sistemas se
denominan “ecuaciones en diferencias” y juegan un papel similar al de las ecuaciones
diferenciales lineales en los sistemas continuos.

Se denomina secuencia de ponderacion a la que se obtiene en la salida del sistema
cuando se aplica a la entrada una secuencia tipo impulso.

{0.=1{92.94.9,.9,. 0.} (12.7)
Si el sistema es cauggles igual a cero paka< 0.

Para obtener la secuencia de salida sobre un sistema lineal ante una secuencia de
entrada dada habra de aplicar el operador convolucidén discreta; este operador se define
como:

{yk}:{gk}*{xk}:{xk}*{gk} (12.8)

donde{gy} representa la secuencia de ponderacion. En ellas cada elemento de la
secuencia de salida es calculada por la expresion:

yk = igk—nxn = i Xk—ngn

n=—co n=—co

(12. 9)
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Ejemplo 12.2

Dada la ecuacion en diferencia:

=3y 1y ix -1y
yk_4yk—1 8yk—2 ko Mt (12. 10)

obtener la secuencia de ponderacion y determinar la salida ante una
entrada en escalon.

Para obtener la secuencia de ponderacion habrd de aplicarle una entrada
impulsional, de forma que la entrada sera del {ind ={1,0,00,.}. La evolucién de la

salida puede ser realizada a través de una tabla, en las que se van obtenido los resultados
temporales al aplicar la ecuacién en diferencias:

0 0 1
1 0 0.25
0.25 1 0.0625
0.0625] 0.25 | 0.0156
0.0156| 0.0625| 0.0039
0.0039] 0.0156| 0.0010
0.0010] 0.0039] 0.0002
0.0002] 0.0010| 0.0001
0.0001] 0.0002| 0.0000

=~
X
=

X (N|O(O|A[(WIN|[F]|O
OO |O0(0o|Oo|o|o|o|F
oO|Oo|Oo(o|Oo|o|o|—|O

Luego la secuencia de ponderacion del sistema LTI es:

{9.}={1 025 00625 0.0156 0.0039 0.0010 0.0002 0.000%

Para calcular la respuesta en escalon se aplicara el operador convolucién, (12. 9),
donde la sefial de entrada sptd ={1,1,1,1,.}. La secuencia de salida correspondera a:

7

yO = Z gk—nxn :1
n=0
7

Y, =) 0%, =1+0.25=1.25

1 ; k

7
Y, =Y GenX, =1+0.25+0.0625=1.3125
n=0
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Resolucién en MATLAB

>> x = zeros (10,1); x(1) = 0;

>>y = filter( [1;-0.5],[1;-0.75;0.125],X);
>> stem (1:10, y);

>> x = ones(10,1);

>>y = filter( [1;-0.5],[1;-0.75;0.125],x);
>> stem (1:10, y);

12.1.1 Estabilidad de un sistema discreto

Se dice que un sistema discreto es estable si, ante cualquier secuencia de entrada
acotada la secuencia de salida es también acotada.

Para sistemas lineales, la condicién de suficiencia de estabilidad debe cumplir que
la secuencia de ponderacion sea absolutamente sumable:

< o0
2 lon (12.11)

n=—co

12.1.2 Respuesta en frecuencia de un sistema discreto

Tal como se estudi6 en el capitulo 2, al excitar un sistema continuo LTI con sefiales
sinusoidales, este experimento permite desarrollar el analisis en el dominio de la frecuencia
para dichos sistemas. De manera paralela, en los sistemas discretos se va a ver como se
puede obtener una representacion frecuencial de los mismos que sirvan para
caracterizarlos.

Antes de entrar en la obtencion de la respuesta en frecuencias se requiere analizar
las propiedades de las sefales exponenciales discretas. Tras su estudio se estara en
condiciones de comprender mejor los mecanismos inherentes a la respuesta en frecuencia
de los sistemas discretos.
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12.1.2.1 Propiedades de periodicidad de exponenciales discretas

Asi como existen muchas similitudes entre las sefiales continuas y las discretas,
también hay importantes diferencias. Una de éstas concierne a la sefial exponencial
discretae’™’ . En sefiales continuag/, mientras mas grande sea la magnitudade
mayor sera la velocidad de oscilacion de la sefial, en cambio, las sefiales distfetas
son periddicas cada®?

i@k — qi2rkgjaTk — qiekT (12.12)

De la ecuacion (12. 12) se observa que la exponencial de frecadneidrr es la
misma que aquella canl. Por tanto, al considerar las exponenciales complejas, se tomara
en cuenta un intervalo de frecuencie 2unque de acuerdo con la anterior expresion,
cualquier rango de longitugitseria adecuado, en la mayoria de las ocasiones se suele usar

. T m
el intervalo-—<w< —.
T T

Debido a la periodicidad que implica la ecuacion (12. 12), la sefal no tiene un
incremento continuo en la velocidad de oscilacion. Por el contrario, conforme se
incrementaw a partir de 0, se obtiene que la sefial oscila mas rapido hasta que se alcanza
WT. Conforme aumente la frecuencia a partir de este punto disminuird la velocidad de
oscilacion hasta llegar2a7T, la cual produce la misma secuencia constanteugue.

12.1.2.2 Respuesta de un sistema discreto ante una exponencial
periddica

Para facilitar el estudio se considerara que el periodo de muestreb es156lo
se considerara el caracter de la secuencia, independizanddloS#=a un sistema de
secuencia de ponderacify} y considérese que su entrada es excitada por una secuencia
exponencial periddica:

{x}={e"} (12. 13)

Cuyos elementos son funcion de un parametra.dea secuencia de salida segun
la aplicacion de la convolucion discreta, (12. 9), sera:

— - jo(k-n) _qjak - —jan
H _nzzmgke - nzzmgke (12. 14)

El indice de la secuencia lescon lo que el sumatorio es un factor independiente de
este indice, por tanto:
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{v.}= @LZ g @e“‘“} (12. 15)

Si se define la funcidn

G(w)= Eimgne‘im é

(12. 16)

La expresion queda:
{y.}=Glwe™} (12. 17)

Esta expresion permite ver como, cuando el sistema es excitado ante la secuencia
de una exponencial discreta de frecuencia angwlal2. 13), los elementos de la
secuencia de salida son calculados multiplicando el valor de la entrada por el operador
G(w).

Este operadoG(w), definido por (12. 16), se denomina respuesta en frecuencia del
sistema discreto considerado. Es una funciéon del parametra segkriddica respecto a
él, como puede apreciarse observando (12. 16). Su periodst esa respuesta en
frecuencia es asi mismo una funcién compleja, la cual requiere cualquier representacion
gréfica de la misma en dos curvas, por ejemplo, haciendo uso del diagrama de Bode.

Ejemplo 12.3

Determinar la respuesta frecuencia de un filtro binomial cuya secuencia de
ponderacion es {1/4, 1/2, 1/4}.

Al aplicar (12. 16) sobre la secuencia de ponderacion dada:
2
Glw)= Z g = 1, le‘j‘” + le‘izw
4 2 4

dando valores de 0 hastese conseguira la respuesta. Aun@fe) es una funcién
continua, con el proposito de representarla en el diagrama de Bode se hacen, por ejemplo,
64 intervalos entre 0 i confeccionandose la tabla siguiente:

0 1 1 0
1/64 0.99-j0.049 0.999 -2.81°
2/64 0.99-j0.097 0.997 -5.62°
63/64 | -0.0006-j0.0000B  0.0006 -178°

14 ELAI-UPM-DOCI001-01



Carlos Platero Electrénica Industrial

Resolucion en MATLAB

>>[G,W] = freqz ([1/4,1/2,1/4], 1,64);
>> plot(W,abs(G));
>> plot(W,angle(G).*(180/pi));

Imponiendo las condiciones adecuadas a la funcion de per@igacontinuidad
a trazos con derivadas de variacion acotada en los intervalos de continuidad, entonces la
expresion (12. 16) es el desarrollo en series de Fourigfwe siendo los elementos de la
secuencia de ponderacidy}, los coeficientes de dicho desarrollo. Este hecho permite
utilizar la expresion del calculo de los coeficientes del desarrollo para obtener el valor de la
secuencia de ponderacion a partir de la respuesta frecuencial. Se tiene asi que:

17 -
= — (Glw)e'*dw
% 2n_fn 2 (12. 18)

Esta expresion (12. 18) permite realizar la operacién inversa a la efectuada en (12.
16). Antes, de la secuencia de ponderacigi}, se obtenia la respuesta en frecuencia
G(w), mientras que ahora, con (12. 18), de esta fun@i@y se obtiene la secuencia de
ponderacion.

De igual forma que se vio en el disefio de filtros analdgicos, se puede establecer una
estrategia de definicién del filtro digital mediante la respuesta frecuencial deseada. De
manera que se puede plantear la determinacién de su secuencia de ponderacion a partir del
conocimiento de su respuesta frecuencial y mediante el uso de (12. 18) obtener los
coeficientes del filtro.
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Ejemplo 12.4

En la figura 12.4 se representa la respuesta en frecuencia de un filtro paso
bajo normalizado, cuya frecuencia de corte es w. con valor de 2. Determinar la
secuencia de ponderacién del filtro.

—————————————————————————

Figura 12. 4 Respuesta frecuencia de un filtro paso bajo discreto

Usando la expresion (12. 18) y extendiéndola eatie quedara con:

1 ser(w.k)
=— (1 Jok =——_ Vv ¢/
Oy ZH-L e'“dw >

cuyos valores seran:
{g,}={.. -003 -012 029 063 029 -012 -003 ..}. Nétese que el filtro

es no causal.

Resolucion en MATLAB

>> k=-20:20; wc = 2;
>> gk=sin(wc*Kk)./(pi*k); g(21) = wc/pi;
>> stem(k,gk);
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12.1.3 Transformada de Fourier de una secuencia

La forma de asociar la secuencia de ponderdggna la funciénG(w), puede ser
extendida a cualquier secuencia que cumpla determinadas propiedades. Asi se construye lo
qgue se denomina la transformada discreta de Fourier de una secuencia, a ésta se la conoce
por las siglas DFTiscrete Fourier Transforin De este modo, dada una secuergid,
se define su transformada de Fourier como la funcién:

X(w)= ixke'j‘“k

k=—c0

(12. 19)

Esta es igualmente periédica, de cicip R en las condiciones antes indicadas es un
desarrollo en serie de Fourier, lo que permite definir la transformada inversa:

1 g jak
=— dw
“on J; wle (12. 20)

La transformada de Fourier de una secuencia es una funciébn compleja, siendo
usualmente representada graficamente por sus curvas de modulo y de argumento. Al igual
gue ya se vio en los sistemas continuos, la utilidad mas importante que se va a hacer de la
transformacion de Fourier es la que se deriva de la relacion existente entre las
transformadas de Fourier de las secuencias de entrada y de salida de un sistema LTl y su
respuesta en frecuencia, de manera que:

Y(w) = G(w)X (w) (12. 21)

Esta relacion permite tratar a los sistemas discretos de una manera similar con lo
gue se procedia con los continuos; dando un procedimiento para determinar la secuencia de
salida a partir de la respuesta en frecuencia, ver figura 12.5. Conocida la respuesta en
frecuencia del sistema y la transformada discreta de la secuencia de entrada, se determinara
la transformada de la secuencia de salida segun (12. 21), y posteriormente se aplicara la
transformada inversa, obteniendo la secuencia de la salida.

{x,} vt = )" (g}
Il IRg
F
X(e) G{w) Yoy =X{e) G(w)

Figura 12. 5 Relacion fundamental de los sistemas discretos
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Ejemplo 12.5

Dado la respuesta en frecuencia de un filtro binomial de orden 2 (ver
ejemplo 12.3):

y siendo {x }={1,1,0,00,..} la excitacién al sistema, calcular la secuencia de
salida.

En primer lugar se procederd a calcular la DFT de la secuencia de entrada:
1 . .
X(@)=y xe'* =1+
0

Aplicando la relacion fundamental visto en (12. 21) se tendra que:

(1+e'“’)Bl+ g0+ Lozl 3o Sg Lo
47 04 4 4 4

Por tanto, la secuencia de salida valdra:

=222

Resolucion en MATLAB

>> Xw = fft( [1;1], 64);
>> Gw = fft( [1;2;1]./4, 64);
>>Yw = Xw .* Gw;
>> yk = ifft( Yw)
0.25
0.75
0.75
0.25
0
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12.1.4 Transformadas z
La variable compleja es una transformacion no lineal de la variablée Fourier,
con el propédsito de que la funcién de transferencia del sistema discreto obtenida de esta

transformacion sea racional. Dada una secuencigxig¢ate define su transformada zn
como una funcion compleja:

X(z)=2{x}= k:z_kaZ'k z0C (12. 22)

En estas expresiones se pueden observar las ventajas de, por una parte, no ser
funciones periddicas, y por otra, de ser racionales. Ademas, es facil ver que la definicién
de transformada de Fouriegase consigue haciendo:

7= gl (12. 23)

Asi, por ejemplo, la transformada 2de una secuencia impulso sera:

6)={00.} 0 a(r)= zaz =20 =1

(12. 24)
La transformada de la secuencia en escaldn resultara:
xXJ=f111.} 0 x(@= i X2 = iz"‘ -1 -z
&= = 1-zt z-1 (12. 25)

Otro ejemplo tipico, generalizacion del anterior, es la secuencia exponencial:

00

{xk}:{],a,az,a3,..} [ X(z):i)akz'kzgj(az‘l)k

(12. 26)

gue, por ser una serie geométrica, sera convergent@p'a‘fa; 1, es decir |z|>|a], y
su suma valdra:

1-az' z-a (12. 27)

Por ultimo, la transformada del desplazamiento sera:
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_ < v ~(k=m) y=n — n
Z(Xk—n) k:Zooxk—nz k:Zka_nZ z z X(Z) (12. 28)

12.1.4.1 Funcioén de transferenciaen =z

Dado un sistema discreto definido por su secuencia de pondefggiorcabe
considerar, si existe, su transformacynG(z). Teniendo en cuenta la relacién de la
convolucién entre entrada, ponderacién y salida vy la relacion entre la convolucion de dos
secuencias y sus transformadas, un sistema como el de la figura 12.5, verifica que:

Y(2)=G(2)X(2) (12. 29)

El operadorG(z), transformadeaz de la secuencia de ponderacion del sistema se
denomina funcién de transferenciazatel sistema considerado.

%/ = {0 ™ (g

—» {g.} ———»

Figura 12. 6 Condicién de relacién de transformadas

Esta funcion de transferencia del sistema puede ser calculada a partir de la ecuacion
en diferencias que lo determina. Partiendo de la ecuacion que define el comportamiento de
un sistema dindmico lineal:

yk + alyk—l + a2yk—2 ..t anyk—n = bOXk + blxk—l Tt mek—m (12 30)

Y calculando ahora la transformada z de las dos partes de la igualdad y teniendo en
cuenta las propiedades de linealidad y desplazamiento, se obtiene:

Y(z)+a,z*Y(z)+a,z2Y(2)+..+a,z2"Y(z) = b, X (2) + b,z X (2) +...+ b, 2" X (2)

(12. 31)
Entonces la relacion entrada/salida del sistema sera:
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b, +bz* +..+b z ™"
Y(z)=—2 nt___x
) l+az'+a,z?+..+az" ) (12. 32)

Y por tanto la funcién de transferencia del sistema sera:

b, +bz*+..+b z™"
Ga)= [ 2P et
l+a,z" +a,z° +...+a,z (12. 33)

12.1.4.2 Transformada inversa

Se plantea el problema inverso, obtener la secuepgla a partir de su
transformada em, X(z) Para el caso de ten¥(z) en forma de funcién racional, se puede
calcular de forma sencilla a partir del teorema de los residuos, estableciendo que:

1 . . .
x =—§X(2)z"dz=Y |residuosie X(z)Z'* paralos polosinterioresde Cl
ZmI ( ) z[ @27p P (12. 34)

siendo C una curva cerrada que envuelve el origen.

En el caso de secuencias con términos Unicamente de indice positivo, o Unicamente
negativo, se puede utilizar el calculo de los coeficientes mediante el método de la division
larga.

Una posibilidad més de calculo de la transformada inversa es por descomposicién
en fracciones simples. ${(z) es racional, con todos sus polos simples y el grado del
numerador inferior al del denominador, entonces:

(12. 35)

y la transformada inversa sera la suma de las transformaciones inversas, que, en el
caso de secuencias de indice positivo, serd transformada en una suma de secuencias
exponenciales y por tanto en este caso:

x, =Y Aa“ parak=0
X, = IO_ parak <0 (12. 36)
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Ejemplo 12.6

Un sistema discreto esta definido por la siguiente ecuacion en diferencias:

y = 3X —§X +ly _iy
k k 6 k-1 12 k-1 12 k-2

calcular la FDT en transformadas en z y calcular la respuesta del sistema
ante una entrada en escalon. Utilicese el método de fracciones simples.

Al aplicar las transformadas ersobre la ecuacion en diferencias quedara:

Para calcular la secuencia de salida se aplicara (12. 29):

5 4
D)=x(o@)=_ 1. 6
Y(z)= z)Glz)=
1-z77 a1
1 12Z +122

Es facil de obtener los dos polos de G(z), unen1/3y otro enz = 1/4La
descomposicion en fracciones simples de Y(z) resultara a :

1 4 _1 a4 1-77

La antitransformada sera inmediata (ver (12. 35)y (12. 36) ):

W HNCTI

340 BO 3

y los valores de la secuencia seran:

y, ={3 391 42 429 431 432 433
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Resolucion en MATLAB

>>k=0:10;
>>yk = filter([3,-5/6],[1,-7/12,1/12],0nes(1,11));
>>stem(k,yk);

12.1.5 Muestreo de sefales

La idea de muestras referidas a un sistema basado en un computador digital, se
concreta en la toma de valores de una sefial continua en sucesivos instantes de tiempo. El
muestreo de sefales consiste en la construccion de secuencias a partir de sefiales continuas.
Un problema que salta a la vista es la pérdida de informacion.En este punto se analizara
fundamentalmente este problema, dandose las condiciones en las que el proceso de
muestreo/reconstruccion, (CAD/CDA), no signifique perdida de informacion.

El caso mas interesante de muestreo es el periddico, que se caracteriza por que los
instantes de toma de las muestras estan regularmente espaciados en el tiempo y a éste se le
llama periodo de muestred, y a su inversa, frecuencia de muestfed;| elemento que
realiza este proceso se denomina “muestreador”, siendo la forma usual de representarlo en
los diagrama de bloques la indicada en la figura 12.7. En este bloque la salida esta
relacionada con la entrada por la expresion:

x, = x(kT) (12. 37)

B I I %

Figura 12. 7 Simbolo del
muestreador
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Intuitivamente se puede apreciar que el periodo de muestreo va a jugar un papel
fundamental en este proceso. La eleccién de la frecuencia de muestro es un problema
fundamental en el sistema de datos muestrados. Conviene muestrear los datos con la menor
frecuencia posible, pero que sea lo suficientemente grande como para poder evitar la
pérdida de informacidén y que sea posible reconstruir la funcion continua a través de las
muestras. Justamente, el teorema del muestreo es el que puede ayudar a determinar la
frecuencia 6ptima del convertidor analdgico/digital.

Para poder establecer las conclusiones del teorema del muestreo, se va a recurrir al
estudio frecuencial. Si una sefial contin@), con transformada de Fourier continua,
Xo(w), entonces las relaciones sefial/transformada seran del tipo:

(w)= J’xt)e it i

1
: S jaty
o] X c()etde (12. 38)

La relacion existente entre la sefial continua y la secuencia procedente del muestreo
estara dada por (12. 37), por lo tanto, el ligazén entre la transformada de Fourier continua y
la secuencia sera del tipo:

1 « .
= X(kT) =— [X a
o =X(KT) 2n_.|; (w7 (12. 39)

Si la secuenciaxy} tiene asimismo transformada discreta de FouXg),
entonces estara relacionada con su transformada por medio de:

1" -
x, =— [ X, (w)e!*Tdw
“ 2n_I,T o) (12. 40)

El problema es estudiar si existe alguna relacion entre estas dos transformadas, la

de la sefal continu&(w) y la de la secuencidy(w). Se puede demostrar que la relacion
existente es:

X, ()= ixcgﬁﬁz?mm r=0+1+2,43,...
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(12. 41)

Por tanto, si la sefial continua tiene una transformada de Fourier, cuya curva de

mddulos, por ejemplo, se representa en la figura 12.8.

Reg]

F 3

Ly &t
Figura 12. 8 Transformada de Fourier de una sefal
continua determinada

Entonces la curva de médulos de la transformada de la secuencia obtenida por

muestreo, sera peridédiear'T tal como queda reflejado en la figura 12.9

P ]
] ] ] ] | ] ] | -
I I | 1 T T | T >
4 37 2o T E 2_5"3' 37 4z o
T T T T T

Figura 12. 9 Transformada discreta de Fourier de la sefial continua con un muestreador

de periodo T
Llegando asi a las condiciones que se deben de cumplir en el proceso de muestreo
para que se pueda realizar sin pérdida de informacion. Suponiendo que la sefial continua

X(t) con transformada de Fourdéfw) sea nula a partir de una determinada frecuangia

X, (@)=0 |of>aw, (12. 42)

Las sefiales que cumplen esta condicion se denominan de banda limitada. Si una

sefal de este tipo se muestrea con un periodo que verifique:

25
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LIPS
T 0 (12. 43)
Es decir:
T<
W, (12. 44)

La transformada de Fourier sera, siguiendo el ejemplo, de la forma indicada en la
figura 12.9. ArfT se la llama frecuencia angular de Nyquist.

Si por el contrario, el periodo de muestreo es superior a este Vatorfa, , la
transformada de la secuencia del ejemplo sera de la forma indicada en la figura 12.10,
donde se puede apreciar d€w) y X4(w) no coinciden, y por lo tanto el conocimiento de
la transformada de la secuencia no permite obtener la transformada de la sefial continua. A
este fendmeno se llama solapamiento en frecuencigasmng

s (]

k

Figura 12. 10 Efecto de solapamiento en frecuencia o aliasing

Recuérdese como en el capitulo anterior se mencionaba el disefio de filtros
antialiasing en la propagacion de la sefial continua al convertidor A/D, con el objeto de
tener sefiales de banda limitada y que cumplan con (12. 42) y (12. 43).

Por acabar con este resumen, hay que citar que ademas del problema del muestreo,
habria de estudiar el efecto tanto de la cuantificacion como el de reconstruccion. El
primero analiza como afecta el problema del convertidor A/D en la transformacion de una
sefal analdgica de infinitos valores a otra de valores finitos; mientras el segundo estudia
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los problemas de la reconstruccion debido a los convertidores D/A. Estos seran analizados
en el dltimo punto del capitulo.

Ejemplo 12.7

Una sefial continua esta constituido por la siguiente expresion:
x(t) = ser(40001) + 1.5co480007)

Determinar la serie de Fourier de la sefial. Esta sefial posteriormente es
muestreada a 10 kHz y a 6 kHz durante 2 ms con desfase nulo, obtener las DFT
de las secuencias obtenidas.

Al ser dos armonicos puros la serie de Fourier continua estara constituida por dos
componentes, una a 2 kHz y la otra a 4 kHz, con amplitudes de 1y 1.5 respectivamente. En
la figura adjunta se representa la sefial continua durante 2 ms y el modulo de su serie de
Fourier.

Las muestras obtenidas dependeran de la frecuencia de muestro y sus valores
estaran relacionados con las siguientes expresiones:

4000 8000 000 000
Xt = serB— 7K 1.50055— k] x?=se Tk [+ 1.5co k] k=012
k [1.0000 @“L [1.0000 @ K 6000 % 5000 @ .

Los valores de las secuencigscorresponden a una frecuencia de 10kbt# yle
6kHz. Ambas son representadas en la figura de abajo.

ELAI-UPM-DOCI001-01 27



Capitulo 12: Introduccion al Procesamiento Digital de Sefales Analdgica

Resalta a la vista la pérdida de informacién en el segundo muestreo, compare estas
graficas con la forma de la sefial continua. Aplicando a estas secuencias la transformada de
Fourier, el resultado es el esperado. En el primer caso no hay solapamiento en frecuencias,
mientras en el segundo el espectro de la secuencia ha perdido la informacion de la sefial
continua.

Resolucién en MATLAB

>>f51=10000;fs2=6000;

>>i=0:1/fs:2e-3;

>>|=0:1/fs2:2e-3,;
>>xk1=sin(2*pi*2000%*i)+1.5*cos(2*pi*4000*);
>>xk2=sin(2*pi*2000%*))+1.5*cos(2*pi*4000%));
>>figure(1);subplot(2,1,1);
>>plot(0:1/fs:2e-3,xK);

>>subplot(2,1,2);

>>Xw1=fft(xk,2048);
>>plot(1/fs:fs/2048:fs,abs(Xw1l));
>>figure(2);subplot(2,1,1);
>>plot(0:1/fs2:2e-3,xk(1:13));
>>subplot(2,1,2);

>>Xw2=fft(xk2,2048);
>>plot(1/fs2:fs2/2048:fs2,abs(Xw));
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Para ejercitarse y experimentar con el teorema del muestreo se propone variar la
frecuencia de muestreo de ficheros WAV. Estos registros se caracterizan por ser un
formato digital de sonidos. El proyecto que se propone es abrir un fichero de audio y tomar
sélo una muestra de cadaalores leidos. Posteriormente, el fichero sera reproducido. Este
experimento no sélo mostrara a través de su audicion la pérdida de calidad sino también el
espectro de la sefial con el formato original y el submuestreado.

Proyecto 12.1

Hacer una aplicacion que permita abrir ficheros tipo WAV y que elija una
Unica muestra de cada n. Reproducir ambos sonidos, la del fichero original y la del
fichero creado. Igualmente mostrar la evolucién temporal de las secuencias y sus
espectros.

Este proyecto se ha resuelto con MATLAB v5.3 y con el toolboxSdmal
Processing Se ha creado una funcidon que tiene como argumentos el camino del fichero
WAV vy el valor de n. La funcion devuelve el path al fichero de salida creado, el cual se ha
generado del submuestro del fichero fuente.

Resolucion en MATLAB

>>FichEntr =’c:\tmp\The Microsoft Sound.wav’;
>>n=10;
>>FichSal = proy_12_1(FichEntr,n);
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12.2 Filtros digitales

Los filtro digital son una clase de sistemas discretos LTI utilizados para extraer
caracteristicas desde el dominio de la frecuencia sobre sefiales muestreadas. El disefio de
los filtros requiere de las siguientes etapas: (1) especificaciones de las propiedades
deseadas del sistema, (2) aproximaciones de las especificaciones mediante un sistema
causal en tiempo discreto y (3) la realizacion del sistema. El primero es altamente
dependiente de la aplicacion y el tercero de la tecnologia utilizada para la implementacion.
En términos practicos, el filtro deseado se realiza utilizando computo digital y se emplea
para una sefal que proviene de tiempo continuo seguido por una conversion analogico-
digital.

Cuando se utiliza un filtro digital para realizar el tratamiento de sefiales en tiempo
continuo, empleando una configuracion como la indicada en la Figura 12. 11, tanto las
especificaciones del filtro en tiempo discreto como las que se indica en tiempo continuo se
suelen dar en el dominio de la frecuencia. Como se demostr6 en la seccion anterior, si se
usa un sistema LTI y si la entrada es de banda limitada y la frecuencia de muestreo es lo
suficientemente alta para evitar el solapamiento, el sistema completo se comporta como un
sistema LTI continuo en el tiempo cuya respuesta en frecuencia es:

©.() <]

G.(w)=0 .
00 >z (12. 45)

Figura 12. 11. Arquitectura del filtro digital

En estos casos es inmediato convertir las especificaciones del filtro efectivo de
tiempo continuo,G¢(w), en especificaciones del filtro en tiempo discréB(w). La
arquitectura presentada parece evidente que es mas compleja y costosa que el uso de
células Sallen-Key para implementar filtros analégicos. Sin embargo, los filtros digitales
exhiben abrumadoras ventajas respecto a los sistemas de tiempo continuo, una
enumeracion de los beneficios puede enmarcarse dentro de la comparacion entre estos dos
tipos de filtros:
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Respuesta dinamica: El ancho de banda del filtro digital esté limitado por la
frecuencia de muestreo, mientras que en los filtros analdégicos con componentes
activos suelen estar restringidos por los amplificadores operacionales.

* Intervalo dinamico: En los filtros analégicos aparecen derivas que limitan por
abajo el rango y se saturan con la alimentacion. En cambio en los filtros
digitales es fijado por el nimero de bits que representa la secuencia, y el limite
inferior por el ruido de cuantificacidon y por los errores de redondeo.

* Conmutabilidad: Si los parametros de un filtro se conservan en registros, los
contenidos de dichos registros pueden ser modificados a voluntad. De esta
forma, estos filtros se pueden transformar, pudiéndose multiplexar en el tiempo
para procesar varias sefiales de entradas a la vez.

* Adaptabilidad: Un filtro digital puede ser implementado en soporte fisico
(hardware)o mediante un programa de ordengdoftware)

* Ausencia de problemas de componentes: Los pardmetros de los filtros se
representan por medio de nimeros binarios y no derivan con el tiempo. Al no
haber componentes, no hay problemas de tolerancia o deriva de componentes, y
ningun otro problema asociado con un comportamiento no ideal de resistencias,
condensadores, bobinas o amplificadores. Tampoco existen problemas de
impedancia de entrada ni salida, ni efectos de adaptacion de impedancias entre
etapas.

« Complejidad: la potencia de calculo de los computadores actuales y de los
algoritmos desarrollados, permiten implementar prestaciones casi imposibles de
disefiar con filtros analdgicos.

12.2.1 Clases de filtros digitales

Una distincion fundamental en los sistemas discretos dinamicos lineales e
invariantes, y en particular en los filtros digitales, es la duracion de la respuesta ante el
impulso. Se habla de sistemas de respuesta de pulso finito o no re¢biRyd-inite
Impulse Responss) de sistemas de respuesta infinita o recurdiN®, Infinite Impulse
Response) Partiendo de la ecuacién en diferencias que modela el comportamiento
dindmico de estos sistemas:

yk = aiyk—l + aZyk—Z Tt a'n yk—n + bOXk + lek—l Tt mek—m (12 46)

en el caso de tener todos los coeficiemtdguales a cero se tendra un filtro FIR,
con lo que quedara la ecuacion reducida a:
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Y =X, +b,X  +...+ b, X, (12. 47)
siendo m el orden del filtro y tendr& una funcion de transferenaddrtipo:
G(z)=b, +bz*+..+b z " (12. 48)

Obsérvese que en estos tipos de filtros cada valor de la secuencia de salida solo
dependera de un numero finito de valores de la secuencia de entrada. Ademas también se
desprende la carencia de polos en la funciéon de transferencia. Por contra, las expresiones
de los filtros recursivos corresponden a:

Y TaYa t @Yo ot a Y, Thox tbox o tbx (12. 49)

Y su funcion de transferencia ea:

b, +bz™* +...+b 2"
R e e e
l+a,z" +a,z " +...+a,z (12. 50)

En estos casos, la secuencia de salida depende tanto de la entrada como de la salida.
De estas ecuaciones se deducen las siguientes propiedades. Primera, la secuencia de
ponderacién es infinita para los filtros 1IR, aun teniendo un namero finito de coeficientes.
Mientras la respuesta al impulso de un filtro no recursivo es siempre finita e igual al orden
del filtro. En segundo lugar, los filtros FIR practicos son siempre estables, esto es, la
secuencia de salida tiene todos sus valores acotados. No es el caso de los filtros recursivos,
su estabilidad depende de la funcion de transferencia, por lo que habra de utilizar alguno de
los procedimientos algebraicos, como el de Jury, para analizar su estabilidad. Tercera,
cualquier filtro recursivo puede ser reemplazado por otro no recursivo con infinitos
coeficientes, sus valores vendran dados por la secuencia de ponderacion del IIR. La
conclusion inversa no se cumple.

Figura 12. 12. a) Respuesta ante el impulso de un FIR b) Respuesta ante el impulso de un IIR
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12.2.2 Filtros de fase lineal o no dispersivos

Existen muchas aplicaciones del procesamiento de sefales en las cuales las
relaciones de fase son importantes y no deben ser perturbadas por el filtrado. Por ello se
deben disefiar filtros de fase lineal. Estos tienen como caracteristica la introduccion de un
desfase en la respuesta en frecuencia de la secuencia de salida que sea proporcional a la
frecuencia. A estos filtros se les llaman de fase lineal o no dispersivos.

Para justificar la importancia de los filtros de fase lineal, se propone realizar el
siguiente experimento. Se toma una imagen digital, por ejemplo el portico de entrada de la
Escuela, recuérdese que ésta es una secuencia bidimensional, y se calcula su transformada
de Fourier discreta 2D. Del resultado se hace separar el médulo y el argumento de la
transformacion, para proceder por separado a la aplicacion de la transformada inversa.

Argamenio da |8 ensfommads S Founer de ls ELT

Pl il 1 0 L vt el e = Cn e’ e BRE LT

Figura 12. 13 Imagen de la EUITIM 256x256 pixeles b) Transformada inversa del argumento de la
transformada c) Transformada inversa del médulo de la transformada

Resultan obvias las conclusiones del experimento, el argumento lleva casi toda la
informacion de la secuencia. Por lo tanto, si se desea transmitir solo algunas de las
propiedades de la secuencia sin distorsionarla habra de disefar filtros que no perturben la
fase de la sefial muestreada. Justificando de esta manera el énfasis puesto en los filtros de
desfase nulo o lineal.
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12.2.3 Causalidad y sus implicaciones

Los filtros digitales suelen ser caracterizados en términos de rangos de frecuencia,
tanto de la banda pasante como de la supresora. Los cuatro tipos béasicos de filtros
supresores son ilustrados en la figura 12.14. Al ser éstos sistemas discretos, sus respuestas
frecuenciales son periddicas con la frecuencia de Nyquigt,por lo que sélo se
considerara el intervalody, t].

4 G4 G4

-
-

I I
I I
Sy - ab ar  dy

a) b)
|G( & 4 |G|
1 I 1
| : | —» | - E >
- Gy -as-ah-ay 4 Ghay Gy - - dh-df-ap 8 dpas @y
c) d)

Figura 12. 14 Especificaciones de los filtros digitales a) Paso bajo b) Paso
alto c) Pasa banda d) Rechazo de banda

En las figuras s6lo se muestran la respuestas en frecuencias del modulo sin que
aparezca el argumento. Sin embargo, como se acaba de comentarse (ver parrafo 12.2.2), es
deseable que en la banda pasante no se introduzcan desfases o que sean de fase lineal. Con
tal proposito se parte de la realizacion de un filtro con variacion lineal del argumento
respecto a la frecuencia, esto es, se tendra que el desfase introducido espdel tipd,
dondeA es una constante. El caso particular de desfase nuld spral a cero. Luego si
ante una sefial de entrada periddica con las condiciones de Fourier, ésta se separa en forma
de sumas de sinusoides del tgEn(kT), cada una de ellas producird una respuesta del
tipo:

G(w)serw(kT - )] (12. 51)

Por lo tanto, cada armédnico de la sefial de entrada estara desfasadzes, de
forma que se obtendré en la salida una version no distorsionada de la sefial de entrada en el
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rango de frecuencias dependientes de la banda pasante. A razon de lo expuesto, el disefio
de un filtro paso bajo deberd de cumplir con las condiciones mostradas en la figura 12.15.
El médulo sera constante en la banda pasante y nulo en la supresora, mientras el desfase
tendréa que ser lineal con la frecuencia. Un posible modelo mateméatico que caracterice este
tipo de respuesta corresponderia a:

o= M=
Ep En caso cotrario (12.52)

4 1G4

L 3

arg(G{w))y=-AwT

Figura 12. 15 Respuesta en frecuencia de un filtro paso bajo

de manera que si se aplica la transformada inversa de Fourier, la secuencia de
ponderacion del filtro quedara como:

1 jkaT — 1 j(k=A)awT
Ok = T IG (w)e™“ dow = /T J’e dw
_T sel{(k )\)coCT] , ser{(k—/\)coCT] K= 04142 .
7 (k=A)T w, ([Kk-2A),T T (12. 53)

Desprendiéndose que el filtro paso bajo es no causal y por lo tanto no realizable
fisicamente.
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Ejemplo 12.8

Obtener la secuencia de ponderacién de un filtro paso bajo de desfase nulo
y que la banda pasante sea un octavo de la frecuencia de muestreo.

Los datos del ejercicio supone glissea nulo y que la frecuencia de corte sea un
cuarto de la frecuencia de Nyquist. =w,/ . Al aplicar (12. 53) se obtendra la

secuencia de ponderacion de este filtro digital:

_1self7;)

O =
4 (k) (12. 54)

cuyos valores seran:

{9d={.. 0.07 -0.16 0.22 0.25 0.22 0.16 0.07 ...}

La respuesta al impulso de la
secuencia esta representada en la figu
12.16. Dos aspectos destacan. Primero,
filtro no es causal, ya que pakx0 los
valores d€{gi} no son nulos, por lo que no
pueden ser implementados en tiempo ree
En segundo lugar, la respuesta al impuls
no es finita, esto significa que la respuest
del filtro tardaria infinito tiempo en
calcularlo, incluso asumiendo que pudier:
tener infinitos coeficientes. De estos
aspectos, se concluye que la realizacién
un filtro ideal es imposible de realizar
fisicamente; h_abiendo de aceptar c:riterio,sigura 12. 16 Respuesta impulsional con
de compromiso para el disefio. PoOgesfase nulo
ejemplo, si se trunca la respuesta al
impulso se tendra un filtro digital realizable fisicamente, pero éste sélo serd una
aproximacion al comportamiento ideal.

Resolucién en MATLAB

>>k=-20:20; w_cn=1/4;

>>disp( 'Secuencia de ponderacion del filtro paso bajo anticausal' );
>>gk=w_cn*sinc(k*w_cn)

>>stem(k,gk);
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Ejemplo 12.9

Disefar un filtro paso bajo FIR con una frecuencia de muestreo de 1.6 kHz,

frecuencia de corte de 200 Hz y con A igual a 5, sabiendo que el orden del filtro es
10.

De aplicar (12. 53) con las condiciones dadas en el ejercicio da los siguientes
coeficientes:

{a} ={-0.045 -0.001 0.073 0.157 0.224 0.250 0.224 0.157 0.073 -0.001 —0.045}

y segun (12. 56) su respuesta en frecuencia sera:

— A 56T O - —i a
Glw)=e 05 + ZZ g, cod(5 ')WT]E (12.55)

Cuya respuesta en frecuencia y al impulso se encuentran representado en la figura
12.17.

Figura 12. 17 a) Respuesta en frecuencia b) Respuesta impulsional

Resolucion en MATLAB

>>n=10;fs=1.6e3;fc=200;

>>w_cn= fc/(fs/2);

>>disp( 'Secuencia de ponderacion del filtro paso bajo causal' );
>>p=firl(n,w_cn,boxcar(n+1))

>>stem(0:n,b);

>>[H,F]=freqz(b,1,2048,fs);

>>subplot(2,1,1);

>>plot(F,abs(H));

>>subplot(2,1,2);

>>plot(F,angle(H));

ELAI-UPM-DOCI001-01 37



Capitulo 12: Introduccion al Procesamiento Digital de Sefales Analdgica

Del ejemplo se muestra como el truncamiento del orden del filtro hace dejar de
comportarse como filtro ideal, apareciendo tanto rizado en la banda pasante como en la
supresora. A este efecto se le denomina fendmeno de Gibbs. También se desprende de la
figura el caracter lineal del desfase.

Aunque esta discusion se limita a la realizacion de un filtro paso bajo, las
conclusiones se mantienen en general para todos las filtros selectivos. En resumen,
ninguno de los filtros mostrados previamente en la Figura 12.14 son causales y, por tanto,
son fisicamente irrealizable.

Una pregunta que aflora naturalmente en este punto es la siguiente: ¢, Cuéles son las
condiciones suficientes y necesarias que debe satisfacer la respuesta frecuencial para que el
filtro sea causal ?. La respuesta a esta pregunta viene dada por el teorema de Paley-Wiener.
Del teorema se extraen varias conclusiones:

» Los filtros causales tienen un mc')du|@(w] gue puede ser cero en algunas

frecuencias, pero no puede ser cero sobre cualquier banda finita de
frecuencias.

» La amplitud de la banda pasante no puede ser constante en un rango finito
de frecuencias y la transicion de la banda de paso a la de rechazo no puede
ser infinitamente abrupta ( esto es una consecuencia del fenémeno de Gibss,
causado por el truncamiento gligpara lograr causalidad ).

 La parte real e imaginaria d&(w) no son independientes y estan
relacionadas por la transformada de Hilbert discreta. En consecuencia, la
magnitud y la fase d&(w) no se pueden elegir arbitrariamente.

Aunque las caracteristicas de respuesta en frecuencia que poseen los filtros ideales
son deseables, no son absolutamente necesarias en la mayoria de las aplicaciones practicas.
Si se relajan estas condiciones es posible realizar filtros causales que se aproximan a los
ideales con tanta precision como se desee. En particular, no es necesario insistir en que la
ganancia en la banda pasante sea constante. Se puede tolerar un pequefio rizado e
igualmente se puede tolerar un valor pequefio distinto de cero en la banda de rechazo. La
transicion de la banda de paso a la supresora no serd nula y existirh una banda de
transicion. En cualquier problema de disefio de filtros selectivos se podra especificar: (1) el
rizado de la banda pasantg, (2) el rizado tolerable de la banda de rech&go(3) la
frecuencia de la banda de pasas, y (4), la frecuencia de la banda supreseva,
Basandose en estas especificaciones se seleccionaran los coefigigbtete la ecuacion
en diferencias del sistema LTI, de la manera que mejor se aproxime a la respuesta en
frecuencia deseada. El grado con el G&) se aproxime a las especificaciones depende
del criterio usado en la determinacion de los coeficientes asi como del orden del polinomio
de la FDT del sistema.
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12.3 Disefio de filtros no recursivos  (FIR)

Los filtros no recursivos tienen ventajas muy interesantes que les hacen ser
ampliamente utilizados en multiples aplicaciones. La caracteristica mas destacable es su
facilidad de disefio para conseguir una respuesta en frecuencias de fase lineal. Los FIR son
por su propia constitucion estables, no habiendo problemas en su disefio o en su fase de
implementacion. Aunque el disefio de los FIR requiera de una gran cantidad de
operaciones de sumas y multiplicaciones, tanto su estructura de programacion como su
realizacion en soporte fisico resulta facil y escalable.

En la practica, los filtros FIR se emplean en problemas de filtrado donde hay un
requisito de fase lineal dentro de la banda de paso del filtro. Si no existe este requisito se
pueden emplear tanto filtros FIR como IIR. Sin embargo, como regla general, un filtro IR
tiene menos rizado y el corte es mas abrupto que un FIR con el mismo grado de polinomio.
Por esta razén, si se puede tolerar alguna distorsién de fase o ésta no es importante, se
prefiere un IIR, principalmente porque su implementacién involucra menos parametros,
requiere menos memoria y tiene menor complejidad computacional.

Basicamente hay dos métodos para el disefio de filtros no recursivos. El primero
trata de definir la respuesta en frecuencia del filtro para luego determinar los coeficientes
del filtro mediante la transformada inversa de Fourier; mientras que la segunda estrategia
utiliza métodos de optimizacion capaz de ir modificando los coeficientes del filtro para
aproximarlo a la respuesta en frecuencia deseada. Solo se va a tratar el primer método.

12.3.1 Filtros FIR simétricos y antisimétricos

Un filtro FIR tiene fase lineal si su respuesta impulsional satisface la condicién de
simetria 0 antisimetria de sus coeficientes. Para su demostracion se partira de la respuesta
en frecuencia de un filtro no recursivo que tenga un ondefxdemas, para facilitar su
comprension se va a suponer que el filtro sea de orden par, definiéndossapieual a
2N, por tanto, la respuesta en frecuencia de los filtros de orden par quedara como:

2N
Glw)= Z} g.e ke

— o INaT {goeijT + glej (N-1)wT

+..+ 0, +...+g2Ne“N“’T} (12. 56)
Si se imponen las condiciones de simetria o antisimetria:

Jo = %0y
O =0 (12.57)

Ona = E0na
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El signo + indicara simetria en los coeficientes y el — para la antisimetria.
Suponiendo primero que existe simetria y agrupando alrededor de los coeficientes

etiN1)T 13 respuesta en frecuencia del filtro quedara como:

Glw)=e ™y, + z”z‘fgi cod(N - i)t
[l = [l

(12. 58)

observandose que el contenido de entre las llaves es real y que el desfase
introducido por el filtro esNwT, siendo por tanto el argumento lineal con la frecuencia.
De igual manera se actuara con los coeficientes antisimétricos, sin embargo, hay que
destacar que si el filtro es de orden par el punto central de la antisemetria sera nulo. Es
facil demostrar que la respuesta en frecuencia del un filtro FIR de orden par con una
respuesta impulsional antisimétrica se puede expresar como:

Glw)= e ™2 Ez“ggiser[(w ~i)T]E
& ]

(12. 59)

La caracteristica de fase del filtro segé— (N -1)T . Igualmente las expresiones

de las respuestas en frecuencias para filtros de orden impar con simetria o antisimetria son
sencillas de obtener, proponiendo al lector que lleve a las siguientes relaciones

gy ((m+1)/z)—1
Glw)=e 2" cos@ﬁ i E/JT% simetriadeordenimpar
. (12. 60)
=] wT+7y D (m+1)/2 .
Glw)=e g ser%j i HL)T% antisimetfadeordenimpar

Estas formulas de respuesta en frecuencia generales se pueden usar para disefar
filtros FIR de fase lineal con respuestas impulsionales simétricas y antisimétricas. Notese
gue para un filtro simétrico, el numero de coeficientes del filtro que especifican la
respuesta em/2 cuandom es par o((m+1)/2)-1) si m es impar. Por otro lado, si la
respuesta impulsional es antisimétrica y el orden es par, el punto central de la antisimetria
sera nulo y habrdn/2 coeficientes que lo definan, en caso de ser orden impar, cada
coeficiente tiene un término emparejado de signo opuesto y estara defin{¢fmby2)-

1).

La eleccion de una respuesta impulsional simétrica o antisimétrica depende de la
aplicacion. Por ejemplo, si el filtro tiene antisimet®¢) tanto para bajas frecuencias
como para frecuencias alrededor de la frecuencia de Nyquist tiene valores proximos a cero,
por lo que no es posible utilizarlos ni para filtros paso bajos ni paso alto. Por otro lado, la
condicién de simetria produce un filtro FIR de fase lineal con una respuesta distinta de
cero para bajas frecuencias. En resumen, el problema de disefio de filtros FIR es
simplemente el del determinan+1 coeficientes, a partir de las especificaciones en las
frecuencias deseadas.
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12.3.2 Disefio de filtros FIR de fase lineal usando ventanas

Hasta este momento se ha observado que la causalidad del filtro requiere del
truncamiento de la respuesta impulsional, y la caracteristica mas destacable de los filtros
FIR (fase lineal), hizo introducir la condicion de simetria o antisimetria en los coeficientes
del FIR. Sin embargo, aunque el orden ¢
filtro sea elevado y se impongan condicion
de simetria, los rizados tanto en la bar
pasante como en la supresora se mantiel
Asi, por ejemplo, en la figura 12.18 se mues
un filtro paso bajo de orden 51 con ul
frecuencia de corte normalizada de O
evidenciando que aun siendo elevado el ort
del filtro el efecto Gibbs se mantiene. Es
fendbmeno no desaparece con la longitud
filtro.

: . : .. Figura 12. 18 Filtro paso bajo de
La causalidad del filtro obligo a defini Or?jen 51 g !

un orden de filtro finito, de forma que un

manera genérica de expresarla seria que la

secuencia de ponderacion del filtro ideal se multiplicase por una “ventana” de longitud
finita, es decir,

Ok = O W, (12.61)

siendogy definida como (12. 53) wi una funcion ventana, donde el truncamiento
mas simple estaria definido por:

W_El k<m
T k>m (12. 62)

tal quem marca el nimero de la secuencia de truncamiento y el orden del filtro.
Ademas, a esta ventana y a otras que se veran mas adelante se las impone la condicién de
simetria para hacer cumplir la caracteristica de fase lineal.

Es instructivo considerar el efecto de la funcidbn ventana en la respuesta en
frecuencia deseada. Recuérdese que la multiplicacién de la funcién ventajga} am
equivalente a la convoluciéon @&w) conW(w), dondeW(w) es la transformada de Fourier
de la funcion ventana. Asi, la convolucion @é&v) con W(w) produce la respuesta en
frecuencia del filtro FIR (truncado). Esto es,
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GvW(w-v)dv (12. 63)

— Iy

G'(w)=

1
2
T

-3

La transformada de Fourier de una ventana rectangular es:

1-eTmD e Ser{wT (m+1)/2)
1- g lerm) ser(wT /2) (12. 64)

W(w)= zle'j““ =

La respuesta en magnitud de la funcion ventana se ilustra en la figura 12.19 para

m=7. Noétese quaN(w) para la ventana rectangular tiene fase lineal, evidente por el
caracter de simetria de sus coeficientes.

Figura 12. 19. Modulo de la transformada de Fourier de una ventana rectangular

A medida que el orden del filtro crece, el ancho del I6bulo principal decrece. Esta
caracteristica se relaciona con la region de transicion entre la banda pasante y la supresora,
esto es, cuando se aumente el orden del filtro, el corte entre estas bandas sera mas abrupto.
Para el caso de ventanas rectangulares los I6bulos laterales son altos y de hecho, a medida
gue m crece las amplitudes del pico del I6bulo principal y de los I6bulos secundarios
crecen de forma que el &rea encerrada en cada I6bulo permanece constante mientras que su
anchura decrece cam. Como el area del |6bulo permanece constante al creckrs
oscilaciones ocurren mas rapidamente, pero no disminuye su amplitud al aumentar

Por lo tanto, la respuesta en frecuencia del filtro FIR trunc@day), sera la
convolucién de la respuesta desedsl@), y de la transformada de Fourier de la ventana
rectangular, tal cual fue recogido en (12. 63). Suponiendo el disefio de un filtro paso bajo
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con una frecuencia de corte, la figura 12.20 muesti@(w) y W(w), como se usaria en la
ecuacion referenciada.

Figura 12. 20. a) Convolucion entre la respuesta ideal y la ventana rectangular. b) Resultado
de la convolucion.

El resultado no hace mas que confirmar las conclusiones del teorema de Paley-
Wiener (ver figura 12.20b). Se puede constatar la existencia de rizado tanto en la banda
pasante como en la supresora y, ademas, no es posible el corte abrupto entre ambas banda.
Sin embargo, la aplicacion de ciertas funciones ventanas permiten suavizar estos
inconvenientes no deseado. Para evitarlo existen varios tipos de funciones ventanas, asi por
ejemplo se tiene:

W = - (1-a)cod2rk/m) k<m
ko k>m (12. 65)

Donde parax = 0.5 es llamada la ventana g&en Hanny cuandoa = 0.54 es la
denominada ventana éi&amming La ventana dBlackmanesta definida por:

W = P42- 0.5cod7k / m)+0.08cod27k /N) k<m
" k>m (12. 66)

Para ilustrar las caracteristicas de la respuesta en frecuencia de las ventanas de von
Hann, Hamming y Blackman se muestran en la figura 12.21 un ejemplo. Se trata de
comparar las respuestas frecuenciales de un filtro FIR truncado por una ventana
rectangular y los resultados de aplicar estas funciones ventanas. El orden del filtro es 21y
la frecuencia de corte es un cuarto de la frecuencia de Nyquist.
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Figura 12. 21 a) Respuesta con ventana rectangular b) con ventana von Hann c)
ventana de Hamming d) ventana de Blackman e) Kaiser =2 f) Kaiser =4

Todas estas funciones ventana tienen lobulos laterales significativamente mas bajos
comparados con la ventana rectangular. Sin embargo, para el mismo valor del orden del
filtro, el ancho del I6bulo principal es también mas amplio para estas ventanas comparado
con la ventana rectangular. Consecuentemente, estas funciones ventana proporcionan
mayor suavizado a través de la operacion de convolucién en el dominio de la frecuencia, y
como resultado la regién de transicion en la respuesta del filtro FIR es mas amplia. Para
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reducir el ancho de esta regidén de transicion se tendra que elevar el valolodeual
resulta un filtro mas caro. La tabla 12.1 resumen estas importantes caracteristicas del
dominio de la frecuencia de las distintas funciones ventana.

Tipo de ventana Ancho de transicion del I6bulo Pico de lébulos
principal laterales
Rectangular 41i(m+1) -13dB
von Hann 8r7(m+1) -32dB
Hamming 8r/(m+1) -43dB
Blackman 12717(m+1) -58dB

Tabla 12. 1 Caracteristicas frecuenciales mas importantes de algunas funciones ventana

12.3.2.1 El método de disefio de filtros mediante la ventana de Kaiser.

El compromiso entre la anchura del l6bulo principal y el area de los l6bulos
laterales se puede cuantificar buscando la funcion de ventana que esté concentrada de
forma méxima alrededor d& = O en el dominio de la frecuencia. Este asunto se ha
considerado en profundidad durante largo tiempo. Entre 1966 a 1974, Kaiser descubrié que
se puede formar una venta cuasi-6ptima utilizando la funcién de Bessel modificada de
primera especie. La ventana de Kaiser se define como:

ZEO%E—BMHZ zglo(ﬂ) k<m

g a [
k>m (12. 67)

dondea = (m+1)/2 elg( ) es la funcién de Bessel de primera especie, definida por
la serie:

Z' Ek Hk g (12. 68)

A diferencia de las otras ventanas, la ventana de Kaiser tiene dos parametros: el
orden del filtrom, y el parametro de form@ Variandomy [ se puede ajustar la amplitud
de los l6bulos laterales y el ancho del I6bulo principal. Se demuestras que si se aumenta el
orden del filtro yB se mantiene constante, la banda de transicion disminuye manteniéndose
la amplitud de los I6bulos laterales. De hecho, Kaiser obtuvo, mediante amplias
experimentaciones numeéricas, una pareja de formulas que permiten al disefiador de filtros
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predecir los valores del orden del filtro y del factor de fornemesarias para cumplir unas
determinada especificaciones en frecuencia. Ademas, también demostré que, sobre un
intervalo suficientemente amplio de condiciones, el nivel de rizadeer figura 12.20),

esta determinado por la selecciénf&upuesto fijo el nivel de rizado, la frecuencia de la
banda del filtro paso bajo se define como la maxima frecuencia para la que

|G'(wB]:1—61. La frecuencia de la banda supresarg, se define como la minima
frecuencia para la qi@’ (wS] < 0, . Debido al caracter simétrico de los coeficientes resulta
qued, =9, De otro lado, la anchura normalizada de la region de transicion es

2w, (12. 69)
para la aproximacion del filtro paso bajo. Definiendo

A, =—20log,, 9, (22. 70)

Kaiser determin6 empiricamente que el valoBdecesario para cumplir un valor
especifico dé\y, esta dado por:

[0.1104A,,, -8.7) A >50
,B%).5842(Anm -21)* +0.07884A,, —21) 21< A, <50
2 Anin <21 (12. 71)

Para el caso de qyesea cero, la ventana es igual a la rectangular. Ademas, Kaiser
descubrié que para cumplir unos valores especificdg,dedw, y m debe satisfacer:

m= Aﬂin _8
2.28%\w, (12.72)

la expresion permite predecir el valorrdeon una precision dg2 para un amplio
margen de valores dg,in € Aw,. Por tanto, con estas formulas, el método de disefio basado
en la ventana de Kaiser casi no requiere iteraciones de prueba y error.

Con el uso de las formulas de disefio de la ventana de Kaiser, es inmediato disefiar
un filtro FIR paso bajo que cumpla unas determinadas especificaciones. El procedimiento
de disefio sigue los siguientes pasos:

» Se establece la respuesta de frecuencia deseada para un filtro paso bajo. Esto
significa seleccionar los valores deseadosaxleus y el rizado tolerable.
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* Hay que determinar la frecuencia de corte del filtro paso bajo ideal. Debido a la
simetria de la aproximacion en la discontinuida¢e), seria:

o = et Ws
T 5 (12. 73)

* Si se elige una ventana de Kaiser se podran calcular los parametros del orden
del filtro y del factor de formgB, utilizando los valores dénin € Aw, y las
expresiones (12. 71) y (12. 72). En caso contrario, esto es, si se utiliza ventanas
de von Hann, Hamming, Blackman o rectangular habra de ir iterando con el
orden del filtro, pues no se puede determinar con ninguna expresion empirica la
longitud del filtro. Como semilla para el orden del filtro se podria utilizar la
ecuacion de Kaiser para el orden del filtro (12. 73).

* Una vez definida el orden del filtro se determinara la secuencia de ponderacion
del filtro ideal por medio de:

w, serf(k—A)w.T] k=0+1+2..
P (12. 74)

O =

* La respuesta al impulso del filtro se calcula multiplicando la secuencia del
filtro ideal por la secuencia de la funcién ventana,

Ok = O W, (12.75)

» Por ultimo, si el filtro selectivo no es paso bajo se realiza la transformacién al
tipo de filtro deseado, haciendo uso de las indicaciones del cuadro 12.1 (ver
siguiente seccidn).

12.3.2.2 Transformaciones sobre los filtros

Aunque el método expuesto se ha centrado en los filtros paso bajo, también es
posible disefar los otros tipos de filtros selectivos, esto es, paso alto, pasa banda y rechazo
de banda. Para ello se podria utilizar el mismo procedimiento que se vio anteriormente,
pero en vez de aplicar la banda pasante a las bajas frecuencias se puede realizar para
cualquier otra forma de banda pasante. Sin embargo, y de igual manera que ya se vio en el
anterior capitulo sobre filtros analdgicos, aqui también existen transformaciones de paso
bajo a cualquiera de los otros tipos.

Asi por ejemplo, s@ips) son los coeficientes de la respuesta al impulso de un filtro
paso bajo con una frecuencia de céae)pg y una frecuencia de Nyquisty, entonces:
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Qe = (_ 1)k G (12.76)

siendo éstos los coeficientes de la respuesta al impulso del filtro paso alto con una
frecuencia de corte de:

(@ )on = (04) = (@, )g (12.77)

La demostracion de la validez de esta transformacion es bastante sencilla y es como
sigue:

(e )PA

kaT w+ Iejkwwa
2T

en = omT I (12.78)

Haciendo el cambio de variables en la primera integralvdew' + w, y en la
segunda dev = w' — w,

— 1 eJk (L)+(A)N)wa L1 1 wN_(%e)?Q(w'_wN)wa,
Gicem 21T I 2/ T I
-1 (codkn]) (wc):'k“”dw (-2)
21T w[)PB tee) (12. 79)

Por tanto, el disefio del filtro paso alto con frecuencia de (@g)ea pasa por un
disefio inicial de filtro paso bajo con frecuencia de cftg)-(w, )., y multiplicando el

resultado po(-1)".

Figura 12. 22 Cambio de variables de wa
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Las relaciones entre paso bajo con pasa banda y rechazo de banda quedan recogidas
en el cuadro resumen 12.1.

Conversion Transformacion Parametros
A paso alto Ok(pa) = (— 1)n Ok(pe) (wc )PA = (wN )_ (wc )PB
A paso banda Ou(reanoy = (2C0LKaW,T))g ey w, =frecuenciacentral

W, =W, - (wc )PB
W, =W, + (wc )PB

A rechazo de banda
Ok(re) =1~ Go(peannA)
Okre) = “Gk(peanDy) N = +1,42,..

Cuadro 12. 1 Transformaciones de paso bajo a otro tipo de filtro

Ejemplo 12.10

Disefar un filtro paso bajo con ventana de Kaiser si la frecuencia de banda
es de 6kHz y 9kHz la frecuencia supresora, sabiendo que se admite un rizado en
la banda pasante de 0.1y en la supresora es de 0.01. La frecuencia de Nyquist es
de 15kHz.

Como el método de disefio de la ventana implica que los rizados deben ser idénticos
se elige el mas restrictivo, esto es, se tdpa0.01L Hay que determinar la frecuencia de
corte del filtro paso bajo ideal, que debido a la simetria de la aproximacion en la
discontinuidad de la respuesta en frecuencia del ideal, seria:

w, =2 OOO; 9OOO@= 2117500

(12. 80)

Para determinar los parametros de la ventana de Kaiser habra de calcular

A, = 2P0 000, o A = -20l0g,,(5,) = 40dB

0 2x15000 ] (12. 81)

Al sustituir estos dos valores en las ecuaciones del orden del filtro y del factor de
forma resulta,
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m=22 B =34 (12. 82)

Los coeficientes de la ventana de Kaiser estaran determinados y la secuencia de
ponderacién del filtro paso bajo ideal responderan a la ecuacion:

05 serf(k - 11)0.57] Kk=0+1+2,..
(k -12)0.51

Ok

Resolucion en MATLAB

>>fb=6e3;fs=9e3;fn=15e3;e=0.01,;
>>A=-20*log10(e);Aw=pi*(fs-fb)/fn;w_cn=(fb+fs)/(2*fn);
>>m=round((A-8)/(2.285*Aw));
>>peta=.5842*((A-21)".4)+0.07886*(A-21);
>>pb=firl(m,w_cn,kaiser(m+1,beta));
>>[H,F]=freqz(b,1,2048,2*fn);

dai

Ejemplo 12.11

Construir un filtro paso banda con ventana de von Hann de orden 8 cuyas
frecuencias de bandan sea de 10 kHz y 20 kHz, sabiendo que la frecuencia de
muestreo es de 100 kHz.

Atendiendo al cuadro habra de determinar cual es la frecuencia de corte del filtro
paso bajo ideal. Por la simetria de la transformacion la frecuencia central serd de 15 kHz y
la frecuencia del filtro paso bajo ideal de 5 kHz. La ventana de von Hann para m igual a 8
sera,

W, :{0.095 0.345 0.654 0904 1 0.904 0.654 0.345 0.09}
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La secuencia de ponderacién del filtro paso bajo ideal para una frecuencia de corte
de 5kHz estara dada por:

g, = 0.138&(5 ;)é)gin] k = 0,+1,+2,+3y + 4.

cuyos valores seran:

Oy ={0.075 0.085 0.093 0.098 0.1 0.098 0.093 0.085 0.075}

Al multiplicarlos por la ventana resultaran:

g{((PB):{O.OO72 0.029 0.061 0.089 0.1 0.089 0.061 0.029 0.0072}

Ya se dispone del filtro paso bajo, por tanto, se procedera a convertirlo en pasa
banda segun la transformacion que se vio en el cuadro:

15 .
gk(PBANDA) = %CO%ZHE%MPB)

resultando la secuencia de ponderacion deseada:

Ok (PeANDA) ={0.0145 0.035 -0.038 -0.169 -0.161 O 0.099 0.056 0.0045}

Resolucion en MATLAB

>>m=8;f1=1e4,;f2=2e4,;in=5e4;
>>b=firl(m,[f1/fn f2/fn],hanning(m+1));
>>[H,F]=freqz(b,1,2048,2*fn);
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12.4 Diseio de filtros recursivos  (IIR)

El método tradicional de disefio de filtros IIR en tiempo discreto se basa en la
transformacion de un filtro analdgico en un filtro digital que cumpla las especificaciones
preestablecidas. Esta solucion es razonable por varios motivos:

» El arte del disefio de filtros IIR analdgicos estd muy avanzado, y como se
pueden obtener resultados Utiles, es ventajoso utilizar los procedimientos de
disefio que ya se han desarrollado para los filtros en tiempo continuo.

* Muchos métodos utiles de disefio de filtros IIR en tiempo continuo dan
como resultado formulas de disefio simples en forma cerrada. Por tanto, los
métodos de filtros IIR digitales que se basan en esas formulas estandar de
disefo de filtros IIR continuos son faciles de realizar.

El hecho de que los disefios de filtros en tiempo continuo se puedan trasladar a
disefios de filtros digitales no quiere decir que tengan la misma respuesta frecuencial.
Generalmente sucede que el filtro anal6gico empleado para la aproximacion tiene una
respuesta en frecuencia diferente de la respuesta en frecuencia efectiva del filtro digital.
Esta circunstancia indica que al disefiar un filtro digital se parte de un conjunto de
especificaciones en tiempo discreto; mientras las caracteristicas del filtro en tiempo
continuo se obtienen de la transformacién. Al realizar esta conversion se desea que la
respuesta en frecuencia del filtro digital preserve las propiedades esenciales del filtro
analdgico. Esto implica concretamente que se espera que el eje imaginario dslsglano
transforme en la circunferencia unidad del plandna segunda condicion es que un filtro
estable analogico se debe de transformar en un filtro estable de tiempo discreto. Esto
significa que si el filtro continuo tiene los polos en el semiplano negativesedidiltro
digital tiene que tener los polos dentro del circulo unidad del @aBetas restricciones
son basicas para las técnicas de disefio de los filtros digitales IIR.

12.4.1 Diseio de filtros IR mediante transformadas bilineales

Los filtros recursivos pueden ser disefiados por varios métodos, siendo el mas
comun el basado en las transformaciones bilineales. Este procedimiento requiere del
conocimiento de la funcion de transferencia en el tiempo continuo del filtro a disefar. Los
coeficientes del filtro en el domin&son transformados a uno equivalente en el dorainio
Los coeficientes de la discretizacion formaran el filtro IIR.

El origen de este proceder viene dado por la cantidad de experiencia acumulada en
el disefio de filtros analdgicos. Por tanto, todos los polinomios, tablas, métodos analiticos y
gréficos para definir el filtro analégico, empleados en el anterior capitulo, seran usados en
el disefo de los filtros recursivos.
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Si bien hay varios métodos de discretizacion, la mayoria de ellos tienen problemas
de solapamientos en frecuencias, por realizar una relacién entre ekEande varias
regiones del dominis a una sola. Sin embargo, la transformacién bilineal consigue una
transformacion univoca entre el domisiaz. Esta transformacién se define como:

S_gl—z‘l _2z-1
T1+z' T z+1 (12. 83)

Y su relacion inversa es del tipo:

_1+(T/2)s
z=__\ "=/
1-(T/2)s (12. 84)

y sustituyendos = 0 + jw, en la anterior expresion quedara:

_1+0(T/2)+ jw,(T/2)
Z=
1-0(T/2)- jw,(T/2) (12. 85)

Si 0 <0, entonces, de la (12. 85) se deduce |q|ue1 para cualquier valor de,.

Del mismo modo, so >0, |z| >1 para todo valor deu,. Es decir, si los polos del filtro

analdgico estan en el semiplano izquierds,d&u imagen en el plaroesta en el interior

de la circunferencia unidad. Por tanto, los filtros en tiempo continuo causales y estables se
transforman en filtros en tiempo discreto causales y estables. Seguidamente, para
demostrar que el ejgu, se transforma en la circunferencia unidad se procede a sustituir
S= jw, en la ecuacion (12. 85), con lo que se obtiene:

1+ jw,(T/2)
Z_—
1- jw,(T/2)

con lo que se puede ver que el médulo de z es unitario para cualquier vajor de
De hecho, para obtener la relacion de sus respuestas en frecuencias se spstifuyey
z por e'““" con lo que queda después de operar que:

W, :ztanE&TH 0 Wy :2arctar§£5
T 020 02 cC

(12. 86)

Las figuras 12.23 resumen las propiedades de la transformacién bilineal.
Observando la ecuacion (12. 86) y la figura 12.23 hay que notar como el intervalo de la

frecuencia digital 0 < w, s?se transforma en el intervalo de frecuencia analdgica

0<w, < «. Las transformaciones bilineales evitan el problema de solapamients gntre
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z, pero el precio que se paga es la compresion no lineal del eje de las frecuencias. Por
consiguiente, el disefio de filtros en tiempo discreto mediante transformacién bilineal sélo
sera util cuando estd compresion se tolera. Asi, el uso de la transformacion bilineal esta
limitado al disefio de aproximaciones a filtros con respuesta en amplitud constante a
intervalos, como los filtros paso bajo, paso alto o pasa banda. Por otra parte, la distorsion
del eje de la frecuencia también se manifiesta en una compresion de la respuesta de fase
del filtro, esto es, si el filtro analégico es de fase lineal la transformacién bilineal no
conserva esta propiedad. Esta afirmacion es mas cierto sobre todo si la banda pasante se
encuentra cerca de la frecuencia de Nyquist.

Treana mrreetim bilinesd de feeceescn Agital @ snsligces

Flaan

Figura 12. 23. a)Transformacion bilineal del plano s a z, b)Transformacién de la frecuencia
digital a frecuencia analégica

El método de disefio de los filtros recursivos mediante transformadas bilineales
comienza por especificar las caracteristicas del filtro en el dominio de las frecuencias
digitales (w1, wyy, ..., wyk). Estas especificaciones se pasaran al dominio de las frecuencias
analégicas mediante la expresion (12. 86) y que permitirAn obtener las frecuencias del
filtro analdgico:

W, :EtanHiH 1<i<k
T 020 (12. 87)

A este proceso se le conoce peewarping del filtro analdgico. Seguidamente,
mediante las soluciones ya tratadas en el anterior capitulo se obtendrd la funcion de
transferencia del filtro analdgico. Sélo restard convertirsdez empleando (12. 84),
consiguiendd5(z) del filtro digital. Para facilitar su desarrollo se expone un resumen del
procedimiento a seguir:

1. Definir las caracteristicas del filtro digitals, twyp, . .., (Wyk.
2. Realizar la operacion geewarpingde acuerdo con (12. 87) obteniendo las
frecuencias analogicag, Wy, ..., Wik
Disenar el filtro analdgico con las frecuencias definidas en el punto 2.
Reemplazas en el filtro analdgico por la expresion dada en (12. 84).

Hw

54 ELAI-UPM-DOCI001-01



Carlos Platero

Tipo de bloque

Electrénica Industrial

G(z) (Transformacién bilineal)

G(z =
Paso bajo de 6(s)= k ag+a,z "
primer orden 1+st 21 2r
aO :1+— al :1_—
T
G(Z)— bO _bOZ !
Paso alto de primer G(S) — St a,+a,z"
orden 1+sT 2T 2r 2r
b, = k—; 1+—;a =1-—
T T T
by +byz”™
G(z) =0 b,z
Red d ag+az
ed de 1+st
adelanto/retraso de G(S) = k L by = k%+£%bl = k%_ﬂé
fase 1+sT, T T
T 2r
a, =1+ —%;a, —1—T2
+071 4,2
G(Z) — 1 22_1 Z _
Paso bajo de G(S) _ 1 Qtaz +a,z
eondoorien| T agrbstl | a2, Ba g 42
T2 T T? T2 T
G(Z) — bO - 2b02_1 + bOZ_2
Paso alto de G( ) _ as’ a,+az"'+a,z”’
segundo orden S)= as? +bs+1 4a
b, :F;ao,al,a2 O Ver PASOBAJO2°
G(Z) — bO - bO 2_2
Paso banda de G(S) _ bs a,+az'+a,z”’
segundo orden as® +bs+1 22
b, :?;ao,al,a2 O Ver PASOBAJO2°
b, -2,z +b,z
| SRR
Rechazo de bandp G( )_ as” +1 a, +taz +a,z
de segundo ordef \S) = as? +bs+1 4a da
b, :1+_|_—2;b1 :1—_|_—2;a0,a1,a2 O Ver PASOBAJO2°

Cuadro 12. 2 Transformaciones de G(s) a G(z)
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Para facilitar las transformaciones dea z, se exponen en el cuadro 12.2 las
relaciones existentes de filtros comunes de primer y segundo orden mediante la
transformada bilineal.

Ejemplo 12.12

Disefar un filtro digital paso bajo de Butterworth con una frecuencia de
muestreo de 10 kHz, con un a frecuencia de corte de 1 kHz y, al menos, una
atenuacion de 10 dB a la frecuencia de 2 kHz.

En primer lugar se realizaria la operaciérpdewarpinga las frecuencias de 1kHz
y 2kHz, quedando a:

f,=1034Hz f_ =2.312Hz (12. 88)

S

Aplicando la expresion matemética del orden de un filtro de Butterworth, visto en
el anterior capitulo, queda n = 1.368 por lo que se debe de tomar el valor entero superior,
esto es, orden del filtro 2. La funcién de transferencia en el dosdeic:

1

0 s Haerafl 5 B

[Pr10340 [(Pr10340] (12. 89)

G(s) =

Utilizando las expresiones del cuadro de transformacioneS(slea G(z) para
filtros paso bajo de segundo orden quedara:

a, =148La, =-16954a, =6.13
-1 -2
G(Z) _ 1+2z : Z _
14.81-16.9527" +6.137 (12. 90)

La respuesta en frecuencia@g)es indicada en la figura 12.19
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Figura 12. 24 Respuesta en frecuencia de G(z)

Es de destacar la aproximacion de fase lineal en la zona de banda pasante.

Resolucion en MATLAB

>>fd=[1e3 2e3];T=1e-4;in=1/(2*T);

>>fa=1/(pi*T)*tan(pi*fd*T);

>>n=buttord(2*pi*fa(1),2*pi*fa(2),3,10, ‘s’ );%orden filtro
>>[p,q]=butter(n, 2*pi*fa(l), 's' )

>>disp( 'FDT del filtro analdgico’ );

>>g1=tf(p,q)

>>[b,a]=butter(n, fd(1)/fn); %frecuencias normalizadas
>>disp( 'FDT del filtro digital’ );

>>g2=tf(b,a,T)

>>[H,F]=freqz(b,a,2048,1/T);

Ejemplo 12.13

Disefiar un filtro paso alto digital de Chebychev con un nivel de atenuacién
de 40dB, selectividad del filtro de 0.25, ganancia de tension unitaria y frecuencia
de corte de 1kHz.

Las frecuencias analdgicas tras el warping resultaran ser:

f,=1034Hz f_ = 2505Hz

Aplicando las expresiones del anterior capitulo para determinar el orden del filtro
sale que:
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5.97

4 —
_ 10 123.86)(104 n>——03
2.06

- 100.1 _

Tomando el polinomio de grado 3 de Chebychev para un rizado en la banda pasante
de 1dBy pasandolo a filtro paso alto se obtendra su FDT normalizado:

2

G(s):( > x >

s+204)" (s? +0.4945+1.01)

Trasladando a la frecuencia de la banda del filtro quedara:

: ws

Gls)= 12823 _ (63140

+1H %H +O4915— +1H

Aplicando la transformacion bilineal al sistema LTI de primer y segundo orden:

o()- 1510-2) _ 9381-271+27?)

" (251-0512%) L189-16.762" +8.88)

Resolucion en MATLAB

>>fc=1e3;k=1/4;Amin=40;Amax=1;fs=1e4;
>>fd=[fc k*fc];T=1/fs;
>>fa=1/(pi*T)*tan(pi*fd*T);

>>n=cheblord(2*pi*fa(1),2*pi*fa(2),Amax,Amin, 's' )
>>[p,q]=chebyl(n,Amax,2*pi*fa(1), ‘high  ,'s' )
>>[b,a]=chebyl(n, Amax, fc/(fs/2) , ‘high*  );

>>[H,F]=freqz(b,a,2048,fs);
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12.5Implementacion de los filtros digitales

Una vez calculada la FDT del filtro es posible su construccion. La ecuacion en
diferencias exige que estén disponibles los valores retrasados de la salida, de la entradas y
de las secuencias intermedias. El retardo de los valores de la secuencia implica la
necesidad de almacenar los valores pasados de la misma. Ademas, hay que proporcionar
medios para multiplicar por los coeficientes los valores retrasados de la secuencia, asi
como para sumar los productos resultantes.

Hay dos formas de implementar los filtros digitales: mediante un programa de
ordenador o bien por disefio en soporte fisico. Para la ejecucsoftwarese elaborard un
algoritmo que necesitard almacenar los valores anteriores de la salida y de la entrada y
realizar los productos y las sumas correspondientes. En el caso de utilizar lenguajes de alto
nivel, se suele usar aritmética de punto flotante, con el objeto de evitar los efectos
asociados de la cuantificacion con la aritmética de punto fijo, ya que pueden conducir a la
inestabilidad y a cambios significativos en la funcion de transferencia, tal como se vera
mas adelante (ver parrafo 12.6).

Si se usa Electrénica Digital, los elementos basicos necesarios para la realizacion
de un filtro digital son sumadores, multiplicadores y memoria para almacenar los valores
retrasados de la secuencia. La interconexion de estos elementos basicos se representan de
forma conveniente utilizando diagramas de bloques con los simbolos béasicos que se
muestran en la figura 12.25.

Figura 12. 25. Simbolos del diagrama de bloques: a) suma de dos secuencias, b)
multiplicacién de una secuencia por una constante, ¢) Retardo unidad

En la notacién general de diagramas de los bloques, un sumador puede tener
cualquier niumero de entradas. Sin embargo, en casi todas las realizaciones précticas, los
sumadores tienen dos entradas. En los diagramas que aqui se exponen esto se indica de
forma explicita. En las realizaciones digitales la operacion de retardo se puede hacer
utilizando un registro de almacenamiento por cada unidad de retardo que se necesite. Si la
realizacion utiliza circuitos integrados, los retardos podrian hacerse empleando un registro
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de desplazamiento temporizado con la frecuencia de muestreo de la sefial de entrada. En
una realizaciérsoftware los retardos en cascada se realizaran con registros de memoria
consecutiva.

La realizaciéon sistematica en cualquiera de estos dos medios, SW o HW, se ve
considerablemente facilitada representando el filtro en diagrama de bloques. Partiendo de
las ecuaciones en diferencias del filtro:

Yk = @Yk taYi-z Tt @n Yo ThoXi ThiXpy ot by X (12.91)

esta expresion se puede representar por el diagrama de la figura 12.26. Al utilizar
s6lo sumadores con dos entradas, las sumas se realizan en un orden especifico. Es decir, la
figura 12.26 indica que deben calcularse los produeigg_, Y a,4Y -y, Sumarlos

posteriormente y la suma resultante anadirsetg g, . Y asi sucesivamente. Tras

calculary, las variables de retardo se deben actualizar introducigigq) en el registro
gue tieney.n, y asi sucesivamente.

X Y

1
Nt
i

T L
—'CE;G)

bm—f .
Ferts l—' 4’@ @7 ‘jyk—nﬂ
[I bm } Zi
|—’ _'_
‘xk-m yk—n

Figura 12. 26 Representacion genérica de los filtros a partir de la ecuacién en diferencias

Los diagramas de bloques se pueden reestructurar o modificar de diversas maneras
sin cambiar la funcion de transferencia global. Cada reestructuracion representa un
algoritmo computacional diferente para realizar el mismo sistema. Una forma mas
adecuada de implementacion se basa en la estructura en serie obtenida por la factorizacion
en sistemas de segundo orden de la funcion de transferencia del filtro:

n 1+ B,z + B,z
Glz)=k 1 2i
) i 1-a,z" -a,27 (12. 92)
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La figura 12.27 muestra un diagrama de bloques de un filtro [IR implementado con
cascadas de segundo orden. Esta realizacidn tiene cuatro sumas, cuatro multiplicaciones y
dos retardos por cada seccion de segundo orden. Esta forma de implementacion resulta la
mas efectiva para un rango variado de procesadores de propésito general asi como de
procesadores especificos DSP.

Figura 12. 27 Filtro IR en cascada

Una realizacion en cascada se denomina comunmente implementacion en forma
canonica. La realizacion del diagrama de bloques en forma no candnica que muestra la
figura 12.26 se denomina implementacion en forma directa.

Ejemplo 12.14

Sea un filtro cuya ecuacion en diferencias es,
Yi = X * 2%, +1.9Y,, + 0.9y, ,
obtener el diagrama a bloques de la forma candnica y en forma directa.

Como se requiere de una factorizacion de sistemas de segundo orden de la funcion
de transferencia del filtro, se aplica la transformada @nla ecuacion en diferencias,
resultando:

B 1+2z7"
@)= 15 +oer

Las figuras adjuntas muestran la forma directa y canonica respectivamente.
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Figura 12. 28. Estructuras de implementacién, a) Forma directa, b) Forma candnica

12.6 Efectos de la cuantificacion en los filtros

Hasta el momento, en el estudio de los filtros digitales, se ha supuesto que tanto las
variables como los coeficientes de los filtros pueden tomar cualquier valor; ahora bien, la
realizacion de estos sistemas se efectla con dispositivos digitales de calculo, es decir con
computadores, en los que tanto el almacenamiento como la medida de las sefiales se realiza
con numeros finitos de digitos. La operacion de transformacion de los valores de variables
y constantes, con un numero infinito de cifras, a un numero concreto de bits se denomina
cuantificacion. Este proceso, imprescindible en el tratamiento de informaciéon con
computador, produce errores que en este Ultimo punto se van a analizar y acotar.

En la implantacién de los filtros digitales aparecen tres procesos de cuantificacion:

1. Cuantificacion de la sefal de entrada
2. Cuantificacion de los coeficientes de los filtros
3. Errores en el redondeo de las operaciones

12.6.1 Efectos de truncamiento y redondeo

En el andlisis de error de cuantificacién, hay que tener en cuenta la forma de
representacion de los valores en el computador, segin se haga en coma fija 0 en coma
flotante, y, asimismo, también tendré influencia la forma de realizar el paso de un niumero
cualquiera, equivalente a infinitos digitos, a un numero finito de digitos, segun sea por
truncamiento o por redondeo.

En general la representacion de los numeros en computadores se realiza2en base
es decir en representacion binaria, por dos métodos distintos: en coma fija, donde se utiliza
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un namero determinado de digitos para la parte entera y otra para la parte decimal, por
ejemplo 4y 6:
1001011010 (12.93)
o en coma flotante, donde la representacién es de la forma:

M 2° (12. 94)

dondeM, mantisa, es un niumero que verifica:

<M<1

N

(12. 95)

y C, exponente, es un numero entero, positivo 0 negativo; arivbog,c, se
representan por un namero fijo de bits.

La forma de representacion de los nUmeros negativos tiene su importancia segun se
haga por signo y magnitud, por complemento a dos o por complemento a uno.

Tanto en coma fija como flotante se va a considerar que la parte fraccionaria o
mantisa tieneb bits, entonces los nimeros se representan en salt@s, dss decir la
minima diferencia entre dos representaciones distintas2% de

Dado un numero de infinitos digitos, se entiende por truncamiento del mismo la
operacion de tomar |ds primeros bits mas significativos, despreciando el resto, mientras
gue su redondeo es tomar la representacion del valor mas préximo al mismo.

En la figura 12.29 a) se representan los valores de la sefial cuant@ifgdan
funcién de los posibles valores ®Heara el caso de representacion por redondeo y coma
fija. Como se puede observar en la misma, el error en dicha cuantificacion es:

£ =Q(x)-x (12. 96)
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ow o
R 24/
AN AN
2472 \/ 4 \
T o 2472

Figura 12. 29 Técnicas de redondeo a) Cuantificacion b) Error

En valor absoluto, el error sera, como maximo, de medio salto, es decir:

1o el
52 <Q(x) x<52 (12. 97)

El caso de truncamiento y coma fija, utilizando el complemento a 2 para los
negativos, viene representado en la figura 12.23, donde el error esta acotado entre los
valores:

-2 <Q(x)-x<0 (12. 98)

Orx)
QR
2-b

g N\

-2b b

Figura 12. 30 Técnicas de truncamiento a) Cuantificacién b) Error
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12.6.2 Cuantificacion de sefiales

En la conversion analdgica/digital de una sefial para su tratamiento con
computadorademas del proceso de muestreo hay que tener en cuenta el de cuantificacion,
efecto éste debido a la limitacion del numero de cifras de los registros en los que se
almacenan sus valores.

Para el estudio del efecto que esta cuantificacion de los elementos de la secuencia
de entrada produce sobre los de la secuencia de salida de un filtro digital, se va a suponer,
en primer lugar, como la forma méas usual de trabajo de los convertidores A/D, la coma fija
con b+1 bits, b la parte fraccionaria y 1 de signo, utilizando técnicas de redondeo. Se
considera igualmente la sefial normalizada a 1, es decir:

P 1.
1+52 <x, <1 52 (12. 99)

Una representacion equivalente al proceso de cuantificaciébn es la derivada de
considerar, segun se indica en la figura 12.30b), su efecto como una secuencia de valores
aleatorios afiadidos a la original.

A~

% =Qx.)=x, +e, (12. 100)

Donde{ey} es una secuencia denominada frecuentemeide cuyos elementos
verifican:

1, 1.,
22 <& <32 (12. 101)

El proceso de redondeo se caracteriza por una distribucion estadistica, tal que la
secuencia{e} se define como una variable aleatoria con una funcion de densidad
uniforme,p(&), entre—(2°/2) y (2°/2), que se representa en la figura 12.31.

pld
1/2®

=242 2°/2

Figura 12. 31 Funcién de densidad del error por redondeo
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Los parametros estadisticos de la media y la varianza de la misma son:

1 =0
02 _ 2—2b
e~ 17 (12. 102)

El valor que da una idea de la magnitud del error es su varianza. Esta se suele
referir a la amplitud de los valores de la secuencia a cuangfidaon el fin de comparar
parametros equivalentes se define sobre la secyegcsu varianza:

1 2
o-=—>» X
X N;; “ (12. 103)

con N igual al nimero de elementos cuantificados en el proceso en curso de
estudio. La medida de error de cuantificacion, representad&NBr (Signal to Noise
Ratio), se define como el cociente entre ambas desviaciones tipicas:

2 2
SNR=Zx =_9x -1 22472
g
< 2005 (12. 104)

Como se ve en la expresion el indBBRaumenta con cada incremento en el
namero de bits que se use para la representacion de la sefial.

12.6.3 Cuantificacion de los coeficientes

Igual que ocurre con los valores de las muestras de la sefial, en el proceso de
realizacion de un filtro, los pardmetros que lo definen sufren una cuantificacién que puede
afectar, en algunas ocasiones considerablemente, a las prestaciones del sistema.

Para abordar este problema es necesario centrarse en la ecuacion caracteristica del
filtro y estudiar como varian sus raices ante las variaciones en sus coeficientes. Por
ejemplo, si un sistema tiene una ecuacién en diferencias estimadas:

~

Y = (a+Aa)§/k—1 U (12. 105)

dondea es el coeficiente que sufre un error de cuantificaddédnesta tendra por
ecuacion caracteristica:

z-(a+Ma)=0 (12. 106)
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en la que es claro que, si se quiere situar un polp ©r0.995 sera necesario
almacenar el valor da con tres cifras decimales ya que la variacion maxima de este
parametrofa, admisible para garantizar la estabilidad es 0.005.

En general este problema se podra resolver con un analisis de sensibilidad de las
raices de la ecuacion caracteristica a los parametros de la misma.

Las consecuencias practicas de la cuantificacion de los coeficientes son:

» Los filtros con poco ancho de banda son muy sensibles a la cuantificacion. Este
efecto se deriva por tener polos muy cerca del

» El sobremuestremyersamplinyjincrementa la sensibilidad a la cuantificacion.

» La estructura fisica del filtro influye mucho.

12.6.4 Cuantificacion de resultados de operaciones

A efectos de cuantificacion, la operacion de mayor interés es la multiplicacion ya
gue el resultado de ésta ocupa el doble de nimeros de cifras que de los factores, por lo que
para almacenarlo o realizar otras operaciones habra que reducir el nimero de sus cifras.

Este error de cuantificacion aparece en cada iteracion de la ecuacién en diferencias
con lo que su efecto se puede estudiar como una secuencia de numeros aleatorios
independientes sumados a la secuencia de salida de los blogues en los que se realizan
multiplicaciones. Por ello, la importancia de este error dependerd fuertemente de la
estructura elegida para la implementacion del filtro.

Utilizando el esquema tipico de la construccion de un filtro, segun se indic6 en la
figura 12.27, y siguiendo las propiedades estadisticas enunciadas sobre el error de
cuantificacion, los ruidos son aditivos, pudiéndose reemplazar por unos cuyos elementos
representativos valgan:

ezg% +Ze® (12. 107)

Si cada uno de los ruidos considerados tiene iguales propiedades estadisticas, dadas
en (12. 102), las del total, suma de los referidos, seran:
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indicando que a medida de que se aumente el orden del filtro mayor seré el

Analdgica

(12. 108)

incremento del error cometido por redondeo en las multiplicaciones.
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