Ecuaciones Diferenciales
¥ Analisis Numérico

Apuntes de la asignatura

Matematicas Aplicadas

a la Biologia

Grado en Biologia por la Universidad de Sevilla
Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y Analisis Numérico
Universidad de Sevilla

Curso 2015/16






Indice general

Version: 3 de noviembre de 2015

1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 7
1.1. Utiles matematicos elementales . . . . . . . . . .. . . 7
1.1.1. Operaciones elementales . . . . . . . . . . . .. L 7
1.1.2. Igualdades y desigualdades . . . . . . . . . . . . .. 9
1.1.3. Polinomios . . . . . . . . e e 17
1.1.4. Expresiones racionales . . . . . . . . . ..o 18

1.2, Funciones . . . . . . o . L e e e 22
1.2.1. Dominio e imagen de una funcion . . . . . . . ... Lo oL 22
1.2.2. Graficas de las funciones elementales . . . . . . .. ... L oL 25
1.2.3. Limites y continuidad . . . . . . . . . L 27
1.2.4. Estudio asintotico . . . . . . . ..o L 31
1.2.5. Concepto de derivada . . . . . . . . . . Lo 34
1.2.6. Crecimiento y decrecimiento . . . . . . . . . . .. Lo 37
1.2.7. Maximos y minimos relativos . . . . . . .. Lo oL o 38
1.2.8. Concavidad y convexidad . . . . . . . ... L e 41
1.2.9. Representacion grafica de funciones . . . . . . . ..o oL oL 43

1.3, OptimizaciOn . . . . . . . o ot it e e e e e e e 50
1.4. Problemas de determinacién de parametros . . . . . . . . .. . oL oo 60
1.5, Matrices . . . . . . o e e e 65
1.6. Sistemas lineales de ecuaciones . . . . . . . . .. L oL e 67
1.6.1. Resolucion de sistemas triangulares . . . . . . . . .. Lo Lo 70
1.6.2. Sistemas equivalentes . . . . . . ... 72
1.6.3. Método de Gauss . . . . . . . o . e e 72
1.6.4. Ejercicios: Igualaciéon de reacciones quimicas . . . . . . . . . ..o Lo 76

2. Modelos discretos en Biologia 81
2.1. Modelos unidimensionales . . . . . . . . .. 81
2.1.1. Modelos de crecimiento exponencial: modelo de Malthus . . . . . ... .. ... ... ... 82
2.1.2. Modelos unidimensionales crecimiento restringido . . . . . . . .. ... Lo 87
2.1.3. Puntos de equilibrio de modelos discretos unidimensionales . . . . . . .. ... ... ... 91
2.1.4. Estabilidad de modelos discretos unidimensionales . . . . . . .. ... .. .. ... ... 94

2.2. Modelos multidimensionales lineales . . . . . . . . . . ... 97
2.2.1. Un primer ejemplo simple . . . . . . .. oL Lo 97
2.2.2. Matrices de Leslie: caso general . . . . . . . ... L Lo L 99
2.2.3. Numeros complejos . . . . . . . oL e e e e e 102
2.2.4. Autovalores y autovectores de una matriz . . . . . ... ..o oL oL 103



0. Indice general 4
2.2.5. Comportamiento a largo plazo en un caso simple: modelo discreto lineal bidimensional . . 107

2.2.6. Justificacion del comportamiento asintotico del modelo 2.14 (prescindible) . . . . . . . .. 108

2.2.7. Comportamiento a largo plazo del modelo de Leslie. . . . . . .. ... ... ... ... .. 111

2.3. Modelos multidimensionales no lineales . . . . . . . . .. ... . oL o 115
2.3.1. Modelo de Nicholson-Bailey . . . . . . . ... . o 115

2.3.2. Modelo binomial negativo (Griffiths-May) . . . . . .. .. ... ... L .. 116

2.3.3. Puntos de equilibrio de sistemas discretos multidimensionales . . . . . . . .. .. ... .. 118

2.3.4. Funciones de dos variables. Derivadas parciales . . . . . . .. .. ... ... ... ... 122

2.3.5. Estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo discreto bidimensional . . . . . .. .. 125

3. Integracion 129
3.1. Laintegral indefinida . . . . . . . . . . . . . L 129
3.2. Imtegrales inmediatas . . . . . . . ..o e 130
3.3. Cambio de variable . . . . . . ... e 134
3.4. Integrales de funciones racionales . . . . . . . ... L L L e 138
3.5. Imtegracion por partes . . . . . . .. oL oL e e e e e e e 142
3.6. Laintegral definida . . . . . . . . . . L 144
3.7. Area de recintos planos . . . ... ... 147

4. Métodos numéricos 153
4.1. Resoluciéon numérica de ecuaciones . . . . . . . . . ..o L e e e 153
4.1.1. Teoremas del Valor Intermedio y de Bolzano . . . . .. .. ... ... .. .. ....... 153

4.1.2. Resolucion numérica de ecuaciones: método de biseccion . . . . . . . .. ... 155

4.1.3. Resolucién numérica de ecuaciones: método de Newton . . . . . . .. .. ... .. .. ... 160

4.2. Nociones de integracion numeérica . . . . . . . . .. Lo oL 164
4.3. Imterpolacion y ajuste de datos . . . . . . . . L L 170

5. Ecuaciones diferenciales 177
5.1, Introduccion . . . . . . oo e e e e 177
5.2. Resolucion de ecuaciones diferenciales de la formay’ =a(t) . . .. ... .. ... ... ... ... 180
5.3. Ecuaciones diferenciales de variables separables y' = a(t)g(y) . . . . . . . .. . ... ... .. 183
5.4. Ecuaciones diferenciales lineales y' =a(t)y +b(t) . . .. . . . .. .. . o L. 187
5.5. Equilibrio y estabilidad . . . . . . . .. L 192
5.6. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales . . . . . . .. ..o oL oL 196
5.6.1. Dinamica de poblaciones: modelo de Malthus o exponencial . . . . . . .. ... ... ... 198

5.6.2. Ley de enfriamiento de Newton . . . . . . . . . ... L o 201

5.6.3. Dinamica de crecimiento de un individuo: modelo de Bertalanfty. . . . . . .. ... .. .. 203

5.6.4. Problemas de mezclas . . . . . .. ... L L 206

5.6.5. Dinamica de epidemias . . . . . . . . . ..o e 209

5.6.6. Dinamica de poblaciones: ecuacién logistica . . . . . .. . ... o Lo 213

A. Calculo de limites 215
A.1. Algebra y propiedades de los limites . . . . . . . . . .. ... 215
A.2. Ejercicios de calculo de limites . . . . . . . ... L e 217
A.3. Regla de I’Hopital para el calculo de limites . . . . . . . . ... . ... L oo 222
A4 EJercicios . . . oo oo e e 226
B. Calculo de derivadas 229
B.1. Derivadas de las funciones elementales . . . . . . . . . ... o 229

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia

Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



0. Indice general 5

B.2. Algebra de derivadas . . . . . . ... 229
B.3. Ejemplos de calculo de derivadas . . . . . . . . ..o L 231
B.4. Derivada de la funcidn inversa . . . . . . . . . ..o e 233
B.5. Derivada logaritmica . . . . . . . . .. L e e 234
B.6. Derivacion implicita . . . . . . .. oL e 235
B.7. Ejercicios . . . . ..o e e e e 237

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla






Tema 1
Resumen de herramientas matematicas
conocldas

Version: 3 de noviembre de 2015

Este Tema se limita a recordar, de forma breve y esquemética y con ayuda de ejercicios, los conceptos y resultados
fundamentales estudiados en los programas de bachillerato, y constituyen la base del resto del programa de la
asignatura.

Resultan, por lo tanto, imprescindibles su conocimiento y su manejo con soltura.

1.1 Utiles matematicos elementales

1.1.1 Operaciones elementales

FRACCIONES

Sib;é(],%:c@a:bc x?f1:1@3x:x+1@2x:1@x:1/2
a+b:g+9 S 3x :(x+1)(x2+1) 3z :(I+1)(x2+1)+3x
c c ¢ x2+1 x2+1 2241 x2+1
a a a 1 1 1
e, Por ejempl _ - igual a = 4+~ — 2
b+c7éb+c or ejemplo, 7= 5 noesiguala o4 7
a w7 +1
5 _8.¢c_od vt2 _ o+l
€ T b'd be 3r+1  (z+2)3z+1)
d

ALGUNAS IGUALDADES IMPORTANTES Y OTRAS QUE SON FALSAS

(a+b)% = a? + 2ab + v? (a + b)% # a® + b?

(a—b)? =a® - 2ab+ b? (a—0b)? #a® - v?

(a+b)(a—1b)=a>—b?
Vab = \/avb Va+b#\a+ Vb
Sia,b>0, (vVa+Vb)(vVa—vVb)=a—b
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POTENCIAS Y EXPONENCIALES

n veces

a"=a-a--ra-a, ac€R, nelN aozlsia#O
a' =a,Va € R
_an — _(an)’ (_a)n — (_1)71 an
a'/"=3/a, aceR, neN al’? = \/a,
{/a no siempre esta definida; por ejemplo no existe la | a'/? = ¥/a
raiz cuadrada de un nimero negativo.
a™" = ¥am, aeR, mnelN a*/? =Vat =a?, a®/® = Vad = aVa?

Va2 = la| (signo positivo de la raiz)

Si @ > 0 también se puede definir
a® para cualquier nimero z € R

a®>0, Va>0 VreR

PROPIEDADES DE LAS POTENCIAS Y EXPONENCIALES

e 1 o 1

o= =

a®*tY = a® a¥ 2392 = 25 = 32,

_ _ * 1 37

T—Y _ T Y — 48 = r—2 _ Qro—2 _ 9w _

@V =ataV =at— = — e e e

(a®)? = a® (32)% =3t =381

(ab)* = a™b" (2-3)=22.32=4.9=36
0N _ /1\*

Sia>1entonces z<y = a*<a? 22 < 23, (2> ><2)

Si0<a<1lentonces z<y = a®>a¥

LOGARITMOS

Para z > 0, Inx es la funcién inversa de la exponencial
de base ¢, es decir:

Paraz >0y a > 0, log, = es la funcién inversa de la
exponencial de base a, es decir:

y=lhze & eY==z y=log,z & a¥=z
hex=0x=1 longy
log,z=0&2=1 N Ina

Inz + Iny = In(zy)

Inz —Iny=1In (CC)
Y

ylnx =Inz¥

6y1nz =¥

In(z +y) no se puede escribir en funcién de Inz y Iny
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1.1.2 Igualdades y desigualdades

IGUALDADES Y DESIGUALDADES

Si se suma o resta un nimero a ambos miembros de
una igualdad, se obtiene otra equivalente.

224+1=20—-2 2243=2r < 22—-20+3=0

Si se suma o resta un niimero a ambos miembros de
una desigualdad, se obtiene otra equivalente.

T-2<5& <7

Si se multiplican o dividen ambos miembros de una
igualdad por un namero distinto de cero, se obtiene
otra igualdad equivalente.

E:Qxfléx:4(2xfl):8x74<:>7;L':4

Si se multiplican o dividen ambos miembros de una
desigualdad por un namero positivo resulta una de-
sigualdad equivalente.

<8 & <4

20

5 a=0

<~

. o . . 3
Si se multiplican o dividen ambos miembros de una | 2z <8 & z> — = —4
desigualdad por un nimero negativo, la desigualdad N
cambia de sentido.
z—1=0
El producto de dos nimeros es nulo si y sélo si alguno | (z — 1)(z — 2) = 0 < 6 bien &
de ellos es nulo: r—2=0
r=1
a=0 6 bien
a-b=0 <= 6 bien =2
b=0
(Naturalmente, también si ambos son nulos)
Un cociente es nulo si y sélo si es nulo el numerador: 7= 0ex=0
T —

INTERVALOS

Un intervalo es un subconjunto de la recta real que se
puede identificar con un segmento.

Para describir un intervalo se encierran entre paréntesis
sus extremos ordenados.

(—5,2) : los paréntesis curvos indican que los extremos
no pertenecen al intervalo. Se dice en este caso que el
intervalo es abierto.

[1,6] : los paréntesis rectos indican que los extremos
si pertenecen al intervalo. Se dice en este caso que el
intervalo es cerrado.

(0,5] : se dice que es abierto por la izquierda y cerrado
por la derecha (contiene al 5 pero no contiene al 0).

Cuando un intervalo tiene extremos finitos, se dice que
es acotado.

Si alguno de sus extremos es +0o0 6 —oo, se dice que
es no acotado.

(=5,-2)={z € R : —5 < x < —2} es acotado
[0,10) ={z € R : 0 <z < 10} es acotado
(0,400) ={z € R : x > 0} es no acotado

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia
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VALOR ABSOLUTO

- xsiz>0 - f(z)si f(z) >0
|x—{ —xsiz<0 |f(x)|—{ —f(z)si f(x) <0
r=a
|| = a <= (¢ o bien
r=—a
r>a
|z] <a<= —a<z<a<=z€(—a,a) |z| > a <= ¢ o bien <~ z ¢ [—a,q]
< —a
Ejemplo 1.1
. % 0
Resolver la ecuaciéon ——— =1
wAEl  w=2

Lo primero que hay que hacer es transformar la ecuacion en algebraica (que no contenga la incognita en
ningtn denominador). Para ello se multiplican ambos miembros de la igualdad por (z + 1)(z — 2) (m.c.m. de
los denominadores):

T T
r+1 x—2

=1 & zz-2)-z(z+)=(z+1)(=z-2) & 22-2z-2°-z=2°—2-2

Simplificando y reagrupando todos los términos se obtiene una ecuacién de segundo grado:

~ —2.7321
948 -2 r
& 22422 -2=0 & x= = \/3:41\/3? & 6 bien
2 2
v~ 0.7321

Ejemplo 1.2
Resolver la ecuacion

2x :L‘+272
T+ 2 2

Igual que en el ejemplo anterior, se eliminan los denominadores multiplicando por su m.c.m. 2z(z + 2):

2 a:+2_
T+ 2 2

2 & 2z 2x—(z+2)-(z+2)=2-22-(z+2)

Simplificando y reagrupando los términos se tiene:

~ —11.6569
—124+ /128 —12+2V32 v
2 +1224+4=0 & zx= = =-6+tv32 & 6 bien
2 2
x ~ —0.3431

Ejemplo 1.3
Resolver la ecuacién (22 — 4z + 3)(22 —2) =0

Hay que tener en cuenta que un producto s6lo es nulo si es nulo alguno de sus factores. Por lo tanto:

=3
x2—4x+3:0@x:4iﬂ© 6 bien
2 w=l
(22 —42+3)(2> —2)=0 <& 6 bien
z=0
> —x=0&z(x—1)=04( 0 bien
r=1

En resumen, la ecuacién tiene tres soluciones: x =0, z =1y z = 3.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.4
Resolver la ecuacion z* — 1022 + 9

Las ecuaciones de cuarto grado son, en general, dificiles de resolver. Sin embargo, se puede observar que, en
este caso particular, la ecuacion sélo tiene términos de grado par. Ello permite, denotando por ejemplo z = x2,

escribir la ecuacion (de segundo grado en la variable z):

22—10249=0 <

=9 r=306x=-3
10 + /100 — 10 & /64 #
7= 0 200 36: 0 5 8 = Ht4 & 6 bien & 6 bien

z=1 r=16x=-—1

Luego la ecuacion tiene cuatro soluciones: x = -3,z = -1, 2 =1y x = 3.

Ejemplo 1.5
Resolver la ecuaciéon z — V25 — 22 =1

Para eliminar la raiz cuadrada, en este caso basta con agrupar todos los demés términos a un lado del signo
igual y posteriormente elevar al cuadrado ambos miembros:

T—V25—22=1 & x—1=+/25—22
Elevando al cuadrado ambos miembros resulta
(z-12=25-22 o 22-2r+1=25-22

Cuando se hace esto hay que ser cauteloso porque esta ultima ecuacion contiene las soluciones de la original,
pero puede tener mas(*), es decir puede haber soluciones de x? — 2x + 1 = 25 — 2% que no lo sean de
z — /25 — 22 = 1. Una vez calculadas es preciso comprobar que de verdad son soluciones.

s Pz -12=0 <

1+/TF8 147 B=4
T— 5 = 5 = 6 bien

T =-3

2z = 4 es solucion, ya que 4 — /25 — 42 =1
x = —3 no es solucion ya que —3 — /25 — (=3)2 = -3 — /16 =—-T7T#1

(*) Ello se debe a que, al elevar al cuadrado en z—1 = /25 — 22, estamos en realidad anadiendo las soluciones
de la ecuacién correspondiente al signo menos de la raiz cuadrada: x — 1 = —v/25 — x2. Es decir, es cierto que

z—1=v25-22 = (r—1)2=25-2°

pero no es cierto que:

r—1=4/25-22 < (z—-1)%?=25-2"

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.6
Resolver la ecuaciéon vz + 36 — /x = 2

Lo mas facil aqui es separar las raices y elevar al cuadrado ambos miembros. Con ello quedara una expresion
en la que solo hay una raiz, como en el ejemplo anterior, que se resuelve de nuevo aislando la raiz y elevando
al cuadrado:

Vi+36—v2=2 & Vi+36=2+vz = z+36=(2+v7) =4+3+4/7

& 2=4/z & V=8 & z=64
x = 64 es, efectivamente, solucion, ya que /64 + 36 — /64 =10 -8 =2, .

Ejemplo 1.7
Resolver la ecuaciéon Inx + In 50 = In 1000

Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos, se tiene que Inz + In50 = In(50z).
Luego
Inz+1In50 =In1000 < In(50z) = In 1000

Para transformar esta igualdad en una algebraica basta ahora tomar exponenciales, es decir, hacer uso de la
definicion del logaritmo (Inz = b & z = €b)

In(50z) =1n1000 << 50z =19 =1000 < 2=20

Ejemplo 1.8
Resolver la ecuacion lnz =1+ In(22 — z)

Inz=1+In(22-2) < hr-mh22-2)=1 < ln<22x >:1
—z

Por definicion del logaritmo, lo anterior significa que:

22
22x_$=€1=€ &S z=(22-2)e & zter=22e & x:1+ee

Ejemplo 1.9
Resolver la ecuaciéon Inz? =1n6 +2lnz

Recordando que 2Inz = In2? y que In6 + In 2% = In(6 22), se tiene que la ecuacion es equivalente a

z=0
Inz® =n(62?) © =622 & 2*-622=2%(z-6)=0 & 6 bien
z=06

Ahora bien, la opciéon x = 0 no interesa, ya que el logaritmo no esta definido en z = 0.
En consecuencia la (tnica) solucion es & = 6.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.10
Resolver la ecuacion e3*t! =7

Para resolver esta ecuacion basta tomar logaritmos en ambos miembros, es decir, hacer uso de la propiedad
In(e®) = a:

In(7) — 1
Tl 7 o hnetl—Ih7 o 3zx+l1=h7 < x:%%o.?ﬂ&i

Ejemplo 1.11
Resolver la ecuacion e*~! + e¢? + ¥+l =2

En primer lugar, utilizando la propiedad e*t? = e®eb, se tiene:

1 1 2
Tl +e"+e" =2 & feltef+efe=2 & ew<—+1+e>:2 o eitete
€ e
o @ _9 e N 1 2e
eFf=2— z=In[—2=
1+6+€2 1+e+€2

Ejemplo 1.12
Resolver la ecuacion 52 — 30 - 5% + 125 = 0

Utilizando la propiedad a™™ = (a™)™ la ecuacion se puede escribir
(5%)> —30-5% +125 =0
y denotando z = 5% se tiene la siguiente ecuacion de segundo grado en la variable z:
g=0 = =5 < p=2

=15+10 < 6 bien
z=b=58"szx=1

,_ 30400 _ 3020

2
—30 125=0 <«
% % aF 5 5

Luego las soluciones de la ecuaciéon son x =1y x = 2.

Ejemplo 1.13
Resolver la ecuacion 5 =1+ 2.5 - e3¢

Se trata de «aislaryla exponencial para después tomar logaritmos:

4 4 1 4
5=1425-€3 & 4=25¢7 o E:ei”w & 3ac:1n<—> & x:§1n<ﬁ>z0.1567

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.14
Resol 1 ion 30 10
esolver la ecuacion 30 = ————
1+ 39e—22
Hay que «aislar»la exponencial en un lado del signo igual, para poder asi tomar logaritmos en ambos miembros:
30=— W 3 (1439 %) =30+ 1170 ** =40 <« 1170 ¥ =10 & e "= 10
1 + 39¢—2= 1170

Tomando ahora logaritmos:

10 1 10

Ejemplo 1.15
Obtener explicitamente la expresion de y en funciéon de t:

—In(34—y)=2t+5

Puesto que la variable y forma parte del argumento del logaritmo, lo primero que hay que hacer es tomar
exponenciales en ambos miembros. Para mas claridad, cambiamos previamente el signo a todo:

—In(84—y)=2t+5 & In@Bd—y)=—(2+5) < 3d—y=e & o y=34_ @+

Ejemplo 1.16
Obtener explicitamente la expresion de y en funciéon de t:
—20=t(1—e"")
Comenzamos por aislar la exponencial para poder tomar logaritmos:

20
“20=t(1-e™) & -——=l-e & -——-l=—e" & —fl=e

20 1 20
< —5y:1n<7+1> & y:—gln<7+l>

Ejemplo 1.17
Obtener explicitamente la expresion de y en funcién de t:

1n< y >:2t+1
l—y

In (L) —%+1 < Y _ 2+l o g = L] — y) = 21 _ ye2tHl
Y

e2t+1

T 1+ 2ttt

= y + ye2t+1 =y (1 + e2t+1) — e2t+1 = y

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.18
Determinar el/los intervalo/s de la recta real en el/los que se verifica la inecuacion:

|z —1] <3

Se tiene:
lz—1<3 & 3<zx-1<3 & —2<z<4

Es decir, la inecuacion se verifica para todos los valores de x en el intervalo (—2,4).

Ejemplo 1.19
Determinar el/los intervalo/s de la recta real en el/los que se verifica la inecuacion:

lz+1| >7

En este caso se tiene:
c+1>7 & x>6
[z +1]>7 & o bien
r+1< -7 & rz<-8

Es decir, la inecuacién se verifica para todos los valores de x que pertenezcan a alguno de los intervalos
(—o0, —8] (cerrado por la derecha) o [6,400) (cerrado por la izquierda).

Ejemplo 1.20

Analizar el signo de la expresion (z — 2)(z — 3)(z + 1):
Analizar el signo de una expresion con una variable consiste en determinar los intervalos en los que la expresion
toma valores positivos y aquéllos en los que toma valores negativos.
En este caso se trata de un producto de tres factores. El signo del producto viene determinado por el signo de
cada uno de los factores. Tenemos que determinar los puntos en los que el producto anterior puede cambiar
de signo (cuando alguno de los factores pasa de positivo a negativo o viceversa) y estudiar el signo de cada
uno de los factores en los intervalos determinados por dichos puntos.
Puesto que todos los factores son funciones continuas, el producto también es continuo, y en consecuencia s6lo
puede cambiar de signo en los puntos en los que alguno de factores se anule, que son:

r=2 =3 y z=-1
Estos puntos dividen la recta real en cuatro subintervalos, que son los que hay que analizar:

(—o0,-1), (=1,2), (2,3) y (3,40)

La tabla siguiente resume los signos de cada uno de los factores y del producto de los tres en cada uno de los
intervalos

(_007_1) (_172) (273) (3,—|—OO)
(z—2) = = ar I
(x —3) = = = 4
(x+1) - + + +
@-2@-3@+D | - + - [ =

Resumiendo,
(z—2)(z—3)(z+1) <0 en (—oo,—1)yen (23)

(x—2)(x—=3)(z+1)>0 en(—1,2)yen (3,+00)
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Ejemplo 1.21
Analizar el signo de la expresion:
—z(x +2)
(x+1)2

Analizar el signo de una expresion con una variable consiste en determinar los intervalos en los que la expresion
toma valores positivos y aquéllos en los que toma valores negativos.

Comenzamos por determinar los puntos en los que puede cambiar de signo esta expresion, que son los puntos
en los que se anula y los puntos en los que es discontinua.

Por una parte, la expresiéon anterior no es continua en x = —1, que es donde se anula el denominador.

Por otra parte, la expresion dada se anula para x = 0y para 2 = —2 (los puntos donde se anula el denominador).
La tabla siguiente muestra los intervalos a estudiar y los signos de los distintos factores y del producto/division
de ellos

(_007_2) (_27_1) (_170) (O?""OO)
a = — — +
(a2 4 2) — I I I
(z + 1) + T + +
—zle+2) | R R _
(x+1)2
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1.1.3 Polinomios

POLINOMIOS

Un polinomio de grado n en la variable 2 es una suma
de términos cada uno de los cuales es una potencia de
x de exponente < n multiplicada por un coeficiente
(es decir, una suma de monomios).

Se llama grado del polinomio al mayor grado entre
todos sus términos (es decir, a la maxima potencia a
la que esta elevada la variable independiente ).

p(x) = ana”™ + an 12"+ a1z + ag

p(x) = —a° + 323 — 20 + 8 es un polinomio de
grado 5

Para sumar o restar dos polinomios de suman o restan
los términos del mismo grado.

[

(32% — 2% + 42 — 6) + (92° — 522 — 1) =
92° + 32% — 622 — 7

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada tér-
mino de uno de ellos por todos los términos del otro,
se suman y se simplifica

(22 =32+2) (2 —22+2) =
25— 223 + 222 — 32t + 622 — 6z +22° —4dx +4 =
25 —3z* + 822 — 10z + 4

Para dividir dos polinomios,

p(z)
q(z)

procedimiento similar al de la divisién de nameros en-
teros, y se tiene

con grado(p) > grado(q) se puede utilizar un

resto

q(x)

———= = cociente +

En el caso particular de divisién por un binomio,

(=)

, se puede utilizar la Regla de Ruffini

3+ x4 2
22+ 3z +2
2340 - 22+ 242 22 +3x+2
—z3— 32?2z z - 3
0— 322— x+2
+ 3224+92+6
0+8x+8
4z +2 8z + 8
L = -3)+ 5
U8 2 31 1 2 (@ )+a:2+396+2
5zt + 23 + 222 + bx
z—1
5 1 2 5 0
1 5 6 8 13
5 6 8 13
Luego
Szt + a3 + 222 +5 13
v —|—1x + x=(5x3+6x2+8$+13)+71
x— x —

Valor de un polinomio en un punto 2 = a es el valor
que se obtiene cuando se sustituye la variable x por el
valor numérico a.

El valor del polinomio p(x) = 2% + 2 + 2 en el punto
r=2esp(2)=(2°+(2)+2=8+2+2=12

Teorema del resto: para cualquier polinomio p(z), se
p(z)

r—a

tiene que p(a) es igual al resto de la division

Para p(z) = 5z + 23 + 222 + 5u,
se tiene p(1) =5+ 14 24 5 = 13, que es el resto de
5zt + 23 + 222 + bz

la divisién
r—1

Se dice que = a es una raiz del polinomio p(z) si se
tiene p(a) = 0.

p(r) =2%—22+1
p(1)=1-241=0 =z =1 es raiz de p(x).
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1.1.4 Expresiones racionales

EXPRESIONES RACIONALES

Consecuencia del Teorema del Resto es que, si a es
una raiz del polinomio p(z), entonces p(x) es divisible
entre x — a, es decir, se puede escribir como producto
de (z — a) por otro polinomio ¢(x) de grado menor:

p() = (@ — a) - cfa)

pr)=2%—z-2

p(2)=22-2-2=0

2
—z—2

ror—- x2 =r+le=a>—z-2=(x-2)(x+1)
T —

Factorizar un polinomio consiste en expresarlo como
un producto de polinomios irreducibles.

Para ello hay que usar repetidamente la propiedad del
apartado anterior.

p(r) = z* — 22% — 522 + 62 tiene las raices z = 0,
x = -2, =1y x = 3. En consecuencia se puede
expresar también

p(x) = z(x +2)(x - 3)(z — 1)

23 — 322+ 32 +2 ) 4
=z —-—z+1+ ——

darse varios casos, que se explican en los ejem-
plos siguientes.

Expresion racional es la que se puede escribir como | R(z) = 5 = 5
3 L _ p(x) x— x—
cociente de dos polinomios: R(z) = ﬂ 1 -3 3 9
q(z
Si grado p(x) > grado gq(z), es posible realizar la 2 2 -2 2
divisién y escribir la expresion en la forma ‘ 1 -1 1
x r(x
p(@) _ o(z) + r(z)
q(z) q(x)
c(x): cociente; r(z): resto (grado r(z) < grado ¢(z))
. . . 3x — 2 1/4 11/4
Reduccién a suma de fracciones simples de una ex- v = / /
- . (r—1)(xz+3) z—1 x+3
presién racional es el proceso de expresarla como una
suma de fracciones cuyos denominadores sean polino-
mios irreducibles.
.. 322742
Procedimiento para reducir a suma de fracciones | R(z) = %
simples: e
a)  23-22%40-z+2 222
a. Reducir al caso en que el numerador tiene grado 234 224 9 r — 1
menor que el denominador como se ha indicado 0— 22+ 2242
antes, y entonces aplicar lo que sigue al cociente + 22— -2
restante. 0+ x40
3 _ 9.2
b. Factorizar el denominador en factores simples R(z) = W =(r—1)+ 5 i
(de grado 1 si se puede; de grado 1y 2 si no). T2 = —2 rs —x—2
2 9 (m .
c. Encontrar los numeradores de las fracciones sim- b) 2%~z —2=(z-2)(x +x1)' luego
ples por identificacién de coeficientes. Pueden R(z)=(z—1)+ —(:c @t 1)

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia

Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 19

Ejemplo 1.22

Caso en que ¢(z) tiene s6lo raices simples: R(z) = (z — 1) + .

(z—2)(x+1)
La descomposicién en suma de fracciones simples, en este caso sera de la formas:

T A N B
(z—2)(z+1) z-2 =z+1

Se trata ahora de encontrar los valores de A y de B que hacen que la anterior igualdad sea cierta Va € R.
Multiplicando ambos miembros por (z — 2)(xz + 1), queda z = A(z + 1) + B(z — 2).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

=2 = 2=34 = A=2/3
xr=-1 = —-1=-3B = B=1/3

Asi pues

(z—2)(z+1) z-2 =z+1 3

x _ 23, 13 1(2 1)

3 rx—2 x+1

y finalmente

- . - 2/3 . 1/3\ _ 1/ 2 1
R(x)—(x_l)+m_<m_l)+(;z:—2+:z:+1)_(x_1)+§ <x—2+x—|—1>

Ejemplo 1.23

Tr—3
Caso en que ¢(z) tiene sdlo raices simples: R(x) = .

2 —1

El grado del numerador ya es menor que el denominador.
El polinomio 22 — 1 tiene las raices = 1 y z = —1, luego la descomposicién en suma de fracciones simples,

en este caso sera de la forma:
Tr —3 A B

(z+1)(z—1) B m+1+x—1
Se trata ahora de encontrar los valores de A y de B que hacen que la anterior igualdad sea cierta Va € R.
Multiplicando ambos miembros por (z +1)(z — 1), queda 7z —3 = A(z— 1)+ B(z +1).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=1 = 4=2B = DB=2
r=-1 = -10=-24 = A=5

Luego, finalmente:
Tx—3 5 2

(z+1)(xz—1) :v—|—1+x—1
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Ejemplo 1.24

1
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: T

x? —4x + 4
El denominador tiene la raiz doble x = 2, luego se factoriza: 22 — 4z + 4 = (z — 2)?
La descomposicion en suma de fracciones simples seré pues de la forma:

z+1 z+1 A B

P —do+d (@-27 z-2 (@-20°

Multiplicando ambos miembros por (z — 2)?, queda x+ 1= A(z —2) + B.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, B y C:

r=2 = 3=B
r=0 = 1=-24+3 = A=1

Se tiene, pues, la igualdad
z+1 1 . 3
(x—2)2 z-2 (r—2)2

Ejemplo 1.25

3
Caso en que ¢(x) tiene alguna raiz doble:

z(z —1)?
El denominador ya esté factorizado.
La descomposicion en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

z(z—12 =z z-1 (z—1)2

Multiplicando ambos miembros por z(x — 1)?, queda 3 = A(z — 1)? + Bz(z — 1) 4 Cu.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, By C:

r=0 = 3=A4A
r=1 = 3=C
r=2 = 3=A+2B+20=3+2B+6 = DB=-3

Asi pues
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Ejemplo 1.26

2z
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: ——
que g() g EETE
3
El denominador ya esta factorizado: tiene la raiz doble z = — o La descomposicion en suma de fracciones
simples en este caso sera de la forma:
2z A B

B120)? 342z (3120

Multiplicando ambos miembros por (3 + 2z)?, queda 2z = A(3 + 2z) + B.
Ahora se dan valores a z, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=—=- = -3=8B
r=0 = 0=34A+B=34-3 = A=1
La descomposicion buscada es:
2x 1 3

(3+22)2  3+2z (34 2x)2
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1.2 Funciones

Funcioén real de variable real es una correspondencia del tipo
ftACR—R
que a cada valor z del conjunto de nimeros reales A le asocia un tinico namero real y = f(x)
fixeA—y=f(z) eR

Expresa en términos matematicos la dependencia de la magnitud y con respecto a la magnitud x.

1.2.1 Dominio e imagen de una funcién

Dominio de una funcién es el conjunto A en el que esta definida.

Ejemplo 1.27

flz)=a*+3
El dominio de esta funcién es toda la recta real R, ya que la expresion 2 + 3 esta bien definida para cualquier
valor de .

Ejemplo }.28
f(z) = -

1
El dominio de esta funcion es R \ {0}, es decir, toda la recta real excepto el origen, ya que — esta definida
x

para cualquier valor excepto para z = 0.

Ejemplo 1.29

f(z) =+Vz
La raiz cuadrada de un nimero negativo no esté definida, en consecuencia el dominio de esta funciéon es el
conjunto R™ = {z € R : z > 0}, es decir, la semi-recta formada por los ntimeros reales no negativos.

Ejemplo 1.30

flz)=+vz -2
Esta funcion sélo esta definida para los valores de x que hagan no negativo el radicando, es decir, para z—2 > 0
0, lo que es lo mismo, para > 2. Luego el dominio de la funciéon es {x € R : z > 2}.
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Ejemplo 1.31_~_\/5

(2) —
/(@) (14 4z)(z —2)

El numerador so6lo esta definido para x > 0. El denominador esté definido para cualquier valor de x, pero el

cociente no esta definido cuando el denominador sea nulo:

l+4dx=0&2=-1/4
(14+4z)(x —2) =0« ¢ o bien
r—-2=0&x=2

El valor x = —1/4 ya esté excluido por la condicion anterior. Por lo tanto el dominio de definiciéon de la funcion
sera:

{zeR:z>0}\ {2} =[0,2)U(2,+c0)

Ejemplo 1.?2 ( 1

)= —— In| ——
/(@) T+ 3 T+ 2
En primer lugar, el logaritmo so6lo esta definido para valores positivos de su argumento. Debe ser por tanto

>0 2+2>0 x> -2

x4+ 2

Ademas el denominador de la otra fraccion debe ser no nulo: =+ 3 # 0 < x # —3. Pero este valor x = —3
va esta excluido, porque no verifica x > —2. El dominio es, pues,

{reR:x>-2} =(-2,+00)

Ejemplo 1.33
f(@) = Vem—3

La raiz cuadrada so6lo esta definida para nimeros no negativos. En consecuencia, debe ser
e"—3>0<=¢e">3

Haciendo uso de que el logaritmo es una funcién mondtona. es decir, que si a < b entonces In(a) < In(b), se
tiene:
e’ >3 <= 1In(e”) =z > In(3)

El dominio es, pues,
{z €R : x >1n(3)} = [In(3), +0)

Ejemplo 1.134

En primer lugar se observa que la funcion logaritmo sé6lo esta definida para valores positivos, luego debe ser
x> 0.

Pero ademés, puesto que se trata de un cociente, hay que excluir del dominio los puntos en los que se anule el
denominador: la funciéon In(z) s6lo se anula en = = 1.

El dominio es, pues,
D =(0,1)U(1,400)
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Ejemplo 1.35
x
f@) =
Tanto el numerador como el denominador son funciones definidas para cualquier valor de x. Los tnicos puntos
que hay que excluir del dominio son los puntos en que se anule el denominador.
Hay que calcular, pues, las soluciones de e?* + ¢* — 2 = (. Para ello basta observar que, si llamamos z = €7,
lo que nos queda es una ecuaciéon de segundo grado en z:

G = e == s =]

14148 143 [ 1
= 2 T~ T2 T -2

Puesto que e” es siempre positivo, s6lo nos interesa la raiz positiva, z = 1, de donde e* =1 < z = 0.
El dominio de la funcién es, por lo tanto:

D =R\ {0} = (~00,0) U (0, c0)

Ademas de por las condiciones mateméticas, el dominio de una funcién puede venir determinado por el significado
fisico de las magnitudes que representa.

Ejemplo 1.36

La dosis d (en mg) de un cierto medicamento que hay que suministrar a nifios menores de 14 afios viene dada,
en funcion de su edad t (en afios), por la formula siguiente

t . . . .
La funcién * tiene perfecto sentido para cualquier valor de ¢. Sin embargo, puesto que la variable indepen-

diente ¢ representa la edad del nifio, no tiene sentido que sea t < 0. Por otra parte, la férmula so6lo es aplicable
hasta los 14 anos, luego deber ser t < 14.
El dominio de la funcién es, pues,

{teR:0<t<14} = (0,14]

Imagen o recorrido de una funcién es el conjunto de valores que toma la funcion.

Ejemplo 1.37
y=fla)=2"+3
22 es siempre > 0, luego z2 + 3 > 3. La imagen de la funcion es, pues, {y € R : y > 3}.

Ejemplo 1.38
y=flz) =+va+4
La imagen de esta funcion es
{yeR:y>0}
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1.2.2 Graficas de las funciones elementales

Existen varias formas de representar una funcién: mediante su féormula matemética, mediante una tabla de

valores, ...

Una de las mas frecuentes es mediante su grafica, ya que este medio permite hacerse una idea del comporta-

miento de la funcién con un sélo golpe de vista.

Conocer la grafica (el comportamiento cualitativo) de las funciones mateméticas elementales ayuda mucho en
el analisis y la comprension de otras funciones méas complejas (construidas normalmente a partir de aquéllas) y

de los fenémenos representables mediante funciones.

Se recuerdan a continuacién las principales de ellas.

GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

La grafica de una funcién lineal y = mx + b es una linea
recta. (m y b son datos)

Su dominio es toda la recta real R.

m es la pendiente de la recta.

Sim > 0, la recta es creciente.

y=—X+2

y=4x+1

tal en y = 0.

La grafica de la funcién y =

es la misma hipérbola
T—a
desplazada” al punto z = a.

L 14 X

Sim < 0 la recta es decreciente.
La recta corta al eje OY en y = by, si m # 0, corta al eje
OX en el punto z = — —.

m

La grafica de una funcién cuadratica, y = az?+bx+c, es
una parabola (a, by ¢ son datos).
Su dominio es toda la recta real R. yoeicst

Si a > 0 la pardbola es convexa

Si a < 0 la parabola es concava ymctonas
Los puntos de corte con el eje OX son las raices de la ecua- <
cién ax? + bz + c = 0, si existen. El punto de corte con el s b

. Jy==x"-10x- \
eje OY esy =c. : !
Las parabolas y = ax? + bz + c tienen una rama creciente y
otra decreciente.
@ - 1 .
La grafica de la funcién y = — es una hipérbola.
X

Su dominio es toda la recta real exceptuando el origen, |
R\ {0} ={z€R : z#0}. yl/x
Los limites laterales en z = 0 son —oo (por la izquierda) y ',(,ﬂ/(xfz)
+00 (por la derecha). \
Es decreciente y no tiene puntos de corte con el eje OX. .
Tiene una asintota vertical en = 0 y una asintota horizon- Kope? X
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

La funcién y = /T es la inversa de y = 22
Su dominio es la semi-recta real positiva, . ,
/
Rt ={zeR : x>0} \ v //y=x2
> a \
Es una funcién creciente. \ Pl
N i SR)
AN Ve
\\ //
X

Funcién exponencial de base a > 1, y = a”.

Cuando se menciona la funcién exponencial sin referen-
cia a su base, se refiere siempre a la funcién de base el
namero e.

Su dominio es R.

Es una funcién positiva y creciente.

Funcion logaritmo de base a > 1, y = log, ().
Es la inversa de la funcién exponencial con la misma
base. (y = log,(z) < a¥ = x).

. . ) — =

El logaritmo neperiano, con base el namero e, se y=1 7//]/
=l0og, (X
suele denotar In(z). y 24( )

Su dominio es RT = {z € R : = > 0} (para cualquier [t x=e X
base a > 0).
Para a > 1 es una funcién creciente.

La funcién exponencial con base a € (0,1) siempre
se puede escribir como una exponencial de base mayor
que 1 y exponente negativo:

1 1\ " 1\ "
a® = — = <) . Luego a® = (> , con
a a a

0 < a < 1, es una funcién positiva y decreciente (ver
grafica). Su dominio es todo R.

Su inversa, la funcién log,(x), si a € (0,1) se puede
escribir

log1(z
log, (z) = longa; =— 1og%(x), que resulta ser una

a
funcién decreciente.
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Razones trigonométricas:

b

sen(a) = 2 cos(a) = —, v

C (& P=(cos(o),sen(a))
tan(a) = g = Sen(Oé)’ radio=t sen(a)

b cos(a) o

cos(a) X
X

Funciones seno y coseno Y

sen(z) (arriba)
cos(z) (abajo)
Ambas funciones son periédicas de periodo 2, es decir

sen(x + 27) = sen(z)
Vz € R.

cos(x + 2m) = cos(z)

Su dominio es todo IR.

Funcién tangente

sen(z)

cos(z)

Es una funcién periédica de periodo 7, es decir,
tan(z 4+ m) = tan(z) Vo € R

Tiene una discontinuidad de primera especie en cada
maltiplo impar de /2.

tan(z) =

La funcién arcotangente y = arctan(xz) es la Y
inversa de la tangente:

y = arctan(z) & z = tan(y). | —mmm—————— T2 e

Esta definida y es continua en todo IR y es creciente. /

Es una funcién acotada: X
,,,,,,,,,,, S —

— g < arctan(z) < g, Vo € R.

1.2.3 Limites y continuidad

En la base del concepto de derivada estd un concepto abstracto, que nos seré absolutamente necesario: El
concepto de limite de una funcién en un punto. La idea es que los valores de la funcion se acercan al valor limite
cuando la variable independiente se acerca al punto.
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Limite de una funcién en un punto
Sea una funcion f(z) definida en un intervalo (a,b), y consideremos un punto ¢ € (a,b). Se dice que el limite
de f(z) en el punto x = ces L € R si:
Dado un intervalo arbitrariamente pequeno (L — e, L + €), podemos encontrar un intervalo en torno al punto
¢, (c—6,c+90), tal que toda la imagen del intervalo (c —d,c+4) (salvo el punto ¢) estd incluida en el intervalo
(L—e,L+e¢). O sea,

si0<|z—c| <0, entonces|f(x)—L|<e.

En este caso, se escribe
lim f(x) = L.

T—cC

El concepto anterior de limite se extiende de forma natural a limites por la derecha (cuando = > ¢) y por la
izquierda (cuando z < ¢): Basta pedir que la imagen de (¢, c+9) (en el primer caso) o de (¢— 4, ¢) (en el segundo
caso) esté incluida en el intervalo (L — e, L + €). Se denota

lim f(x)=L ¢ lim f(z)=L.

r—ct T—c™
El siguiente cuadro resume los distintos conceptos relacionados con el limite de una funcién en un punto, e
incluye sus definiciones formales.

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es A si cuando tomamos
. valores de x cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los valores de f
H{; flz)=A estan cada vez mas préximos a A.

Ve > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — a|] < ¢ entonces |f(z) — A| <e¢

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a por la izquierda es A si cuando
tomamos valores de x mas pequenos que a y cada vez mas préximos a a,

1}3}}, fl@)=A aunque sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas préximos a A.
Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a — J,a) entonces |f(z) — A| < e
Se dice que el limite de f(x) cuando « tiende a a por la derecha es A si cuando
. A tomamos valores de x mayores que a y cada vez mas préximos a a, aunque
wkgﬂ flz)= sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas proximos a A.
Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a,a + J) entonces |f(z) — A| < ¢
Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es 400 (—o0) si, cuando
., tomamos valores de x cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los
ilgfl f(z) = +00 (—00) valores de f(z) se hacen mas grandes (pequefios) que cualquier nimero positivo
(negativo).
VM > 0 (M < 0) existe § > 0 tal que 0 < |z — a|] < ¢ implica f(z) > M
(f(z) < M)
h’m+ f(z) = £oo Las definiciones de estos limites resultaran evidentes a partir de las cuatro
T—a .
T f(ac) = Jdso anteriores.
r—a

Una funcién tiene limite en un punto z = a si y sélo si existen los limites laterales y son iguales y finitos.

Ademas del limite de una funcién en un punto, en muchas ocasiones interesa considerar el comportamiento de
una funciéon cuando la variable independiente se hace infinitamente grande (+00 0 —00).
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LIMITES DE FUNCIONES EN 4+ ‘

Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +0o es A si, cuando tomamos
; valores de z: cada vez mas grandes, los valores de f(z) se acercan cada vez mas
lim f(z)=A A

T—+00 a A.

Ve > 0 existe M > 0 tal que x > M implica |f(z) — A| <¢

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a +00 es 400 si, cuando tomamos
valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen mas grandes
o v A que cualquier nimero positivo.

VM > 0 existe N > 0 tal que z > N implica f(z) > M
Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +00 es —oo si, cuando tomamos

. valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen méas pequefios
s f que cualquier nimero negativo.

VM < 0 existe N > 0 tal que z > N implica f(z) < M

xll;r_noo flx)=A Las definiciones analogas cuando z tiende a —oco son faciles de deducir.

lim f(z) =40

r—>—00

Los limites verifican una serie de propiedades que permiten calcular nuevos limites a partir de los ya conocidos.

El célculo de limites sencillos se supone, en este curso, materia conocida del bachillerato. Para aquellos que
necesiten repasarlos se incluye, en el Apéndice A, un resumen de métodos de célculo de limites y numerosas
ejemplos ilustrativos.

La mayoria de los limites de funciones sencillas se pueden calcular por estos métodos. En algunos casos es preciso
recurrir directamente a la definiciéon formal de limite, como en los dos siguientes ejemplos. DEJAR 7777

Ejemplo 1.319
lim x sen (f) =0
x—0 aE

W&WM/\ /\

LR v .

En efecto, denotemos f(x) = zsen(1/x), ¢ =0, L = 0. Entonces,

|[f(z) = L| = |f(2)| = |zsen(1/z)| < |z].

Si queremos que |f(z)| < e cuando |z| < J, basta elegir § = €. La imagen por f del intervalo (¢ — &,¢ + €)
(excepto x = 0) esta contenida en el intervalo (L — e, L + ¢).
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Ejemplo 1.40
f(z) = sen (=) no tiene limite en z =0
a

Podemos encontrar valores de z arbitrariamente cercanos a cero tales que sen(1/x) toma cualquier valor a

| H‘

| |

sen(l/z) =a si 1/x = arcsen(a)+ 2km, VEk € Z.
1

arcsen(a) + 2km
Por tanto, los valores de sen(1/z) no pueden acercarse a ningtn limite L concreto cuando z — 0.

En efecto,

Entonces, si se eligen xy = se tiene sen(1/x) = a.

Funcién continua
En lenguaje impreciso, se dice que una funcién es continua si se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Si en algtin punto hay que levantar el lapiz del papel para dibujar la gréifica de una funciéon se dice que la
funcion es discontinua en dicho punto.

Matemaéaticamente esto se formaliza pidiendo que el limite de la funcién en cada punto x del dominio de la
funcion coincida con el valor de la funcion f(z):

Supongamos que una funcion f estd definida en un intervalo (a,b) y sea ¢ un punto del intervalo. Diremos
que f es continua en c si

lim /() = /(o).

Tr—rc

Figura 1.1: En el intervalo en que esta representada, Figura 1.2: La grafica de esta funcion esté formada
la gréfica de la funciéon se puede trazar sin levantar por dos ramas. Para dibujarlas es preciso levantar el
el lapiz del papel: la funcién es continua en dicho lapiz del papel: la funcién es discontinua en x = 0.
intervalo.
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Es muy importante saber detectar los puntos de discontinuidad de una funcién, ya que, cuando los valores de esa
funcién representan una magnitud «realy, dichos puntos siempre indican fenémenos relevantes (una explosion,
un choque, un modelo matemético que deja de ser valido, ...)

Las funciones definidas por expresiones elementales' son continuas en todos los puntos en los que estén definidas.
Para describir y analizar de forma precisa estos fenémenos en otros casos es necesario recurrir al concepto de
limite, ya conocido del bachillerato.

Para el desarrollo de esta asignatura es necesario tener cierta soltura en el manejo de los métodos de calculo de
limites sencillos de funciones de una variable. Para repasarlos, se puede recurrir a los manuales de matematicas
del bachillerato. En el Apéndice A de estos apuntes se puede encontrar un resumen y algunos ejercicios de
repaso.

1.2.4 Estudio asintdtico

Con frecuencia interesa conocer el comportamiento de una funcién en las proximidades de los puntos en los
que no esta definida, o bien en los extremos de su dominio de definicién o cuando z — Foo si la funcién esta
definida en un dominio no acotado. Para ello son necesarios los limites.

Asintotas horizontales

Si, cuando z tiende a 400, los valores de una funcién tienden a acercarse a un valor b sin nunca llegar a él, se
dice que la funcion tiene una asintota horizontal y = b para x — +o0o. Graficamente, esto significa que la curva
y = f(x) se comporta, por la derecha, de forma “parecida” a la recta horizontal y = b.

Anéalogamente, si, cuando z tiende a —oo, los valores de una funcién tienden a acercarse a un valor b sin nunca
llegar a é€l, se dice que la funcion tiene una asintota horizontal y = b para x — —oo.

Asintota horizontal
Una recta horizontal y = b es una asintota horizontal de la funcion f(x) si

lim f(z) =b o bien lim f(z) =0

Tr—r+00 T—r—00

Ejemplo 1.41

T 9
Estudiar las asintotas horizontales de la funcion f(z) = c

et —1

Esta funcién esta bien definida excepto cuando e” — 1 = 0, es decir, cuando z = 0. Luego su dominio de
definicion, D = R\ {0} = (—o0,0) U (0, +00), es no acotado y tiene sentido estudiar la posible existencia de
asintotas horizontales.

Se tiene, cuando z tiende a +oo:

) iz
et —2 00 L= 1-0

lim =—=lim —==—-=1
z—+oo e — 1 o0 Tx— 400 1

Esto significa que la recta y = 1 es asintota horizontal de
f(z) para © — +oo.
Por el otro lado, cuando x tiende a —oc:

i et =20 00— 20 —2 9

1m = — = — =

z——o e —1 (0-—1 -1

Esto significa que la recta y = 2 es asintota horizontal de f(x) para z — —oo.

Esta funcion, pues, tiene dos asintotas horizontales: y = 2 para x — —oco e y = 1 para x — +00.

I Expresiones construidas con las operaciones aritméticas aplicadas a las funciones elementales (polinémicas, racionales, trigono-
métricas, exponenciales, etc.) y su composicion.
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Asintotas verticales

Si, cuando x se “acerca’” a un valor a (por su derecha o por su izquierda), los valores de una funcién se hacen cada
vez mas grandes (en valor absoluto; pueden ser positivos o negativos), se dice que tiene una asintota vertical
en z = a. Obviamente, para que esto pase, tiene que ocurrir que f no esté definida en x = a, pero si en puntos
muy cercanos a a.

Asintota vertical
Una recta vertical z = a es una asintota vertical de la funcion f(x) si

lim f(z) =400, 6 lim f(z) = —o00, 6 lim f(z) =400, 6 lim f(z) = —o0,

r—at r—at T—a— T—a~
Ejemplo 1.42 2
Estudiar las asintotas verticales de la funcién f(z) = 1
x
Esta funcion esta bien definida excepto cuando = + 1 = 0, es decir, cuando £ = —1. Luego, la tinica candidata

a ser asintota vertical es x = —1.

yA
Hay que analizar los limites de f(z) cuando z tiende a —1
por la izquierda y por la derecha, ya que f esta definida a
ambos lados de este valor.
e (12
im = = = —00
a—(-1)*+ T+ 1 —1+1 0+
—z? —(—1)2 -1
lim A (=1) = = +00
z—(-1)- x+1 —-1+1 0~
Esta claro, pues, que x = —1 es una asintota vertical y >
que, cuando z tiende a —1 por la izquierda, los valores de - X
la funcién crecen indefinidamente hacia +oo y, cuando x
tiende a —1 por la derecha, los valores de la funcién decrecen
indefinidamente hacia —oo.

Asintotas oblicuas

Si, cuando z tiende a +o0, una funcion tiende a “parecerse” a la recta y = max + n (para algin valor de m y n),
se dice que y = mx + n es una asintota oblicua de f.

Analogamente cuando x — —o0.

Asintota oblicua
Una recta y = maz + n es una asintota oblicua de la funcion f(x) si

lfim [f(x) —(mx+n)| =0, 06 bien lim |f(z) — (mz+ n)] =0,

r——+00 T—r—00
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Se observa que si se tiene, por ejemplo

lim [f(x) — (mz + n)} =

T—+00

entonces también se tiene:

lim

Iim —==m
y T——+00

T—+00 I

Estas igualdades permiten calcular los valores m y n.

0,

[f(ac) - mm]

n

Ejemplo 1.43 2
Estudiar las asintotas oblicuas de la funcién f(z) =

asintotas oblicuas.

En primer lugar cuando x tiende a +oo; hay que ver si existe el
limite

—Z

.2
z+1l i L lim
z—+oo T + 1

lim = lim — =
z—+oo T z—+o00 x(x + 1)

, —x
= lim —=-1=m
r—+o0 I
Para confirmar la existencia de una asintota oblicua, hay que ver

ahora si existe el limite

lim
r—+00

2
lim lim [
z—+oo |+ 1

2
z—+00 [x+1

—mx| = +x| =
} ] z+1

T

3

1m =
z—+oo T + 1

1=n

En consecuencia, y = mx +n = —z + 1 es asintota oblicua de f
para r — +00.
Los mismos resultados se obtienen para x — —oo.

z+1

—x?+ 2+

Esta funcion esta bien definida en (—oco, —1) U (—1, +00), luego tiene sentido estudiar la posible existencia de
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Ejemplo 1.44 22
Estudiar las asintotas de la funcién f(z) = — T
22—
La funcion esta bien definida excepto cuando 22 —1 = 0, es decir, cuando Y

x = £1. Luego el dominio es D = (—o0,—1) U (—=1,1) U (1, +00)
En consecuencia:

1. Tiene sentido estudiar el comportamiento cuando x — 400, ya que )
f esta definida para esos valores. *

2. Los dos puntos de discontinuidad de f (z = —1 y = 1) propor-
cionan sendas candidatas a asintotas verticales.

Asintotas horizontales (comportamiento de f cuando z — +00):

. § e ) ? . P
lim = lim — =1 y lim = lim —
T—r+00 1,‘2 —1 T—>+00 :p2 I—>—00 $2 = T—r—00 :p2

=1

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 y para x — —oc.

Asintotas verticales: comportamiento de f cuando x se acerca a —1 y a 1:

, x2 , x2
lim ——— = +o0, lim ———=-00
z—(—1)- x* —1 z—(—1)t % — 1
) z? . z?
lim = —00, 400

1 =
z—=(1)- 22 —1 w—fglw 2 -1

Luego z = —1 y « = 1 son asintotas verticales de f.
Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +o0o0 como para £ — —oQ.

1.2.5 Concepto de derivada

El concepto de derivada es uno de los méas importantes de la matematica actual. En su forma moderna fue
introducido por Newton y Leibnitz a finales del siglo XVII. Newton lo usé, por ejemplo, para calcular la 6rbita
de la Luna y de los planetas a partir de su famosa Ley de Gravitacion Universal.

La derivada expresa basicamente la rapidez con la que una funcién varia en cada punto. Consideremos una
funcion f definida en un intervalo (a,b), y un punto ¢ € (a, b). La variacion de f entre ¢ y otro punto z de (a,b)

es f(x) — f(c¢), y su variaciéon promedio, w
La derivada de f en x = ¢ se define como el limite de la variacion promedio:
f'(c) = lim M (1.1)
T—cC Tr—c

Derivada de una funcién en un punto.
Se llama derivada de f en ¢y se denota f’(c) al limite, si existe

i f@ =) fle+h) = f(o)
fl)=lim = —— ==

Si existe dicho limite, se dice que [ es derivable en c.
Si la derivada de f existe en todos los puntos de un intervalo I, entonces se dice que f es derivable en el
intervalo I.

Si la funcion es continua en x = ¢, el numerador de este cociente se anula en & = ¢, por lo que cabe esperar que
este limite exista. Obviamente, no existira si f no es continua en z = c¢. De hecho, se demuestra facilmente que
si f es derivable en ¢, entonces es continua en c.
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f(c+h)

f(c+h)~f(c)

Figura 1.3: La derivada de f en a «mide» el crecimiento de la funcion en el punto a.

Teorema
Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.
Demostraciéon Puesto que f es derivable en a se tiene

Fla) = 1im L@FN = Fl@) _ ) f@) = F)

h—0 h z—a Tr—a

Para demostrar que f es continua en a hay que probar que lim f(z) = f(a) o, lo que es lo mismo, que
Tr—ra

lim (f(z) — f(a)) = 0. Ahora bien,

Tr—ra

lim (f(z) — f(a)) = lim

Tz—a Tz—a T — a

Lo cual termina la demostracién.

El Teorema anterior implica ademés que, si f no es continua en a, entonces f no puede ser derivable en a.

Lo contrario no es cierto: una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en dicho punto, como
se puede comprobar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.45
La funcién f(z) = |z| es continua en z = 0 y no es derivable en dicho punto
Para comprobar que f es derivable habria que verificar que existe y es finito el limite

o JO+ER) O 0+R=j0 _ Al
h—0 h h—0 h h—0 h

La funcion f(z) = |z| esta definida por

|| = z 8w 20 onsecuencia Al 1 sthz20
Tl 2 siz<o E ho | -1 sih<0

lo que pone de manifiesto que no existe el limite por no coincidir los limites por la derecha y por la izquierda
o 1t JOFR) = £(0)

y por tanto que la funcién no es derivable en 0.
h—0 h

Observando la grafica de la funcion |z| en la Figura (1.4) se comprende de forma intuitiva que esto era de
esperar, ya que en el punto x = 0 el crecimiento de la funcién cambia de forma radical: pasa de tener pendiente
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—1 a tener pendiente 1. En general, las funciones cuyas gréaficas presenten “picos” no van a ser derivables en

esos puntos (véase Figura (1.5)).

A

Figura 1.4: La funcion f(z) = |z| no es derivable en
z = 0, ya que los limites por la derecha y por la
izquierda del cociente incremental son distintos.

Figura 1.5: Las funciones que, como la de la figura,
aun siendo continuas, presentan “picos” en determi-
nados puntos no son derivables en dichos puntos, por

la misma razoén que la funcion |z|.

Podemos caracterizar la derivada como sigue: La recta secante a la curva y = f(z) en dos puntos (¢, f(c)) y

(d, f(d)) es
f(d) — f(e)
d—c
de modo que la pendiente a esta recta secante es justamente la variaciéon promedio de f entre ¢ y d. Si acercamos

d a ¢, la recta secante se acercara progresivamente a una ideal “recta tangente” cuya pendiente sera logicamente
f/(¢). La ecuacion de esta recta sera, pues,

y=plx—c)+ f(c), con p=

y=r(0)@ =)+ flo).

Esto ocurrira solamente si existe esta derivada, y entenderemos que la curva y = f(z) admite una recta tangente
en el punto (¢, f(c)) si f es derivable en z = c.

fla+h)
f(a+h)~f(a)

f(a) 5 f(a)

Figura 1.7: Cuando h tiende a 0 el punto ¢ + h se
confunde con el punto c y la recta secante se convierte
en la tangente a la curva en el punto (¢, f(c)), de
ecuacion y = f(c) + f'(¢)(xz — ¢).

Figura 1.6: La recta secante a la curva en los puntos
(¢, f(e))y (c+ h, f(c+ h)) tiene la ecuacion

y:f(c)er(x,c)

Si una funcion es derivable en un conjunto D, se puede definir la funcion derivada: ' : D — R que transforma
cada punto € D en la derivada de f en ese punto, f'(x). Es un concepto practico, que permite denotar las
derivadas de funciones habituales con comodidad.
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La notacion f’ que estamos usando se debe a Lagrange. Existen otras notaciones para las derivadas. Por ejemplo,
dj .
ar (debida a Leibnitz) 6 f (debida a Newton). Esta ultima es mas utilizada en Fisica.
x

El célculo de derivadas sera fundamental y de uso continuo en este curso. Las reglas para el calculo de derivadas
se suponen bien conocidas de bachillerato, y se asume que los estudiantes estan suficientemente familiarizados
con ellas. Aquéllos que necesiten repasar estos conceptos pueden acudir a sus textos de bachillerato o bien al
Apéndice B de estos apuntes, donde encontraran un resumen de los mismos y un buen ntimero de ejercicios.

1.2.6 Crecimiento y decrecimiento

Funciones crecientes y decrecientes
Una funcion, f, definida en un intervalo I, se dice que es creciente en I si f(z1) < f(z2) siempre que 1 < x2
en [.

Analogamente, se dice que f es decreciente en [ si f(z1) > f(z2) siempre que z1 < x5 en I.

Las funciones que son crecientes o decrecientes en todo su dominio de definicién se denominan monétonas.
Por ejemplo, e* es una funcién monédtona creciente.

La derivada proporciona un criterio simple para saber cudndo una funciéon es creciente o decreciente:

Criterio de crecimiento/decrecimiento
Sea f derivable en (a,b).

a) Si f'(x) >0 Va € (a,b), entonces f es creciente en (a,b)

b) Si f'(z) <0 Vz € (a,b), entonces f es decreciente en (a,b)

El conocimiento de los intervalos donde una funcién es creciente y decreciente proporciona, a su vez, informacién
sobre sus minimos y maximos locales, como se verd mas adelante.

Ejemplo 1.46 22
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funciéon f(z) = =1
& —
Esta funciéon no esta definida para z = £1. Su derivada es
2z(z? — 1) — 2222 -2z
f'(w) = 2 2 = 2 2
(2 —-1) (z2—-1)
que se anula para x = 0. En consecuencia, los puntos en los que f’ puede cambiar de signo son z = —1, z =0
yr=1.
(_007 _1) (_17 O) (0, 1) (17 +OO)
=23 + + — —
(2 —1) + + + +
@ |+ |+ [ -1 -
Asi,
f es creciente en (—oo, —1)
f es creciente en (—1,0)
f es decreciente en (0, 1)
f es decreciente en (1, +00)
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Ejemplo 1.47
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funciéon f(z) =

SIE

Esta funcion sélo esta definida para x > 0. Su derivada es

1 ~ In(a) 1
2V nx2\/5_ 1 Inz 1 Inz 2—Inz

f@=——7p 2V s T wvE Taye | ZovE

que se anula para 2 — Inz = 0, es decir, para x = e2. En consecuencia, f’ sélo puede cambiar de signo en

x = e
(0,€?) | (e?, +o0)
2—Inzx + —
2z+/T + +
f'(z) + -
Asi,

f es creciente en (0, e?)
f es decreciente en (€2, +00)

1.2.7 Maximos y minimos relativos

Hablando sin precision, se dice que una funcién tiene un minimo (respectivamente maximo) relativo en un punto
x = ¢ si el valor que toma en dicho punto f(c) es menor o igual (resp. mayor o igual) que los valores que toma

en los puntos del entorno de c.

c-3 c c+3

a c-5 c c+d b
Figura 1.8: Minimo local o relativo. Si f esta definida Figura 1.9: Maximo local o relativo. Si f esta definida
en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f tiene un en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f tiene un
minimo relativo en ¢ si, para algiun valor § > 0 se méaximo relativo en c¢ si, para algiun valor § > 0 se
tiene tiene
fle) < f(x) Ve € (c—d,¢+9) C (a,b). fle) > f(x) Ve € (c—d,c+ ) C (a,b).

Criterio de minimo / maximo local
Sea f una funcién continua en (a,b) y sea ¢ un punto de (a,b).

a) Si f es decreciente en (a,c) y creciente en (c,b), entonces f tiene un minimo relativo en z = c.

b) Si f es creciente en (a,c) y decreciente en (c,b), entonces f tiene un maximo relativo en = = c.

Si f es derivable y su derivada es continua en (a,b), los resultados anteriores se pueden expresar en funciéon del

signo de la derivada.
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Figura 1.10: Si f es decreciente a la izquierda de
€ (a,b) y creciente a su derecha, es claro que f
tiene un minimo relativo en el punto = = c.

Figura 1.11: Si f es creciente a la izquierda de
¢ € (a,b) y decreciente a su derecha, es claro que
f tiene un méximo relativo en el punto z = c.

a) Sif'<0en (a,¢)y f'>0en
(tangente horizontal en (¢, f(c))).

(c;b

)

b) Sif/>0en (a,c)y f' <0en (
(tangente horizontal en (c, f(c))

)-

Criterio de minimo / méaximo local utilizando la derivada
Sea f : (a,b) — R derivable y con derivada continua en (a,b), y sea ¢ € (a,b) un punto interior al intervalo.

, entonces f tiene un minimo relativo en z = ¢ y se tiene f’(c) =0
y

,b), entonces f tiene un maximo relativo en & = ¢ y se tiene f’'(c) =0

Como consecuencia de lo anterior, se tiene
que los puntos donde se anule la derivada,
f'(xz) =0, son candidatos a ser maximos 6 minimos
relativos de la funcion.

Pero, tras identificarlos, es necesario cerciorarse de
que son efectivamente méximos o minimos, ya que
no todos lo son, como se muestra en el ejemplo de la
Figura (1.12).

Puntos criticos
Los puntos en los que se anula la derivada de una
funcién se llaman puntos criticos de dicha funcién.

Los puntos criticos pueden ser, ademéas de méaximos
y minimos relativos, puntos de inflexién.
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f creciente

>0

f(c)=0

f' >0
f creciente

a/ c B

Figura 1.12: Esta funcion tiene tangente horizontal
en el punto x = ¢, aunque no tiene en dicho punto ni
un minimo ni un maximo relativos. Lo que tiene es un
punto de inflexion, es decir un punto donde cambia
su concavidad (en este caso, cambia de concava a
convexa).
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No hay que olvidar, no obstante, que una funcion
continua puede tener un extremo relativo (minimo o
mAaximo) en un punto en el que no se anule la deri-
vada.

Esto puede suceder en un punto en que la funcion
continua no sea derivable, como es el caso de la fun-
cion de la Figura (1.13).

En la bisqueda de méximos y minimos relativos de
una funciéon hay que analizar, ademés de los pun-
tos criticos, los puntos en los que la funcién no es
derivable, si los hay.

Figura 1.13: Esta funcion tiene un minimo relativo
en el punto z = ¢ aunque no se verifica f'(c) = 0:

de hecho no se puede hablar de f/(¢c), ya que f no es
derivable en c.

Ejemplo 1.48
Encontrar los extremos relativos de la funcién f(z) = 23 — 122 — 3.

Para determinar los extremos locales se analizan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z). Para
ello se comienza por determinar los puntos criticos (los puntos en que se anula la derivada)

= =2

flx)=322-12=3(2>-4)=3(z-2)(z+2)=0 & { 9

Estudiando el signo de f’ se tiene que

f'(xz) > 0en (—o0,—2) f es creciente en (—oo, —2)
f'(x) <0en (—2,2) = ¢ [ es decreciente en (—2,2)
g .
f'(z) >0 en (2, +00) f es creciente en (2, +00) . )
Estéa claro de lo anterior que f tiene un maximo relativo en z = —2

y un minimo relativo en x = 2.
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Ejemplo 1.49
Encontrar los extremos relativos de la funciéon f(z) = 2* — 22% + 22 + 1.
Se trata de una funcién polinémica, en consecuencia esta bien definida y es continua y derivable en todo RR.
Hay que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), es decir, puesto que f es derivable en
R, el signo de su derivada:
1 rz=1
f'(z) = 4% — 62° + 2 = 4(x — 1)? <x+§>=0@ 1
z=—=
2
Analizamos el signo de f’:
(_007—1/2) (_1/27 1) (17+OO)
(z—1) + + +
1
8 = 5) - =F +
@) = - -
Se tiene, pues
1 . 1
f'<0en (—o0,—2) f es decreciente en (—oo, — 5)
/ 1 — . 1
n{—5, T es creclente en (— =, +00
f'>0en (= 3,+00) f t 5
de modo que
: . . 1
f tiene un minimo relativo en x = — B

1.2.8 Concavidad y convexidad

Aunque se puede dar una definicién de funcion convexa o concéva méas general que la que sigue, ésta es suficiente
a los efectos de este curso.

Funciones convexas y concavas
Una funcion f(x) derivable es convexa en (a,b) si su derivada, f'(z), es creciente en (a,b).

Si la derivada, f’(x), es decreciente en (a, b), entonces la funcion es concava.

Observacion: en ocasiones se genera cierta confusion porque en algunos ambitos las denominaciones céncava
y convexa estan intercambiadas. En caso de duda, conviene especificar cuél es la que se esté usando.

Como se ha visto con anterioridad, el signo de la derivada de una funcion indica si ésta es creciente o decreciente.
En consecuencia se puede utilizar el signo de «la derivada de la derivada» para determinar la convexidad o
concavidad de una funcion.

Derivada segunda
Si la derivada de una funcion f(x) es, a su vez, derivable, se dice que f(z) es dos veces derivable, a la derivada
de la derivada se le llama derivada segunda y se denota [’ (x).

Utilizando la derivada segunda de f, se tiene el siguiente criterio de convexidad/concavidad:
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Figura 1.14: Funcién concava: su derivada es decre- Figura 1.15: Funcién convexa: su derivada es crecien-
ciente. Tiene forma de gorra o de monte. te. Tiene forma de copa o de valle.

Criterio de convexidad / concavidad
Si f(x) es dos veces derivable en (a,b), se tiene:

a) Si f(x) > 0 Vz € (a,b), entonces f(x) es convexa en (a,b).

b) Si f”(x) <0 Vz € (a,b), entonces f(x) es concava en (a,b).

Puntos de inflexién
Los puntos en los que una funcién pasa de coéncava a convexa o viceversa se denominan puntos de inflexion.
Utilizando el criterio anterior se tiene:

a) Si f"(z) > 0Vx € (a,¢) y f’(z) <0 Vzx € (c,b), entonces f(z) tiene un punto de inflexion en = = ¢, en
el que pasa de convexa a concava.

b) Si f"’(z) <0Vz € (a,¢) y f’(x) >0 Vz € (¢,b), entonces f(z) tiene un punto de inflexién en x = ¢, en
el que pasa de concava a convexa.

Ejemplo 1.50
fz) =2

Esta funciéon es polinomica, luego esta bien definida y es continua y derivable en todo R.

Derivadas de f: f'(z) =2z y f"’(z)=2.

Por lo tanto se tiene f”(z) > 0 para todo € R y en consecuencia que f’ es creciente y que f es convexa en
R.

f no tiene puntos de inflexion.

Ejemplo 1.51
fl@)=2°

f esta bien definida y es continua y derivable en todo R.
Derivadas de f: f/'(z) =3z% y f"(z)=6u.
Intervalos de convexidad: f” solo se anula para z =0y es

—> f tiene un punto de inflexién en z =0

f”<0en (—00,0) = f es concava en (—oo,0)
/" >0en (0,+00) = f es convexa en (0,+0c0)
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1.2.9 Representacion grafica de funciones

Los elementos basicos descritos en el Tema 1 (dominio, ceros, signo, asintotas), junto con la informacién pro-
porcionada por la derivadas primera y segunda sobre el crecimiento o decrecimiento de la funcion, sus extremos
relativos, su convexidad o concavidad y sus puntos de inflexion, permiten esbozar con mucho detalle la grafica
de la funcion.

Los aspectos a analizar para ello se resumen en el cuadro siguiente:

PROCEDIMIENTO PARA LA REPRESENTACION DE FUNCIONES

Dominio, corte con los ejes y signo de la funcién:

Dominio

Determinar el conjunto D de los valores de x para los que estd definida la
funcion

corte con el eje OY (*)

Calcular, si existe, el punto (0,y) con y = f(0).

cortes con el eje OX (*)

Calcular, si existen, los puntos en que la grafica corta al eje OX, que son los
puntos (z,0) donde x es una solucién de la ecuacién f(x) = 0.

signo de la funcién
(no es imprescindible; sélo si es
«facil»)

Determinar los intervalos en donde la funcién es positiva y negativa
{z € D : f(x) > 0} (la grafica de la funcién esta por encima del eje OX)
{r €D : f(x) <0} (la grafica de la funcién esta por debajo del eje OX)

A sintotas:

asintotas verticales

Analizar la existencia de valores de © = k para los cuales se tenga
lim f(x) = o0 o bien lim f(z) = +o0
z—kt r—k—

asintotas horizontales

Calcular, si existen, lim f(z)y lim f(z). Si alguno de ellos tiene un
r—+00 T—+00

valor finito, por ejemplo k, entonces la recta y = k es una asintota horizontal.

asintotas oblicuas

Son las rectas y = max + n tales que lim (f(z) —mx—n) =0
r—Fo0

Si existen, se pueden calcular m y n mediante

. f@)

yn=ln_(f(x)~me)

Monotonia:

intervalos de crecimiento

Calcular los intervalos donde f/(x) > 0: en estos intervalos la funcion es
creciente.

intervalos de decrecimiento

Calcular los intervalos donde f/(x) < 0: en estos intervalos la funcién es
decreciente.

minimos locales de f.

Conociendo los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién es posible determinar los maximos y

extremos relativos

Calcular los puntos = = a tales que f/(a) = 0.
si f"”(a) > 0, x=a es un minimo local
si f"”(a) < 0, x=a es un maximo local

Curvatura:

intervalos de convexidad

Calcular los intervalos donde f”(x) > 0

intervalos de concavidad

Calcular los intervalos donde f”(x) < 0

puntos de inflexion

Calcular los puntos « = a tales que f”(a) = 0.
si f""(a) > 0, x=a cambio céncavo a convexo
si f"(a) < 0, x=a cambio convexo a céncavo
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Ejemplo 1.52 oz
Representar graficamente la funciéon f(z) = 7
x

Dominio de definicién: (0, +00)
Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definicion.
Corte con el eje OX: la ecuacién Inz = 0 sélo tiene la solucion x = 1. Luego el tinico punto de corte es
(1,0).
Signo de la funcién: claramente se tiene que f(x) < 0 para € (0,1) y que f(x) > 0 para x € (1, 400).
Esto nos permite ya determinar las regiones del plano donde est4 la grafica (ver Figuras)
Asintotas horizontales:
1 1 2 2
ST /@ m 2% i

Es decir, f tiene una asintota horizontal para y = 0 cuando = — 400
Asintotas verticales: el tinico punto donde f puede tener una asintota vertical es a la derecha de = = 0.

Calculamos el limite correspondiente

, Inz —o0
Iim —=—=-

z—0t \/E o 0

Es decir, f tiene una asintota horizontal, y = 0, cuando x — 400

Derivada: La derivada de la funcién es:

1 1
— ——— Inz
f’(x)—z\/_ 2\/x _2-—Inx

N x - 2z
Crecimiento y decrecimiento: El denominador, 2x+/x, es positivo en todo el dominio de definicion, luego
el signo de la derivada viene determinado por 2 —In x, que se anula en z = 62, es positivo en (0, 62) y negativo
en (€2, +00): la funcion es creciente en (0,e?) y decreciente en (2, +00).

Extremos: La funcién cambia de creciente a decreciente
en el punto = = €2, por lo tanto tiene un maximo en dicho

1 2
punto. El valor de la funciéon en z = €2 es f(e?) = ne _

) Ve2 y
= ~0.73.

e
Derivada segunda:

1
—52:1:\/_—(2—1111:)3\/5 —8+3nz e e

4g3 425/2

(@) =

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula
cuando 3lnz — 8 = 0, es decir, para x = ¢3/3 ~ 14.4, y se
tiene

f"(x) <0 en (0,e%3) = f es concava en (0, e%/3)
f"(x) >0 en (e%/3,4+00) = f es convexa en (%3 +00)
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Ejemplo 1.53 1 203 11

Representar graficamente la funcién f(z) =2z + — >

Dominio de definiciéon: (—oo,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definiciéon.
1 1 -1

Corte con el eje OX: la funcién se anula cuando 22+ — =0 < 283 =—~- & 2= — ~ —0.79
2 2 2

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 si > 0. Por otro lado,

. =1
1 1 [ es negativa en (—o0, —=)
20 +1<0 = < — = 21<-—= = 1 V2
2 V2 f es positiva en (—=,0) U (0, +00)

V2’
Asintotas horizontales: f no tiene asintotas horizontales:
. 1 . 1
lim 2 + — | = 400, lim 20+ — | = —00
T——+00 x2 T——00 x2
Asintotas verticales: el tnico punto donde f puede tener asintotas verticales es z = 0. Es obvio que la

funcién tiende a infinito cuando x se acerca a cero y que lo hace a 400, ya que es positiva tanto a la izquierda
como a la derecha de x = 0:

1 1
lim (2:0 + —2> = lim <2:c + —2) = +00
z—0— az z—0t X

Asintotas oblicuas: son, si existen, las rectas y = mx + n tales que lfI:|I:1 (f(x) — mz —n) = 0. Si existen,
Tr—rLT 00
%
se pueden calcular m y n mediante m = lim f() y n= lim (f(xz)— mx). En este caso:
r—+oo ar r—+o0
1 1
lim ——2% = lim (2—1——3) =2= lfm ——2
T—>~400 xT T—+00 X T—>—00 X
y

1 1 1
lim 2+ — —2z | = lim — =0= lim 20 + — — 2z
T—+00 {I;2 r—+0o0 I T——00 {L‘2
Es decir, la recta y = 2z es una asintota de la funcién, tanto para  — +0o como para x — —oo.
Derivada: 5
2 2(z° — 1
fay=2- =200

3 3 que so6lo se anula para x = 1
x x
Crecimiento y decrecimiento:
2
Para z < 0 es * < 0. Luego f'(z) =2 — —5 > 2> 0 en (—00,0).
x

En el intervalo (0,1), 23

2
< 1, luego — > 2, luego f'(z) < 0.
&

2
Finalmente, en (1,+00), f'(z) > 0, ya que — < 2.
x

Resumiendo:

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, 1)
f es creciente en (1,+00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene s
un minimo en =z = 1. =2 g
Derivada segunda:

Convexidad y concavidad: La derivada segunda es siempre
positiva, luego f es convexa en sus intervalos de definicion.
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Ejemplo 1.54

1
Representar graficamente la funcion f(z) =

2 +1

Dominio de definicién: (—oo, +00)

Corte con el eje OY: f(0) = 1, luego la grafica corta al eje OY en (0,1).

Corte con el eje OX: no hay, ya que la funciéon no se anula en ningin punto.

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 Vz € R. Por otro lado, es facil observar que la funcion
es simétrica, es decir, f(z) = f(—z).

Asintotas horizontales:

0

x—l>r—ir-loo :1:2—|—]_:O7 xgr—noo L172-|-1:
Es decir, y = 0 es una asintota horizontal de f.

Asintotas verticales: no hay.

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — 400 como para x — —oo.

Derivada:

s
fi(z) = @12

que solo se anula para z = 0.
Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador, (z2+1)? es siempre positivo, es obvio f/(x) > 0
siz <0y f'(z) <0siz>0.Por lo tanto,

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, +00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene un maximo en x = 0, en el cual f(0) = 1.

Derivada segunda:

—2(x2+1)2+22-2- (22 +1) 22
(z2 4+ 1)*

— (22 +1) —2(z2 4+ 1) + 822 _ 622 — 2

f(x) = (22 + 1)4 (22 +1)3

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula cuando 6z — 2 = 2(3z% — 1) = 0, esto es, para

(_%a %) y

1 . .
r = +——. Puesto que f tiene un méximo en x = 0, necesariamente ha de ser concava en

V3
(00,2 ) y (=
convexa en (—oo, ——— —,
NEIRAWE

T

—1/\7§ ;/\/E X

+00).

v
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Ejemplo 1.55 2

Representacion grafica de f(z) = —
a8 - 1L

Dominio de definicion: (—oco, —1) U (—1 + o)

Corte con el eje OY: f(0) =0, luego la gréfica corta al eje OY en (0,0).

Corte con el eje OX: el tnico es (0, 0).

Signo de la funcidn: teniendo en cuenta que el numerador es siempre negativo, claramente se tiene que:

flz)>0siz< -1
flz)<0siz> -1

Asintotas horizontales:

—x? —x?
im = —00 lim =400
z—+oo £+ 1 z——oc0 ¢+ 1
Es decir, la funcién no tiene asintotas horizontales.
Asintotas verticales: es claro que tiene la asintota vertical x = —1. Veamos los signos:
—z? —z?
lim = —00 lim = 400
z—(—1)*t x+ 1 z—(—-1)- x+ 1
Asintotas obli ¢ = o1y L +1 es asftota oblicua de —2
sintotas oblicuas: puesto que = (—z ———,sevequey = —x es asintota oblicua de .
prestoane o1 zy1 ey +1
En efecto:
—x2
m ZEL o 2 = 1= lim
z—+oo T z—+oo x + 1 z——o0 ¢ + 1
.2 _ .2 _ .2 2
im x — (—z)= lim x +x = lim i e im =1= lim
z—+oo x4+ 1 z—+oc0 x4+ 1 z—+00 x+1 z—+oo x4+ 1 z——oc0  + 1
lo que prueba que, efectivamente y = —x + 1 es asintota oblicua, tanto para £ — 400 como para T — —o0.
Derivada:
() -2z (x+1)—(-2?) -22-2z —z(z+2)
xTr) = = =
(x +1)2 (x +1)2 (x +1)2
que se anula para x = 0 y para © = —2.

Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador de f’, (x + 1)2, es siempre positivo, se tiene que

f'(xz) <0en (—o0,—2) f es decreciente en (—oo, —2)
f'(x) >0en (—2,—-1)U(=1,0) y por lo tanto que f es creciente en (—2,—1) U (—1,0)
f'(z) <0 en (0,00) f es decreciente en (0, c0)

A

y
Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene

que f tiene un minimo en z = —2, en el cual
f(=2) =4, y tiene un maximo en z = 0, en el cual f(0) = 0.
Derivada segunda:

—2
1" .
@) = eroe
Convexidad y concavidad: el numerador es siempre negativo. 0
Es obvio que: -2 x

f(x)” >0siz<—1 (convexa)
f(@)"<0siz>—-1 (comcava)
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Ejemplo 1.56 9

Representar graficamente la funciéon f(z) = 296 T
B —

Dominio de definicién: la funcién esta bien definida ex-
cepto cuando 22 — 1 = 0, es decir, cuando = = +1. Luego
el dominio es D = (—o0, —1) U (—1,1) U (1, +0c0)

Corte con el eje OY: el corte de la gréfica de la funcion
con el eje OY se produce en el punto (0, £(0)) = (0,0).
Corte con el eje OX: f(z) = 0 & 2 = 0, es decir
z = 0.

Signo de la funcién: el numerador, z2, es siempre posi-
tivo. Luego el signo de la funcién coincide con el signo del

denominador:

?-1<0 & 22<1 & ze(-1,1).
Es decir,

f(z) > 0en (—o0,—1) U (1,00)

f(z) <0en (—1,1)

Asintotas horizontales:

) 2 ) z?

lim = lim ——=1
T—>+00 $2 —1 T——00 $2 —1

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 y para x — —oc.

Asintotas verticales: las posibles asintotas verticales son x =1y x = —1.
If . If o
im = +o00, m ———=-00
z—(—1)— z2 —1 z—=(—1)+ 2 —1
) z? . w2
lim —00, lim = +00

eo()- 22— 1 a—)t 22 —1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +00 como para * — —oo.
Derivada:
(=) 2z(z% — 1) — 2z 22 —2z
) = =
(22 — 1) (22 — 1)

que so6lo se anula para x = 0.

Crecimiento y decrecimiento: Claramente se tiene que:

f'(z) > 0 para © < 0 = f es creciente en (co,—1) y en (—1,0).

f'(z) < 0 para x > 0 = f es decreciente en (0,1) y en (1, 00).

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que en z = 0 (punto en que se anula la derivada) la
funcion tiene un maximo local. No tiene méas extremos, ya que la derivada no se anula en mas puntos y la
funcién es derivable en todos los puntos en los que esta definida.

Derivada segunda:

vy —2-(@? =12 +2z-2(2? - 1)20  —2-(2®—1)+8z>  6z?+2
fie) = (22 —1)* D (TR (2

Convexidad y concavidad: 622 + 2 es siempre positivo; (z? — 1)3 es positivo cuando |x| > 1 y negativo si
|z| < 1. En consecuencia f” es positiva y por tanto f es convexa (U) en (—oo, —1) y en (1,00) y f” es negativa
y [ es concava (N) en (—1,1)
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Ejemplo 1.57

w7
Representar graficamente la funcion f(z) = c

et —1

Dominio de definicién: la funcién esta bien definida ex-
cepto cuando e® — 1 = 0, es decir, cuando x = 0. Luego el
dominio es D = (—00,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que la funcién no esta
definida en z = 0.

Corte con el eje OX: f(z) =0 < e® —2 =0, es decir x*
x = In(2).
Signo de la funcién:
=_9
En (—00,0), ¥ <1 < 2, luego € 1 > 0.
el‘ —
*—2
En (0,1n(2)), se tiene 1 < e® < 2, luego € <0
61 —
5 g
En (In(2),00), se tiene 1 < 2 < €%, luego em 1> 0
o —
Asintotas horizontales:
e =2 e =2
Ii =1 Ii =2

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 e y = 2 lo es para x — —o0.
Asintotas verticales: la tunica posible asintota vertical es z = 0, es decir, el eje OY,

et —2 , et —2
= +o0, lim = -0

lim =
z—0t e — 1

z—0— e — 1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — 400 como para x — —oo.

Derivada:
ev(e” —1) —e”(e® — 2) e’

=" — ~@1»

que no se anula en ningtn punto.

Crecimiento y decrecimiento: La derivada es siempre positiva, ya que lo son numerador y denominador.
Por tanto f es creciente en cada uno de sus intervalos de definicion.

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f no tiene extremos locales, puesto que la derivada
no se anula en ningin punto y no hay otros posibles extremos, dado que f es derivable en todos los puntos en
los que esta definida.

Derivada segunda:

(@) = e®(e® —1)% — 2e%(e® — 1)e® _ e®(e® — 1) — 2e%e” _ 2 — G — PP _ —e?* — e” _ —(e2® + %)
@1y (e 17 @-1F @-1°  (@-1F

Convexidad y concavidad: Hay que estudiar el signo de la derivada segunda.
El numerador, —(e?* + ¢%) < 0 Vz € R. El denominador, (e® — 1)? es negativo en (—o0,0) (ya que e® < 1),
y es positivo en (0, 4+00) (ya que e* > 1). En consecuencia

{ f"(z) >0 en (—o0,0)
f"(z) < 0 en (0,+00)

Luego f(x) es convexa (U) en (—o0,0) y concava (N) en (0, +00).
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1.3 Optimizacion

La optimizacién matematica trata de resolver problemas en los que interesa maximizar una determinada
cantidad (por ejemplo, un beneficio, una velocidad, la eficiencia de un sistema,. .. ) o por el contrario minimizar
algtn criterio (por ejemplo, un coste, un riesgo, el tiempo empleado en algo, ...).

La cantidad 6 criterio a optimizar suele venir dado por una funcién dependiente de una o varias variables a la
que con frecuecia se llama funcién coste o funcion objetivo. Se trata, pues, de encontrar para qué valores
de las variables se produce el maximo (6 minimo) de la funcion coste.

Con mucha frecuencia, en este tipo de problemas las variables de las que depende la funcién beneficio no son
completamente independientes: deben verificar ciertas condiciones, denominadas restricciones. Normalmente,
a partir de dichas restricciones, se puede encontrar la dependencia de alguna variable respecto de las otras.

Interesa, pues, en estos problemas, hallar el o los puntos del dominio de la funcién objetivo en donde ésta alcanza
su maximo,/minimo valor.

Minimo / maximo global 6 absoluto
Sea f: ACR — R yseace A

a) Se dice que f tiene un minimo global o absoluto en x =csi  f(c) < f(zx) Vze A

b) Se dice que f tiene un maximo global o absoluto en z =csi  f(c) > f(z) Ve e A

Un maéaximo local no necesariamente sera maximo
global. De hecho, una funcién puede tener varios ma-
ximos locales, tomando distintos valores en cada uno
de ellos. Y puede ocurrir que en ninguno de ellos al-
cance su maximo global.

Lo mismo es valido para los minimos.

En la busqueda de extremos globales de una funciéon
hay que prestar especial atencién a los extremos del
intervalo en que esta definida, ya que, en el caso en

que estén incluidos en el intervalo, pueden ser los que
produzcan los Valores extremos. Figura 1.16: Esta funcién f . [a, b] — ]R tiene dOS

maximos locales en el intervalo [a,b], x = 21 y © =
z3, v dos minimos locales, * = x5 vy * = x4. El
minimo global se alcanza en z = x4 y el maximo
global en el punto x = b

En la definicién de extremo global es fundamental
el hecho de que ¢ € A.

La funcién f : R — R de la Figura 1.17 tiene un ma-
ximo en x = 0 pero no tiene minimo, ya que el valor
f = 0 no se alcanza en ningin punto del intervalo
(=00, 0).

° ’

Figura 1.17: Esta funcién tiene un méximo global en
el punto x = 0, pero no tiene minimo.
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Candidatos a extremos globales
En la determinacion de los maximo (resp. minimos) globales de una funciéon hay que tener en cuenta que los
puntos que son susceptibles de producirlos son:

a) Los maximos (resp. minimos) locales.

b) Los extremos del intervalo, en el caso de que estén incluidos en el mismo.

La determinacion de los extremos globales o absolutos de una funcién precisa de un analisis detallado, ya que
son muchos los casos distintos que pueden darse: intervalo acotado o no acotado, extremos del intervalo incluidos
0 no en el mismo, comportamiento de la funciéon en los extremos. . .

Para este analisis resulta de mucha ayuda poder trazar (aunque no sea de forma detallada) la grafica de la
funcion.

A continuacion se veran, con ayuda de varios ejemplos, algunos de los casos que se pueden dar.

Ejemplo 1.58
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = 2* — 223 + 22 + 1 para z € R

Se trata de una funcién polinémica, en consecuencia esta bien definida y es continua y derivable en todo RR.
La funcién tiende a +oo tanto cuando x — —oco como cuando x — 400, por ser el término dominante (el de
mayor grado) de grado par y tener signo positivo:

lim f(z) =400 y xl{r_noof(x) = +00.

T—+00

De aqui se deduce que f no alcanza su maximo en ningin punto:
No existe ¢ € R tal que f(c) > f(z) Vo € R

Lo que si tiene f es minimo. Para determinarlo, se estudian los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(x), es decir, puesto que f es derivable en R, el signo de su derivada:

1 1

1 f'(z) > 0 si <x+§>>0<:>x>—§
f'(z) = 43 — 622 + 2 = 4(z — 1)? <x+§> y se tiene . .
f'(z) < 0si <x+§><0<:>x<—§

de modo que

1
f es decreciente en (—oo, — 5)
1
f es creciente en (— > +00)
—> f tiene un minimo en x = — 3
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Ejemplo 1.59
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = 22 — 122 — 3 para z € [0, 3]

Esta funcién esté bien definida y es continua y derivable en todo R. Se trata de un polinomio cuyo término
dominante tiene grado impar y signo positivo, luego se tiene

lm f(z) =400 y lm f(z)=—oo

T—+00
En consecuencia, en R, f no alcanza un méaximo ni un minimo. Ahora bien, se considera f definida solo para
x € [0,3].

En este intervalo, el maximo y el minimo se pueden encontrar entre los maximos y minimos locales (si los
hay). Pero también podrian ser alguno de los extremos del intervalo ya que estan incluidos en él.

Para determinar los extremos locales se analizan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z):

f'(z) <0 (f decreciente) en [0, 2)

! _ 2 _ 2 _ _ ien
fi(z) =32 —12=3(z" —4) =3(x — 2)(x +2) y se tiene { /() > 0 (f creciente) en (2,3]

Esta claro que f tiene un minimo local en z = 2 que también es
minimo global en el intervalo [0, 3].

Puesto que f no tiene mas extremos locales, el méaximo sblo se
puede encontrar en alguno de los extremos del intervalo. Como

fO)==3 vy [f(3)=-12 . : ;

se tiene que f(z) alcanza su maximo en el intervalo [0,3] en el
punto x = 0.
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Ejemplo 1.60

1
Encontrar los extremos de la funcion f(z) = Tt

—— paraz € R
2+ r+4 P

El denominador 22 + x + 4 no se anula en R, ya que la ecuacién 22 + 2 + 4 = 0 no tiene raices reales: En
consecuencia f(x) esta definida y es continua y derivable en todo R.
Derivada de f(z):

22+z+4)—(z+1D02zx+1 —x2 —22+3
f/(sc):( (:c2)+qg+4)2)( ):(x2+x+4)2 que se anula para x = —3 y para x = 1

El signo de f’(x) es el mismo de su numerador, ya que el denominador es siempre positivo, luego:

f tiene un minimo local en x = —3

! : _
Jl@) >0 exsdns) on (=€, 1) f tiene un maximo local en z =1

f'(z) <0 (f decreciente) en (1, +00)

8

f'(z) <0 (f decreciente) en (—oo, —3) {

Para analizar si estos extremos locales son o no extremos globales habra que analizar el comportamiento de f
en el infinito (los extremos de su intervalo de definici6n):

z+1 ; r+1
Ilm ———= lim ———— =
zo—ccx?2+x+4 asotoz?+xz+4

Es decir, f tiene una asintota horizontal en y = 0, tanto para z — —oo como para r — —o0.
En resumen se tiene:

lim, o f(z) =0
lim, 400 f(z) =0
f tiene un (Gnico) minimo local en z = —3

f(=3) = —5 <0

5 x
— f tiene un minimo global en z = —3

lim, o f(z) =0
lim, 400 f(z) =0
f tiene un (tinico) méximo local en z =1

f(l):%>0

— f tiene un maximo global en z =1
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Ejemplo 1.61 3
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = (22 + Z)em para z € R

f(z) es continua y derivable en todo R.
Comportamiento de f en el infinito:

3
24 =
x+4

(2): lim 22 (2): lim —— =0

3
i LA
m (z°+ 4)6 im =

T——00 z——oc0 e %

3
lim (z* + Z—})e”E = 400

r—o0

Derivada de f(z):
/ T 2 3 T 2 3 T 2 3
f(x) = (22)e” + (z° + Z)e = (z°+2z+ Z)e que se anula cuando z* + 2z + A= 0

3
2EVATA 9 vaT3 211

2 2 2

Luego la derivada f’ se anula en z = —1/2 y en z = —3/2.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento: e” > 0 para todo z € R, luego el signo de f’(z) coincide con el

—

3
signo de z2 + 2x + 275 tiene:

f'(z) > 0 (f creciente) en (—oo, —g)

. . 3
1 f tiene un méaximo local en x = —=

5)

f'(z) <0 (f decreciente) en (_; -5

1 f tiene un minimo local en x = -5
f/(x) >0 (f creciente) en (—5,—1—00)

Ahora bien, x = —3/2 no es maximo global de f ya que y
al ser EIE f(x) = 400, hay puntos de R en los que f

alcanza valores tan grandes como se quiera, en particular
mayores que f(—3/2) = 3e~3/2. En consecuencia f no tiene
méaximo global.

Por otra parte, f(—1/2) = e='/2 > 0 lo que implica que

tampoco & = —1/2 es el minimo global de la funcién f, ya

que al ser lim f(x) = 0, existen puntos en R en los que
T——00

X
f toma valores menores que e~ /2.

En resumen: f no tiene maximo ni minimo global.
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Ejemplo 1.62 2311
Encontrar los extremos de la funcion f(z) =

para x € (0, +00)

La funciéon f estd bien definida y es continua y derivable en (0,+00), ya que tanto el numerador como el
denominador lo son y el denominador no se anula en dicho intervalo.

Comportamiento en los extremos:

3 +1 1 2 +1 x3

lim — =400 y lim = lim = = lim z?=+4c
z—0t xT ot r—400 x r—+4o00 I T—+00

La consecuencia inmediata es que f no tiene maximo global.

322 .-z — (2341 223 — 1
Derivada de f: f'(z) = S 2(95 1) = = 5 que s6lo se anula para = = 1/V/2.
i 0

Intervalos de crecimiento / decrecimiento: y

f'(x) < 0 (f es decreciente) en (0,1/+/2)
{ f'(x) > 0 (f es creciente) en (1/+/2, +00)

Luego f tiene un minimo local en x = 1/ /2 que, a falta de méas
candidatos, es también minimo global.
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Ejemplo 1.63
Encontrar las dimensiones que debe tener un rectangulo de perimetro igual a 4cm para que
su area sea lo mas grande posible.

Las dimensiones del rectagulo son base, a la que llamaremos z, y altura, a la que llamaremos y. Ambas son
las variables que intervienen en este problema.

El perimetro de un rectangulo (suma de las longitudes de sus lados) viene dado por P(z,y) = 2z + 2y. Su area
viene dada por A(z,y) = « - y. Obviamente, ambas dimensiones deben ser ntimeros estrictamente positivos.
El problema que se plantea es:

Maximizar A = xy

sujeto a Pz,y) =2z +2y =4
x>0, y>0

A partir de la restriccion 2z 4+ 2y = 4 se puede deducir la dependencia de y con respecto de z (o al contrario,
de z con respecto de y):
4— 2z

2
En consecuencia, puesto que para los rectangulos «admisibles» (aquéllos cuyo perimetro es de 4 ¢cm), la dimen-
si6n y viene dada a partir de la dimensién z, su area se puede escribir

20 4+2y=4 = y= =2—-=z

A=zy=2(2—-1)

y el problema de optimizacion anterior se escribe ahora, en funcién de una sola variable:

Maximizar A = z(2 — z)
sujeto a > 0

Para resolver este problema hay que hallar el maximo global de la funcion A(z) = z(2 — z) en el intervalo

(0, +00).

La funciéon A es continua y derivable en todo el intervalo (0,+00). Se tiene

A’ >0en (0,1)

/ 9 . _ .
A'(z) =2 — 2z, que sblo se anula para z =1 y se tiene { A" < 0 en (1,400)

Estéa claro, pues, que A tiene un méximo local en z = 1 y éste es el tnico candidato a maximo global, ya que
los extremos del intervalo no estan incluidos en el mismo.

Asi pues la dimension z (base) optima es = 1. La altura éptima serd y =2 — z = 1.

Solucion: el rectangulo de perimetro 4cm y drea méxima es un cuadrado de lado lcm.
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Ejemplo 1.64

Un conservero debe fabricar botes cilindricos de 1 litro para envasar tomate frito. Determinar
las dimensiones que debe tener el bote para que se fabrique con la menor cantidad posible de
hojalata.

En primer lugar identificamos los datos del problema: las dimensiones de un cilindro son el radio de su base,
que llamaremos r y su altura, que llamaremos y. Utilizaremos como unidades los centimetros.

El volumen del cilindro es igual al &rea de su base (77?) multiplicada
por la altura del cilindro (y):

Viry)=nr’y

Por otro lado, la superficie total de la lata esta formada por la superficie y
cilindrica més las dos tapas circulares.

La superficie cilindrica, desarrollada, es un rectangulo de base igual a
la longitud de la circunferencia de la base (277) y de altura y, luego su
area (longitud de la base por la altura) es 27ry.

El area de cada tapa es mr2.

Finalmente, pues, el drea total de la superficie que rodea la lata es:  A(r,y) = 2mry + 277>
De lo que se trata, pues es de resolver el problema:

Minimizar A(r,y) = 27ry + 2772

2. S 3
— V(r,y) =7r?y =1000 (1litro = 1000 cm®)
r>0, y>0

De la restriccion V(r,y) = 1000 se puede deducir la relacion que liga r con y:

1000
V(r,y) =mr?y=1000 dedonde y=

mr2

Sustituyendo esta expresion de y en funcién de r en la formula del area total de la superficie nos queda esta
iltima expresada sélo en funcion de r:

1000 2000 2000 + 2773
A(r) = 2mry + 2mr? = 2mr — + 277 = + 212 = 2UL0 5 27T
wr r r

De lo que se trata, pues, es de encontrar para qué valor de r se consigue que esta area sea minima:

2000 + 2773
Minimizar A(r) = 00+ 2mr
T
sujeto a r > 0

es decir, de calcular el minimo de la funcién A(r) en (0, +00). Esta funcién es continua y derivable en (0, +00)
y se tiene:

2000 + 2713 , 2000 + 2713
lm —— =+4+o00= lim ——
T—>—00 T r——+00 r
673 — (2000 + 2713 473 — 2000 2000
La derivada A'(x) = a = | 2 ) I - se anula para r = ¢ e ~ 5.42cm que solo
T

puede ser un minimo debido a que A tiende a +o0o en los extremos del intervalo (0, 4+00) y no hay mas puntos
criticos.
En consecuencia, el radio 6ptimo para la base de la lata es de 5.42cm y la altura correspondiente es

_ 1000 1000

= ~ ~ 10.83
mr2  w-(5.42)2

En resumen, las dimensiones 6ptimas de la lata son:

Radio de la base = 5.42cm y altura = 10.83 cm
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Ejemplo 1.65

Se desea construir una nave industrial de base cuadrada y cubierta plana cuyo volumen sea
V = 100m?. Los costes de construcciéon son de 100 euros por cada m? de pared lateral y de 200
euros por cada m? de cubierta. ;Cémo deben elegirse las dimensiones de la nave para que el
coste de construcciéon sea minimo ?

Las dimensiones de la nave son: la longitud del lado del cuadrado que forma la base, que llamaremos z y la
altura de la nave, que llamaremos y. Utilizaremos como unidad de longitud el metro.
El volumen encerrado dentro de la nave viene dado por el 4rea de la base multiplicada por la altura. El area
de la base es x2, luego

V(z,y) = z°ym®
Por otra parte, la nave tendra 4 paredes iguales, cada una de las cuales tiene un area de xy, luego el area total
de las paredes es 4xy. La cubierta tiene la misma area que la base: 2.
El costo de construccion, por lo tanto vendra dado por:

C(z,y) = 100 4zy 4 200 2% = 400zy + 200z>
El problema que se desea resolver es, en consecuencia:

Minimizar C(z,y) = 400zy + 200z>

2,
sujeto a { Vi) =@y =10t
z,y >0

De la restriccion 2%y = 100, que impone una relacién entre las variables, se puede despejar (por ejemplo) la

variable y en funcién de la variable x:
100
V==
Entonces, sustituyendo esta expresion de y en funcion de x en nuestro problema, éste se reduce a uno de
minimizacién en una variable:

100 40000
Minimizar C(x) = 400xﬁ +2002% = — + 20022
para z € (0, +00)

Se trata, pues, de calcular el maximo de la funcion C(z) en el intervalo (0, —oc0). Esta funcion es continua y
derivable en (0, +00) y se tiene

40000 40000
lim 420022 =400y lim + 20022 = 400
z—0F X r—+00 X
—40000 —40000 + 400>
Su derivada C'(z) = 2 + 400x = % se anula cuando —40000 + 40022 = 0, es decir, para

4140000 4 . [ es decreciente en (0, v/100)
=/——— = V100 t :
* 400 V100 y se tiene f es creciente en (+/100, +o00)
Es claro, por lo tanto, que C'(z) tiene un minimo local en x = v/100 que, por lo visto antes, también es minimo
global en el intervalo (0, 400). Asi pues, la solucién al problema es z = v/100 y en consecuencia

100 100 100
y=—5 = 3 = Tomar = 1001 = V100
X ( 3/100) 100

La opcién 6ptima es construir una nave con forma de cubo de lado +/100.
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Ejemplo 1.66
Se estima que el precio de mercado de un cierto producto ganadero durante el ano préximo
vendra dado por la funcion

p(t) = —2(t+1)(¢t—13), te]0,12]

donde la variable ¢ representa el tiempo medido en meses. Por otra parte, el coste de produccion
de dicho producto viene dado por

c(t) =4+20In(1+1t), te[0,12]

Se desea calcular cuil es el momento 6ptimo para poner a la venta el producto obteniendo el
maximo beneficio posible.

El beneficio obtenido al poner a la venta el producto en el instante ¢ vendra dado por la diferencia entre el
precio de venta y el coste de produccion, es decir

f) = —2(t +1)(t —13) — 4 — 201In(1 + t) = —2t> + 24¢ 4 22 — 201In(1 + t)

Es preciso, pues, hallar el maximo absoluto de esta funcién en el intervalo [0, 12].
Los candidatos (puntos que hay que estudiar) son:

= los maximos locales
= los extremos del intervalo

La funcion f esta definida y es continua y derivable en el intervalo [0,12], ya que el argumento del logaritmo,
(1+1t), es positivo en dicho intervalo.
En los extremos del intervalo se tiene

f0)=22,  f(12) = —488 + 488 + 22 — 20In(13) ~ —29.3

Veamos en qué puntos se anula la derivada (puntos criticos):

1
Flt)=—4t+24-20—— =0 & (—4t+24)(1+1)=20 & —42+20t+4=0

141¢
o, ~0EVIOTEE _ [ 1=t =~52
o —8 B t:t2:%—0.2

Obviamente, s6lo el punto t; pertenece al intervalo [0,12], y para él se tiene
f(t1) = f(5.3) = 56.2

de donde se deduce que el maximo beneficio se obtiene vendiendo tras 5.3 meses.
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1.4 Problemas de determinacién de parametros

En muchas ocasiones ocurre que se sabe que una cierta magnitud y, que depende de otra z, sigue una ley
determinada; por ejemplo, que tiene un comportamiento lineal. Esto significa que se sabe que la funciéon y = f(x)
es de la forma f(x) = ax + b. Sin embargo no se conocen los valores de los coeficientes a y b que determinan
dicha dependencia.

En ocasiones, los valores de dichos coeficientes se pueden calcular si se conoce el valor de la funcién en un
numero suficiente de puntos, es decir, si se conoce el valor de y correspondiente a un numero suficiente de x.

Ejemplo 1.67

Se sabe que la temperatura de cierto objeto tiene un comportamiento lineal, con respecto del
tiempo. Sabiendo que en un instante inicial, ¢ = 0, la temperatura era de 10°C y que pasados
30 minutos era de 20°C, determinar la funcién que proporciona la temperatura en funciéon del
tiempo, en cualquier instante t. Determinar también el instante ¢ en que la temperatura del
objeto alcanza el valor de 45°C.

Denotaremos por T' a la temperatura y por t al tiempo medido en minutos. Puesto que la temperatura sigue
una ley lineal se tendra: T'(t) = at + b para algunos valores a y b que (de momento) no conocemos. Se
trata, pues, de determinarlos utilizando la informacién dada. Por un lado,

10=T0)=a-0+b=b < b=10

Por otro lado, y sabiendo ya que b = 10,
20=T30)=a-30+10 <= a-30=20-10=10 <~ a=—=-

Luego se tiene, para la funcion T'(¢):
1
T(t) = 3 t+10

Para determinar el instante en que T' = 45, hay que calcular para qué valor de ¢ de tiene

1
T(t):§t+10=45 = t=45-10=35 <= t = 305 minutos.

Wl =
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Ejemplo 1.68

Un incendio comienza en un campo abierto y seco y se extiende en forma de circulo. El
radio de tal circulo aumenta a razén de 0.5 metros por minuto. Determinese el drea de la zona
incendiada como una funcién del tiempo.

Aunque se trata de determinar el area de la zona incendiada, la informaciéon de la que se dispone es relativa al
radio de dicha zona. Por ello, serda mas facil determinar en primer lugar el radio en funcion del tiempo. Una
vez conocido éste, s6lo hay que calcular el area del circulo con dicho radio.

Denotaremos por r al radio del circulo medido en metros y por t al tiempo medido en minutos. Comenzaremos
a contar el tiempo en el instante en que se inicia el incendio.

Aumentar (o disminuir) a un ritmo constante es una caracteristica de las funciones lineales. Luego la informa-
cion proporcionada nos indica que r(t) es una funcién lineal:

r(t)=at+b
La informacion de la que se dispone para determinar a y b es:
1. 7(0) = 0, ya que inicialmente el radio de la zona incendiada es nulo.
2. r(1) = 0.5, ya que en un minuto dicho radio habra aumentado 0.5 metros.

En consecuencia:
=r0)=a-0+b <= b=0

05=r(l)=a-1=a <= a=05
Luego la funciéon que nos da el radio en funciéon del tiempo es

1
t)=05t= -t
() :

En consecuencia, el area de la zona incendiada seré el area del circulo de radio r(t):

S(t)=nrt)?=n (%t>2 = %tQ
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Ejemplo 1.69

El niimero de bacterias de un determinado cultivo de laboratorio sigue la ley 1y = !

=
donde t es el tiempo medido en dias, y es el nimero de bacterias medido en millones 1y+7“c}‘13 C
son parametros que hay determinar a partir de datos experimentales. Se sabe que, al inicio del
cultivo habia 5 x 10° bacterias y que, cuando pasa mucho tiempo, la poblacién de bacterias
tiende a estabilizarse en el valor de 40 millones. Determinense los valores de dichos parametros.
Determinese también en qué instante ¢ se alcanzara el nimero de 10 millones de bacterias.

Por comodidad y porque es lo l6gico, comenzaremos a contar el tiempo en el momento en que se inicia el
cultivo.

1
Por tanto se tiene que  y(0) = 500000 bacterias = — millones de bacterias.

Por otro lado, el valor en el que se estabiliza la poblaciéon cuando se deja pasar mucho tiempo se obtendra
tomando limite cuando ¢ tiende a +oo:

D ule) =40
Utilizando estas dos informaciones se tiene:
r i
li t)=1Ii = =r =40
M) = e e " Tr o0 "
1 40 40
- =y(0) = = — 1+C=80 <= C=179
2=V =T es " T30
Luego finalmente se tiene:
() = 40
Y =1 + 79e—t
Para determinar el instante en que la poblacién llega a 10 millones de bacterias hay que resolver la ecuacion
40 40 3
——— =10 & —=4=14+T7%" & 3=7%"'" & _—~=e
1+ 79¢" 10 e ‘ 9 ¢

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros, se tiene

3 3
—t=In|— =—In(— ) ~3.3di
t=1In (79> &t n (79) 3.3 dias
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Ejemplo 1.70
Para cierta poblacién de microorganismos, la densidad en el instante ¢t (medido en minutos),

viene dada por
at

p(t) = Po aF %7
siendo pg, a y k pardmetros por determinar. Se sabe que la densidad inicial era de 2850, y se

ha observado que el valor maximo p,, = 9344 se alcanza en el tiempo t,, = 7.5. Determinar los
valores de pg, a y k.

Tenemos tres parametros que determinar y tres informaciones para hacerlo:
(1) La densidad inicial es de 2850: p(0) = 2850

(2) El valor maximo se obtiene para t,, = 7.5: p’(7.5) = 0

(3) El valor maximo es 9344: p(7.5) = 9344

De (1) se obtiene

o) -

De (2) se tiene

1—kt 1
p'(t):%:O & 1—kt=01luego1 - 7.5k =0 < kzﬁ(m0.13333)

Finalmente, de (3) se tiene

7.5 7.5
P(75) = po+ ¢ = 2850 + 2= = 9344 & a = (9344 — 2850) = [~ 2353.67
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Ejemplo 1.71
La poblaciéon de cierta especie sigue la siguiente funciéon

P(t):a—‘—%, t>0
donde P(t) es el nimero de individuos de la poblacion, ¢ el tiempo (medido en meses) y a es
una constante positiva.
(1) Calcular a sabiendo que inicialmente la poblaciéon constaba de 300 individuos.
(2) ;En qué momento se puede predecir que alcanzara la poblacién su maximo? ;Cuanto es el
valor de dicho maximo?
(3) ;A qué tiende la poblacién a largo plazo?
(4) Si se sabe que esta especie esta en peligro de extincién cuando el namero de sus individuos
es menor que 100, ;puede ocurrir que esta poblacion entre de peligro de extinciéon?

(1) Si inicialmente habia 300 individuos, se tiene

P(0) =

(2) Lo que queremos calcular es para qué valor de la variable independiente ¢ se produce el maximo de esta
funcion. Para ello igualamos a cero la derivada.

et/2 _ Llyot/2 1—-—

t
t ( ) t
N 2 _ 2/ _ _ —
P'(t) =100 (ci72)2 =100 i =0 & 1—5—0@

Tenemos que asegurarnos de que para t = 2 se produce efectivamente un méximo de la funcién, pero esto es
claro, ya que P’(t) es positiva a la izquierda de ¢ = 2 y negativa a su derecha.
El valor de dicho maximo es el valor de P(t) en t = 2:

100 x 2 200

P(2) =300 + 2z = 300 + -~ 373.57 = 374 = | El valor méaximo es 374 |.

(3) Matematicamente, el comportamiento de la poblacion a largo plazo viene dado por el comportamiento de
la funcién cuando t — oo:

100t

t—o0

=300+100xtli>m L:Z’)00+100><0:300.

oo et/2

Es decir, | a largo plazo el tamano de la poblaciéon se estabiliza en 300 individuos ‘

(4) El tamafio de nuestra poblacion no desciende en ningun instante por debajo de 100; de hecho no desciende
por debajo de 300. En efecto, ya hemos visto que el valor maximo es 374 y que asintoticamente tiende a 300.
Si descendiera de 300, para volver a “subir” tendria que tener un minimo relativo, y ya hemos visto que ¢t = 2

es el unico punto critico. Asi pues, | esta poblacion no entrara en peligro de extincion. ‘
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1.5 Matrices

Una matriz es un conjunto de nimeros colocados en una determinada disposicion, ordenados en filas y columnas.
Las lineas horizontales de una matriz se denominan filas y las lineas verticales se denominan columnas. Cuando
una matriz contiene m filas y n columnas se dice que es de orden m x n. Los elementos de una matriz se suelen
encerrar entre paréntesis o corchetes rectos.

Ejemplo 1.72

Las siguientes matrices son, respectivamente, de orden 3 x 3, 3 x 2, 3 x4 y 2 x 3:

123 3 4 3.1 2 0
45 6 |, -6 5 |, 011422,<(1)(5)8).
7 8 9 8 0 1 5 8 7

= Matriz cuadrada es la que tiene el mismo ntumero de filas que de columnas, es decir de orden n X n o
simplemente de orden n.

= Matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos elementos son todos nulos salvo los de la diagonal
principal, es decir la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha.

= Vector fila es una matriz de una sola fila y varias columnas. Por ejemplo, una matriz 1 X 7 es un vector
fila de longitud 7.

= Vector columna es una matriz de varias filas y una sola columna. Por ejemplo, una matriz 20 x 1 es un
vector columna de longitud 20.

= Matriz triangular inferior (resp. superior) es una matriz cuyos elementos por encima (resp. debajo)
de la diagonal principal son todos nulos.

= Diagonal principal de una matriz cuadrada es la que va de la esquina superior izquierda a la esquina
inferior derecha. Si la matriz no es cuadrada, se llama diagonal principal a la que comienza en la esquina
superior izquierda.

Ejemplo 1.73

Las siguientes matrices son respectivamente vector fila, vector columna, matriz triangular superior, matriz
triangular inferior y matriz diagonal:

3 3 1 2 100 2 0 0
(1,0,3,4), 8 |, 0 11 4 |, 6 5 0 |, 0 -3 0
2 0 0 7 8 9 9 0 0 1

Ejemplo 1.74
(Diagonal principal de una matriz cuadrada y de una matriz rectangular)

1 1 5

3 1 2 6 5 3 2 0 0 -1 2

1 11 4 |, 8 9 9 |, 5 -3 0 2 4

0 0 7 2 4 7 o 0 1 0 1
0 1 -3

De manera general, una matriz de m filas y n columnas cualquiera se escribe de la forma siguiente:
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a1 a2 ... Qin

a1 adz2 ... Q2n . ) )
A= . . , , obien A = (a;;),1<i<m,1<j<n.

am1 Am2 oo Qmn

Obsérvese que el primer subindice de cada elemento representa el niimero de la fila y el segundo el ntimero de
la columna a la que pertenece dicho elemento. Asi a;; es el elemento que estd en la interseccion de la fila ¢ con
la columna j.

Las siguientes operaciones tienen sentido entre matrices:

= Suma y resta de matrices. Sean A y B dos matrices del mismo orden, m x n. La suma A + B es otra
matriz de orden m X n cuyos elementos son la suma de los elementos homoélogos de las matrices a sumar.
La resta A — B se define de forma analoga.

Ejemplo 1.75

1 3 2 2 5 0 1+2 3+5 240 3 8 2
1 00|+ 1 6 4|=|1+1 0+6 0+4 | =2 6 4
2 11 0 5 1 2+0 1+5 1+1 2 6 2

= Producto de una matriz por un nimero. Dada una matriz A de orden m X n y un nimero c, el
producto cA es una nueva matriz m X n que se calcula multiplicando cada elemento de A por el ntimero c.

Ejemplo 1.76

J[1 8 —3]_[2x1 2x8 2x-3]_[2 16 —6
4 —2 5 | T |2x4 2x-2 2x5 |~ |8 —4 10

= Producto de una matriz por un vector columna. Para poder hacer esta multiplicacion, el ntmero
de columnas de la matriz ha de ser igual al namero de filas del vector columna, es decir dada una matriz
A de orden m x n y un vector columna b de longitud n , el producto Ab es un nuevo vector columna,
de longitud m, que se calcula como sigue:

aiy a2 ... Gip b1 a11b1 + a12b2 + -+ - + aipby
az1 G2 ... A2y bo a21b1 4 azaba + - - + aspby,

am1 Am2 ... (mn bn amlbl +@m2b2+"'+amnbn
Ejemplo 1.77
0 1 3 ) Ox5+1x0+3x2 6
4 0 -1 0|=]4x54+0x0+—-1x2 | =| 18
3 6 4 2 3XH54+6x0+4x2 23

= Producto de matrices. El producto de dos matrices se puede definir s6lo si el niimero de columnas de
la matriz izquierda es el mismo que el nimero de filas de la matriz derecha. Si A es una matriz m x n y
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B es una matriz n X k, entonces su producto matricial AB es la matriz m x k (m filas, k columnas) dada

por
a11 a12 Q1n bir b2 bk
asy G2 aon bar  boo ba
A= , B= )
am1 Am2 Amn bnl bn2 bnk
r n n n T
et Dahs Db
p=1 p=1 p=1
D aapbpr Y azby > a2pbp
AB = p=1 p=1 p=1
D mpbpt D Gmpbpe D ampbp
L p=1 p=1 p=1 1
Ejemplo 1.78
0 1 3 5 1 [ 0x54+1x0+3x2 0x1+1x1+3x0
4 0 -1 0 1 = 4x54+0x0+—-1x2 4x1+0x1+(=1)x0
3 6 4 2 0 | 3x5+6x0+4x2 3Xx1+6x1+4x0
[ 6 1
= 18 4
| 23 9

En el producto matricial, el orden es fundamental: Puede tener sentido el producto AB y no tenerlo el
producto BA, como en el ejemplo anterior. Pero, incluso en el caso de matrices cuadradas del mismo
orden, en que tienen sentido ambos productos (AB y BA), en general el resultado no es el mismo. Es
decir, el producto matricial no es conmutativo:

AB # BA.
Ejemplo 1.79
1 0
3 1 2 7T 3
S HDIEEI N
2 1 0 1 9 4 -1
1 0 3 1 2
BA=| 2 -1 [;’ 1 g =4 1 4
1 2 7T 3 2

1.6 Sistemas lineales de ecuaciones

Una ecuacion lineal (sistema de orden 1) es de la forma:
ax = b,

donde a y b son ntimeros dados y x es la incégnita a determinar.
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Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten las mismas incégnitas.

Un sistema de ecuaciones de orden 2 es de la forma:

ar+by = c
de+ey = f,

donde a, b, ¢, d, e, f son nimeros dados y x e y son las incognitas.

Ejemplo 1.80

. T1+x0+23 = 1
2z =5 (orden 1), 2o 43y = 1 (orden 2), 2x9 — x3 = 3 (orden 3).
dr —2y = 5
T +4LIL’3 = 6

Cuando hay mas de 3 o 4 ecuaciones y/o incognitas, se suele utilizar una notaciéon con subindices para designar
tanto las incognitas como los coeficientes. Asi, un sistema lineal de m ecuaciones con n incoégnitas se representa,
de forma general:

aizr  + apras + ... 4+ apxr, = b
ag1x1 + a92X9 + - —+ A2 Tn = bQ (1 2)
Am1X1 + QmaTas + ... + GmnTn = by

Este sistema se puede escribir de forma equivalente utilizando notacién matricial, que es, en general, mas facil
de escribir:

a1 ai12 e QA1n T bl
a21 ag9 . A9on To b2

= )
Aml  Gm2 - Gmn Tn bim

Llamando A a la matriz m x n de los coeficientes del sistema, x al vector columna de longitud n de las incognitas
y b al vector columna de longitud m del segundo miembro, el sistema de ecuaciones anterior se puede finalmente
escribir en la forma mas resumida:

Az =b. (1.3)

Una solucion del sistema (1.2) es un conjunto de n valores (ordenados) tales que, al sustituir las incognitas por
estos valores, las ecuaciones se convierten en identidades. Colocando estos valores en forma de vector columna,
x de longitud n, se tiene, obviamente, una solucion del sistema escrito en forma matricial (1.3). Por ello se suele
hablar de vector solucién, tanto de (1.2) como de (1.3).

Los sistemas lineales no siempre tienen soluciéon. Si un sistema no tiene solucion, se dice que es incompatible.

Ejemplo 1.81

El siguiente sistema es incompatible (no tiene solucion):

|
—

r1 + X2
r1 + X2

I
2

Si un sistema lineal tiene alguna solucion, se dice que es compatible. En este caso, la solucion no tiene porqué
ser Unica.
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Ejemplo 1.82

e El siguiente sistema tiene una tnica solucion:

ry — x2 = 0 A
1 + X9 2 )

e El siguiente sistema tiene infinitas soluciones:
T + = 1 T . «
{2171 + 21‘2 = 2 ($2>_<1—Oé>’ vacR.

De hecho, en relacion con el niimero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones, s6lo pueden darse los
tres casos siguientes:

Il
7 N\
— =
~_

1. No tener ninguna solucidn: se dice que el sistema es incompatible.
2. Tener una tnica solucion: el sistema es compatible determinado.

3. Tener infinitas soluciones: el sistema es compatible indeterminado.

En el caso particular en que un sistema lineal tiene el mismo ntimero de ecuaciones que de incognitas, la matriz
del sistema es cuadrada,

ai1 a2 N A1n, X1 b1
a1 a2 e aon T2 b2 (1 4)
Gn1  An2 ceo Opp Tn, bn

Los métodos de reduccion, sustitucion e igualacion que se estudian en la ensenanza secundaria estan disenados
principalmente para sistemas de pocas ecuaciones e incognitas (2 6 3). Por otra parte, la conocida regla de
Cramer proporciona formulas para las soluciones de sistemas compatibles determinados: si en (1.4), la matriz A
es tal que det(A) # 0%, entonces el sistema posee una tinica solucion, que es el vector columna x de componentes:

:7det(Al) Z:1 o, n

YT det(A)”

donde A; es la matriz obtenida a partir de A reemplazando su i-ésima columna por el vector b.

En la practica, en ocasiones, es necesario resolver sistemas lineales con un namero elevado de ecuaciones e
incognitas y la resolucion de tales sistemas por la regla de Cramer es inviable, incluso para un ordenador, a
causa de la enorme cantidad de operacionesque exige: aproximadamente 2(n+1)! Por ejemplo, con un ordenador
capaz de realizar 10° operaciones por segundo, se necesitarian en torno a 12 horas para resolver un sistema de
dimension n = 15 (aprox. 4 x 103 operaciones) por este método, y en torno a 3240 afios para un sistema de
dimensién n = 20 (aprox. 10%° operaciones).

Maés adecuados para la resoluciéon de sistemas lineales son los métodos basados en la construcciéon de un sistema
equivalente al dado, es decir, con la misma solucion (ver la Seccion 1.6.2), pero que sea mas facil de resolver,
concretamente que tenga una matriz triangular (ver la Seccién 1.6.1). Estos métodos, en general, requieren
del orden de 2n3/3 operaciones para resolver el sistema lineal (1.4), es decir aprox. 2250 operaciones para n = 15
y 5300 para n = 20.

A continuaciéon presentamos el procedimiento para resolver sistemas lineales con matriz triangular.

2det(A) es el determinante de A, valor numérico que se puede asociar a cada matriz cuadrada y que, entre otras cosas, sirve
para determinar la compatibilidad de un sistema lineal, aunque no se utiliza en este curso.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 70

1.6.1 Resoluciéon de sistemas triangulares

Cuando la matriz del sistema lineal (1.4) es triangular inferior (resp. superior) dicho sistema se puede resolver
facilmente, ya que las incégnitas se pueden ir despejando de una en una y sustituyendo en las demas ecuaciones,
como se muestra en el siguiente ejemplo de dimensién 3:

a1 0 0 T b1
az az 0 Ty | = | b2 |,
az; azx as3 T3 b3
que se escribe en forma desarrollada:
a11r1 = by

a21%1 + azry = by
a3121 + azarz + azzrs = bs.

Dada la especial estructura escalonada de este sistema, es facil darse cuenta de que se pueden calcular las
incognitas una a una, comenzando desde arriba, despejando y sustituyendo su valor en la siguiente ecuacion:

r1 = bl/an,
zo = (b —agi1)/ass,
x3 (bs — az1x1 — asax2)/ass .

Ejemplo 1.83
Resolucion de un sistema triangular inferior

4z = 38
r + 2y = 6
-r + y — 2z= 12

1. En la primera ecuacion s6lo aparece la incognita x y por lo tanto se puede resolver independientemente:

4dr =8 <— x = 2.

2. Una vez resuelta la primera ecuacion, ya se sabe que, necesariamente, tiene que ser x = 2. Se puede
ahora sustituir su valor en la segunda ecuacion, en la que entonces quedara y como tnica incognita:

T4+2y=6<=2y=6—r=6—2=4<=y=2.

3. Conocidas x = 2 e y = 2, se sustituyen en la tercera ecuacion:

—22=1242—-y=124+2-2=12 <= 2z = —6.

4. Resumiendo, la (tinica) solucion del sistema es

Este procedimiento se denomina algoritmo de bajada, ya que las incégnitas se van obteniendo por recurrencia,
desde arriba hacia abajo.

En general, si un sistema de dimensiéon n X n con matriz triangular inferior

ail 0 e 0 Iy b1
a1 a922 N 0 i) b2
Anl  Gp2 .. Gpp Ty bn,

tiene todos sus elementos diagonales son no nulos, el proceso anterior siempre puede llevarse a cabo, y se puede
describir de forma general como sigue:
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ALGORITMO DE BAJADA:

b

rKr = —,
an
1 1 i—1

zi = — (b~ (an 21+ a2+ + a1 Ta-1))) = — | bi — Zaij zj |,
@i i =
parai=2,...,n.

Para un sistema lineal con matriz triangular superior se puede utilizar un procedimiento anélogo, pero comen-
zando desde abajo hacia arriba, por lo cual se denomina algoritmo de subida:

ai;p a2 AT T bl

0 a99 .o Q2 To bQ
= 9

0 0 ... apn Ty bn

se puede utilizar un procedimiento analogo, pero comenzando desde abajo hacia arriba, por lo cual se denomina
algoritmo de subida:

ALGORITMO DE SUBIDA:

bn
Tn = ’
ann
n
1
x, = —|b— E ai;z; |, t=n—1,...,1
Qij =
Jj=i+1

Ejemplo 1.84
Resoluciéon de un sistema triangular superior

zr + 3y + =z= 6
y + =z= 1
22— =2
1. En primer lugar se observa que, en la ultima ecuacién s6lo aparece la incognita z y que puede ser
despejada:
Ay = =0 = z==I,
2. Conocida z = —1, se puede sustituir su valor en la anterior ecuacion:
Yy+z=1<=y=1—2z=2.
3. Por dltimo, sustituyendo y = 2 y z = —1 en la primera ecuacién se obtiene
z4+3y+z=6<zr=6—2—-3y=6+1-6=1.
Luego la solucion (tGnica) del sistemaes x=1, y=2, z=-—1.
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1.6.2 Sistemas equivalentes

Dos sistemas se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones. Determinadas operaciones pueden trans-
formar un sistema en otro equivalente, por ejemplo:

1. Cambiar el orden de las ecuaciones de un sistema.
2. Multiplicar los dos miembros de una de las ecuaciones por el mismo ntimero (distinto de cero).
3. Suprimir una ecuacién que sea combinacioén lineal de las demas. *

4. Sustituir una ecuacioén por una combinacion lineal de ella misma y alguna/s otra/s.

El método siguiente hace uso de estas propiedades para transformar un sistema dado en otro equivalente de
matriz triangular superior que, como se ha visto, es “facil” de resolver.

1.6.3 Meétodo de Gauss

Se procede, en etapas sucesivas, como sigue:

= En cada etapa, se trata de “sustituir” por cero uno de los coeficientes por debajo de la diagonal.

= Para ello, y mediante las transformaciones elementales descritas en al apartado anterior, se sustituye la
ecuacion correspondiente por otra que haga el sistema equivalente y que tenga nulo dicho coeficiente.

= Se llega asf a un sistema triangular equivalente, que se resuelve por el algoritmo de subida.

La descripcion de este método en el caso general resulta bastante farragosa de escribir. En lugar de ello, en
el Ejemplo 1.85 se describe con detalle en un caso particular, lo que permite, méas facilmente, comprender el
proceso.

En el Ejemplo 1.85 las transformaciones del método de Gauss se llevan a cabo directamente sobre las ecuaciones
del sistema. Sin embargo, desde el punto de vista practico, es méas facil llevar a cabo estas transformaciones
sobre la forma matricial del sistema. Para ello se procede como sigue:

1. Se escribe el sistema en su forma matricial, Az = b, donde A es una matriz, x es el vector de las incognitas
v b es el vector de los términos independientes.

2. Se construye la matriz ampliada correspondiente, que es una matriz que denotamos [A|b] que se forma
anadiendo el vector b como tltima columna de la matriz A.

3. Se aplican las operaciones elementales que se han hecho antes con las ecuaciones del sistema a las filas de
la matriz ampliada.

Para mayor claridad, en el Ejemplo 1.86 se repite el mismo sistema del Ejemplo 1.85, pero esta vez en forma
matricial. Ademas se usa una notaciéon abreviada para indicar las operaciones efectuadas. Por ejemplo:

F2 — 72F1 + F2

indica que se sustituye la segunda fila de la matriz ampliada (F») por la suma de la primera multiplicada por
—2 mas la segunda (—2F; + Fb).

3Una combinacion lineal de dos ecuaciones es otra ecuacién obtenida multiplicando cada una de ellas por un nimero y luego
sumandolas.
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Ejemplo 1.85
Resolucion por el método de Gauss del sistema:

r — y — 2z = -1
2 — 3y + 4z = 4
5 — y + 3z = 16

. Anular el coeficiente de = en la segunda ecuacion: se observa que, si se suman la primera ecuacién
multiplicada por —2 y la segunda, en la ecuacion resultante el coeficiente de la incognita = es nulo.

—2r + 2y + 4z = +2
+ — O0z—-1y+82 = 6 <= —y+82=6
2 — 3y + 4z = 4

Como la ecuacion —y + 8z = 6 es una combinacién lineal de la primera y la segunda, en el sistema se
puede sustituir la segunda ecuacién por esta nueva, y la soluciéon seguira siendo la misma. El sistema
quedaré, entonces:

m o= gy = 2z = =l
-y + 8& = 6
5 — y + 3z = 16

. Anular el coeficiente de x en la tercera ecuacion: se puede sustituir la tercera ecuacion por la suma de
ella misma mas la primera multiplicada por —5:

—5x + Sy + 10z = +5
IF — Oz+4y+13z = 21 <= 4y+13z=21
5 — y + 3z = 16

. Tras estas dos etapas, en las que no se ha modificado la primera ecuacién, se ha transformado el
sistema original en el siguiente sistema equivalente:

® = @y = 2z = =l B = @y = 2z = =l
2 — 3y + 4z = 4 = -y + 8 = 6
5z — y + 3z = 16 49y + 13z = 21

. Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion: se puede conseguir sustituyendo la tercera ecuaciéon por
la suma de ella misma mas la segunda multiplicada por 4:

{ - 4y + 32 24, Oy445r — 45 e 452—45

4y + 13z = 21

. Finalmente, el sistema original se ha transformado en:

w = @y = 28 = =l w = w = 2 = =l
2z — 3y + 4z = 48— -y + 8 = 6
5z — y + 3z = 16 45z = 45

que se resuelve por el algoritmo de subida:
c=y+22—1=2+2—-1=3
y=82—-6=8—-6=2

z=1

lo que, ademéas de proporcionar la solucién, prueba que ésta es tnica.
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Ejemplo 1.86
(Repeticion del anterior en notaciéon matricial)

r — y — 2z = -1
2 — 3y + 4z = 4
5 — y + 3z = 16

1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Az = b:

1 -1 27« -1 1 -1 —2|-1
2 3 4||yl|l=| 4| = [Ap=|2 -3 4| 4
5 -1 3|z 16 5 -1 3|16

2. A continuacién se procede a aplicar las transformaciones adecuadas para anular el elemento as; de la
matriz: se sustituye la segunda fila por la suma de la primera multiplicada por —2 mas la segunda:

1 -1 -2|-1 1 -1 —-2|-1
—

2 -8 4| 4| o e |0 -1 8] 6

5 -1 3|16 5 -1 3|16

3. Para anular el elemento ag; se sustituye la fila tercera por ella misma mas la primera multiplicada por

1 -1 -2|-1 1 -1 -2|-1
—

0 -1 8| 6| p Zpip [0 -1 8] 6

5 -1 3|16 0 4 13|21

4. Una vez anulados todos los elementos sub-diagonales de la primera columna, se pasa a hacer lo mismo
con la segunda. (Es preciso a partir de ahora no utilizar la primera fila en las transformaciones, ya que
eso modificaria los ceros ya conseguidos en la primera columna). Para anular el elemento ags se sustituye
la tercera fila por ella misma més la segunda multiplicada por 4:

1 -1 -2 | -1 1 -1 -2| -1
—

0 -1 8 6 Fy s 4Fy 1 Fy 0 -1 8 6

0 4 13| 21 0 0 45| 45

5. Con esto el sistema ya esta en forma triangular, ya que todos los elementos por debajo de la diagonal
principal son nulos. Se resuelve, pues, despejando las incognitas de abajo hacia arriba:

r — y — 2z = -1 r=y+2z—1=2+2-1=3
-y + 8& = 6 — Yy=82z—-6=8—6=2
45z = 45 z=1
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El procedimiento anterior puede llevarse a cabo siempre y cuando el elemento diagonal de la columna sobre la
que se esta actuando no valga cero, ya que en ese caso no es posible convertir en ceros los elementos de dicha
columna que estan por debajo de él. Lo que hay que hacer en ese caso es permutar la fila del elemento nulo con
otra de mas abajo que no tenga cero en esa columna. Intercambiar dos filas de la matriz ampliada es equivalente
a intercambiar la posicién de dos ecuaciones del sistema, y esto no cambia la solucion. El siguiente ejemplo
muestra ese caso. La notaciéon

F;, & Fj
indica que se intercambian la fila ¢ con la fila j.
Ejemplo 1.87
2x—y+3z = 6
dr —2y+6z = 9
r—y+z = 3

1. Se comienza por transformar en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:

2 -1 3|6 . 2 -1 316
4 -2 6|9 Fy — 2F — F 0 0 013
1 -1 1|3 Fy = 2F — Fy 0O -1 —-1(0

2. Para hacer las transformaciones necesarias en la segunda columna, se necesitaria que ass fuera distinto
de cero. Como no lo es, se permutan las filas 2 y 3:

2 -1 3|6 2 -1 3|6
—

0 0 03| nip |0 -1 1|0

0 -1 -1]0 0 0 03

3. El sistema ya esté en forma triangular, luego no es necesario seguir aplicando transformaciones.

2 — y + 3z = 6
=y = z =0
0z = 3

4. La ultima ecuacion de este sistema es 0 -z = 3, lo que es imposible. En consecuencia el sistema no tiene
solucién: es incompatible.

En el ultimo ejemplo se muestra un caso de sistema que resulta indeterminado, ya que aparece una ecuacion de
la forma 0-z=0 : esta ecuacién se cumple siempre, es decir, para cualquier valor de z.
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Ejemplo 1.88

z — 3y + =z = 4
r — 2y + 3z = 6
2 — 6y + 2z = 8
1 -3 1|4 1 -3 1|4 1 -3 14
— —
1 -2 3|6 Fy s By — Iy 0 1 22 Fs — F3— 2F, 0 1 2|2
2 —6 2|8 2 —6 2|8 0 0 00

El sistema ya esta en forma triangular, por lo que no es necesario continuar el procedimiento.

La dltima ecuacion es 0-z = 0 lo que significa que z puede tomar cualquier valor: z = « para cualquier o € R.
La segunda ecuacion es y + 2z = 2, de donde se deduce y =2 — 2z = 2 — 2a.

Y por ultimo, de la primera ecuacion se deduce t =4 — z+ 3y =4 — a + 3(2 — 2a) = 10 — Ta.

Asi pues, el sistema tiene infinitas soluciones (una para cada valor que tome «), que son de la forma:

zr=10—7a, y=2—-2a, z=a, paraacR.

1.6.4 Ejercicios: Igualaciéon de reacciones quimicas
En una reacciéon quimica, un conjunto de reactivos, en las proporciones adecuadas, se transforman en otros
productos diferentes.

En los ejercicios siguientes, se trata de calcular las cantidades de cada producto que participan en la reaccién,

igualando el ntimero de dtomos que intervienen antes y después de la reaccién. Naturalmente, debe ser un
nimero entero de d&tomos.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 77

Ejemplo 1.89
Calcular los coeficientes de la siguiente reaccion quimica

aFeSs+bSys — cFey O3 +d SOy

El nimero de atomos de Fe, S y O debe ser el mismo a ambos lados de la reaccion:

Fe: a=2¢c Fe : a—2c=0
S :2a=d & S 20 —d =0
O :2b=3c+2d O :20—3¢c—2d=0

Se tiene asi un sistema de 3 ecuaciones con 4 incognitas: a, b, ¢ y d. Un sistema como este, normalmente, tiene
infinitas soluciones, ya que hay menos condiciones que incognitas.

También se puede resolver por el método de Gauss: se procede como en los casos anteriores, convirtiendo en
ceros todos los elmentos que estan por debajo de la diagonal.

1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Az = b:

10 -2 0 Z 0 10 =2 0]o0
20 0 —1 —lo — [Ap=]|2 0 0 -1]0
0 2 -3 -2 2 0 0 2 -3 —210

2. A continuacién se transforman en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:

1 0 -2 00 10 =2 0|0
—)
2 0 0 —-1}0 Fy — —2F, 4 Fy 00 4 —-110
0 2 -3 —-2|0 0 2 -3 —-210
3. A continuacion se intercambian las filas segunda y tercera:
1 0 =2 00 10 =2 0|0
—)
2 0 0 —-1}0 Fy o F 0 2 -3 —-210
0 2 -3 —-2|0 00 4 —-110

con lo cual el sistema ya esta en forma triangular (por debajo de la diagonal principal s6lo hay ceros)

4. El sistema (equivalente al original) resultante se resuelve también de abajo hacia arriba. En este caso,
las incognitas vendran dadas en funcién de un parametro (infinitas soluciones)

o ¢
aQ=4C= — = —
o=de=0 1 ! 21 3t 11
W—3c—2d=0 - b:2(3c+2d)=2<4+2t>:t
de—d =0 t 8
=t o=
9 c 4

5. Asi pues, las soluciones (infinitas) del sistema son de la forma:

t 11 t
(a,b7c,d)—<2,8t,47t) teR

Puesto que so6lo interesan soluciones con valores enteros y lo més pequenos posible, se elige ¢ = 8 (minimo
comun multiplo de los denominadores), y se tiene asi:

(a,b,c,d) = (4,11,2,8)
de donde, finalmente, se tienen los coeficientes de la reaccion:

4 FeSy + 11 Oy — 2 Fes O3 + 8 SOy
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Ejemplo 1.90
Calcular los coeficientes de la siguiente reaccion quimica

CLKMHO4+bKCl+CHQSO4—)dMnSO4+6KQSO4+fClg+gHQO

K a+b=2e K : a+b—2e=0
Mn : a=d Mn : a—d=0
O :da+4c=4d+4e+g O :da+4c—4d—4e—g=0
Cl b=2f Cl b—2f=0
H 2c = 2g H 2c—2g =0
S c=d+e S c—d—e=0
1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Ax = b:
110 0 -2 0 0 a 0 110 0 -2 0 0]0
1 0 0 -1 0 0 O b 0 1 0 0 -1 0 0 0|0
4 0 4 -4 -4 0 -1 c 0 4 0 4 -4 -4 0 —-1]|0
010 0 0 -2 0 d|= o] 2H=10 10 0o 0 -2 o0
002 0 0 0 -2 e 0 002 0 0 0 —-2]0
0 01 -1 -1 0 0 g 0 0 01 -1 -1 0 010
2. A continuacién se transforman en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:
110 0 -2 0 O0]0 1 1 0 0 -2 0 010
1 0 0 -1 0 0 010 0 1 0 1 -2 0 0|0
4 0 4 4 -4 0 —-1|0 — 0 4 4 4 —4 0 110
F2 = Fl = F2
010 0 0 -2 0]0 Fy — 4F) — 0 1 0 0 0 -2 010
0 0 2 0 0 0 —-2]0 00 2 0 0 0 —2|0
0 01 -1 -1 0 010 0 0 1 -1 -1 0 010

3. Se prosigue transformando en ceros los elementos sub-diagonales de la segunda, tercera, cuarta y quinta

columnas (en ese orden):

11 0 0 -2 0 0]0 1
01 0 1 -2 0 0|0 0
04 -4 4 -4 0 1|0 — 0
01 0 0 0 -2 olo| BT o
00 2 0 0 0 —2|0 0
00 1 -1 -1 0 0|0 0
1100 -20 0]0
0101 -20 00
— 0040 —4 0 —1]0 .
F5 — F3 — 2F3
Fs — F3 — 4F 0O 0 0 1 -2 2 010 Fs — 4Fy — Fg
0000 —40 3|0
0004 00 —1]0
1100 -2 0
0101 -2 0
— 0040 -4 0
Fs—2F—F |0 0 0 1 -2 2
0000 —4 0
0000 0 -8

(=) (em) (eo) (@) S

— NN O OO

Coe ool

Trw O~ OO

0 -2 0 0]0]
1 -2 0 0]0
0 4 0 —1/0
1 -2 2 00
0 00 —2/0
-1 -1 0 0]0
00 20 0]0
01 -20 00
40 —4 0 —1/0
01 -2 2 0/0
00 40 30
00 -8 8 1[0

O O OO ==

O O O O OO

con lo cual el sistema ya esta en forma triangular (por debajo de la diagonal principal solo hay ceros)
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.. sigue ...

4. El sistema (equivalente al original) resultante se resuelve también de abajo hacia arriba. En este caso,
las incognitas vendran dadas en funciéon de un parametro (infinitas soluciones)

3 1
=% —b=ot—t=—t
a (& 2 9
p— _3 —
a+b—2e=0 b=2e—d=gi—pi=
b+d—2 =0 1 1
de—4de—g=0 _ c=gletg) =B+ =t
d—2e+2f=0 _ _ 6 1
de+3g=0 d=2e=2f=gt-gi=4t
—8f+5g =0 _3,_3
Ty
5
=7 = 2
g=t, f=g

Luego la solucién general del sistema es:

1 1
(a,b,c,d,e, f,g) = (—t Lt t, Zt , Zt , gt , t> para cualquier ¢ € R.

2

La solucion formada sélo por niimeros enteros positivos y lo mas pequenos posible se obtiene para t = 8

(minimo comtn mdultiplo de los denominadores):
(a7 b’ c7 d7 e’ f’g) = (4, 87 87 2’ 67 578)

y la formula correcta de la reaccién quimica sera:

4 KMnOs+8 KCl+8 H,SO4 —+2MnSO4+6 KoSO4+5 Cly +8 Hy O

En ocasiones es posible simplificar algo el sistema antes de resolverlo, como en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 1.91
Calcular los coeficientes de la siguiente reaccion quimica

a1 HCl+ ao KMn Oy + a3 H3 AsO3 — a4 H3 AsOy4 + a5 Mn Cly + ag KCl+ a7y Hy O

El nimero de atomos de cada elemento debe ser el mismo en cada lado de la igualdad, luego:

H : a1+ 3a3 = 3a4 + 2a7 H :a1+3a3—3a4—2a7 =0
Cl : a1 = 2as + ag Cl : a1 — 2a5 — ag =
K as = ag K as — ag =
5) Mn : as = as < Mn : as — as =
O :4das +3a3 = 4ayq + a7 O :4das+3a3—4ays — a7 =
As as = ay As ag —ag =0

Puesto que tres de las incognitas se encuentran trivialmente a partir de las otras (ag = a5 = as y a4 = as),
podemos sustituirlas y reducir el sistema a uno con 4 incognitas (a1, as, az y az) y 3 ecuaciones:

H : a1 + 3a3 — 3asz — 2ar
Cl: a1—2a2—a2
O :4as + 3as — 4as — ay

a1 —2a7 =0
a1—3a2:O
4&2—(13—0,7:0

que, en forma matricial se escribe

1 0 0 -2 a 0
1 =3 0 0 T l=10
0 4 -1 -1 ° 0
az
Vamos a calcular su solucion (si existe) por el método de Gauss:
1 0 0 =210 1 0 0 —-210
— —
A= 1 -3 0 0]0 Fy o Py Iy 0 -3 0 210 Fs s AF, + 3F,
0 4 -1 —-1|0 0 4 -1 -1|0
a; = 2&7
1 0 0 =210 ay —2a7 =0 2
0 -3 0 210 = —3as +2a7 =0 = a2 = g a7
0 0 -3 510 —3a3 +day 5
ag = g ar

Es decir, a7 puede tomar cualquier valor, pongamos a; =t € R, y todas las demés incognitas vienen dadas en
funcién de ¢t. Son, por lo tanto soluciones del sistema global (S) todas las de la forma

2t2t5t5t2t2tt te R
(al,ag,ag,a4,a5,a6,a7)< v gty gty gty gt 3t ) cont € In.
Ahora bien, en la ecuacion de la reaccién quimica se necesita que los coeficientes sean nimeros enteros, ya
que representan el nimero de moléculas de los diferentes reactivos. Por lo tanto, habra que elegir el valor de
t adecuado que haga que todos los a; sean enteros, que, claramente, es ¢t = 3, minimo comtn multiplo de los
denominadores:

Asi pues, la solucion del ejercicio es:

(a17a27a37 G4, 05, 06, a7) = (63 2,5,5,2,2, 3) y

y la formula correcta de la reaccion es:

6 HCl+2 KMnOy4 +5 H3 AsO3 —+ 5 H3AsO4 +2 MnCly, +2 KCl+3 Hy; O
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La dinamica de poblaciones es la especialidad cientifica que se ocupa del estudio de las poblaciones biologicas
desde el punto de vista de su tamano, dimensiones fisicas de sus miembros, estructuraciéon en edad y sexo y
otros parametros que las definen. La dindmica de poblaciones modela mediante ecuaciones matemaéticas el
comportamiento de las poblaciones, para asi poder predecir los cambios numéricos que sufren, determinar sus
causas, predecir su comportamiento y analizar sus consecuencias ecolégicas.

Es uno de los principales campos de interés de la biologia matematica y ha demostrado su utilidad en diversas
aplicaciones, como la gestion de recursos biologicos (por ejemplo, pesquerias), en la evaluacion de las consecuen-
cias ambientales de las acciones humanas y también en campos de la investigacién médica relacionados con las
infecciones y la dindmica de las poblaciones celulares.

Existen muchos modelos en dinamica de poblaciones. Su desarrollo ha sido paulatino, de menor a mayor difi-
cultad técnica. Dependiendo de la capacidad que muestra un modelo de captar lo que ocurre en la realidad, se
admite dicho modelo o bien se transforma en otro nuevo, generalmente mas complejo, que intente reflejar mejor
lo que se observa.

Los modelos discretos se llaman asi porque so6lo consideran el estado del sistema objeto de estudio en un
conjunto discreto de instantes de tiempo, esto es, en un conjunto de instantes espaciados en el tiempo, a
diferencia de los modelos continuos, en los que el estado del sistema se puede considerar en cualquier instante
de tiempo.

Los modelos discretos dinamicos suelen estar basados en ecuaciones recursivas, ecuaciones o férmulas que se
aplican de forma recurrente, para encontrar el estado del sistema en un instante de tiempo dado a partir del
estado en el instante o instantes anteriores. Los modelos continuos estan basados con frecuencia en ecuaciones
diferenciales y se estudiardn méas adelante en este curso.

Aunque aparentemente simples, los modelos discretos han demostrado su utilidad e interés en numerosos campos,
entre ellos la dinamica de poblaciones.

En la primera seccién de este Tema se presentan modelos que se ocupan de la evoluciéon de una tinica poblacién
o grupo de seres vivos. Para ello utilizan una tnica variable que representa el ntimero de individuos de la
poblacion en cada instante. El estado del sistema vendra dado por una ecuaciéon. Por esta razén se denominan
modelos unidimensionales.

En las otras dos secciones se consideran modelos que se ocupan de varias poblaciones o grupos de seres vivos
que interactian entre ellos, afectando a su evolucion. Para ello se utilizaran varias variables, representando cada
una de ellas el nimero de individuos de cada una de las poblaciones o grupos. El estado del sistema vendra
dado por un sistema de ecuaciones. Por esta razéon se denominan modelos multidimensionales.

En la seccion 2 se consideran modelos con sistemas de ecuaciones lineales. En la seccion 3 se consideran modelos
mas generales, esto es, sistemas de ecuaciones no lineales.

2.1 Modelos unidimensionales

En esta seccién estudiaremos modelos de crecimiento y decrecimiento de poblaciones de especies que se repro-
ducen en periodos de tiempo dados. En concreto, modelaremos el tamano de poblaciones de especies que se
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reproducen una tnica vez en un periodo y que después mueren o contintian reproduciéndose. Un primer ejemplo
biolégico lo constituyen ciertas poblaciones de plantas que se reproducen una vez al ano y después mueren. Un
segundo ejemplo tipico corresponde al de poblaciones de bacterias donde, de nuevo, hay un periodo de tiempo
en el que la bacteria se divide (se reproduce).

2.1.1 Modelos de crecimiento exponencial: modelo de Malthus

Para introducir este tipo de modelos, consideremos un ejemplo concreto.

Supongamos que tenemos una poblacion de bacterias que se dividen cada 20 minutos. Supongamos también que
cuando iniciamos el experimento tenemos dos bacterias. Queremos analizar como cambia el nimero de bacterias
con respecto al tiempo. Obsérvese que este analisis no parece muy dificil: si inicialmente (tiempo cero) hay dos
bacterias, a los veinte minutos (una vez el periodo de division) habra 4 bacterias. A los 40 minutos (dos veces
el periodo de division) habra 8 bacterias. A los 60 minutos de inicio del experimento (tres veces el periodo de
division) habra 16 bacterias y asi sucesivamente.

Tiempo (minutos) 0 20 40 60 80 100 120 140
No. de bacterias 2 4 8 16 32 64 128 256

Para facilitar el analisis vamos a introducir cierta notacién:

1. Vamos a denotar los periodos de division de la bacteria utilizando la letra k. Asi, k = 0 representa el inicio
del experimento u observacién, k = 1 representa una vez el periodo de reproduccién, es decir, 20 minutos,
k = 2 representa dos veces el periodo de divisién, es decir, 40 minutos. De manera general, un valor k
dado representa que han transcurrido k periodos de division desde que se inici6 el experimento, es decir,
20k minutos.

3 4 5 6 7
16 32 64 128 256

k 0o 1 2
No. de bacterias 2 4 8

2. En segundo lugar utilizaremos la letra x para representar el ntiimero de bacterias. En concreto, usaremos
la notacion xj para designar el nimero de bacterias transcurridos k periodos de division. Asi,

.730:2, l‘1:2$0=4, 332:2331:8,

3 4 5 6 7
16 32 64 128 256

kK 0 1 2
T, 2 4 8

Si fijamos un valor de k& > 0, en este ejemplo concreto, tenemos
T =2xp_1 Vk >0,

lo que produce:

Tp =201 =2 20p_o0 = 22xk,2 =...= 2kx0,

es decir,
xp=2%29, k=01, 2, .., (2.1)

donde z( es el nimero de individuos de la poblacién de bacterias al inicio del experimento. Obsérvese que
dando valores a k obtenemos una sucesion de valores, xj. Estos valores proporcionan el nimero de bacterias
de nuestro experimento después de cada periodo de divisién k. En nuestro caso particular, inicialmente habia
dos bacterias, es decir, xg = 2. Asi,

x9=2-20 = 2
1 =2-21=22= 4
29=2-22=23 =38
z3=2-23=2* =16
x4=2-2=2° =32
x5 =2-2°=26 =64
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Asi, el nimero de bacterias de nuestro experimento después de k periodos de tiempo viene dado por la formula
o =2F.2=20F1" k=0 1,2, ...

La férmula anterior nos permite deducir el comportamiento de la poblaciéon cuando el tiempo avanza.

Ejemplo 2.1

Estamos estudiando una poblacién de bacterias que se dividen cada 20 minutos y que al inicio del experimento
se reduce a dos bacterias. {En qué momento el tamano de la poblacion supera las 60 bacterias? ;Qué le ocurre
al tamano de la poblacion en el futuro?

Como hemos visto anteriormente, si xy, es el nimero de bacterias después de k periodos de division (20k minutos),
zy, estd dado por
o =21 k=01, 2, ...

Asi, el objetivo es determinar el valor mas pequeno de k tal que xp > 60. Pero,

|
x> 60 < 2Pt > 60 «— (k4+1)In2>1n60 < k> ;17620 — 1 =14.9069...
n
Podemos concluir que el primer valor de k es k = 5, es decir, a los 100 minutos el ntiimero de bacterias supera
el valor 60. Efectivamente,
14 =25=32<60y x5 = 2x4 = 64 > 60.

Finalmente, de la formula z; = 2*+! deducimos que cuando k se hace grande, el nimero de bacterias se hace
grande y tiende a hacerse infinito.

La funcion que aparece en (2.1) es de tipo exponencial y el crecimiento de este tipo de poblaciones se denomina
crecimiento exponencial en tiempo discreto. La base 2 de la formula refleja el hecho de que la poblacion
de bacterias se dobla cada periodo de tiempo. Obsérvese que el tamano inicial de bacterias podria ser distinto.
Supongamos ahora que inicialmente hay tres bacterias. El analisis anterior nos lleva a la nueva férmula

=32 k=01, 2, ..,

que nos permitirfa calcular la poblacién de bacterias en un periodo de tiempo k dado.

Ejemplo 2.2
Supongamos que tenemos una poblacién de plantas que se reproducen de manera anual produciendo cada planta
tres ejemplares y que las plantas no sobreviven de un afio a otro. Sabemos que inicialmente hay 30 plantas.

1. Utiliza una ecuacién recursiva para escribir un modelo que describa el proceso anterior. Expresa el término
general de la sucesion anterior en funciéon del tamano inicial de la poblacion.

2. (Cuantas plantas habra pasados cuatro anos? ;Y cuando hayan pasado cuatro anos y medio?

3. (En qué momento el tamano de la poblaciéon superara las 10000 plantas?

1. Para determinar el nimero de ejemplares, llamamos z; al nimero de plantas en el ano k. Puesto que, por
cada planta, se tienen tres nuevas plantas al ano siguiente, la ecuaciéon recursiva del modelo es:

Tp =3 Tp_1
Asi, cuando comenzamos el estudio o = 30. De los datos del problema deducimos,
21 =329=3-30=90, zo=23z1 =232 -29=270, x3=3zx,=3%1z0=2810.
Observando la anterior sucesiéon de valores, no es dificil darse cuenta de que x; esta dada por

zr=3%20=30-3" k=0,1,2,...
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2. Primero hay que darse cuenta de que nos preguntan el valor de x4. Del célculo anterior deducimos:
x4 =303 =30 81 = 2430.

Por tanto, a los 4 anos habra 2430 ejemplares.

Por otro lado, como se trata un modelo discreto, s6lo nos proporciona informacion sobre el estado del
sistema a los cuatro anos y a los cinco anos: Este modelo no proporciona informacion sobre el estado del
sistema en tiempos intermedios (ver la observacion al final del ejemplo). Por tanto, a partir del modelo,
lo tinico que podemos afirmar es que el nimero de ejemplares de plantas a los cuatro anos y medio sera el
del ultimo tiempo observado, esto es, x4. Asi, a los cuatro anos y medio habra 2430 plantas.

3. Nos estan preguntando el valor de k£ que hace que z; > 10000. Razonamos como en el Ejemplo 2.1:
Queremos determinar el menor valor de k (entero) tal que

1000
zr > 10000 < 30-3* > 10000 < 3F > ——

1000 n (190
< kln3>In(— @:k>;i:LZ:5%WL.
3 In3
Ponr tanto, el primer valor de k (entero) que hace que z; > 10000 es k = 6. Efectivamente,
x5 =30 - 3% = 7290 y xg = 35 = 21870.
Observacion: Naturalmente, existen procedimientos para obtener informacién sobre tiempos intermedios a

partir de los valores en tiempos discretos que nos proporciona este modelo. Este procedimiento se llama inter-
polacion y se estudiara en el Tema 4.

Los ejemplos anteriores pueden ser generalizados: Supongamos que cada individuo de cierta especie produce en
cada ciclo vital, de media, R > 0 individuos. Si zy > 0 es el namero de individuos al inicio del estudio y xj es
el niimero de individuos de la poblacién transcurridos k ciclos vitales, se tiene

T = Rmk_l, k Z 1. (22)

Aplicando de forma reiterada la férmula anterior, obtenemos,

Zo
1 =R 290 = Rxg

$2:R‘$1:R'R$0:R2(EQ
.%'3=R~:L‘2=R'R2$0=R3ZL'0
.’E4_R'.’L‘3:R-R3.’L‘0:R4LEQ

De esta manera deducimos la siguiente formula general para el crecimiento exponencial en tiempo discreto:
_ pk _
= R°zg, k=0,1, 2, ...
En (2.2) el pardmetro R es una constante positiva que se denomina constante de crecimiento. Esta constante

mide la proporcién entre el nimero de descendientes y de ascendientes:

Tk p>1

R= ,
Tr—1

Por otro lado, zg es también una constante positiva e indica el tamafio de la poblacién en el instante inicial
(k=0).
En los ejemplos anteriores hemos considerado R =2 > 1y R = 3 > 1, lo que proporcionaba sucesiones que

se hacfan grandes cuando k aumentaba y que, de hecho, tienden a +oo. También podemos considerar valores
R € (0,1). Esto nos proporciona valores de xj, que se acercan a cero cuando k se hace grande:
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Ejemplo 2.3

La construcciéon de una fabrica de celulosa en la orilla de un rio ha afectado a la viabilidad de los huevos de una
poblacién de truchas, de tal manera que cada ano la poblacion desciende un 11 %. Sabemos que inicialmente la
poblacién de truchas ascendia a 1000 ejemplares.

1.

Escribe un modelo que describa mediante una ecuaciéon recursiva la dindmica de la poblacién anterior.
;,Qué le ocurre al tamano de la poblaciéon de truchas en el futuro?

Segun el modelo, jcuantas truchas habra pasados 6 anos? ;Y cuando hayan pasado 7 afios y 10 meses?

También segin el modelo, jen qué momento el tamano de la poblacién desciende de 400 ejemplares?

. En este ejemplo los periodos vitales son anuales. Asi, razonamos como antes y consideramos xj como el

nimero de ejemplares de trucha en el ano k. De los datos del problema deducimos que la constante de
reproduccion de las truchas es del 89 %, es decir, R = 0,89. De esta manera el modelo es

xr =089z, k=1,2,3,...
lo que nos proporciona la formula

z, = (0.89)F 2o = 1000 (0.89)" k=0,1,2,...

Como R = 0.89 < 1, se tiene que conforme k avanza xj se acerca a 0, es decir, la poblacién de truchas
desaparece. No es dificil verlo considerando la grafica de la funcién exponencial f(x) = 1000 (0.89)" (ver
Tema 1). También se puede ver tomando valores de k grandes:

T10 = 311.8172, 00 = 97.2300, 30 = 30.3180, 50 = 2.9478,

En este caso, g nos da el nimero de truchas a los 6 anos:
x¢ = 1000 (0.89)6 = 496.9813,

es decir, habra aproximadamente 497 truchas.

El modelo, al ser discreto, no proporciona informacién sobre el nimero de ejemplares entre los instantes de
tiempo considerados. Por ello, segin el modelo s6lo podemos decir que a los 7 anos y 10 meses el ntumero
de truchas es z7:

T7 = 0.89 - Teg — 442.31337

es decir, aproximadamente 442 truchas.
Razonamos como en los ejemplos anteriores. En este caso nos preguntan el menor valor de k que hace

z < 400. Si tenemos en cuenta la féormula de x;, obtenemos:

In0.4
1000 (0.89)" < 400 <= (0.89)F < 0.4 <= kIn0.89 <In0.4 < k> —

= 7.8629.
~ In0.89 78629

Por tanto tenemos que tomar k£ = 8:
r7 = 442.3133, 2xg = 393.6589.

Importante: En las operaciones hechas mas arriba es importante tener en cuenta que la cantidad 1In 0.89
es negativa (ver gréfica de la funcién logaritmo f(z) = Inx en el Tema 1). Por tanto, en

In0.4
kIn0.89 <In04 <— k> ——
nueT = = 1n0.89°

puesto que dividimos en ambos miembros de la desigualdad por el nimero negativo In 0.89, la desigualdad
cambia de sentido.
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Figura 2.1: Grafica de la funcion R* para distintos valores de R.

Volviendo al modelo (2.2) y a la formula z, = RFzg, podemos deducir cual va a ser el comportamiento de la
poblacion considerada en funcion de los valores de R. Teniendo en cuenta la grafica de la funcion f(z) = R*

(ver la Figura 2.1), deducimos:

1. Si R > 1, entonces los valores zj dados por (2.2) se van haciendo cada vez mas grandes y tienden a 400
(la poblacion crece y tiende a infinito).

2. Si R = 1, entonces los valores x; no cambian: x1 = xg, 2 = xg,

..... (la poblacion permanece estacionaria).

3. Si R € (0,1), entonces los valores z;, van decreciendo y se van acercando a 0 (la poblacion se extingue).

X0 T ) xs Ty Ts Ze
R=20|200 4.00 800 16.00 32.00 64.00 128.00
R=17|200 340 5.78 9.83 16.70 2840 48.28
R=13| 200 260 338 439 571 743 9.65
R=101] 200 200 200 200 2.00 2.00 2.00
R=0.7|200 140 098 0.69 048 034 0.24
R=05|200 100 050 025 013 0.06 0.03

Tabla 2.1: Evolucién de una poblacién segin el modelo exponencial, para distintos valores de R

Ejemplo 2.4

Supongamos que en el Ejemplo 2.3 todos los anos se repuebla el rio introduciendo 100 ejemplares de la misma
especie de trucha. Escribe el nuevo modelo y estudia el comportamiento de la poblacién en el futuro.

Utilizando la misma notacion que en el Ejemplo 2.3, utilizaremos z;, para designar el namero de truchas pasados
k anos. En este nuevo modelo tenemos por un lado pérdida de poblacion (un 11 % menos de natalidad, debido
a la contaminacion) y, por otro lado, un aporte de 100 nuevos ejemplares de trucha cada ano, de la repoblacion.

Asi,

z, = 0.89z)_1 +100 k=1,2,3,...
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En este caso no parece facil dar una expresion de xj en funciéon sélo de k y de x¢ = 1000.

Para ver qué ocurre con la poblacion de truchas hagamos una tabla de valores de zj (hecha con Excel con-
siderando 3 cifras decimales) (ver la Tabla 2.2). De dicha tabla deducimos que el namero de ejemplares va
disminuyendo y se va acercando al valor 909.

k Tk

1 990.000 10501 1

2 981.100 Tk

3 973.179

4 966.129

5 959.855 1000

6  954.271 .

7 949.301 "

8  944.878 ‘.

9 940.941 950 - ...

10 937.438

48 909.429 e
49 909.392 s0ok

50  909.359

51 909.329

52 909.303

53 909.280

54 909.259 850"

55 909.241 1 1 1 1 1 1 1
56 909.224 0 10 20 30 40 50 60
57 909.209

58  909.196

Figura 2.2: Evolucién del modelo del Ejemplo 2.4: tabla de valores y representacion gréfica.

2.1.2 Modelos discretos unidimensionales con crecimiento restringido

En la Seccion 2.1.1 hemos estudiado un primer modelo discreto de crecimiento de una poblacién (modelo
exponencial) donde calculdbamos el nimero de individuos zj de la generacion k a través de la formula:

T — kafl, k 2 1,

donde z_; es el nimero de individuos de la generacién anterior y R > 0 es la constante de crecimiento. Cuando
R > 1, vimos que el tamano de la poblacién crece indefinidamente y esto ocurre independientemente del nimero
inicial de individuos x(. Desde el punto de vista biologico, esto s6lo es valido en intervalos limitados de tiempo;
pero no es razonable para todo tiempo futuro pues no hay ningin habitat que pueda albergar poblaciones que
crecen indefinidamente.

En esta seccién veremos algunos modelos que se ajustan algo méas a lo que ocurre en la realidad, introduciendo
una reducciéon del crecimiento cuando el tamafio de la poblacién alcanza valores grandes. Si xj es el nimero de
individuos en la generacion k, usaremos la formula recursiva

T = f(l‘k_l), k > 1, (23)

para calcular z en funcion del nimero de individuos de la generacion anterior, x;_1. En la expresion (2.3), f
es una funcion conocida que va a variar en cada modelo discreto considerado. La formula (2.3) se denomina
ecuacion recursiva de primer orden.
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Ejemplo 2.5 (Curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Empezamos viendo un primer modelo que incorpora una limitaciéon de crecimiento cuando el tamano de la
poblacion es grande. Para ello partimos el modelo exponencial (2.2) para R > 1. Este primer modelo puede ser

reescrito de la manera siguiente:
T

=R, k>1.
Tr—1
Una forma de limitar el crecimiento es mediante la introducciéon de la llamada capacidad de alojamiento,
que denotaremos por K > (. Desde el punto de vista biologico, esta constante mide la poblacién maxima que
puede albergar el habitat donde vive la especie. El modelo toma la forma:
x R
koo . k> 1. (2.4)

:I,‘k71 1+R—1

Tk—1

Obsérvese que si es cercano a 0, el denominador de la expresién anterior es cercano a 1 y, por tanto,

Lk

~ R, esdecir, x;=~ Rzrp_;.
Tr—1

. . Lp—1 . . P
Por el contrario, si aumenta, entonces el denominador se aleja del valor 1 y asf,

R
R—-1
K

es mucho menor que R,

1+ Tp—1

lo que hace que xy crezca mas lentamente, que es biolégicamente mas razonable.

Operando en (2.4) obtenemos la ecuacion recursiva para este modelo, llamado curva de reclutamiento de
Beverton-Holt:

Ry
T = %, k>1. (2.5)
1+ Th—1
Obsérvese que corresponde a la forma general (2.3) con
R
f(x):%, con = > 0.
1+ s

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.3.

Ejemplo 2.6 (Modelo logistico discreto)
Se trata de nuevo de un modelo discreto de crecimiento de una poblaciéon donde también se limita, ahora de
otro modo, el crecimiento del modelo exponencial (2.2) en el caso R > 1. Ahora se toma:

Tk R—-1

=R - _ k>1 2.6
Trh1 K Th—1, = 41, ( )

donde R > 1 es la constante de crecimiento de la poblaciéon y K > 0 es, de nuevo, la capacidad de alojamiento
Loes pequeno (es decir, si la poblacion es

sz 0 . LTk—
de la poblacion. Como en el caso anterior, observamos que, si

pequena comparada con la capacidad de alojamiento), el segundo sumando de la expresion anterior es cercano

a 0 y, por tanto,
Tp

~ R, esdecir, xp~ Rxj_1.
Tr—1

Esto es, mientras que la poblaciéon es pequena, su comportamiento es exponencial.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




2. Modelos discretos en Biologia 89

* Xxinicial =2
O xinicial = 4
A *  xinicial = 10
T X xinicial = 65
R=1.3
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Figura 2.3: Comportamiento de la Curva de reclutamiento de Beverton-Holt (Ejemplo 2.5) con R = 1.3 y
capacidad de alojamiento K = 50, para distintos valores del xg inicial. Obsérvese coémo, en todos los casos, el
crecimiento de la poblacion se atentia cuando la poblacién aumenta, tendiendo asintéticamente al valor K de
la capacidad de alojamiento del habitat.

Por el contrario, cuando la poblaciéon aumenta de tamano, se aproxima a 1, y

R—-1

R-—%

Trp_1 seaproximaa R—-—R+1=1,

es decir,
Tk = Tk—1,
la poblacién crece cada vez mas lentamente.

Estamos de nuevo limitando el crecimiento de la poblacién mediante la constante K > 0 que mide la poblacién
maxima que el medio puede albergar.

Operando en (2.6) llegamos a la ecuacion recursiva de este modelo:

R-1
K

Tj = Tp—1 (R— iL‘/c_1> , k>1, (2.7)

que de nuevo tiene la estructura de la ecuacion recursiva (2.3) para una nueva funciéon dada por

f(:c)::z:(R—Rlzlx>, con = > 0.

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.4

Ejemplo 2.7 (Curva de Ricker)

El modelo logistico que hemos analizado en el Ejemplo 2.6 tiene un inconveniente que lo hace poco realista
desde el punto de vista biologico: Si consideramos un valor inicial de la poblacion zy grande, el valor para x;
que proporciona el modelo (2.7) puede ser negativo:

2R 2R?
o= ——K = 21 = —Rxg=—

1 R—1K<0'
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e Xxinicial=2
O xinicial = 4
4 *  xinicial = 10

Figura 2.4: Comportamiento del modelo logistico discreto (Ejemplo 2.6) con R = 1.3 y capacidad de alojamiento
K = 50, para distintos valores del x inicial. Su aspecto es parecido al de la curva de reclutamiento de Beverton-
Holt.

Recordemos que x; es el nimero de individuos en la primera generacion. Evidentemente, este namero no puede
)

ser negativo. Para evitar este problema, vamos a introducir un nuevo modelo con buenas propiedades biolégicas

y que proporciona valores positivos de poblacion. Se trata de la curva de Ricker.

Para su introduccion, volvemos al modelo discreto de crecimiento exponencial para un valor de la constante de

crecimiento R > 1:
T

=R k>1.

Tk—1
Como R > 1, podemos escribir R = e" con r > 0 el llamado parametro de crecimiento. De esta manera, la
formula anterior se transforma en:

o5 =e" k>1.

LTk—1
Para limitar el crecimiento hacemos

T Tk—1
k :e’r(l— 174 )

k> 1, 2.8
P > (2.8)

donde, de nuevo, K > 0 es la capacidad de alojamiento. De nuevo, si z;_; es pequeno en comparacién con K,
Tr—1 .
es cercano a 0 y se tiene:

Tk o
~e =R, esdecir, zp~ Rry 1.
Tk—1
Tp—1
Cuando z;_; aumenta y se acerca a K, J ©S cercano a 1 y entonces
T _ 2kl
=e'l-"F ) x 1,
Tr—1

que, de nuevo, limita el crecimiento de la poblacién.

Operando en (2.8) obtenemos la denominada curva de Ricker:

Tp = Th_1 e’"(l_%g1 ) k> 1. (2.9)
En este caso la funcién que proporciona el modelo esta dada por:
f(x) = 2e"@=2/%) con 2 > 0.

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.5.
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¢ xinicial =2
O xinicial = 4

4 *  xinicial = 10
T
R=1.3
X K =50
X x
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Figura 2.5: Curva de Ricker (2.7) con R = 1.3 y capacidad de alojamiento K = 50, para distintos valores del
z( inicial. Su aspecto es también parecido al de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt.

2.1.3 Puntos de equilibrio de modelos discretos unidimensionales

En el estudio de la evoluciéon de una poblaciéon respecto del tiempo, muchas veces interesa saber cual es el
comportamiento a largo plazo (cuando el tiempo se hace grande). En ese estudio, hay ciertos valores de la
variable x que son fundamentales: Se trata de los llamados puntos de equilibrio o puntos fijos de la funcion f.

Definicién 2.8 (Puntos fijos o de equilibrio)
Se dice que x* es un punto fijo o de equilibrio de f si x* estad en el dominio de f y x* es solucién de la ecuacion

@ = jf(@),

es decir, se tiene f(x*) = x*.

Observacion 2.9
Los puntos fijos de la funcion f, al ser las raices de la ecuacion x = f(z), son las abscisas de los puntos de corte
de la recta y = x con la curva y = f(z).

-

y

Esta funcién, como se puede observar, tiene tres puntos fijos.
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Observacion 2.10
Si a es un punto de equilibrio de la funcion f y tomamos zp = a (nimero de individuos en el instante 0),
entonces, la formula (2.3) nos proporciona:

es decir, el tamano de la poblacién no cambia y se mantiene en equilibrio.

Ejemplo 2.11 (Puntos de equilibrio del modelo Exponencial)
Calculemos en este ejemplo los posibles puntos de equilibrio en el modelo exponencial xp, = Rxj_1 con R > 0 la
constante de crecimiento. Excluiremos el caso R = 1 que corresponde a una poblacién que permanece constante
a lo largo del tiempo. Asi, la funcion que da el método es f(x) = Rz. Sus puntos de equilibrio corresponden a
las soluciones de

r=Rxr x>0.

Como R # 1, la tnica soluciéon de la anterior ecuacion es x* = 0.

Ejemplo 2.12 (Puntos de equilibrio del modelo del Ejemplo 2.4)
En este caso la formula recursiva es
xr = 0891, 1+100 k>1

y la funcién que describe el modelo es f(z) = 0.89z + 100. Sus puntos de equilibrio son las soluciones de

z = 0.897 + 100,

es decir * = 100/0.11 = 909.090909.... este es precisamente el valor al que se acerca zj cuando k se hace
grande.

Ejemplo 2.13 (Puntos de equilibrio de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Vamos a calcular los puntos de equilibrio de este modelo, es decir, las raices de la ecuacion

Rz
—R-1 *=20
14+ T

—

Hay una primera raiz (punto de equilibrio) que es * = 0. Esta claro que si comenzamos con xo = 0 (el nimero
de individuos en el instante inicial es cero), entonces xy = 0 para cualquier k.

Si z # 0, entonces podemos dividir por z, obteniéndose:

-1
IZL <~ 1+R

R—-1
1+ x

r=R < (R-1)z=K(R-1) < z=K.
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De nuevo, se tiene que si inicialmente la poblacion es zg = K, es decir, si inicialmente la poblacion es la méxima
que el habitat puede alojar, entonces la poblacién permanece en equilibrio:

=K Vk>0.

Por tanto, existen dos puntos de equilibrio: * = 0, que corresponde a la ausencia de poblacién, y 2* = K, que
corresponde a la capacidad maxima.

Ver, en la Figura 2.3, la evolucion de este modelo para distintos valores del x inicial.

Ejemplo 2.14 (Puntos de equilibrio del modelo logistico discreto)
Calculemos ahora los puntos fijos o de equilibrio de este modelo, es decir, las raices de

R—-1
mzm(R— % x), x> 0.

De nuevo, z* = 0 es un punto fijo. Por otro lado, si z # 0, la ecuaciéon anterior equivale a

R—1 R—-1

rt=R-1<+— z=K.

De nuevo, existen dos puntos de equilibrio. El primero es z* = 0, que biolégicamente corresponde a la ausencia
de poblacién en el instante inicial (y por tanto ausencia de poblacion en las generaciones siguientes). El segundo
equilibrio es el valor z* = K. Como en el modelo previo, corresponde al caso en que la poblacion parte del
tamano maximo que el habitat soporta, y permanecera en ese estado en los instantes futuros:

=K Vk>0.

Ver, en la Figura 2.4, la evoluciéon de este modelo para distintos valores del x inicial.

Ejemplo 2.15 (Puntos de equilibrio de la curva de Ricker)
Calculemos los puntos fijos o puntos de equilibrio del modelo, es decir, las soluciones de

Como con anterioridad, * = 0 es un primer punto de equilibrio (corresponde a ausencia de poblacion). Para
hallar los puntos de equilibrio no nulos, dividimos la ecuacién anterior por x obteniendo:

1= 1-2/K) — 7’(1—%)20 — =K.

Hay dos puntos de equilibrio. El primero es * = 0, que corresponde a la ausencia de poblacién. El segundo
equilibrio corresponde al valor z* = K. Como en los modelos previos, si inicialmente tomamos 2y = K, entonces
la poblacién se mantiene constante en las generaciones siguientes:

z, =K Vk>0.

Ver, en la Figura 2.5, la evolucion de este modelo para distintos valores del x inicial.
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2.1.4 Estabilidad de modelos discretos unidimensionales

Al estudiar modelos discretos de poblaciones, frecuentemente, el interés esta en analizar el comportamiento de
esa poblacion a largo plazo (cuando el tiempo se va hacia infinito, es decir, cuando k tiende a infinito). En
general, veremos que, cuando el tiempo avanza, la poblacion tiende a acercarse o a alejarse a valores que son
puntos de equilibrio o puntos fijos de la funciéon que describe la férmula recursiva:

T = f(l‘kfl), k Z 1.
Recordemos que xj, proporciona el nimero de individuos de la poblacion en la generacion k (de manera equiva-

lente, pasados k ciclos vitales de la especie).

Si z* es un punto de equilibrio o punto fijo de f, es decir, si f(z*) = z*, entonces si tomamos xy = z*, se tiene
. =a" Vk>1,

y, por tanto, la poblacién no varia. ;Qué ocurre si tomamos xg # x* pero cercano a x*? Calculemos los valores
x, mediante la formula (2.3). De manera general (y poco precisa), podemos decir

1. Si, para cualquier xg # x* pero cercano a z*, sucede que los valores xj se acercan a x* cuando k se va
haciendo cada vez mas grande, diremos que el equilibrio x* es estable.

Desde el punto de vista biologico, esto significa que, si la poblacion inicial es xg “cercano” (aunque distinto)
al punto de equilibrio, cuando el tiempo avanza, la poblacién se va acercando a la situacién de equilibrio.

2. Si, atn tomando z( tan cerca como se quiera de xz* (pero distinto), los valores zj; no se acercan a z*
cuando k se va haciendo cada vez mas grande, diremos que el equilibrio z* es inestable.

Desde el punto de vista biologico, esto significa que aunque se comience con una poblacién inicial zy muy
proxima (pero distinta) del equilibrio, la poblaciéon evolucionaré sin acercarse al equilibrio.

Para estudiar la estabilidad' de los puntos de equilibrio de la ecuacién recursiva (2.3) usaremos el siguiente
criterio:

Teorema 2.16
Supongamos que x* es un punto fijo de f, siendo f una funcién derivable en x*. Se tiene,

1. Si|f'(z*)| < 1, entonces el punto de equilibrio z* es estable.

2. Si|f'(z*)| > 1, entonces el punto de equilibrio z* es inestable.

Ejemplo 2.17 (Estabilidad del punto de equilibrio del modelo exponencial)
Como se vi6 en el Ejemplo 2.11, el tinico punto de equilibrio de este modelos es z* = 0. En este modelo, dado
por la ecuacion xy = Rzp_1, la funciéon f es:

f(x)=Rx, >0 cuyaderivadaes f'(x)=R,
es decir, la derivada es constante = R. La aplicacion del Teorema 2.16 en este caso nos dice que:

e SiR>1,|f(0))]=R>1. Asi,si R > 1, z* = 0 es un punto de equilibrio inestable.
e Si R<1,|f'(0)] =R <1, de donde deducimos que, si R < 1, 2* = 0 es un punto de equilibrio estable.
Obsérvese que esto es coherente con lo que ya sabemos del modelo exponencial: si R > 1 la poblacion crece

indefinidamente, alejandose del equilibrio; si R < 1 la poblacion decrece a cero, acercandose asintoticamente al
equilibrio.

1En realidad, el concepto matemético de estabilidad es mucho mas amplio, admite muchas matizaciones y su estudio tiene
interés en diversos ambitos. En un contexto matematico riguroso habria que llamar “atractivo” o “repulsivo” a lo que hemos definido
como estable o inestable. Hemos usado estas denominaciones por simplicidad.
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Ejemplo 2.18 (Estabilidad del punto de equilibrio del modelo del Ejemplo 2.4)
En este modelo la funcion f es:

f(x)=089x+100 x>0 ysuderivadaes f'(z)=0.89,

es decir, la derivada es constante = 0.89. El unico punto de equilibrio era z* = 100/0.11 ~ 909.1.

La aplicaciéon del Teorema 2.16 en este caso nos dice que:

I/ (z*)] = 0.89 < 1

de donde deducimos que z* ~ 909.1 es un punto de equilibrio estable.

Ejemplo 2.19 (Estabilidad de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Comenzamos analizando la estabilidad de los puntos de equilibrio asociados al modelo discreto de Beverton-Holt,
calculados en el Ejemplo 2.13. Este modelo viene dado por la férmula:

Rxp_q
4 B2 7
— T
K k—1

donde R > 1 es la constante de crecimiento y K > 0 es la capacidad de alojamiento. La funcién que proporciona
el modelo viene dada por

Ty = kE>1

)

R
f(x):% con z > 0,

1+ x

con dos puntos de equilibrio: 27 = 0 (ausencia de poblacion) y x5 = K (capacidad del habitat). Para estudiar
su estabilidad, aplicaremos el criterio dado en el Teorema 2.16.

La derivada de f viene dada por:

R-1 R-1
R(1 — Re———
o) = <+ K 0 K R
L Bt ? L Bl 2
K " K "
luego:
o |f'(7)| =|f'(0)] = R > 1. Asi, = 0 es un punto de equilibrio inestable.
o |f'(z3)]=|f(K)| = R/R?® =1/R < 1. Como consecuencia del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio
x5 = K es estable.

Ejemplo 2.20 (Estabilidad del modelo logistico discreto)
Como segundo ejemplo analicemos la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo logistico discreto (Ejem-
plo (2.6)), calculados en el Ejemplo 2.14. En este caso la funcion f que proporciona el método esta dada por

f(x):x(R—szlx>, con = > 0,

donde R > 1 es la constante de crecimiento de la poblacién y K es la capacidad de alojamiento. Vimos en el
Ejemplo 7?7 que los puntos de equilibrio asociados a este modelo son 27 =0y 25 = K.
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Estudiemos su estabilidad aplicando el Teorema 2.16. Para ello, calculemos la derivada de la funciéon f:

2(R —1)

flla) =R~ ==

z, x2>0.
Asi,
o |f (1) =|f'(0)] = R > 1. Asi, 2} = 0 es un punto de equilibrio inestable.
o |f(x3)] = |f'(K)| = |2 — R|. En este caso no podemos concluir que el equilibrio z3 sea estable, ya que
depende de los valores de R (constante de crecimiento).
Podemos hacer un andlisis mas detallado:

>Si|2—R| <1,esdecir,si -1<2-R<1 < -3<-R< -1 < ,entonces

[f'(z3)| = |f(K)| = |2 — R| < 1. Como consecuencia del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio
x5 = K es estable.

> Si|2 — R| > 1, es decir, si R > 3, entonces |f'(x3)| = |f'(K)| = |2 — R| > 1. Aplicando de nuevo el
Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio 5 = K es inestable.

Ejemplo 2.21 (Estabilidad de la curva de Ricker)
En este tercer ejemplo analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de la curva de Ricker del Ejem-
plo (2.7), calculados en el Ejemplo 2.15. La funcién que describe el modelo esta dada por:

f(x) = 2e"=2/5) con 2 >0,

donde r =In R € (0,00) es el parametro de crecimiento de la poblacion (R > 1 es la constante de crecimiento)
y K > 0 es la capacidad de alojamiento. Los puntos de equilibrio fueron calculados en el Ejemplo ?? y estaban
dados por

x] = 0 (ausencia de poblaciéon) y x5 = K (capacidad de alojamiento).

La derivada de f esta dada por

f'(z) = er—=/K) (1 — %) con z > 0.

Asi,
o |f'(z3) =|f'(0)] = |e"| = R > 1. Por tanto, aplicando el Teorema 2.16 deducimos que 7 = 0 es un punto
de equilibrio inestable.
o |f/(x3)| = |f(K)| = |1 — r|. Tampoco en este caso podemos concluir que el equilibrio x3 sea estable ya
que también depende de los valores de r (parametro de crecimiento). Haremos de nuevo un analisis mas
detallado:

>Si|l—r <1l,esdecir,si —-1<1—-r<1 <= -2< —1r<0 < 7entonces

|f'(z3)] = |f(K)| = |1 —r| < 1. Del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio 23 = K es estable.

> Si|l—7| > 1, es decir, si r > 2, entonces | f'(z3)| = |f'(K)| = |1 — R| > 1. De nuevo el Teorema 2.16
implica que el equilibrio x5 = K es inestable.
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2.2 Modelos multidimensionales lineales

En esta seccién vamos a considerar modelos en los que la poblacién no queda representada por un sélo valor
numérico, sino que esta dividida en varios grupos/bloques/estratos, en funcién de circunstancias diversas, como
pueden ser edades, capacidad reproductiva, caracteristicas vitales, etc. Por tanto, se utiliza una variable diferente
para cada grupo, que representa el nimero de individuos que hay en dicho grupo en cada instante de tiempo.

La evolucién de cada grupo vendra, pues, descrita mediante una ecuacién recursiva que proporciona el nimero
de individuos de dicho grupo en el instante k& a partir del nimero de individuos de cada uno de los grupos
en el instante anterior £ — 1. Tendremos asi una ecuacién recursiva para cada grupo, es decir, un sistema de
ecuaciones recursivas. Matematicamente hablando, el modelo tendra mas de una dimension.

En particular, en esta secciéon consideraremos modelos multidimensionales de un tipo particular, el méas simple
posible, esto es, modelos en que las ecuaciones recursivas tienen forma lineal. Se trata del modelo de la dinamica
de poblaciones mas famoso y ampliamente utilizado, denominado modelo de Leslie en honor de su autor, el
fisiologo Patrick Holt Leslie (1900-1974).

2.2.1 Un primer ejemplo simple

Ejemplo 2.22

Un determinado insecto tiene 3 etapas vitales: huevo, larva y adulto. Este insecto progresa de huevo a larva en
un determinado periodo de tiempo, de larva a adulto en otro periodo de tiempo y, finalmente, el adulto pone
huevos y muere en el periodo de tiempo siguiente. Pongamos:

H; = namero de Huevos en el instante de tiempo k
L; = namero de Larvas en el instante de tiempo k
A = namero de Adultos en el instante de tiempo k.

Se sabe que s6lo un 4% de los huevos llegan a larva, sélo un 39 % de las larvas llegan a adultos y que cada
adulto pone una media de 73 huevos. Esto se puede expresar mediante las siguientes relaciones:

H, = T34, (cada adulto pone 73 huevos),
Ly = 0.04Hg_1 (4% de huevos pasan a larvas), (2.10)
A = 039Lg_1 (39% de larvas pasan a adulto),
k—1 k
Hj,_1 huevos 73 - Aj_1 huevos
L1 larvas 4 9%Hj,_ larvas
\
Ay 1 adultos 39 %Ly, _1 adultos

Las ecuaciones (2.10) constituyen un sistema lineal de ecuaciones, que se puede escribir también de forma
matricial:

Hy, H 0o o0 T][H
Ly |=| L | =004 0 0 L . (2.11)
Ay, A, 0 039 0 Al
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En el caso unidimensional, el modelo de Malthus decia que
xp = Rag_q1 (con R >0), k>0.

(Obsérvese que esta ecuacion es lineal: solo aparece xy_; multiplicada por un namero R).

En este caso, para describir la situacién de la poblaciéon en el instante k& necesitamos un vector de variables
(una para cada grupo de poblacion), como en el Ejemplo 2.22. Denotaremos este vector Py. En el caso del
Ejemplo 2.22 seria

El sistema de ecuaciones recursivas se escribird en forma matricial (como en (2.11)):
P, =APy_1, k2>1

donde A es una matriz cuadrada de tamafno n x n, siendo n el numero de grupos en que dividimos la poblacion
(en el caso del Ejemplo 2.22 seria n = 3).

Este modelo permitira, si se conoce el niimero de individuos de los distintos grupos de edad en el instante inicial
k = 0 de la observacion, calcular el nimero de los mismos que habra en cualquier instante posterior £ > 1, sin
més que multiplicar sucesivamente por la matriz A:

P conocido

P, =APg

Py, =AP, = AAP, = A% P,
P;=AP, = AA’Py = A3P,

De estas formulas se deduce la expresion general
P, = AP, (2.12)

analoga a la formula general x;, = R* ¢ del caso unidimensional. Esta férmula, en realidad, tiene poco interés
practico, ya que las potencias sucesivas de una matriz A* no son faciles de calcular. Sin embargo, utilizando
algiin programa informatico, por ejemplo EXCEL, es facil construir tablas de valores que muestren la evolucion
de la poblacion.

Ejemplo 2.23 (sigue del Ejemplo 2.22)
Supongamos que en el instante incial £ = 0, la poblaciéon de insectos de Ejemplo 2.22 se compone de

Hy = 1000 huevos
Ly = 100 larvas
Ay = 10 adultos.

Utilizando las ecuaciones recursivas del modelo, (2.11), se tendra:

H 0 0 73 H 0 0 73 1000 730
L =1004 O 0 L =(004 O 0 100 | =] 40 |,
A1, 0 039 0 A4 1, 0 039 0 10 39

lo que indica que, en el instante de tiempo k& = 1, la poblacién se compone de:

H;y = 730 huevos
Ly = 40 larvas
A1 = 39 adultos.

Se pueden utilizar de nuevo las ecuaciones recursivas para calcular la composiciéon de la poblacién en el instante
de tiempo k = 2, a partir de la composicion en k = 1:

H 0 0 73 H 0 0 73 730 2847
L =004 O 0 L =004 O 0 40 | = 29.2 |,
A, 0 039 0 4 1, 0 039 0 39 15.6
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es decir, que en el instante de tiempo k = 2, la poblacién se compone de:

H, = 2847 huevos
Lo = 29.2larvas
As = 15.6 adultos.

y asi sucesivamente. Utilizando EXCEL es facil construir la siguiente tabla.

Hy, Ly, Ak
100.00 100.00 10.00
730.00 4.00 39.00
2847.00  29.20  1.56
113.88 113.88 11.39
831.32 4.56 44.41
3242.16 33.25 1.78
129.69 129.69 12.97
946.71 5.19  50.58
3692.18 37.87 2.02
9 147.69 147.69 14.77
10 1078.12 5.91 57.60
11 4204.65 43.12 2.30
12 168.19 168.19 16.82
13 1227.76 6.73  65.59
14  4788.26 49.11 2.62
15 191.53 191.53 19.15
16 1398.17 7.66 74.70
17  5452.87  55.93  2.99
18 218.11 218.11 21.81

0O Tt W~ O

2.2.2 Matrices de Leslie: caso general

Estas matrices aparecen en el modelo del mismo nombre. En este modelo se considera la evolucion de una
poblacién dividiéndola en grupos en funcién de su edad.? Asi, se realiza una subdivisién en n subintervalos de
igual longitud de la esperanza de vida V' de la especie, y se clasifica la poblacion en n grupos:

> EM: individuos cuya edad esta incluida en el primer subintervalo, es decir, de edad entre 0 y V/n.

> E®): individuos cuya edad esta en el segundo subintervalo, es decir, de edad entre Viny 2V/n.

> E(M): individuos cuya edad esta en el tltimo subintervalo, es decir, de edad entre (n — 1)V/n y V
Por ejemplo, en el caso de considerar 4 grupos de edad, se tendria:
0 V/4 2V /4 3V/4 1%
I I

| ]
pv | p®» | p®» | pa

Después se cuantifican la supervivencia de una etapa a la siguiente (i.e. el tanto por ciento de individuos de
cada grupo de edad que consiguen llegar vivos a la etapa siguiente) asi como la procreacion, es decir, el nimero
de hijos que tienen en promedio los individuos de cada clase.

2Histoéricamente, Leslie present6 su modelo basado s6lo en en el nimero de hembras de la poblacién, teniendo en cuenta las
proporciones entre machos y hembras de la misma.
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En el esquema siguiente estan representadas las interrelaciones entre los distintos grupos de edad: Por un lado,
la supervivencia en cada grupo de edad (es decir, la proporcion de individuos de un determinado grupo de edad
que sobreviven hasta el siguiente periodo vital). Por otro lado, la “contribucion” de cada grupo fértil al primer
grupo de edad por la procreacion.

E1) E2) EG) E@)

ag X

as X

aq X

Por ejemplo, si la supervivencia del primer grupo de edad es del 45% (i.e. si solo 45 de cada 100 individuos
del grupo de edad E™) logran sobrevivir, formando parte del grupo E(®) en el siguiente periodo vital), sera
by = 45/100 = 0.45. Asimismo, si, por ejemplo, cada individuo del grupo de edad E®) procrea, en media y en
cada periodo vital, 4 individuos nuevos, se tendra az = 4.

Con esta informacion se puede escribir el sistema de ecuaciones recursivas del modelo:

El(cl) =m El(cljl + a2 El(6231 +as El(i)1 + a4 El(:i)1
B —nE,
SO )
B B,

En forma matricial este sistema se escribe:

1 1
E]E;) a; Qa2 Aas Qg4 E]ijl
EXl e 0 0o of]|EZ
E® o 0 o0 E®,
E](C4) 0 0 b3 O E,(f_)l
Para simplificar la notacién podemos poner
1)
E, a1 ax az ag
B by 0 0 0
Pk, = APk_l con Pk, = 3 , A= (213)
E](C) 0 b, 0 O
E}(C4) 0 0 b3 O

Las matrices como la de (2.13) se denominan matrices de Leslie. Obsérvese su especial estructura: Los
nameros de la primera fila de A (a;, as, ...) son los que contienen la informacion relativa a la procreacion,
mientras que los nameros de la subdiagonal (b1, bs,...) contienen la informacion relativa a la supervivencia de
los indidividuos.

Ejemplo 2.24
Para estudiar una poblacién de determinada especie, cuya edad méxima es de 20 anos, se consideran periodos
vitales de 5 anos y se divide la poblacién en 4 grupos de edad.

De la observacion se deduce que sélo una cuarta parte de los individuos del primer grupo (1-5 afios) sobrevive
hasta el siguiente periodo de tiempo; que solo la mitad de los del segundo grupo (6-10 afios) sobreviven hasta
los (11-15 anos) y sélo una décima parte de los de éste alcanzan el dltimo grupo (16-20 afnos). Asimismo se
observa que, en promedio, cada individuo del segundo grupo procrea un nuevo individuo, mientras que los de
los grupos 3 y 4 procrean 3 y 2 nuevos individuos, respectivamente.
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1. Escribe el modelo de Leslie para estos datos en forma matricial.

2. Si inicialmente la distribucion de la poblacion por grupos es de 100, 70, 70 y 40 individuos respectivamente,
determina la distribucién que habra dentro de 10 afios (recuérdese que los periodos son de 5 afios).

1. Escribimos las ecuaciones recursivas con los datos proporcionados. Denotamos:

> E,(Cl): individuos con edad entre 0 y 5, en el periodo de tiempo k.
> E,(f): individuos con edad entre 6 y 10, en el periodo de tiempo k
> E,(f): individuos con edad entre 11 y 15, en el periodo de tiempo k
> E,(€4): individuos con edad entre 16 y 20, en el periodo de tiempo k

Las relaciones entre el numero de individuos en el periodo de tiempo k y en el periodo de tiempo k — 1
vienen dadas por:
B = B2, 350, 4250,

E® —025EY,

Y =nsE

E® =01EY,

y en forma matricial, se escribe

ED 0 1 3 2\ (E®
E® fo2s 0o 0o of[E®
E®AL | o 05 0 of|E®

4 4
E®W/] 0 0 01 0/ \EW/ |

O bien, con una notacién més comoda:

P, = APy,
2. La distribucion por edades en el instante inicial (k = 0) es:

100

Para calcular la distribucién por edades pasados 10 anos hay que utilizar el modelo dos veces: Una para
calcular la distribucion en k =1 (5 anos) y otra para calcular la distribucion en & = 2 (10 anos).

0 1 3 2 100 360 144
025 0 0 O 70 25 90
P, = APy = = ;. Py= AP = :
0O 05 0 O 70 35 12.5
0 0O 0.1 0 40 7 3.5

Utilizando una hoja de calculo (por ejemplo EXCEL), es facil calcular la distribuciéon de la poblacion en
los distintos grupos para valores grandes del tiempo (presentamos solo los valores correspondientes a k
impar, por simplicidad:
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r BY E» E® EY Ty,

0 100.000 70.000 70.000 40.000 280.000
1 360.000 25.000 35.000 7.000 427.000
3
5
7

134.500 36.000 45.000 1.250 216.750
96.625 43.375 16.813 1.800 158.613
92.581 24.353 12.078 2.169 131.181

9 62.091 16.231 11573 1.218 91.112
11 42184 13.346 7.761 0.812  64.103
13 32.117  9.563  5.273  0.667  47.621
15 23429 6.679 4.015 0478  34.601
17 16.679 4920 2929 0.334  24.862
19 12135 3.593  2.085  0.246  18.060

De los niimeros de esta tabla, parece claro que la poblacion tiende a la extincién, ya que el namero total
de individuos (columna T') es cada vez menor.

Como acabamos de ver, calculando los sucesivos valores de las variables del modelo para tiempos grandes, se
puede observar su comportamiento a largo plazo.

Sin embargo, serfa muy deseable poder extraer conclusiones directamente a partir de su formula general, (2.13),
sin necesidad de calcular etapa tras etapa, como ya hicimos en el caso unidimensional.

Para ello necesitaremos introducir algunas herramientas matematicas adicionales.

2.2.3 Numeros complejos

Existe un ntimero especial de gran importancia en matematicas, que se denomina nimero ¢ o unidad imagi-
naria, y que se define como:
1=+v-1

(va sabemos que y/—1 no esta definido como niamero real). Esta definicion da lugar a un nuevo conjunto de
nimeros que amplia y complementa el conjunto de los ntimeros reales.

Definicion 2.25 (Numeros complejos)
Un nimero complejo es una numero de la forma

a+bi, con abeR

En particular, todos los niimeros reales son complejos: a + 0.

La definicion de este nimero especial permite dar un sentido a las raices cuadradas de ntimeros negativos. Si

a > 0, entonces se puede poner
Voa=a (D =va-vI=vai

Asimismo, la introduccién de estos nameros da un nuevo sentido al ntmero de soluciones que puede tener una
ecuaciéon polindémica de grado n. Por ejemplo, la ecuacion de segundo grado

24+1=0
no tiene ninguna solucién real. Sin embargo, tiene dos soluciones complejas:
P 41=0 < ’=-1 < z=+V/-1=+V1-vV/—1==i,

esto es, tiene las soluciones complejas
=41 y x2= —i.
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Ejemplo 2.26
Consideremos la ecuacion de segundo grado

22— 4z +13=0

Para hallar las soluciones de esta ecuaciéon escribimos:

x_4j:\/16—52 _4++/-36
- 2 B 2

lo que indica que la ecuacién no tiene solucién real.

Sin embargo, considerando soluciones complejas se tiene:

oo 4EV=36 4++/36v/-1 4+6i
== . =

5 =234

Es decir, la ecuacion tiene dos soluciones complejas: 2 + 3¢ y 2 — 3i.

Definicién 2.27 (Médulo de un nimero complejo)
Se denomina médulo del niimero complejo a + bi al niimero real:

la+bi| = Va2 + b2

EI médulo coincide con el valor absoluto en el caso de que el niimero sea real, es decir, de que b = 0.

2.2.4 Autovalores y autovectores de una matriz

Ya es sabido que el producto de una matriz A n X n por un vector v de dimensién n es otro vector Av de
dimension también igual a n.

Para cada matriz A, hay algunos vectores “privilegiados” en esta operacion: Existen vectores v tales que, al
multiplicarlos por la matriz A, se obtiene otro vector miltiplo del original , esto es, Av es un vector Av con la
misma direccién que v aunque generalmente con distinta “longitud”. Estos vectores se denominan autovectores
o vectores propios de la matriz A.

Definicién 2.28
Sea A una matriz n X n de niimeros reales. Si existen un vector v diferente de cero y un nimero \ tales que

Av =M\,

entonces se dice que v es un autovector o vector propio de la matriz A y que X\ es su autovalor o valor
propio asociado.

Calcular los auvalores y autovectores de una matriz no es, en general, sencillo, salvo en los casos de matrices de
dimensiénes 2 o 3.
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Definicion 2.29
Si A una matriz n X n de nimeros reales, entonces los autovalores A\ de A son las soluciones de la ecuacion:

det(A — AI) =0

donde I es la matriz identidad (unos en la diagonal, y ceros en el resto) de dimensién n X n.
Aqui, det denota el determinante de una matriz cuadrada.

Observacion: Una matriz de niimeros reales puede tener autovalores complejos.

Recordamos que el determinante de una matriz cuadrada A de nimeros reales es un namero real, denotado
det(A) o también |A|, que se asocia a dicha matriz y cuyo interés principal esta relacionado con el estudio del
ntmero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones.

El calculo del determinante es facil para matrices cuadradas de dimensiones 2 y 3, pero se complica para
dimensiones superiores:

a1l a2
det = Q11 G22 — 12 (21
21  G22

ailp a2 ais
det | az1 @22 @23 | = ai11a22a33 + 12023031 + G13G21G32 — A31A22013 — (32023011 — 433021012
azr asz2 ass

Los diagramas siguientes (llamados Regla de Sarrus) ayudan a recordar la formula del determinante de una
matriz 3 x 3: Los productos sefialados en color azul (izquierda) son los que aparecen con signo + y los marcados
en color rojo (derecha) aparecen con signo —.

ail a 3

a 3

3 2 3
Ejemplo 2.30 51
Calcular el determinante de la matriz 2 x 2: A= <3 B 2)

Ejemplo 2.31 5
Calcular el determinante de la matriz 3 x 3: A=1|3 -2 1
1

det(A) =5%x (—2) x 24+ (—1)x1x1+3x0x0—-0x(—2)x1—-3x(=1)x2-5x1x0

=-20-1+0-0+6-0=|-15]
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Ejemplo 2.32 5 1
Calcular los autovalores de la matriz A= ( 6 0 ) .

Segtin la Definicion 2.29, los autovalores son las soluciones de la ecuacion det(A — AI) = 0:

5 —1 1 0 5 -1 A0 5—-X -1 5—X -1
AM((; 0)’\<0 1)<6 0)(0 /\>< 6 O—)\)< 6 —/\>
luego su determinante es

5—Xx -1

det(A—)\I):det( 60—\

):(5—)\)(—)\)—(—1)-6:)\2—5)\+6.

Por tanto, los autovalores de A son las soluciones de la ecuaciéon A2 — 5\ +6 =0, que son | A\; =3y Ao = 2|,

Ejemplo 2.33 0 —4
Calcular los autovalores de la matriz: A= (1 0 ) .

Los autovalores son las soluciones de la ecuacion det(A — AI) = 0:

a-a=(1 )= 3)=(3 )

luego
det(A — AT) = det <‘1A :i) (SR = (—4)-1= A2 +4
Por tanto, los autovalores de A son las soluciones de la ecuacién A% + 4 = 0, es decir, de \> = —4, que no tiene

solucién real, pero si tiene soluciones complejas:

A=+42i y A=—2q
|

Observaciéon 2.34 (Calculo de autovalores con MATLAB)

Para matrices A de dimensiéon mayor que 2 no es facil calcular las soluciones de det(A — AI) = 0, pero se puede
recurrir a la ayuda de algin programa informético. Para calcular los autovalores de A con MATLAB, se usa la
orden

>> eig(A)

Por ejemplo, para calcular los autovalores de la matriz M escribirfamos

Il
= W Ut
|
[N
N = O

> M =[5, -1, 0; 3, -2, 1; 1, 0, 2];
>> eig(M)
ans =
-1.5869
4.4742
2.1127
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Una vez que sabemos calcular los autovalores de una matriz, veamos cémo se puede calcular un autovector
asociado.

Segun la definicién 2.28, si A es un autovalor de A, entonces un autovector asociado verifica la ecuacion:
Av=2XAv esdecir, (A—AX)v=0,
que es un sistema lineal de ecuaciones cuyas incognitas son las componentes de v. Asi pues, conocido un

autovalor, para calcular un autovector hay que resolver un sistema lineal de ecuaciones.

En el caso en que la dimensiéon de A sea 2 x 2, es facil calcular un autovector asociado a un autovalor dado,
como en el ejemplo siguiente.

Calcular los autovectores asociados a los autovalores de la matriz 6 0

En el Ejemplo 2.32 ya vimos que los autovalores de esta matriz son A\; = 3 y Ay = 2. Vamos ahora a calcular
un autovector asociado a cada uno de ellos.

Ejemplo 2.35 (Autovectores de la matriz del Ejemplo 2.32) 5 1
= )

1. Autovalor \; = 3: Para calcular un autovector asociado v = <zl> hay que calcular una soluciéon del
2

s () =0 = (3 9)-( ) ()0 (¢ 3) ()

Este sistema se escribe en forma desarrollada:

sistema

200 — 2 =0 <= vy =21
6’01—3’1}220

Como podemos ver, la segunda ecuacion es proporcional a la primera, luego en realidad el sistema anterior
es un sistema compatible indeterminado, esto es, con infinitas soluciones, que podemos expresar en funciéon

de un parédmetro:
<“1) = (“) Va € R
Vg 2a

.. . 1 .
Eligiendo, por ejemplo, o = 1, obtenemos el autovector |v = (2) asociado a A\; = 3.

2. Autovalor Ay = 2: Para calcular un autovector asociado w = (Zl> hay que calcular una solucién del
2

sistema

- (=0 = (G 3)-( 9) @)= = G D))=

Este sistema se escribe en forma desarrollada:

3w; —ws =0 <= wy =31,
6w1—2w2:0

De nuevo la segunda ecuaciéon es proporcional a la primera, luego en realidad el sistema anterior es un
sistema compatible indeterminado, esto es, con infinitas soluciones, que podemos expresar en funcion de

un parametro:
<w1> = (a) Vo € R
Wo 3a

- . 1 .
Eligiendo, por ejemplo, o = 1, obtenemos el autovector |w = <3> asociado a \g = 2.

Observacion Esta claro en este ejemplo, y asi sucede en general, que hay infinitos autovectores asociados a
un autovalor .

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




2. Modelos discretos en Biologia 107

Observacién 2.36 (Calculo de autovectores con MATLAB)

Para matrices A de dimensiéon mayor que 2 se complica grandemente el calculo de los autovectores, pero igual-
mente se puede recurrir a la ayuda de algin programa informético. Para calcular los autovalores y autovectores
de A con MATLAB, se usa la orden

>> [V, D] = eig(A)

5 -1 0
Por ejemplo, para calcular los autovalores y autovectores de la matriz M = | 3 —2 1 |escribiriamos
1 0 2

> M=[5, -1, 0; 3, -2, 1; 1, 0, 2];
>> [V, D] = eig(M)

y obtendriamos la siguiente respuesta:

vV =
-0.1500 -0.8334 0.1065
-0.9878  -0.4382 0.3076

0.0418 -0.3368 0.9455

D =

-1.5869 0 0
0 4.4742 0
0 0 2.1127

que significa lo siguiente:

> Los ntimeros de la diagonal de D son los autovalores de M: Ay = —1.5869, Ay = 4.4742 y A3 = 2.1127.

> Las columnas de la matriz V son autovectores asociados a los correspondientes autovalores (la primera
columna corresponde a A1, etc.). Es decir

—0.1500
v, = | —0.9878 es un autovector asociado a A = —1.5869,
0.0418
—0.8334 0.1065
vg = | —0.4382 loesa Ay =4.4742, y wv3=|0.3076 loes a A3 =2.1127.
—0.3368 0.9455

2.2.5 Comportamiento a largo plazo en un caso simple: modelo discreto lineal
bidimensional

Consideremos una determinada especie, que estructuramos en dos clases:

> La de los individuos jovenes, que atn no tienen capacidad reproductiva. Denotaremos Jj al namero de
individuos jovenes en el instante de tiempo k.

> La de los individuos maduros, con capacidad reproductiva. Denotaremos M} al ntimero de individuos
maduros en el instante de tiempo k.

Supongamos que cada individuo maduro produce de media 3 individuos nuevos (jovenes) en cada periodo de
tiempo.

Supongamos asimismo que, de una etapa de tiempo a la siguiente, sélo un 40 % de los jovenes sobrevive y se
convierte en maduro, y que un 50 % de los individuos maduros sobrevive de una etapa de tiempo a la siguiente.
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50 %

40 %

X3

Esta situacion se representa matematicamente mediante el sistema de ecuaciones recursivas:

J =3 M
My = 0.40 J5_1 + 0.50 Mj,_1,

que en forma matricial se escribe:

Ji '\ _ -1 (0 3
(Mk> =A (Mk—l) con A= (0'4 0.5) (2.14)

Veamos la evolucion de este modelo durante unos cuantos periodos de tiempo, partiendo, por ejemplo, de la

configuracion inicial
Jo\ _ (2
My)  \4

A partir de aqui calculamos, utilizando las ecuaciones recursivas (2.14), la configuracién en los periodos siguien-

() =(3)- Ge)=()- ()= (). =

Este calculo puede hacerse facilmente con ayuda de un programa informético. Por ejemplo, utilizando EXCEL,
se ha construido la tabla 2.2, que muestra la evolucion de la poblacion segun el modelo (2.14) (de nuevo, por
simplicidad, hemos incluido s6lo los periodos impares). La tabla muestra con claridad que la poblaciéon total
aumenta indefinidamente de tamafio (columna T}).

En la tabla 2.2 también se ha incluido también el cociente entre jovenes y maduros en cada etapa (columna
Ji /My), del que se observa que tiende a la constante 2.184. Esto significa que la proporcion entre individuos
jovenes e individuos maduros, en este modelo, se mantiene asintéticamente constante.

También se observa en la tabla 2.2 que el cociente entre el nimero total de individuos de una etapa y el de la
etapa anterior tiende a la constante 1.374, lo que significa que la poblaciéon total aumenta, a largo plazo, un
37.4% cada etapa. Esto indica un crecimiento exponencial: a largo plazo, la poblacion total se multiplica por
1.374 en cada etapa (véase la Figura 2.6).

Este comportamiento no es casual y su explicacion matematica requiere la utilizacion de ciertas propiedades de
los autovalores y autovectores. La justificacion se muestra en la subseccion siguiente, aunque no es imprescindible
para este curso.

2.2.6 Justificacién del comportamiento asintético del modelo 2.14 (prescindible)

Presentamos aqui la explicacion matematica del fenomeno, observado en la tabla 2.2, que indica que la proporcion
de la poblacién total de una etapa a la anterior tiende a ser constante.

Los autovalores de la matriz A, que son A} = 1.3736 y Ay = —0.8736, con autovectores respectivos
S 0.9092 o — 0.9601
1= \o4163) ¥ 27 \—0.2796)"
Una propiedad importante de los autovalores y autovectores de una matriz en ciertos casos (entre los que se

encuentra este) es que sus autovectores forman una base del espacio R2, es decir, que cualquier otro vector se
puede escribir como combinacién lineal de los autovectores.
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k Ji M, Th Jk/Mk Tk/Tk,1
0 2.00 4.00 6.00 0.500

1 12.00 2.80 14.80 4.286 2.467
3 18.60 6.46 25.06 2.879 1.716
) 32.01 13.09 45.10 2.446 1.501
7 58.04 25.38 83.42 2.287 1.423
9 107.72 48.41 156.13 2.225 1.393
11 201.87 91.73 293.61 2.201 1.382
13 379.85 173.39 553.23 2.191 1.377
15 715.90 327.38 1043.28 2.187 1.375
17 1350.15 617.88 1968.03 2.185 1.374
19 2547.01 1165.96 3712.97 2.184 1.374
21 4805.35  2200.05  7005.40 2.184 1.374
23 9066.49 4151.14  13217.62 2.184 1.374
25 17106.49 7832.44  24938.93 2.184 1.374
27 32276.45 14778.34 47054.79 2.184 1.374

Tabla 2.2: Evolucion del modelo (2.14). Por simplicidad se muestran solo los instantes de
tiempo impares. La columna senalada con J; muestra el numero de individuos jévenes en
cada instante de tiempo, mientras que la senalada M} muestra el nimero de maduros. La
columna senala con T} muestra el total de individuos de la poblacion, es decir, la suma de
los dos anteriores. La columna senalada con Ji/Mj muestra la proporcion de individuos
jovenes frente a maduros y la columna senalada con Ty /Ty_1 muestra la proporcion de la
poblacion total de una etapa frente a la poblacion total en la etapa anterior.
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Figura 2.6: Representacion gréfica de la evolucion de la poblacion total del modelo (2.14),
en la que se observa claramente el perfil exponencial.
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En particular esto significa que el vector con las poblaciones iniciales, ( ]WO ) se puede escribir
0

Ji .
<MO > =c1v1 + covg, para ciertos c1,co € R.
0

Ahora, si calculamos la configuracion de jovenes y maduros en el tiempo & = 1 se tiene, haciendo uso de que
Av1 = )\17}1 y A’U2 = )\2’02

J Ji
(]\411> =A <]\4(,)0) = A(Cﬂ}l + CQUQ) = 1 Avy + caAvg = 1 A\1V1 + CaAaUs

. J1 o),
A partir de ( M1> calculemos ahora ( M2>.

J. J
<]W22) =A <]\411> = A(Cl>\1’l)1 + CQ/\QUQ) = 1A\ Avy + ca o Avy = 81>\%Ul + CQ)\%’UQ

Asi sucesivamente, podemos encontrar que:

(;\Z;) =A (](\ng__ll) = A(Cl)\lfil”l}l + 62)\571’02) = Cl)\lfilA’Ul + 62)\]2671141}2 = cl)\’fvl + CQ}\SUQ

En esta tltima expresion, se puede sacar factor comiin A\¥ y se obtiene:

Ao\ Kk
(ﬁk) = Cl>\]1€1}1 + CQA%'UQ = )\]f (Cl’Ul + (f) ’UQ).

Observamos que
. A2 iy A2 \F
[A2] < |A1| v, en consecuencia ’)\—‘ <1 y también ()\—> — 0 cuando k — oo.
1 1

Esto implica que, para valores de k grandes,

J Az k 0.9092
(Mi) =M (C“’l + (AT) ”2) ~ X = e (63

Entonces, se tiene, para la poblaciéon total Ty con k grande
Ty = Ji + My = 0.9092 c; \F 4 0.4163 c; \F = (0.9092 + 0.4163) c1 \F = 1.3255 ¢ \F.
De aqui ya es inmediato ver que

T 13255 1A}
Tp1  1.3255 e, AV !

=\ = 1.3736,

como se observaba en la tabla 2.2 (alli, los nimeros estan redondeados a tres decimales).

También se obtiene de lo anterior que:

Je _ 0.9092 ¢; Af 0.9092

SN - =2.184
M.~ 0.4163 c;AF — 0.4163

: : . A2 .
El razonamiento anterior se basa de manera esencial en el hecho de que " < 1 y que, en consecuencia,
1

(i—?)k — 0 cuando k — oo.

En realidad, esto es cierto para cualquier matriz del tipo de la que nos ocupa:

A:(g Z), con a>0y bce(0,1],
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ya que los autovalores de tal matriz, las soluciones de:

det(A — \I) = det <‘bA CfA> =-Ac—AN)—ab=X—cA—ab=0,
son
5= c++/c? + 4ab

2
¥y, puesto que v/¢2 + 4ab > ¢ (por ser a,b > 0), se obtienen dos soluciones, \; positiva y As negativa. Ademaés

c— V2 +4dab c+ V2 + dab
Ao = | ——F—| < |Ml=|—F
2 2
luego
A2
—|l <1
|

2.2.7 Comportamiento a largo plazo del modelo de Leslie

Las matrices de Leslie tienen ciertas propiedades que nos van a permitir deducir consecuencias similares a las
obtenidas para el modelo (2.14).

Definicion 2.37
Si X\ es un autovalor de una matriz A y su valor absoluto es mayor que el valor absoluto o el médulo de cualquier
otro autovalor (incluidos los complejos):

[A| > |Ai|], para todo autovalor \; # A,

entonces se dice que A es un autovalor dominante de la matriz A.

El resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.38
Si la matriz A tiene un autovalor positivo dominante \; y un autovector asociado v' que tenga todas sus
componentes positivas, entonces, en el modelo P, = AP} _1 se verifica:

1. Para valores grandes de k, Py, tiende a un miiltiplo de v'. Esto significa que, para valores grandes de k,
las proporciones entre los distintos grupos de la poblacién tienden a ser las mismas que las proporciones
entre las componentes del vector v':

E® 1
= Yi para cada j =1,2,...,n

lim ¢
kﬁooEﬁk)_*_Eék)_’_u__’_E?(lk) ol ol 4+l

2. También se verifica que, para valores grandes de k, la proporciéon entre la poblacion total en la etapa k y
la poblacién total en la etapa k — 1 tiende al autovalor dominante:
Ty

lim = A1
k—oo Tp_1

3. Ademés, si A\ > 1, la poblacion crece hacia infinito (manteniendo las proporciones antes mencionadas), si
A1 = 1, la poblacién se estabiliza, y, si \y < 1, la poblacién tiende a extinguirse (en ambos casos también
manteniendo las proporciones).
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El teorema siguiente garantiza que, bajo ciertas condiciones, las matrices de Leslie siempre cumplen las hipotesis
del teorema anterior.

Teorema 2.39

Si la matriz A es una matriz de Leslie (como la de (2.13)) y tiene (en la primera fila) al menos dos elementos
consecutivos a; y a;11 positivos, entonces A tiene un autovalor positivo A1 que es dominante y un autovector
asociado v, que tiene todas sus componentes positivas.

Vamos a comprobar estos resultados con el modelo del Ejemplo 2.24.

Ejemplo 2.40 (Aplicacion de los Teoremas 2.38 y 2.39 al modelo del Ejemplo 2.24)
El modelo desarrollado antes para este ejemplo era:

0 1 3 2
0.25 0 0 0
P,=AP,_1 con A=
0 05 0 O
0 0 01 0

Como vemos, esta es una matriz de Leslie, como la de (2.13). Observamos ademas que cumple la hipotesis del
teorema 2.39: en la primera fila tiene al menos dos elementos consecutivos no nulos (de hecho, tiene tres). El
teorema 2.39 afirma que, en estas condiciones, A tiene un autovalor positivo que es dominante y que tiene un
autovector con todos sus elementos positivos.

Utilizando, por ejemplo, MATLAB, podemos calcular los autovalores y autovectores de la matriz A:

> A=A = [0,1,3,2; 0.25, 0, O, O; O, 0.5, 0, O ; O, O, 0.1, 0];
>> [V, D] = eig(A)

vV =
-0.9465 + 0.0000i -0.8983 + 0.0000i -0.8983 + 0.0000i -0.0223 + 0.0000i
-0.2779 + 0.0000i 0.2088 + 0.2764i 0.2088 - 0.2764i 0.0797 + 0.0000i
-0.1632 + 0.0000i 0.0730 - 0.2570i 0.0730 + 0.2570i -0.5707 + 0.0000i
-0.0192 + 0.0000i -0.0384 + 0.0149i -0.0384 - 0.0149i 0.8170 + 0.0000i
D =
0.8514 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i  0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00001i -0.3908 + 0.5173i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i -0.3908 - 0.5173i  0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i -0.0699 + 0.0000i

Observacion: los nimeros como 0.8514 + 0.0000i que aparecen como complejos, pero con la unidad imagi-
naria ¢ multiplicada por 0, “aparecen” como niimeros complejos, pero son en realidad niimeros reales:
0.8514 + 0.0000i = 0.8514.

Recordemos que los autovalores son los elementos diagonales de la matriz D, es decir,
A1 =0.8514, Xy = —0.3908 4+ 0.5173i, A3 = —0.3908 —0.5173i, A4 = —0.0699,

Observamos, pues que A tiene dos autovalores reales (uno de ellos positivo) y dos complejos. Podemos usar
también MATLAB para calcular los médulos de los autovalores complejos:

>> abs(-0.3908 + 0.51731i)
ans =
0.6483
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y encontraremos:

[A\1] = 0.8514, |Aa] = 0.6483, |A3] =0.6483, |\4] = 0.0699,
es decir, que el autovalor \; es dominante.

Ahora, comprobemos la parte relativa a su autovector asociado. El autovector asociado que nos ha proporcionado
MATLAB es la primera columna de la matriz V:

-0.9465 + 0.00001i = -0.9465
-0.2779 + 0.00001i = -0.2779
-0.1632 + 0.00001i = -0.1632
-0.0192 + 0.0000i = -0.0192

Observacion: si v es un autovector de una matriz, también lo es si lo multiplicamos por cualquier niimero real.
En particular, si v es autovector, también lo es —v.

Concluimos, pues, que el autovalor dominante A\; = 0.8514 tiene, efectivamente, un autovector asociado con
todas sus componentes positivas:

0.9465

0.2779

0.1632

0.0192

v =

Asi pues, dado que se verifican las hipotesis del teorema, también se cumplen sus conclusiones. Vamos a com-
probarlo.

Apartado 1. Comprobemos ahora que, para tiempos grandes, las proporciones de los distintos grupos de la
poblacion frente al total tienden a coincidir con las proporciones de los elementos del autovector frente a la
suma de sus componentes. Calculamos estas tultimas:

S = 0.9465 + 0.2779 4 0.1632 + 0.0192 = 1.4068
0.9465 0.2779 0.1632 0.0192
=0.6728 =0.1975 =0.1160
1.4068 "’ 1.4068 "’ 1.4068 "’ 1.4068

El teorema 2.38 afirma pues, para este caso, que, para tiempos grandes, el 67.28 % de la poblacion estara en
el primer grupo (1-5 anos), que el 19.75 % estara en el segundo (6-10 afios), que el 11.60 % estara en el tercero
(11-15 anos) y el 1.36 % estara en el cuarto (16-20 afios).

= 0.0136

Con ayuda de una hoja de céalculo (por ejemplo EXCEL), hemos construido la siguiente tabla, que refleja la
evolucién del modelo:

EM E®) E®) E@ T EW/T E@/T E®/T E®/T | T/Th s
100.000  70.000 70.000 40.000 | 280.000 0.357 0.250 0.250 0.143
360.000 25.000 35.000  7.000 | 427.000 0.843 0.059 0.082 0.016 1.525
144.000 90.000 12.500  3.500 | 250.000 0.576 0.360 0.050 0.014 0.585
134.500 36.000 45.000  1.250 | 216.750 0.621 0.166 0.208 0.006 0.867
173.500 33.625 18.000  4.500 | 229.625 0.756 0.146 0.078 0.020 1.059

96.625 43.375 16.813  1.800 | 158.613 0.609 0.273 0.106 0.011 0.691
97.413 24.156 21.688  1.681 | 144.938 0.672 0.167 0.150 0.012 0.914
92.581 24.353 12.078  2.169 | 131.181 0.706 0.186 0.092 0.017 0.905
64.925 23.145 12.177  1.208 | 101.455 0.640 0.228 0.120 0.012 0.773
62.091 16.231 11.573  1.218 | 91.112 0.681 0.178 0.127 0.013 0.898
53.385 15.523 8116  1.157 | 78.180 0.683 0.199 0.104 0.015 0.858
42.184 13.346  7.761  0.812 | 64.103 0.658 0.208 0.121 0.013 0.820
38.253 10.546  6.673  0.776 | 56.248 0.680 0.187 0.119 0.014 0.877
32.117  9.563 5273  0.667 | 47.621 0.674 0.201 0.111 0.014 0.847
26.717  8.029  4.782  0.527 | 40.055 0.667 0.200 0.119 0.013 0.841
23.429  6.679  4.015  0.478 | 34.601 0.677 0.193 0.116 0.014 0.864
19.680  5.857  3.340  0.401 | 29.278 0.672 0.200 0.114 0.014 0.846
16.679  4.920  2.929 0.334 | 24.862 0.671 0.198 0.118 0.013 0.849
14.374 4170  2.460 0.293 | 21.296 0.675 0.196 0.116 0.014 0.857
12.135  3.593  2.085  0.246 | 18.060 0.672 0.199 0.115 0.014 0.848
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Podemos comprobar que, efectivamente, los valores de las columnas E(1) /T ... E@W /T tienden a los valores de
las proporciones antes calculadas.

Apartado 2. También podemos comprobar que los valores de la columna Ty, /T)—; tienden al valor del autovalor
dominante A\; = 0.8514.

Apartado 3. Por ultimo, también confirmamos que la poblaciéon tiende a la extinciéon, como afirma el teore-
ma 2.38 que sucede en el caso en que el autovalor dominante es menor que 1.

Ejemplo 2.41
En un modelo con tres clases de edad, la matriz de Leslie tiene el autovalor dominante A\; = 1.3 con el autovector
asociado v = (0.9, 0.3,0.18).

;,Cual seré el comportamiento asintotico de la poblacion?

Denotemos por Ay, Bi y Ci las clases de edad en el instante k y por T} la poblacion total, es decir, Ty =
A + B + Cy.

Puesto que existe un autovalor dominante positivo y un autovector asociado con todas sus componentes positivas,
se cumplen las hipoétesis del teorema 2.38. Por lo tanto, se cumplen sus conclusiones:

— Se verifica
. Ty . .
lim = A1 = 1.3, es decir, para valores grandes de k se tiene T ~ 1.3T}_1
k—oo Tk_1

lo que significa que, asintoticamente, la poblacion total se comporta segiin un modelo exponencial con constante
de crecimiento 1.3. En consecuencia, crece indefinidamente.

— Kl autovector asociado v nos indica las proporciones que guardaran, asintéticamente, las clases de edad con
respecto al total de la poblacién. Concretamente, se tendra:
Ay, 0.9 0.9 By 0.3 Cr 0.18

i 2 — . ~0.65 I = ~022 lm =F=22Sx~013
koo T 09+ 03+0.18  1.38 ' hhee T, 1.38 " k5o T, 1.38

Es decir, que, a largo plazo, el grupo de edad A sera el 65 % de la poblacion total, el grupo B sera el 22 % y el
grupo C sera el 13 %.
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2.3 Modelos multidimensionales no lineales

En esta seccién vamos a estudiar la dindmica de dos poblaciones que se relacionan. Vamos a describir, concre-
tamente, v a modo de ejemplos, dos modelos de huésped-parasitoide® que permitan realizar simulaciones sobre
el namero de individuos de cada especie que hay en cada instante de tiempo k.

También veremos de qué manera se pueden sacar conclusiones, en este tipo de modelos, sobre el niimero de
individuos de cada especie para valores grandes del tiempo, como ya hemos hecho en los modelos anteriores
presentados en este tema.

Figura 2.7: Trichogramma achaeae parasitando un huevo de Tuta Absoluta (Polilla del tomate)

2.3.1 Modelo de Nicholson-Bailey

Hay muchos casos de insectos parasitos que ayudan al control de plagas en los cultivos.

Este es el caso de las avispas del género Trichogramma, que depositan los huevos en el interior de los huevos del
huésped, impidiendo asi su desarrollo. Asi se consigue disminuir la poblacion de insectos perjudiciales para los
cultivos (en este caso, los huéspedes).

Un entomologo, Nicholson, y un fisico, Bailey, en los anos 30, desarrollaron un modelo matematico discreto
huésped-parasitoide.

Denotemos:

> xp : el nimero de huéspedes en el instante de tiempo k.

> i : el namero de parasitoides, en el instante de tiempo k.

La poblacion de huéspedes tendra una cierta constante de crecimiento, pongamos R, de manera que, en ausencia
de parasitoides, la poblacion de huéspedes se comportaria de forma exponencial:

T = Rxp_y

El caso interesante aqui es cuando R > 1, ya que, para R < 1 encontramos que la poblacién de huéspedes se
extingue de manera natural. En el caso R > 1 la poblacion de huéspedes creceria de forma exponencial. Para
controlar esta plaga se introducen los parasitoides.

Para tener en cuenta el efecto de la ocupacion por parasitoides, que reduce la natalidad de los huéspedes al
aniquilar sus huevos, Nicholson y Bailey propusieron esta nueva ecuacion:

Tp = Ray_qe 4Yr-1 (2.15)

3El parasitoide es un insecto parasitico que, en su estado inmaduro, se alimenta y desarrolla dentro o sobre el cuerpo de un solo
insecto huésped, al cual mata lentamente o bien se desarrolla dentro de los huevecillos de éste, impidiendo su maduraciéon. Cada
parasitoide utiliza un s6lo huésped durante su ciclo de vida.
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donde a > 0 es un nuevo parametro que mide la eficiencia de los parasitoides en su bisqueda de huéspedes,
y que habra que deducir a partir de datos experimentales. Observemos que, puesto que y,_1 €s un nimero
positivo, e~ *¥*-1 serd un ntimero entre 0 y 1

0<e k-t <1 (valdra 1 cuando no haya parasitoides, es decir, cuando yx—1 = 0),

y representa la fraccion de huéspedes no parasitados (en consecuencia, con huevos viables) en el tiempo k — 1.

Por otra parte, la natalidad de los parasitoides dependera de cuéntos huéspedes hayan conseguido infectar en
el periodo de tiempo anterior. Puesto que e~ Y*-1 es la fraccion de huéspedes no parasitados, 1 — e~ *¥*-1 gera
la fraccion de huéspedes parasitados en dicho instante de tiempo. Si lo multiplicamos por xj_; obtenemos el
nimero de huéspedes parasitados.

Nicholson y Bailey propusieron la siguiente ecuacion para la poblacién de parasitoides:

Y = Sap_1 (1 — e Wr1), (2.16)
S es un parametro que indica el promedio de huevos viables de los parasitoides por cada huesped infectado.
Reuniendo las dos ecuaciones (2.15) y (2.16), obtenemos el sistema de ecuaciones recursivas del modelo

de Nicholson-Bailey:

_ —ayk—1
{ o = Ry e para k > 0. (2.17)

Yy = Sxp_1 (1 — e k1)

Este sistema también lo podemos escribir, de forma similar a como haciamos en el caso unidimensional:

= f(Tp—1,Yx-1) . f(z,y) = Rxe ¥
ara k >0, siendo —a 2.18

{ Yk = 9(Th—1,Yr—1) P { g(z,y) =Sx (1l —e W) ( )
Podemos ahora utilizar el sistema (2.17) para hacer una simulacion del modelo.

Para concretar tomaremos, para los parametros, los siguientes valores:
R =1.5, S=1, a = 0.023.

Con ayuda de una hoja de célculo, es facil construir tablas que muestren la evolucién de las dos especies, a
partir de unos numeros iniciales zg, yo dados y con los datos de la tabla construir graficas que nos permitan
observar dicho comportamiento (véase la Figura 2.8).

El modelo de Nicholson-Bailey es inestable: ligeros cambios en las condiciones iniciales se transforman en grandes
diferencias de comportamiento posterior. Ademaés, al parecer, no concuerda bien con los resultados obtenidos
empiricamente. Por esta razon se han propuesto diversas modificaciones del mismo. Una de ellas es el modelo
siguiente.

2.3.2 Modelo binomial negativo (Griffiths-May)

El modelo binomial negativo es una modificacion del modelo de Nicholson-Bailey, que busca estabilizar el
comportamiento a largo plazo.

Con la misma notaciéon que antes, las ecuaciones de este modelo son:

T = Rxp_q (1 + ay:L_l)i
ay i para k > 0. (2.19)
m= o (1- (14 222) )

La diferencia con el modelo anterior esta en que se ha sustituido el término e~*¥*-! por el término

(1 + %)_ con m > 0 a elegir,
m

para representar la fraccion de huéspedes no parasitados. Los parametros R, S y a siguen teniendo aqui el
mismo significado que en el modelo de Nicholson-Bailey.
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—e— Huéspedes —e— Huéspedes
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Figura 2.8: Representacion grafica de la evolucion de las dos poblaciones (huésped y para-
sitoide) del modelo de Nicholson-Bailey 2.17, para los valores de los parametros R = 1.5,
S =1, a = 0.023, partiendo de poblaciones iniciales diversas. Se observa que ambas pobla-
ciones oscilan considerablemente hasta que, o bien se extingue el parasitoide y entonces el
huésped crece exponencialmente, o bien se extingue el huesped y en consecuencia también
el parasitoide.
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Observacién 2.42 2, =
Para valores de z positivos, la funcion p(z) = (1 + —) con a > 0 presenta un comportamiento muy parecido
m

al de g(z) = e~ %, tanto més cuanto mayor sea m, y es p(z) > q(2).

Tgual que en el caso anterior, este sistema también lo podemos escribir, de forma similar a como haciamos en el
caso unidimensional:

—m

ay
{ Tk (@1 v para k >0, siendo ( m ) ay\-—m (2.20)
Yk = g(Tk—1, Yk—1) g(a,y) = Sz <1 _ <1 + E) )

En la Figura 2.9 estan representados los diferentes comportamientos que presenta este modelo, para distintos
valores de las poblaciones iniciales. En este modelo, se observa, en todos los casos, una evoluciéon similar a
largo plazo, independientemente de las situaciones de partida: Las poblaciones no se extinguen, sino que se
van adaptando a una situacién de equilibrio que permite la coexistencia. Este comportamiento parece mas
compatible con la realidad que el del modelo de Nicholson-Bailey.

2.3.3 Puntos de equilibrio de sistemas discretos multidimensionales

Como hemos visto, las simulaciones numéricas realizadas para diversos casos nos permiten vislumbrar el com-
portamiento de las poblaciones en el futuro. Observamos asi que hay diferencias entre los modelos. En el caso
binomial negativo, ambas poblaciones evolucionan hacia un comportamiento que, a largo plazo, es similar, aun-
que se parta de condiciones iniciales distintas. En el caso de Nicholson-Bailey, la evolucion a largo plazo es dificil
de predecir, porque es muy sensible a los datos iniciales.

Esto nos lleva a estudiar, como ya lo hicimos en el caso unidimensional, los llamados puntos de equilibrio y su
estabilidad, lo que nos permitiré extraer conclusiones sobre el comportamiento a largo plazo de las poblaciones.

De forma general, un modelo bidimensional se escribe:

g = f(@r—1,Yr—-1)
{ Yk = 9(Th—1,Yk—1)- (2.21)

La forma particular de las funciones f y g para el modelo de Nicholson-Bailey es la de (2.18), y para el modelo
binomial negativo es la de (2.20).
Recordemos que, en el caso unidimensional, los puntos de equilibrio eran las soluciones de la ecuacion = = f(x).

Lo analogo en el caso bidimensional es:

Definicion 2.43 (Puntos de equilibrio del modelo bidimensional)
Se dice que (x*,y*) es un punto de equilibrio del sistema

2 = f(®Tr-1,Yr-1)
Yk = 9(Th—1,Yr—1)

si se verifica

De forma analoga a lo que sucedia en el modelo unidimensional (ver la observacion 2.10), los puntos de equilibrio
son puntos “especiales” para el sistema 2.21:
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Figura 2.9: Representacion grafica de la evolucion de las dos poblaciones (huésped y parasi-
toide) del modelo binomial negativo 2.18, para los valores de los parametros R = 1.5, S =1,
a = 0.023, m = 0.5 partiendo de poblaciones iniciales diversas. Se observa en todos los casos
un comportamiento semejante. Las poblaciones de huéspedes y parasitoides se equilibran y
no se extinguen, se dice que hay coexistencia.
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Observacion 2.44
Si (z*,y*) es un punto de equilibrio del sistema (2.21) y tomamos 2o = z* e yp = y* (namero de individuos de
cada poblacion en el instante 0), entonces, se tiene:

{ Ty = f(x()ay()) = f(:lf*,y*) =z*
y1 = g(xo,y0) = g(z*,y*) = y*

{ zy = f(x1,91) = f(a*,y") = 2"
Y2 = g(z1,91) = g(=*, ") = y*

etc. Es decir, ambas poblaciones se mantienen constantes para todo tiempo futuro, esto es, en equilibrio.

Vamos a calcular los puntos de equilibrio de los modelos considerados antes.

Ejemplo 2.45 (Puntos de equilibrio del modelo de Nicholson-Bailey)
Las funciones f y g para este modelo son:

{ f(z,y) = Rxe™®
g(z,y) =Sz (1l —e )

Los puntos de equilibrio del sistema 2.17 son los puntos que verifican el sistema de ecuaciones (no lineales!):

r=0
f@y)=Rre =z < z(1-Re ™) =0 < o bien
_ InR
(1—R€ ay):O <— y:T

g(z,y) =Sz (1-e %) =y
Para x = 0 se tiene, de la segunda ecuacion, y = 0. Es decir, (0,0) es un punto de equilibrio.

InR . ‘s
Para y = —— se tiene, de la segunda ecuacion:
a

a 1 InR RInR
RInR InR ey
Luego (m, T) es otro punto de equilibrio.

Resumiendo, los puntos de equilibrio son:

©0 v (FE=5e)

Observemos que, si R < 1, entonces In R < 0 y también @ < 0. En consecuencia, el punto de equilibrio no
trivial “
RInR InR
(aS (R—1)’ T)
carece de interés para nuestro modelo si R < 1, ya que no tiene sentido considerar una poblacién negativa.
Este caso (R < 1) corresponderia a una poblacion de huéspedes que se extinguiria por si misma, incluso sin
colaboracion de los parasitoides.
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Ejemplo 2.46 (Puntos de equilibrio del modelo binomial negativo)
En este modelo, las funciones f y g eran:

flz,y) =Rz (1+ %)‘m
gz, y)=Sa (1 - (1+ ?j)m)

Los puntos de equilibrio del sistema 2.19 son los puntos que verifican el sistema de ecuaciones:
—-m —-m
f(a:,y):Rx(l—l—ﬂ) :ac<=>x{1—R(1+ﬂ> ]:0
m m

g9(z,y) :Sm(l— <1+%>_m) =y

La primera ecuacion se verifica si

z=0
o bien
—m -m ] m RY™ 1
{I—R(H—ﬂ) } =0 < (1+ﬂ) == < (14—%) =R < yzu
m m R m a
Para x = 0 se tiene, de la segunda ecuacion, y = 0. Es decir, (0,0) es un punto de equilibrio.
RY/m —1
Para y = u se tiene, de la segunda ecuacion:
a
ay\-—m 1 R-1 mR(RY™ — 1)
52 (1= (1+20) ") = o= sl =5 =y = o
z + y < Sz R) x(R) y &= =w SR 1)
1/m -1 l/m —1
Luego <m1§ng _— ) , i o )> es otro punto de equilibrio.

Luego, los puntos de equilibrio son:

mR(RY™ —1) m(RY™ —1)
0,0) v ( aS(R—1) ~’ a )

m(RY™ — 1)
a

De nuevo vemos aqui que, si R < 1, entonces R'/™ — 1 < 0 y también < 0. En consecuencia, de

nuevo, el punto de equilibrio no trivial

(g =)

carece de interés biologico si R < 1. También aqui, R < 1 corresponderia a una poblacién de huéspedes que se
extinguiria por si misma, incluso sin colaboraciéon de los parasitoides.

Una vez conocidos los puntos de equilibrio, nos interesa estudiar su estabilidad. Sabemos que, si partimos de
una situacion inicial de equilibrio, el sistema se mantendra en esa situacién para todo tiempo futuro. Pero, ;qué
ocurriré si partimos de una situacion inicial ligeramente distinta? ; Tendera el sistema a acercarse a la situaciéon
de equilibrio o tender4 a alejarse de ella?

Para contestar a esta pregunta, en el caso unidimensional, haciamos uso de la derivada de la funciéon que define
el modelo (cf. teorema 2.16).

La situacion aqui es diferente porque, en lugar de una funcién, tenemos dos funciones (f y g) y, en lugar de una
variable, ahora tenemos dos variables (z e y). De nuevo necesitamos mas herramientas mateméticas.
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2.3.4 Funciones de dos variables. Derivadas parciales

Consideramos aqui funciones de dos variables, definidas para pares de ntumeros reales (z,y), con x € R ey € R.
Se denomina también a estos pares puntos y se suele escribir

(z,y) € R?

para indicar que ambas componentes pertenecen a R. Se identifican con los puntos del plano. A cada par (z,y)
de su dominio, la funcién asocia un ntmero real z = f(z,y).

(m,y)GDCRzﬁz:f(x,y)G]R

Igual que para funciones de una variable, el dominio de una funcién es el subconjunto D de R? sobre el que
consideramos la funciéon o sobre el que esta bien definida, y el recorrido es el conjunto de valores z que se
obtienen al evaluar f en todos los puntos de su dominio.

En la expresion
z = f(z,9),

z e y son las variables independientes y z es la variable dependiente.

La representacion grafica de una funciéon de dos variables es algo mas complicada que la de una funciéon de una
variable. Una forma habitual de hacerlo es poner

Z:f<$7y)

e interpretar que, a cada punto (z,y) del plano OXY la funcion f le hace corresponder una “altura” dada por
z = f(x,y). La representacion, en el espacio tridimensional, de los puntos

{(:c,y,z) : (.’E,y) EDa Z:f(x,y)}

constituye una superficie. Hoy en dia, normalmente, se utiliza algin programa informéatico para su realizacion.

Figura 2.10: Representacion grafica de la funcion f(z,y) = 222 — 2.
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En el caso de una funcién de una variable, su derivada nos proporciona informaciéon sobre el modo en que varia
la funcion. El equivalente para funciones de dos variables son las derivadas parciales. Al igual que ocurre con
las funciones de una variable, las derivadas de una funcién de varias variables permiten obtener informacion
valiosa sobre ésta.

La idea en que se basan las derivadas parciales de una funcion es la siguiente: Para saber como varfa una funcién
f(x,y) en un punto cuando cambian z e y, en vez de hacer variar las dos variables a la vez, se hace variar sélo
una de ellas cada vez, manteniendo la otra constante.

La definicién formal de derivada parcial es la siguiente:

Definiciéon 2.47 (Derivadas parciales de una funcién de dos variables)
Sea f una funcioén de dos variables independientes x e y.

Se define la derivada parcial de f con respecto a x:

0 h» B ’
0 (o ) = i LE TRV S

Anélogamente, se define la derivada parcial de f con respecto a y:

of @yt = f@y)
Jy h—0 h

El calculo practico de las derivadas parciales de una funcién de dos variables no presenta ninguna dificultad
adicional: Para obtener la derivada parcial de f con respecto de x (por ejemplo) sélo hay que derivar de la forma
habitual la expresiéon de f(x,y) considerando la x como variable independiente y tratando la y como si fuera
una constante. Reciprocamente, para obtener la derivada parcial de f con respecto de y hay que derivar de la
forma habitual la expresion de f(x,y) considerando la y como variable independiente y tratando la x como si
fuera una constante.

Para indicar que se trata de una derivada parcial en lugar de una derivada ordinaria (la de funciones de una
variable) se utiliza el simbolo 9 en lugar de la d habitual. También son usuales las notaciones siguientes, que

tienen el mismo significado:
of of (x,y) _ _
5 (& Y) 5y = Oaf(2:y) = fa(z,y)

(v analogamente para la derivada parcial con respecto de y).

Ejemplo 2.48
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(z,y) = zy + 4z + 5y

Para calcular la derivada parcial de f con respecto de x, derivamos respecto de x en su expresion, tratando la
y como si fuera una constante:

of

—(z,y) =y +4

5 &Y =Y

Anélogamente, para calcular la derivada parcial de f con respecto de y, se deriva con respecto de y en su
expresion, tratando la z como si fuera una constante:

of

ay(x,y) =z +5.
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Ejemplo 2.49
Calcular las derivadas parciales de la funcion

flz,y) = T iny
of oy +a?) —ay(2r)  y+ya? -2y y—ya®  y(l—a?)
e TR G C () Rl GOrp)
af _ T
a*y(%l/) = m

Ejemplo 2.50
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(z,y) =ye ™

Para calcular la derivada parcial con respecto de x, consideramos y como si fuera una constante y derivamos la
funcién con respecto de a:

of

B
ax(ww)—ax(ye ) ye " (~y) y'e

Ahora, para calcular la derivada parcial con respecto de ¥, consideramos x como si fuera una constante y
derivamos la funcion con respecto de y:

g _2 —TY) — o TY _ —TY _ _ -y
5y (09) = 5, (v ™) =y () e = (1 m)e

Ejemplo 2.51
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(z,y) = zsen(zy)

Consideramos y como si fuera una constante y derivamos la funciéon con respecto de z:

af

D (z,y) = % (ac sen(xy)) = sen(zy) + x cos(zy)y = sen(zy) + xy cos(zy)

Ahora calculamos la derivada parcial con respecto de y, considerando x como si fuera una constante y derivando
la funcién con respecto de y:

of 2

S @) = - (wsen(an)) = weos(ay) o = o cos(ay)

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




2. Modelos discretos en Biologia 125

2.3.5 Estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo discreto bidimensional

Volvemos ahora a nuestro objetivo que es la obtencién de informacion sobre la estabilidad de los puntos de
equilibrio del modelo discreto bidimensional no lineal

rp = f(Th—1,Yk-1)
{ Yk = 9(Tk—1, Yk—1) (2.22)

Definicion 2.52 (Matriz jacobiana asociada al sistema 2.22)
Llamaremos matriz jacobiana asociada al sistema 2.22, a la matriz siguiente, cuyas componentes son las
derivadas parciales de las funciones f y g:

of of
J(z,y) =
% (1) 2 (a,y)
81: ) y 6y ) y
Ejemplo 2.53
Se considera el sistema 2.22 con
flz,y) =y
a8
gl@,y) =5 +y—y*
La matriz jacobiana asociada a este sistema es:
of af

Jg
%(x, Y) a—y(x, Y)

El siguiente teorema nos da el resultado sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio que buscabamos, a
través de los autovalores de la matriz jacobiana en el punto de equilibrio.

Teorema 2.54
Sea (z*,y*) un punto de equilibrio del modelo 2.22, y sea

J(z",y") = . 99

la matriz jacobiana asociada, en el punto (x*,y*).

Sean también A1 y A\ los autovalores de J(z*,y*) (reales o complejos). Se verifica:

> Si los médulos de los dos autovalores son menores que 1, |A1| < 1 y |A2] < 1, entonces el punto de equilibrio
(z*,y*) es estable.

> Si el médulo de alguno de los autovalores es mayor que 1, |[\1| > 1 o |\2| > 1 entonces el punto de equilibrio
(z*,y*) es inestable.
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Ejemplo 2.55
Se considera el modelo discreto bidimensional

LTk = Yk—1
1 2
Yk = 551%71 + Yr—1 — Y1

Analizar la estabilidad de sus puntos de equilibrio.

Este modelo corresponde a la forma general

{ op = f@r-ny0-1) { f(zy) :3{

Yk = 9(Tr—1,Yr—1) g(z,y) = §x+y—y2

Comenzamos por calcular sus puntos de equilibrio, es decir las soluciones del sistema (no lineal) de ecuaciones:

r=Yy
1 2
y=5r+ty—y

2
De la primera ecuacion se deduce que x e y deben ser iguales. Sustituyendo en la segunda se tiene

y=0=2x=0
1 2 1 2 1 o bien
= - = — 0=-y—y =ylzs ~y) <=
y=gyty—y 59—y =y(5 -y IR
Y= 7T
Asi pues, este sistema tiene dos puntos de equilibrio:
(z1,91) =(0,0) vy (23,45) = (5, 5)

Para analizar su estabilidad tenemos que calcular los autovalores de la matriz jacobiana en cada uno de los
puntos de equilibrio. La matriz jacobiana ya se calcul6 en el ejemplo 2.53:

0 1
T@,y) = (1/2 1- 2y>
1. Punto de equilibrio (z7,y;) = (0,0)
0 1
o= (2 1)

Sus autovalores son las raices de

—A\ 1 _ 1 AL = > >1
det(l/2 1_)\>_>\ A §—O<:> \ 1-V3
2:

Puesto que |A\1| > 1, podemos afirmar que ’el punto de equilibrio (0,0) es inestable ‘

11
2. Punto de equilibrio (z3,y3) = (5, 5)

+1

_ 1 =75
det<>\ 1):)\2—2:O<:> ‘_/%
do= 2

T V2

11
Puesto que || < 1y |A2] < 1, podemos afirmar que | el punto de equilibrio (5, 5) es estable |.
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La aplicaciéon del teorema 2.54 a los modelos generales de Nicholson-Bailey es de escritura mas engorrosa, y se
hace aqui como ejercicio en un caso particular, con valores concretos de los pardmetros.

Ejemplo 2.56
Se considera el modelo huésped—parasitoide de Nicholson—Bailey:

T = 2xp_1e” 01 YE-1
Y = 3xk,1(1 — e’o'ly’ﬁl).

Calcular todos sus puntos de equilibrio biol6gicamente relevantes y analizar su estabilidad.

Este modelo corresponde a la forma general

k= f(Th—1,Yr-1) con flz,y) = 2pe—01y
Yk = 9(Tk—1, Yk—1) g(z,y) = 335(1 _ e—O.ly)

Comenzamos por calcular sus puntos de equilibrio, es decir las soluciones del sistema (no lineal) de ecuaciones:

{ x = 2xe 01y

y=3z(1—e ) (2.23)

De la primera ecuacion de (2.23) se tiene

z=0

2z = 2pe 01y x(l . 26—0.1;;) -0 o bien

< y=10In(2)

2e 01 =1 <= e 0V = 1
2

En el primer caso (x = 0) se tiene, sustituyendo en la segunda ecuacion de (2.23), y = 0. Luego (0,0) es un
punto de equilibrio.

En el segundo caso (y = 101n(2)) se tiene, sustituyendo en la segunda ecuacion:

10In(2) = 3z(1 — %) = gx = @m= % In(2).

)
Luego (30 In(2), 10 ln(2)) ~ (4.62,6.93) es otro punto de equilibrio.

Asi pues, este sistema tiene dos puntos de equilibrio:

(505) = (0,0) v (@598 = (% (), 10m(2))

Para analizar su estabilidad tenemos que calcular los autovalores de la matriz jacobiana en cada uno de los
puntos de equilibrio. La matriz jacobiana es:

2e 01y —0.2ze 01y
J(l’,y) = 3(1 _ e—O.ly) 0.3$6_0'1y

2 0
0= (2 9)
Sus autovalores son las raices de

det (272 O ox@-n)=0 e { 170
(5" 5)=ae-n=0 {112

1. Punto de equilibrio (z7,y7) = (0,0)

0 —A

Puesto que |A2| > 1, podemos afirmar que ’el punto de equilibrio (0,0) es inestable |.
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2
2. Punto de equilibrio (z3,y3) = (50 In(2), 10 ln(2)>

2
1 —=1In(2)

20 3

J<§ In(2), 101n(2)) 15

9 n(2)

Sus autovalores son las raices de
2
det ; = (1 -N)(n(2) = A) +1n(2) = A? — (In(2) + 1)A +2In(2) = 0

Puesto que 2In(2) > 1, aplicando la propiedad (a) de la Observacion 2.57 se llega a la conclu-
sion de que alguna de las raices es, en modulo, mayor que 1. En consecuencia podemos afirmar que

20
el punto de equilibrio (? In(2), 101n(2)> es inestable |.

Observacion 2.57
Sean 7 y o las raices (reales o complejas) de la ecuacion de segundo grado

azx? 4+ bz + ¢ = 0.

. c
Se verifica que z1 - x2 = —. En efecto:
a

—b+ Vb? —4ac>(—b— Vb2 —4a0) _b*— (b —4dac)  dac ¢

1oa = c
ot 2a 2a

4a? 402 a’
Como consecuencia de lo anterior se tiene:

(a) Si

tuvieran modulo menor que 1 (Jz1] < 1y |z2| < 1), se tendria

C z 2 3 z
f‘ > 1, entonces alguna de las raices debe tener médulo mayor que 1. En efecto, si las dos raices
a

c
‘*) = |z - wa| = [aa] - 2| <1,
a
lo cual es una contradiccion.
(b) Sixzq y zo son complejas conjugadas (en cuyo caso es |x1| = |x3]), se tiene
= Si E‘ < 1, entonces |z1| = |zo| < 1.
a
= Si ’E‘ > 1, entonces |z1| = |x2| > 1.
a
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Tema 3

Integracion

Version: 3 de noviembre de 2015

3.1 La integral indefinida

La integral indefinida 6 calculo de primitivas es, en cierto modo, un proceso “ inverso” al de calcular la derivada
de una funcién. Dada una funcion f(x) nos planteamos jes f la derivada de alguna funcion? Y, si lo es, jcomo
podemos calcularla?

Primitiva de una funcién
Sea f : (a,b) = R una funcién. Si F : (a,b) — R verifica que F’ = f, se dice que F' es una primitiva de [y
se escribe

[ 1@ do=F )

Esta definicion lleva implicito el hecho de que F' es derivable en (a,b).

Ejemplo 3.1

1. Sea f(z) =0, Vz. Es obvio que F(z) = 1 es una primitiva de f, ya que F'(z) = 0 = f(z). Pero también
F(z) =9 es una primitiva de f.

2. Sea f(z) = 2x. Es obvio que F(x) = 22 verifica F'(z) = 2z = f(x) y que, por lo tanto, F' es una
primitiva de f. Pero también F(x) = 2% + 3 es una primitiva de f. De hecho, cualquier funcién de la
forma F(x) = 22 + C, con C € R cualquiera, lo es.

3. Es obvio, asimismo, que F'(z) = senz es una primitiva de f(z) = cosz y que, también, cualquier funcién
de la forma F(z) =senx + C, con C' € R cualquiera, lo es.

Diferencia de dos primitivas
Si Fy y F5 son dos primitivas de la misma funcion, f, entonces su diferencia es una funcién constante:

B -FK=C

Dicho de otro modo, si F' es una primitiva de f, cualquier otra primitiva es de la forma F(z) + C, siendo
C € R una constante arbitraria:

/f(l:)da::F(z)+C', CeR

129
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Ejemplo 3.2
2 4x 1 4x
1./4md:r=2m +C 3./6 d:z:zze +C
2 de =e® +C 4 / L4 =z +C
./e r=e + . 2\/5 T =T

Ejemplo 3.3

1
/*dx
-

1
La funcion — tiene la primitiva obvia Inz, definida en (0, +00).
o

Sin embargo, veremos que tiene otra primitiva definida en el mismo dominio en que esta definida —. Sea:
x

- _f In(—z) siz<0
f(@) =Inja| = { In(z) siz>0

Esta funcion es continua y derivable en (—o0,0) U (0, 4+00), y su derivada viene dada por:

— siz<0 1 1
f(z) = T =— Vze(—o0,0)U(0,+0) = /de:1n|x|—|—C

- sixz >0 %
T

3.2 Integrales inmediatas

A partir de la tabla de derivadas de las funciones elementales, sin méas que consultarla en sentido inverso,
podemos deducir cual es la primitiva de unas cuantas funciones sencillas, que se exponen en la tabla de inte-
grales inmediatas que se incluye mas abajo. También figuran en la tabla las integrales, consideradas también
inmediatas, que se resuelven utilizando en sentido inverso la Regla de la Cadena.

Funciones compuestas Supongamos que F es una primitiva de f, es decir, que F'(z) = f(x).
Sea h(z) = F(g(x)). Se tiene, por la Regla de la Cadena,

h(z) = F'(9(x)) ¢'(x) = f(g(x)) g’ (2)

luego

[ Ho@) g @ o= [ Flo@)g(@)dn = [ (0)ds = ha) + € = Fg(a)) + €
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PROPIEDADES ‘

SikeR, /k‘f(x)dx:k/f(x)dw

Cambio de variable

Integracién por partes

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Funciones elementales

‘ Funciones compuestas

1

H o @ _ a+1 . _ o ./ _ a+1
Si o # 1,/x dx ari” +C Si o # 1,/g(x) g'(x)dx Oé_'_lg(ac) +C
[ ir=mplrc L g(@)de =Tngw)| + C
v g(x)
/ez do=c"+C 9@ ¢ (z) da = 9@ + C

1
/a’”dm:—aw—i—C
Ina

1
a?@® ¢ (z)dx = — a9® 4+ C
Ina

/senmdm =—cosz+C

sen(g(x)) ¢'(z) dz = — cos(g(x)) + C

/cosxda::senaH—C’

cos(g(z)) ¢'(x) dx = sen(g(x)) + C

— | — [ —

/ COiZ x do=tgo+C 6082(19(58)) g’(x) = tg(g(m)) +C

/ seiQ " dr = —ctgz + C senz(lg(a:)) g (z)dx = —ctg(g(z)) + C

/ ! dx = arctgx + C L g (z)dz = arctg(g(z)) + C
1+ 22 1+ g(z)?

/ L dx = arcsenz + C 1 g (z) dx = arcsen(g(z)) + C
V1—a? 1— g(x)?
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Ejemplo 3.4

/X&?—x+®dx

Se trata de una suma de integrales inmediatas, ya que cada sumando es una potencia de z:

1
/(3332—334—4) d$=/3$2d1‘—/1‘d$+4/d$=$3—§1‘2+41‘—|—0

Ejemplo 3.5

2 _
%f“’
x

Desarrollando la fraccion, se convierte en una suma de potencias de x:

[l (2 tam [(2 ) tam [Lin [

=1In|z| — 2=t 4 O =Injz| - 32 4+ C=nlz| + +C

W o

2~
w

1
75+1 —3/2

Ejemplo 3.6

Jon e sts) o

1
/(36_2304- T xQ\/_> dx = / (36_2‘”+x_2+4x_5/2) dx :3/6_2’” dm+/m_2 dx+4/x_5/2 dx

El segundo y tercer sumando son integrales de potencias de . En la primera integral, multiplicando y dividiendo
por —2 se tiene la derivada de e=2%:

—2 3 3
2x 20 2) 2z 20
3/6 dl‘—3/—2€ d.’E——2/— e dm———Qe

Luego se tiene

1 3 1 1 =

3 o —1 2 359 3
= — 4= / = _Se2@_ - _Z_ -
26 T+ 3:1c +C 26 . 3@4—0
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Ejemplo 3.7

/sen T cos T dx

Se observa que cos z es la derivada de sen x y que se trata de una integral del tipo /g(w)o‘ g'(z) dx para o = 1

y g(z) = sen(z), para la cual se tiene

En consecuencia,

1
/senxcosxdm =5 sen’z + C

Ejemplo 3.8

/:L'\/1+5IL'2d:L‘

Se observa, que la derivada del radicando 1+ 522 es 10z y que si en la integral multiplicamos y dividimos por

10 tenemos:
1 1
/m\/1+5$2d:c:/%x\/l—i—szdx:E/lOmx/l—i—&vzdx

Es decir, para g(z) = 1 + 522, tenemos:

1
10

g@) 2@ ds= =L gty o=

il 3/2
10%+1 g(x)’=+C

W Do

1
10
Luego, finalmente

12 1
/:z:\/l + 502 de = 155 (1+ 52232+ C = = V(1 +522)% +C

Ejemplo 3.9

|
/ dx
ap = ll
Observando que la derivada de © — 1 es 1 se ve que tenemos una integral del tipo

/Tlm)g'(x) dz =1n|g(z)| + C

luego

1
/ de=ln|z -1+ C
z—1
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3.3 Cambio de variable

En muchas ocasiones, para calcular integrales suele ser tutil utilizar la técnica del cambio de variable. Esta
técnica consiste en elegir como nueva variable una cierta funcion de la actual y sustituirla en la integral, buscando,
naturalmente, encontrar asi una integral mas fécil de calcular. Para ello, conviene conocer una notacion diferente
para la derivada de una funcién:

Observacion: notacion de la derivada
Sea y = f(z). Todas las notaciones siguientes representan la derivada de f:

p_dy o df o df(z) _ d
y_%_f(x)—%(x)— dr —%f(x)

. . . . d .
dy se lee «diferencial de y» y dx se lee «diferencial de z». cTy se lee «derivada de y con respecto de x».
o
4, i@
dx dx
con funciones que dependen de més de una variable, en cuyo caso es necesario especificar respecto de qué
variable se esta derivando.

d
=7 f(z) se leen « derivada de f con respecto de z” y cobran pleno sentido cuando se trata
oz

Cambio de variable

dt
Si llamamos t = g(x), con la notaciéon o g'(x), y tratando dx y dt como si fueran cualesquiera variables,
7

se puede escribir dt = ¢'(x) dz.
Entonces se tiene, sustituyendo en la integral g(z) por ¢t y ¢'(z)dx por dt:

[ 1e@nd@ds= [ 1o

Luego, si F' es una primitiva de f, se tendra /f(t) dt = F(t) + C, y por lo tanto

/ Fo(e) o' (&) dz = / f(t)dt = F(t) + C = Fg(z)) + C

Ejemplo 3.10

3
/2x+1dm

1
Eligiendo ¢ = 2z + 1 se tiene dt = 2dx o lo que es lo mismo §dt = dx, luego

3 _ 1 _ 11 3 _ 3/2 _ 3 _ =
/2z+1d$_3/2x—|—1dm_3/ th—21n|t|+C—ln|t| +C=In[tP+C=|In\/[22 + 13+ C

t
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Ejemplo 3.11

Eligiendo t = x — 2 se tiene dt = dx, luego

1 _ 1 _ | __1 _

Ejemplo 3.12

Eligiendo t = x + 3 se tiene dt = dz, luego

1 1 1 1 1
— _dz= | —dt= [ t7*dt=—1¢3 =— |l
/(x+3)4 v /t4 / dh= gt +C0=g5 0= 30533 *¢

Ejemplo 3.13

1
Eligiendo ¢t = 2z + 3 se tiene dt = 2dx, o bien 3 dt = dx, luego

1 11 1 1 11 1 1
—— _de= [ ZZdt== | Sdt=—--4+C=|—= c
/(2m+3)2 * /t22 2/ t2 2t+ 22x+3+

Ejemplo 3.14

x
——dx
/:v2+1 *

1
Eligiendo ¢t = 22 + 1 se tiene dt = 2z dz, de donde 5 dt = z dx, luego

T _ 11 _1 1 _1 1 _1 _ 1/2 -
/x2+1d:c—/t2dt—z/tdt—Q/tdt—Q1n|t|+C—ln|t| +C =y +C

=ln|22+1]+C=|lnV2z2+1+C

La tltima igualdad se debe al hecho de que, puesto que 2% + 1 es siempre positivo, el valor absoluto en |22 + 1|
es superfluo.
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Ejemplo 3.15

3z
e
/5x2+3 *

1
Eligiendo ¢t = 522 + 3 se tiene dt = 10z dx, o lo que es lo mismo, mdt = zdzx, luego

3z 1 11 3 (1 3 5
/5x2+3d‘r 3/5x2+3(m d=) 3/t 0% 10/tdt 1o Bl +C = 75 (52" +3) + C

Ejemplo 3.16

5
/3x2+2d$

Este tipo de integrales se resuelven transformandolas en , que es la derivada de un arco tangente. Para

1
t2+1
ello, en primer lugar se dividen numerador y denominador por 2, para tener en el denominador «algo»1:

2 1
o m o9 0
5 9%” T 4 5:c2+1

2

3 3 3 2
y ahora se hace el cambio 5332 = t2, es decir, t = \/;x, y por tanto dt = \/;d:m de donde dz = \/;dt.
Sustituyendo en la integral se tiene

3 1 3 /2 1 3 1 3 3 3

S a———dz=S/2 | o——dt=1/2 | ——dt = /% arctgt =|4/< arct e

kvt V3 =3 [ em ff merstec ﬁmng)w
2

Cual es el cambio conveniente para calcular una integral concreta suele ser una cuestion ardua para los que
se inician en integracién. Con un poco de practica se aprende a identificar un buen nimero de casos y a dar
con el cambio adecuado. En cualquier libro de célculo se pueden encontrar «recetas» para distintos de tipos de
integrales.

Una regla sencilla que funciona en muchas ocasiones es: hacer el cambio que elimine «lo que mas molestay. Los
siguientes ejemplos ilustran esta regla.
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3. Integracién 137

Ejemplo 3.17
[v5=
———dx
v1+ 2z

En esta integral «lo que méas molesta» es, claramente, la raiz ctibica del denominador. Por ello es légico intentar
un cambio que haga que desaparezca, como por ejemplo  radicando = (nueva variable)?.

3 —1
Lo cual, en este caso, es 1 + 2z = t3, de donde 2dx =3t2dt y =z = 5

Sustituyendo resulta
(t3—1>2 (t3—1)2 )
x2 1 z2 1 2 1 4 1 (t3 — 1)
———dr == | ——=2de == | ~—L3t%dt == | —=—3t2dt == / ~ 7 3t%dt
/mx 2/3/1+2x . 2/ R 2/ ¢ 2 1t

3/t 2 2t5)

_3 3 _1)2 _3 6 _ 943 _§/ 7 _ ol _9 v _ A
—8/(t 1)tdt—8/(t+1 2t)tdt—8 (t" +1 2t)dt—8<8+2 .

Ahora es necesario deshacer el cambio de variable, es decir, sustituir ¢t = /1 + 2z

xg ES 2 J 8 3 3 2 6 2 5
/ﬁdm— 6—4(\/@) +1—6(M) _Zo(m) L

Ejemplo 3.18

En este caso interesa un cambio que elimine las dos raices. Se puede conseguir cambiando x por una potencia
que sea miltiplo de los indices de ambas raices, en este caso el minimo comtn miltiplo de 2 y 3, que es 6.
Por tanto, se hace el cambio z = ¢, de donde  dx = 6t° dt.

Sustituyendo resulta

1—x 11—Vt . = = g
/ 7 dxf/ 7 6t dtf/tijGt dtf/ 56t dtf/(lft)()‘t dt

= /(6t3 —6t5) dt = gt“ - gﬁ +C

Ahora hay que deshacer el cambio de variable, sustituyendo ¢t = &z

/1;/5\/5dx:2(\6/5)4_

Swmy+e=Svm S vo= SV Sogmrc
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Ejemplo 3.19

dz

/m

T

1
Puede que interese hacer un cambio que elimine la raiz cibica. El adecuado es Inz = t2, de donde = da = 3t2 dt
7

(t = VInx para deshacer el cambio). Sustituyendo resulta

V1 1
/ ;xdx:/\/ﬁnx;dq::/%?gt?dtz/z;t?’dt:Zt4+cz§1(alnx)4+cz z(lnq:)‘l/g—i—C

(El cambio t = Inz también serviria).

Miés adelante se presentan alguno ejemplos méas de cambio de variable.

3.4 Integrales de funciones racionales

Se trata de integrales del tipo

siendo p y ¢ dos polinomios. En el caso en que grado(p) > grado(q), lo primero que hay que hacer es dividir
ambos polinomios, para obtener

q(x) q(x)

(c¢(z) es el polinomio cociente y r(x) es el polinomio resto de la divisiéon). Entonces se tendra

/%dm/(dm)+ggg) dI/C(z)dIJr/;EZ";dx

Luego basta con saber cémo resolver integrales del tipo / M dx  con grado(p) < grado(q), ya que el otro

q(z)

p@) o )

sumando es s6lo la integral de un polinomio.

Reduccion a fracciones simples

Para resolver integrales / ]M

q(z)

1. Se factoriza el denominador, es decir, se expresa como producto de polinomios irreducibles.

p(x)

2. Se escribe ﬁ como una suma de fracciones simples, es decir, de fracciones sencillas de una de las
q(x

dos formas siguientes

dx con grado(p) < grado(g):

A Az + B
(az +b)" (az? + bx + o)™
cuyas integrales se calculan como se muestra en los Ejercicios (3.20) a (3.24), excepto en el caso
Ax+ B
(az? + bx + )™

n>1

con n > 1, que no se considera en estas notas.

Se van a ver, sobre diversos ejemplos, los distintos casos que pueden darse en la descomposiciéon en suma de
fracciones simples.
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Ejemplo 3.20 1
Caso en que ¢(z) tiene s6lo raices simples: /27 dx
2 =

2

1. El polinomio z* — z tiene las raices =0 y z = 1, luego

1 1
dr = [ ——=d
/wQ—x * /x(x—l) “

2. La descomposicion en suma de fracciones simples, en este caso sera de la forma:

1 _A+ B
z(x—1) =z z-1

Se trata, pues, de encontrar A y B para que esta igualdad sea cierta.

3. Para encontrar A y B, se multiplican ambos miembros por z(xz — 1), con lo que queda
1=A(x—1)+ Bx

y ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

z=0 = 1=-A
=1 = 1=B

Asi pues
1 -1 1

r(z—1) =z =x-1

4. Por dltimo se tiene, para la integral:

1 1 1 —1
/ 5 dx:—/—dx—i-/—=—ln|x\—|—ln|x—1|+C:lnx ‘—i—C’
a2 = g z z—1 z
Ejemplo 3.21 7o — 3
Caso en que ¢(z) tiene so6lo raices simples: / 2 T dx
2 —
El polinomio 22 — 1 tiene las raices * = 1 y z = —1, luego la descomposicién en suma de fracciones simples,

en este caso sera de la forma:
Tx —3 A B

(z+1)(z—-1) m—|—1+x—1

Multiplicando ambos miembros por (z + 1)(z — 1), queda 7z —3 = A(z — 1) + B(z + 1).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=1 = 4=2B = B=2
r=—-1 = -10=-24 = A=5

Asi pues

Tr—3 5 2
————dx= [ ——d —— =51 1|+ 21 —1|+C
/(554'1)(1’—1) ! /x+1 x+/:c—1 ‘ o7 o 1) 4 il = 1] o ‘
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Ejemplo 3.22

Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: /; dx
z(z —1)2

El denominador ya esta factorizado.
La descomposicién en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

3 A B C

x(z —1)2 _;+m—1+(:v—1)2

Multiplicando ambos miembros por x(x — 1)?, queda 3 = A(x —1)? + Bz(z — 1) + Cz.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, By C":

r=0 = 3=A4
r=1 = 3=C
r=2 = 3=A+2B+20=3+2B+6 = B=-3

Asi pues

3 3 3 3 1

)

Ejemplo 3.23

2
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: /ﬁ dx

El denominador ya estéa factorizado: tiene la raiz doble z = — 3 La descomposicion en suma de fracciones

simples en este caso sera de la forma:

2z A " B
(3+22)2 342z  (3+22)2

Multiplicando ambos miembros por (3 + 2z)2, queda 2z = A(3 + 2z) + B.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

x:—; = —-3=B
r=0 = 0=3A+B=34A-3 = A=1
Asi pues
2z 1 3 1 2 3
——de= | ———dr— | ———dr==- | ———d = | —2(3+22)7%d
/(3+2x)2 v /3+2x v /(3—|—2x)2 v 2/3+2x x+2/ (3+22)""do
1 3 1
—|21 9 St
2n|3—|— x|+23+2x—|—0
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Ejemplo 3.24

2ip = 1l
Caso en que ¢(z) tiene un factor irreducible cuadratico: /17 dx
z(z? + 1)

El denominador ya esta factorizado: el polinomio 22 4+ 1 no se puede factorizar ya que no tiene raices reales.
La descomposicién en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

-1 _A, BotC
r(x2+1) =z 22+1

Multiplicando ambos miembros por z(z2+1), queda 2rx—1 = A(2%2+1)+(Bz+C)z = A(22+1)+ Bx?+Cx.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, B y C:

zr=0 = —-1=A4
r=1 = 1=2A+B+C=-2+B+C = B+C=3
r=-1 = -3=24+B-C=-24+B-C = DB-C=-1

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene, resolviendo el sistema 2 x 2, B=1y C = 2. Asi pues

2z — 1 x—|—2 2
[t [zot [Eme=- [ru [t [ane

2+ 1

1
71n|x|+§ln|z2+1|+2arctgx+0: In +2arctgx + C

Ejemplo 3.25
Calcular la siguiente integral indefinida:

" sen(t) cos(t)
/ (2 + sen(t))? dt

Esta integral no es, obviamente, de tipo racional. Sin embargo en una inspeccién atenta se observa que aparece
el factor sen(t), potencias del mismo (2+sen(t))?, y su derivada cos(t). Esto sugiere hacer el cambio de variable
u = sen(t) que, como se ve a continuacion, transforma la integral en una racional:

[ Zba] = [am e ® [ (marm) o
e C

2
1n|2+u|+m+0: In |2 + sen(t)| +

(*) Reduccion a suma de fracciones simples:

u A B

. n u=-2=-2=0DB
(2+u)?2 2+u  (2+4wu)?

u=0=0=24-2=A4=1

s u=A2+u)+B & {

es decir,
U 1 =2

@+u? 2+u’ 2tup?

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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3.5 Integracion por partes
Es una de las reglas de integracion mas utiles. Esta basada en la formula de derivacion de un producto de dos

funciones:

h(z) =u(z) -v(z) = h(z)=1d(x) v(z)+ulx) ()

De esta igualdad se tiene:

y de aqui, integrando en ambos miembros:

/u(x) ' (z)dx = /h/(x) dx — /u'(x) ~v(x)dr = h(z) — /u’(m) cv(x)dr = u(z) - v(x) — /u'(x) -v(x) dx

Formula de integracion por partes

/u(x) ' (z) dz = u(z) - v(z) — /u’(x) -v(z) dw

Con frecuencia esta formula se escribe en la formas

/udvzuv—/vdu

que significa exactamente lo mismo.

Ejemplo 3.26

/xe"”dw

)= ]9'5 } se tiene

/xexdsc:xe”—/e”dx:xe”—e”—i—C: e(x—1)+C

Eligiendo {

Ejemplo 3.27

/x Inxdzx

Eligiendo se tiene

1 1 ,1 1 1 1 1 1
/xlnxdx:§$2 lnx—/ixggdaﬁziaf lnx—é/de‘:ExQ lnx—1x2+C: 53:2 (lnm——)—l—C
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Ejemplo 3.28

/arc tgx dz

u(z) = arctgr = u(x) = b
Eligiendo & 1+ 22 se tiene
v'(z) =1 = v(z)==z

2/ 117247

1 1 2 1
/arctgxdw:xarctgx—/mmdxzxarctgm——/ T 4 xarctgm—iln(l—i—xQ)—i—C
x

Ejemplo 3.29

/a: cos x dx

Eligiendo { x} se tiene

—

xcosa:da::acsenx—/senxdx: zsenz + cosz + C

Ejemplo 3.30

/x2 e” dx

V(z)=e® = wv(z)=e"

)=z = u(z)=1

Eligiendo ahora { V(z)=e® = v(z)=e®

} se tiene finalmente

/er”dm=m2e”—2/xemdx:x26$—2 (xe’” —/e’“dm) =22 e =2z e"+2e4+0C =

_ .2 1) —
Eligiendo { o) =67 = o)) = 2o } se tiene /x2 e“dr =2 e® — /2:1: e dx.

Para resolver la integral [ xe® dx hay que utilizar de nuevo la férmula de integracion por partes.

(% — 2z +2)e®* + C
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3.6 La integral definida

El concepto de integral definida estd intimamente relacionado con el problema de calcular areas de regiones
planas, concretamente, con el de calcular el area de la region del plano limitada por la grafica de una curva,
y = f(x), el eje OX y las rectas verticales x = a y x = b (véase Figura 3.1).

.

Figura 3.1: Area de la region plana limitada por la  Figura 3.2: Se divide el intervalo [a, b] en partes igua-

curva y = f(z), el eje OX, y las rectas verticales les de longitud h y se considera la suma de las areas

r=ayz=>o de todos los rectangulos de base h mostrados en la
Figura. Cuando h se hace muy pequeno, es decir,
cuando hay “muchos” rectangulos, dicha suma apro-
xima el valor del area de la Figura 3.1.

Una manera de aproximar dicha area es dividir el intervalo [a, b] en un nimero de sub-intervalos (determinados
por los puntos x1, T2, x3,..., mostrados en la Figura 3.3) de longitud h y alturas respectivas y; = f(z;). El
area de uno de estos rectangulos es el producto de su base (h) por su altura (y; = f(z;)). Intuitivamente se ve
que la suma de las areas de todos estos rectangulos serd mejor aproximacion del area de la Figura 3.1 cuanto
mas pequeno sea h o, lo que es lo mismo, cuantos mas rectangulos se utilicen en la suma.

yA

y=f(x) 4/

44
]

f(x,)
f(x,)

h »

a=x; X, X3 X, X b X

Figura 3.3: El limite cuando n — oo de la suma de las &reas
mostradas es el area de la regiéon mostrada en la Figura 3.1.
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Integral definida
La integral definida de f en [a, b] es, por definicion,

b
[ @)= lim b {50+ fla2) + - + Flan)

(Atencion: como se vera luego, este valor sélo coincide con el area de la Figura 3.1 si f > 0).

b
Afortunadamente, existe una manera de calcular / f(x) dz por una via distinta a su definicion, y que esta

a
relacionada con la integral indefinida de f, es decir, con el célculo de una primitiva de f. De ahi que ambos
conceptos, aparentemente tan distintos, compartan el nombre de integral.

El resultado que relaciona ambos conceptos es el siguiente Teorema.

Teorema (Regla de Barrow)
Si f es una funcion continua en [a,b] y F es una primitiva cualquiera de f, entonces se tiene

b
/ f(z) dz = F(5) — F(a)

Con frecuencia se escribe, de forma abreviada, [F(;z:)]z en lugar de F(b) — F'(a) cuando se aplica la Regla de
Barrow.

Para aplicar la Regla de Barrow se puede elegir cualquiera de las primitivas de f, ya que, al restar,
F(b)+ C — F(a) — C, la constante arbitraria se cancela. Por ello se elige normalmente la primitiva correspon-
diente al valor C' = 0.

Propiedades de la integral definida

b

L '(F(@) + (@) da = / ’ fle)do = [ st@rdo
2. /abkf(x)dx:k/abf(x)dm

3. /abf(x)dac:/acf(x)dx—i—/cbf(a:)dx, Ve € (a,b)

4. /abf(:c)d:r:— /baf(x)dx
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Ejemplo 3.31

5
/ 2% dx
0

3

x
Una primitiva de x2 es 3 luego aplicando la Regla de Barrow se tiene

5
/ 22 dr = [
0

Ejemplo 3.32

s
/ sen x dx
0

Una primitiva de senz es — cosz, luego

/ senx dx = [—cosx};r = —cos(m) +cos0=—(—-1)+1
0

Ejemplo 3.33

3 1
———d
/2x<m—1>2 !
Una primitiva de es In :v — 1
P v x(x —1)2 x—1| z—
3
3 1 x 1 3 1
————dz=|In — =(In=-— =
o x(x—1)2 x—1] z-1 ) 2 2

(véase el Ejemplo 3.22). Luego

1113-1—1
4 2

)-(1112—1):
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Loffzz D S 680 + 30t — 5¢2
La funcién f(t) = — 1z representa la temperatura en Sevilla en una tarde de agosto,

t horas después del mediodia, es decir, para ¢ € [0,10]. Calcular la temperatura media en ese
periodo.

Se denomina valor medio (o promedio) de una funcién f en un intervalo [a, b] al valor:

b
T=5= | fa)is

En este caso, la temperatura media sera, por tanto:

1 10 1 10680 + 30t — 5¢t2 1 [0
Toned = t)dt = — Y dt=— 680 + 30t — 5t2) dt
“T10-0J, 1®) 10 J, 18 180 J, (G0 )
1 5.1° 1 5 100 50
= | — (680t + 15t> — =¢3 = — (6800 + 1500 — =1000) = — (68 + 15 — —) = 36.85
[180( + 3 )L 180( + 3 ) 180( + 3)

3.7 Area de recintos planos

b
Como se ha apuntado antes, si f > 0 en [a, b], entonces A = / f(z) dx es el area de la region plana encerrada
a

entre la grafica de y = f(x), el eje OX y las rectas verticales x =a y = b.

Ejemplo 3.35 1
Calcular el area delimitada por y = — yeleje OX entre z=1y =3
x

1
La funcion f(z) = — es positiva en [1, 3], por lo tanto el drea buscada coincide con la integral definida:
0

3
Az/ldx
1 X

1
Una primitiva de — es F(z) = Inx. Por lo tanto
G

31 3
A:/ —dx:[lnx} —In3—1Inl=|In3~ 1.0986
1 1

T

A

b
Si f <0 en [a,b], como en la Figura 3.4, entonces / f(x)dz  es un valor negativo que, logicamente, no
a

puede ser un area (que es siempre mayor o igual que cero). En este caso, el area es el valor absoluto de la integral
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definida,

A:

/abf(x)dx =— /abf(x)d;v
b

Si f cambia de signo, como en la Figura 3.5, entonces f(z)dr = AT — A, siendo AT el 4rea del

a
recinto limitado por la curva y el eje OX que queda por encima del eje OX, y A~ el area del recinto entre la
curva y el eje OX que queda por debajo del eje OX.

Si lo que se desea es calcular el area delimitada entre la grafica y el eje OX, es decir, la suma AT + A~ (véase
Figura 3.5), entonces hay que calcular

A_A++A_/:f(x)dz_/cbf(x)dz

y
a b
A y
| —
y=I(x) 5
a X
Figura 3.4: Funcion negativa en [a, b]. Figura 3.5: Funcion que cambia de signo en [a, b].

Ejemplo 3.36
Calcular el area delimitada por la grafica de y =Inx — 2, el eje OX y lasrectas x =1/2 y z =7

/ (Inz — 2) dz|.
1/2

wz)=hzr—-2 = u(z)=

v(z) =1 = ov(z)==z }

La funcion f(z) = Ilnz — 2 es negativa en [1/2, 7r]. Luego el area sera A =

SN

Calculamos una primitiva integrando por partes, eligiendo {

/(lnx—2)dx:x(lnz—?)—/xédmzx(lnx—?)—:E—l—C::r(lnx—?))—I—C

Por lo tanto

/lﬂ (nz —2) dz = [e(ine ~3)|" = (w(nn - 3)) - (% <1n% —3)> S

/2 3

(Inz — 2 es la funcion de la Figura 3.4)
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Ejemplo 3.37

Calcular el area de la regiéon delimitada por la grafica de y = sen(2z), el eje OX y las rectas
r=02yx=3
La funcion sen(2z) es mayor o igual que cero en [0.2, /2] y menor o igual que cero en [7/2, 3] (ver Figura 3.5).
La region mencionada se compone, pués, de dos regiones disjuntas: una esté situada por encima del eje OX y
la otra esta por debajo. Por lo tanto hay que calcular por separado las dreas AT y A~.

Una primitiva de sen(2z) es — 5 cos(2x).

Luego,
/2 /2 /2
At = /0.2 sen(2z) dx = [— % cos(2x)} i == % [cos(2m)} e = % (COS(’/T) = cos(0.4)> ~ 0.9605
5 1 ’ 1
AT = / sen(2z) dx| = [— - cos(2x)} =|—= (COS(G) - cos(w)) ~ | — 0.9801| = 0.9801
/2 2 /2 2

En consecuencia, el area total encerrada entre la grafica y el eje OX es

A= A" + A” ~0.9605 + 0.9801 =| 1.9406

Ejemplo 3.38

8
Calcular el area de la region encerrada entre la grafica de la funciéon y = PR el eje OX y
a
las rectas verticales r = -1y x =1
8
La funciéon y = PR es positiva Vo € R, por lo tanto la regién descrita esta, al completo, por encima del eje
x

OX y el area pedida es:

! 8
A= -
/_1 (I2+4> e

Se comienza por calcular una primitiva:

8
1 1 1
F(X):/de:/%d$:§/?dx=2/72dx
22 + 4 z? +4 4] 2 (g) 41
4 4 2

1 1

=4 | ————-dx=4arctg (E)

( x ) 1 2 2
2

Ahora se utiliza la Férmula de Barrow para calcular el valor de la integral definida:

1= [ (5%) w=[F@]' = [tareis ()], =4 (wets (5) - arete (3))
~ 4(0.4636 — (—0.4636)) =
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Ejemplo 3.39

1 2,.
Calcular el area de la region limitada por la curva y = n(2z)

, el eje de abscisas y las rectas
1
verticales x = 3 y x=3.

In(2
La funciéon f(z) = n(2z) so6lo esta definida para x > 0 y s6lo se anula
T y

para 2z = 1, esto es, para x = 1/2:

In(2 1
my m):O S In22)=0 & 2z=1 & = —

x 2 —
Esté claro que, a la derecha de = 1/2, la funcion es positiva y que, a /_\

su izquierda, la funcién es negativa. iV ¢ X
Por lo tanto, puesto que el intervalo [1/3, 3] contiene al punto = 1/2,
la regiéon cuya area se pide calcular esta en parte por debajo del eje OX
y en parte por encima del mismo.

En consecuencia, su area es:

1/2 3
Ao / In(2x) de +/ In(2x) de = A, + Ay
1 1

EI V2R

Calculamos en primer lugar una primitiva de la funcién:

Fz) :/ln(2x) de

X

Esta integral indefinida se calcula facilmente haciendo el cambio de variable:
1
u=1In(2z) & du= Edw

luego

F(m)/ln(Qx)d:C/uduuQW

T 2 2
Calculamos ahora los valores de las dos integrales definidas por separado:

A — /1/2 In(2z) [F N }1/2 _ (n(1))*>  (n(2/3)) _ _ (In(2/3))° N _(=0.4)° _ 016 e
1/3 Z .

13 2 2 2 2 2

o /3 n2e) r] - (n(6) (n(1)” _ (n(6)* _(1L8)* 324 _
12

12 2 2 2 2 2

Luego, finalmente,

A=A +A4;~0.08+1.62= A~ 17|

También es posible calcular mediante integrales definidas el area de recintos encerrados entre dos curvas. Si
f(z) > g(x) Vz € [a,b], entonces el area encerrada entre ambas curvas y las rectas verticales t = ay = b

viene dada por: ,
A= [ (@)= gla) @

En efecto, se tiene (ver Figuras):

b b
/f(l’)dLE:A1+A2—A3, /g(x)d:r:Al—A4—A3
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b
Figura 3.6: Las figuras muestran geométricamente la igualdad A = / (f(z) —g(x)) dx

luego

/:(f(x)g(x)) dz = (Av+ Ay = As) = (A1 = A= Ag) = Ay + Ay = 4

Ejemplo 3.40

Calcular el area de la regiéon comprendida entre las curvas y = 22

—rxey=—x+2

Es casi imprescindible hacer un esbozo gréfico de las funciones, los puntos de corte y de la region cuya éarea

hay que calcular.

y = 2% — z es una pardbola convexa que pasa por el origen y por el punto (1,0).

y = —x + 2 es una recta, que pasa por los puntos (0,2) y (2,0).
Para encontrar en qué puntos se cortan hay que igualar ambas expresiones y resolver la ecuacion:

P—r=-2+2 & 1°=2 & =42

Luego al area a calcular estd entre z = a = -2 yr=b= V2.
En este intervalo, —x +2 > 22—z, Vz € [—\/§7 \/5]7 por lo tanto el area pedida es

oo [ ) o]

V2
_ {zf_gﬁ}_{_zf_g_ﬁﬁ] —2V3- VB 42VI- VB =2
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Ejemplo 3.41

Calcular el area de la region encerrada por las graficas de las parabolas y = 222 — 7z + 5 e

y=—-x2+8x -7
y = 22% — Tz +5 = f(x) es una pardbola convexa. Sus puntos de corte
con el eje OX son:

rz=1

2— =
2 Tr+5 0@{:15:5/2

y = —x2+ 8z — 7 = g(z) es una parabola céncava. Sus puntos de corte
con el eje OX son:

r=1

248 —-7=0 & {
T =T

Puntos de corte de las dos parabolas:

20° —Tx+5=-2+8c -7 & 32° - 150+ 12=0 & {ii

En consecuencia, al drea que se pide seré
4
A= [ (¢@ - @) do
1

Calculamos una primitiva de g(z) — f(z):

2_7x+5

/(g(m) — f(z)) de = — /(3362 — 15z + 12) dr = — <x3 — ?mQ + 1295) ,

15

4
15
A=— [x3—7x2+12x] = - [(64—120+48)— (1—7+12

Luego, finalmente,

JRCR:
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Tema 4

Métodos numéricos

Version: 3 de noviembre de 2015

La mayor parte de las mateméaticas estudiadas hasta ahora se han dedicado a desarrollar métodos que nos
proporcionen la solucién exacta de un problema.

Por ejemplo, calcular la solucion de una ecuacion del tipo f(z) = 0 realizando operaciones elementales sobre la
misma para conseguir despejar la incognita x.

b
O bien, calcular el valor de una integral definida / f(z) dz calculando una primitiva de f(x) y luego aplicando

la Formula de Barrow.

Desgraciadamente, en la gran mayoria de los casos que se presentan en la practica, estos métodos no son de
aplicacion. Ello puede deberse a que el método para calcular la solucién exacta sea muy complicado, a que
no se conozca un método adecuado, o incluso a que no exista un método que nos permita, mediante célculos
elementales, encontrar la solucién.

En estos casos es necesario recurrir a métodos numéricos, denominados asi porque, usualmente, consisten
en realizar una sucesion més o menos larga de operaciones numeéricas (normalmente mediante la ayuda de un
ordenador), al cabo de las cuales encontramos un valor numérico que, si bien no es la solucion exacta del
problema, se le parece mucho, es decir, aproxima la solucién buscada con una precisién razonablemente buena.

4.1 Resoluciéon numérica de ecuaciones

Uno de los problemas que mas se presenta en matemaéaticas es el de calcular la solucién de una ecuacién. En
algunas (pocas) ocasiones, esto puede hacerse por métodos analiticos, es decir, se puede “despejar” la incognita
para encontrar el o los valores que resuelven la ecuaciéon. En la gran mayoria de las ocasiones con algun interés
préactico esto no es posible y es necesario recurrir a un método numérico que, con la ayuda de un ordenador,
nos permita calcular un valor aproximado de la solucion.

4.1.1 Teoremas del Valor Intermedio y de Bolzano

Cuando se plantea el problema de calcular la solucién de una ecuaciéon como
flx)=0
existen dos cuestiones previas que conviene analizar:

= ;Tiene solucién esta ecuacion?

= ;Donde esta (aunque sea més o menos) la solucion?

En los casos en que la solucién se puede calcular exactamente por métodos elementales, se tiene la respuesta a
ambas preguntas: existe, puesto que la hemos encontrado y sabemos donde esta, puesto que sabemos exactamente
su valor.
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En muchos de los otros casos, la respuesta a estas preguntas se obtiene con ayuda de los siguientes teoremas.

Teorema del Valor Intermedio
Una funcién continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).

f(b)

f(o)
a | N/ .

f(a)

f(a)

Figura 4.1: Teorema del Valor Intermedio: como se Figura 4.2: Teorema del Valor Intermedio: ademas
puede observar, la funcién toma todos los valores de todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)
comprendidos entre f(a) y f(b). la funcion f puede tomar otros valores.

Teorema de Bolzano
Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b] y tal que f(a) y f(b) tienen signos opuestos (es decir
f(a)f(b) < 0). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

N

Y
f(b)

f(a)

Figura 4.3: Teorema de Bolzano: como se puede observar, la fun-
cion tiene signos opuestos en a y b (f(a) < 0y f(b) > 0). En
concecuencia, toma el valor 0 en algan punto del intervalo (a,b)
(de hecho lo toma en tres puntos).
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Ejemplo 4.1
Utilizando el Teorema de Bolzano, probar que la ecuacion x = 277 tiene al menos una soluciéon
real.

En primer lugar, hay que escribir la ecuacion en la forma f(z) = 0 y, luego, encontrar un intervalo [a, b] en el
cual se verifiquen las hipotesis del Teorema, para asi poder concluir que existe algiin punto en el intervalo en
el que la funcién se anula, es decir, alguna soluciéon de la ecuaciéon. Se tiene:

x=2"" <— f(r)=2z—-2""=0

Esta funcion estd definida y es continua en todo R. Es facil ver que f(0) = 0 — 2% = —1 < 0. Por otro lado,
teniendo en cuenta que cuando x tiende a o0, h’{rrl 2% = 0, tampoco es dificil comprender que, para x
T—>+00

suficientemente grande, x serd mayor que 2-% y por tanto x — 277 seré positivo.

Por ejemplo:

11
37370

En consecuencia, f verifica las hipotesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [0, 1]: es continua y f(0) y
f(1) tienen signos opuestos. Luego podemos afirmar que f(z) tiene al menos un cero en el intervalo (0,1). O,

lo que es lo mismo, que la ecuacion x = 27 tiene al menos una solucién en dicho intervalo.

fi=1—2""=1—

Ejemplo 4.2
Utilizando el Teorema de Bolzano, probar que la ecuacién z* = 1 + 3e % tiene al menos una
raiz real.

Razonando como en el ejercicio anterior, se tiene
=143 — flr)=2'-1-3e"=0

La funcion f(z) esta definida y es continua en todo R. Se tiene, por ejemplo, f(0) = —1—3 = —4 < 0.
Por otro lado, igual que en el ejemplo anterior, z* — 1 tiende a +0o cuando  — +oo mientras que

lim 3e™* = 0, y no resulta dificil comprender que, para z suficientemente grande, z* — 1 serd mayor que
T——+00

3e~® y por tanto z* — 1 — 3e~% sera positivo.
Por ejemplo, recordando que e=® < 1 Vz > 0 y, en consecuencia, que 3e~* < 3 Vx > 0, se tiene

f2)=2"-1-3e2=15-3e2>12>0

Luego, por el Teorema de Bolzano, f(x) tiene, al menos, un cero en el intervalo (0,2), es decir, la ecuacion
dada tiene, al menos, una raiz en dicho intervalo.

4.1.2 Resolucién numérica de ecuaciones: método de biseccién

Se presenta aqui un método sencillo, basado directamente en el Teorema de Bolzano, que permite, en determi-
nadas circunstancias, calcular la solucién de una ecuacion.

Hay que comenzar por decir que cualquier ecuacion en una variable se puede siempre escribir (y no de manera
tinica) en la forma de una equivalente (es decir, que tiene las mismas soluciones) pero con segundo miembro
nulo

flz) =0
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Ejemplo 4.3

La ecuacién xz = 277 se puede también escribir = —27% = 0.

1
También se tiene z = 27" & x = 7 & x 2% =1, luego también se puede escribir 2% — 1 = 0.

Dada f : [a,b] C R — R, continua, se plantea el problema de encontrar una solucién (también llamada raiz) de

la ecuacion

f(z)=0.

Desde el punto de vista geométrico, esto significa encontrar, en [a,b], un punto de corte de la grafica de la
funcion y = f(z) con el eje de abscisas (ver la Figura 4.4).

Figura 4.4: La grafica de y = f(z) corta al eje de
abscisas en un punto « € [a,b], lo que significa
que « es una solucion de la ecuacion f(z) = 0.

Los métodos de aproximaciéon de raices de ecuaciones necesitan conocer, o bien un intervalo que contenga
s6lo una raiz, o bien un punto inicial que esté suficientemente cerca de ella. Por tanto, como paso previo a la
aplicacién de un método de aproximacion, es necesario localizar la raiz, es decir encontrar un intervalo que
la contenga y separar la raiz, es decir encontrar un intervalo que sélo contenga dicha raiz. Esto se hace por
métodos analiticos, graficos y, en algunos casos, empiricos.

Ejemplo 4.4

=] -05 0 05 1

La funcién y = x — 27* = f(z) esta representada en la Figura para x € [—1,1]. Se observa que hay un tnico
punto « € [0, 1] en que la curva corta al eje OX, es decir, que hay una tnica raiz de x — 2% = 0 en [0, 1].

F(0)=0-20= 1 <0,
{f0o1 11
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Los métodos para aproximar raices de ecuaciones son, en general iterativos, es decir consisten en construir una
sucesion de valores z1, x2, x3, ¥4 ... mediante una relaciéon de recurrencia, esto es, se calcula cada uno de ellos
a partir del anterior: 1 — o9 — X3 — @4, etc.

Cuando la sucesion de valores x1, 2, x3 ...tiende hacia la raiz o de f (es decir, se acerca cada vez mas a ella,

tanto como se quiera: lim x, = a), se dice que el método iterativo es convergente.
n— oo

Método de biseccion
Sin mucha precision, el método de bisecciéon consiste en lo siguiente:

1. Subdividir en dos partes el intervalo en que se sabe que la funcién cambia de signo y tiene una sola raiz.

2. Averiguar, utilizando el Teorema de Bolzano, en cual de las dos mitades se encuentra la raiz y descartar
la otra mitad del intervalo.

3. Reiniciar este proceso con el subintervalo elegido.

4. Continuar con este proceso hasta que el subintervalo elegido tenga una longitud lo suficientemente
pequena como para que cualquiera de sus puntos sea una aproximacién aceptable de la solucion. La
eleccion 6ptima como aproximacion es, entonces, el punto medio del subintervalo.

X1

Figura 4.5: Tres etapas del método de dicotomia. En cada iteracién se descarta la mitad del intervalo que no
contiene a la raiz (en la que f no cambia de signo). El intervalo donde se encuentra la raiz es cada vez més
pequeno y, su punto medio se acerca cada vez mas a la solucién buscada.
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Ejemplo 4.5
Utilizando el método de dicotomia, aproximar la solucion de la ecuacion
z —27" =0 en el intervalo [0, 1]

Sea f(z) =x —27%.

Intervalo Punto medio
[0,1] £(0) <0 ) >0 | ap= % ~05
0.5, 1] £(0.5) <0 21 = 0‘5; L _ o075
[0.5,0.75] f0.75) >0 | 2y = 0'5270'75 = 0.625
0.625,0.75] | £(0.625) <0 T3 = w = 0.6875
[0.625, 0.6875] £(0.6875) > 0 | x4 = w = 0.65625

Por lo que una aproximacion de la solucion es a ~ 0.65625, obtenida aplicando el proceso de subdivision 4
veces y eligiendo como aproximacién el punto medio del dltimo subintervalo.

Obsérvese que, si se elige como aproximacion zg, el error maximo que se comete es la mitad de la longitud
h—

del intervalo inicial e = —5 Si se elige como aproximacién x1, el error maximo es la mitad del anterior

€o b—a . . . . . . Lo b—a
5 = 3 Reiterando este razonamiento, si se elige como aproximaciéon x,,, el error maximo es e,, = il

Esto permite saber, a priori, cuantas iteraciones hay que realizar para conseguir una aproximacién con un error
tan pequeno como se quiera.

€1 =

En efecto, si en el intervalo [a,b] hay una solucion «, jqué nimero n de veces hay que aplicar el proceso de
subdivisién para conseguir que el error cometido no sea mayor que una cantidad dada 7

Se ha visto que, si se aplica n veces, el error maximo que se comete tomando x,, como aproximacién es

b—a

En = 2n+1

En consecuencia habra que elegir n de forma que se tenga

b—a
2n+1

b—a
b—a b—a m( € )
— <ot In{ —— 1)In(2 1> ——

<e & ——< = n( - ><(n+)n()<:>n+ > ()
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Ejemplo 4.6
;Cuantas iteraciones del método de bisecciéon hay que realizar para aproximar la solucién de
la ecuacion x — 27 = (0, partiendo del intervalo [0,1] , con un error menor que una centésima?

Se desea que el error sea e < 0.01. Por la férmula anterior, hay que tomar

n (b E a) o <0.1)1) In(100)

n+1> n(2) n(2) () 6.6 <~ n>6.6 5.6

Luego hay que realizar 6 iteraciones.

Si se hicieran estas 6 iteraciones se obtendria como aproximacion xg = 0.6484, cuyas dos primeras cifras
decimales son exactas, y por lo tanto, el error de aproximaciéon es menor que 0.01.

Ejemplo 4.7
Utilizando el método de dicotomia, aproximar la soluciéon de la ecuacion del Ejercicio 4.2,
r* =1+ 3e™%, en el intervalo [0,2] con un error menor que 0.05

0 05 1 15 2

Sea f(x) = #* — 1 — 3e~®. Como se puede observar en la figura, f tiene una tnica raiz en [0, 2]. Puesto que se
desea un error menor que 0.05, habra que tomar

In (b — a) In (2 >
€ B 0.05) In(40)
n+1> In(2) = ThmE) ~532 <= n>432

In(2)

Luego hay elegir n =5 (es decir, elegir como aproximacion ).

intervalo pto. medio error
0,2] £(0) <0 @) >0 | zo= % _1 |
[1,2] f(1) <0 r1 = % =15 0.5
[1,1.5] f(1.5) >0 T = L +21'5 =1.25 0.25
[1,1.25] f(1.25) >0 | 23 = LQIQE) =1.125 0.125
[1.125,1.25] | f(1.125) <O Ty = L;l% = 1.1875 0.0625
[1.125,1.1875] f(1.1875) > 0 | x5 = %1875 = 1.15625 | 0.03125

Por lo que una aproximacién de la soluciéon es o ~ 1.15625 con un error menor o igual que 0.05
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4.1.3 Resolucién numérica de ecuaciones: método de Newton

El método de biseccién, presentado en la secciéon anterior, s6lo hace uso de los valores que toma la funcion f
cuyas raices se quieren calcular.

En esta seccién se presenta un método que utiliza ademaés los valores que toma la derivada de f. Naturalmente,
esto requiere que f sea derivable.

Sea, pues,
filg,) CR— R

una funcién continua, derivable y con derivada continua. Se supone que la ecuacion f(z) = 0 tiene en el intervalo
(a,b) una tnica solucion «, que no se conoce y se desea aproximar:

fla)=0, «a€(a,d)

Se recuerda que « es un punto de corte de la grafica de y = f(z) con el eje OX.

La idea del método de Newton consiste en sustituir, en determinados puntos, la gréafica de la funcion por la de
su recta tangente en dichos puntos.

Se comienza eligiendo un punto inicial g € [a, b], que debe estar cerca de la soluciéon « que se quiere aproximar.
La ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en el punto (zg, f(zg)) es (ver Figura 4.6)

y = f(xo) + f'(z0)(x — x0)

(w0, f(20)) (zo, f(z0))

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
&

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
&

a b a b
— a To — a /1 To
Figura 4.6: La recta tangente a la curva y = f(x) en Figura 4.7: La recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto (xg, f(x¢)) tiene de ecuacion el punto (xg, f(xo)) corta al eje OX en
y = f(zo) + f'(z0)(z — 20)- PR (C7)
1= 2o 7 .
f'(xo)

Esta recta corta al eje OX en el punto de abscisa

f(20)
f'(o)

Parece claro que el punto x; estd mas cerca de o que el punto inicial xg.

X1 =T —
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a s a , b
— « /LL‘] To — « D) /LL‘] To
Figura 4.8: La recta tangente a la curva y = f(x) en Figura 4.9: La recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto (x1, f(x1)) tiene de ecuacion el punto (x1, f(z1)) corta al eje OX en
y = f(z1) + f'(z1)(x — 21). gy — e f(x1)
2 =11 ; .
f'(x1)

Se repite ahora el proceso anterior, pero comenzando en el punto x7.

El método de Newton consiste en reiterar este proceso, partiendo cada vez del punto calculado en la etapa
anterior. Esto proporcionara puntos cada vez mas cercanos a la solucion a.

Método de Newton
Consiste en lo siguiente:

1. Elegir un punto zg que esté cerca de la solucién.

2. Calcular sucesivamente los puntos

AT i
n

paran =0,1,2,...
hasta conseguir una aproximacién lo suficientemente buena de a.

Observaciones:

1. En la descripciéon anterior hay dos indefiniciones claras:

a) {Coémo se elige un punto xy que esté cerca de la solucion? No hay una respuesta general a esta
pregunta. Puede que se conozca, por ejemplo, por razones empiricas o por andlisis previo. Si no,
una posibilidad es utilizar previamente el método de bisecciéon y comenzar el método de Newton en
la solucién proporcionada por aquél.

b) (Como se sabe si una aproximacion es lo suficientemente buena? En la practica, lo que se suele
hacer cuando se utiliza este método con un ordenador, es detenerse cuando dos aproximaciones
consecutivas estdn muy cercanas:

|Znt1 — Tn| < una cantidad muy pequena previamente fijada, por ejemplo 1074

2. Como se ha visto, en el método de Newton hay que dividir por el valor de la derivada de f en determinados
puntos, que estan cercanos a la solucién. Naturalmente, es imprescindible, pues, que la derivada f’ no
se anule cerca de la solucién.

3. Este método utiliza mucha méas informacion sobre la funcion f que el método de biseccion, que se vid
en el Tema 3, ya que hace uso de la derivada. Es por ello logico que sea mejor, es decir més rapido en
llegar a la solucién. De hecho es mucho mas rapido.
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Ejemplo 4.8

Determinar el namero de soluciones en R de la ecuacién siguiente y utilizar el método de Newton para
aproximar la mayor de ellas.
e +xr—2=0

a) Denotemos f(x) = e” +x — 2. Sabemos que f es derivable en R y
fl(z)=e"+1>0 VzeR

lo cual significa que f es creciente en R.

También se tiene

lim f(x)=+4c0 ¥y lim f(z) = -0 i

T—>+00 T——00

Graficamente deducimos que f so6lo tiene una raiz, es decir,
la ecuaciéon f(z) = 0 tiene una unica solucion a € R.

Como f(0) =-1<0y f(1) =e—1> 0, por el Teorema

de Bolzano se tiene que la raiz esta en el intervalo (0, 1). 2/

4 L L L
2 -15 -1 —05 ) 05 1 15 2

b) Utilizamos ahora el método de Newton para aproximar «. Tomamos como primer punto zg = 0. Se tiene:

& -2 1
f(l‘o)zo_e +0 — 2 _05
f(zo0) el +1 2

r1 = Ty —

Partiendo de x1, calculamos

f(z1) e%® +0.5—2
=0.5— ———— =~ 0.44385167
fl(zl) 60'5 S 1

X9 = T1 —

Repetimos el proceso y calculamos

f(z2)
= Iy — ~ 0.44285470
T3 X9 f/(IL'Q)
Repetimos el proceso una vez mas y obtenemos
f(x3)
- ~ 0.44285440
T )

Observamos que las 6 primeras cifras decimales de las dos ultimas aproximaciones son iguales: 0.442854,
de manera que se tiene:

|24 — 23] = 0.00000030 = 3 x 1077 < 1076
Tomamos, pues x4 = 0.44285440 como aproximacion de la solucion.

Observacion: Hacer estos calculos a mano no es sencillo. Pero si lo es hacerlos con una hoja de célculo
EXCEL. Es interesante hacerlo como ejercicio.
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Ejemplo 4.9

Utilizando el método de Newton, aproximar la solucién de la ecuacion x —2~% = 0 en el intervalo [0, 1].
Denotemos f(z) = x — 27*. Sabemos que f es derivable en R y

f'(z)=1+1n(2)27"

Utilizamos ahora el método de Newton para aproximar la solucién de la ecuaciéon. Tomamos como primer
punto zo = 0. Se tiene:

f(xo) 0 - 20
=z — —0— ————— ~0.5906161
T1 = o (o) 15 1n(2) 20 0.590616109
Partiendo de x1, calculamos
22 = 21 — 1 0640909617
f(z1)
Repetimos el proceso y calculamos
f(x2)
= 2o — ~ 0.641185736
I3 X9 f/(xg)
Repetimos el proceso una vez mas y obtenemos
f(x3)
= — ~ (0.641185744
X4 T3 f/({E3)

Observamos que las 7 primeras cifras decimales de las dos tultimas aproximaciones son iguales: 0.6411857. De
hecho esto indica, en general, que dichas 7 primeras cifras son exactas (en este caso, en concreto, todas las
cifras de z4 son exactas). Se tiene:

|4 — 23] = 0.000000008 = 8 x 1072 < 1078

Tomamos, pues z4 = 0.6411857 como aproximaciéon de la solucion.

Observacion: Esta misma ecuacion fue resuelta, en el Ejercicio 4.5, por el método de biseccién, encontrandose
alli la aproximacion 0.65625 tras 4 iteraciones. Esta aproximacion sélo tiene una cifra decimal exacta: 0.6. Con
el método de Newton hemos encontrado una aproximacion con 9 cifras decimales exactas en 4 iteraciones.
Resulta obvio, pues, que este método es (mucho) méas rapido que el de biseccion (de hecho es el mas rapido).
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4.2 Nociones de integracién numeérica

Como se ha visto antes, si se conoce una primitiva F' de la funcién f, se puede calcular el valor de la integral
definida mediante la Regla de Barrow:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

En la mayoria de los casos, sin embargo, no se puede utilizar esta formula, ya que no se conoce dicha primitiva.
Es posible, por ejemplo, que no se conozca la expresion matematica de la funcién f, sino sblo sus valores en
determinados puntos, recogidos de un experimento. Pero también hay funciones (de apariencia sencilla) para
las que se puede demostrar que no tienen ninguna primitiva que pueda escribirse en términos de funciones
elementales (por ejemplo e~ )

La integracion numérica es una herramienta de las matemaéticas que proporciona formulas y técnicas para
calcular aproximaciones de integrales definidas. Gracias a ella se pueden calcular, bien es cierto que de forma
aproximada, valores de integrales definidas que no pueden calcularse analiticamente y, sobre todo, se puede

realizar ese calculo en un ordenador.
b

La idea bésica para aproximar el valor de | f(x)dx sin utilizar una primitiva de f ya se expuso en la seccion 3.6:

a
calcular la suma de las areas de los rectdngulos que “recubren” el area.

y y
y | — —
y=f(x) y=f(x) _=——
y-100 — =]
2 o a b x a b x
b
Figura 4.10: La integral definida f(x)dz, que es el valor del area bajo la curva sombreada en la primera

a
figura, se puede aproximar por el resultado de sumar las areas de los rectangulos.

Como resulta evidente, se comete un error, ya que se desprecian —en este caso— las areas de las pequenas zonas
triangulares comprendidas entre la curva y los rectangulos. En el caso particular de la funcién representada en
las figuras, el valor de la aproximaciéon es menor que el valor exacto. Pero en otros casos puede ser mayor;
véase, por ejemplo, la figura siguiente.

I B

Figura 4.11: En este caso,la suma de las areas de los rectangulos
proporciona un valor mayor que el valor exacto, pero igualmente
es una aproximacion.

Como también resulta evidente, y se puede demostrar matematicamente, el error que se comete es mas pequeno

(en valor absoluto, es decir, sin tener en cuenta el signo del mismo) cuanto més “estrechos” sean los rectangulos,
es decir, cuanto mayor cantidad de ellos se usen.
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{Coémo se calcula la suma de las areas de los rectangulos?

Se supone que se usan 5 rectangulos, como en la Figura 4.12 y se denotan 1 = a,x2,T3,T4,T5 ¥ Tg = b los
puntos que determinan los 5 subintervalos.

Se supone también, para hacer las cosas més faciles, que estos puntos estan regularmente espaciados, es decir,
que la distancia entre cada dos puntos consecutivos, que se denota h, es siempre la misma.

El area de los distintos rectdngulos es (recordando drea = basexaltura):
Area(R;) = Longitud del segmento [z7, 23] X Altura del rectdngulo = (x5 — x1) X f(z1) = h f(21)
Area(R3) = Longitud del segmento [zq, 23] X Altura del rectangulo = (x3 — x2) x f(z2) = h f(x2)

etc.

Sumando todas se tiene:

Area(Rl) + -+ Area(Rs) = hf(ﬂjl) + hf(JCQ) + hf($3) + hf(x4) + hf(fﬁs)

= b (f(@) + f(z2) + Flas) + flwa) + f(w5))

y esta ultima expresion proporciona una aproximacion (es verdad que no muy buena, de momento) del valor de
la integral:

b
[ f@ydo b (5(o0) + Flo2) + Flaa) + Slaa) + S(as)
Observamos ahora que, puesto que hay 5 subintervalos de igual longitud, debe ser

b Longitud del intervalo [a,b] b—a
B 5 5

luego, la férmula anterior quedaria

b b—a
[ @ydom 222 (1) + flan) + flas) + flaa) + flas)

y
/
y=f(x)
f(x5)
f(x 4)
f(x3)
f(x2)
f(x,) R
1 s Rs R b 5
R . 2
h »
agx, X, X5 X, Xg b=><6 X

Figura 4.12: La altura del rectangulo de base [z1,x2] es f(x1), el
valor de f en z1; la del rectangulo de base [zq, 23] es f(x2); etc.

Si, en lugar de 5, tuviéramos 6 subintervalos, entonces tendriamos 7 puntos: ©1 = a, T2, T3, T4,T5, L6 y T7 = b
y la aproximacion se escribiria:

b —a
[ @ydom 202 (1) + Slan) + Slas) + Slaa) + flas) + fzo)

(obsérvese que el ultimo punto x7 no se utiliza en esta expresion). Si el ntumero de subintervalos utilizados fuera
muy grande, por ejemplo, 100 (es decir, 101 puntos), se podria escribir
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Es preferible y mas usual, sin embargo, utilizar la expresion siguiente

b b—a
[ S =TS s

El simbolo 3 (letra griega sigma maytscula) es muy utilizado en matematicas: se denomina “sumatorio” y sirve
para escribir de forma escueta una suma con un nimero muy grande o indeterminado de sumandos.

100
La expresion Z f(z;) se lee : suma de f(x;) desde i =1 hasta i = 100.

i=1
Ya podemos, pues, escribir de forma general la aproximacion de la integral para un niimero indeterminado de
subintervalos.

Formula de los rectangulos
Sea f una funcion continua en [a, b] y sean x1 = a, z2, 23, ..., Tp+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a,b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

b
/f@)dmb‘“

n

: f(xi)

n
1=1

En la deduccién de esta férmula se ha aproximado el area bajo la curva en cada subintervalo por el area del
rectangulo con la misma base y altura igual al valor de la funcion en el extremo inferior del subintervalo, como
en la Figura 4.13. Pero también se podria haber utilizado el valor de la funcién en el extremo superior, como se
ve en la Figura 4.14.

y y

y y
—
1 To X > xr1 To X >
Figura 4.13: Se toma como altura del rectan- Figura 4.14: Se toma como altura del rectan-
gulo el valor de f en el extremo inferior, . gulo el valor de f en el extremo superior, x5.

Asi se obtendria una variante de la Formula de los Rectangulos. Ambas férmulas dan resultados similares desde
el punto de vista del error que se comete en la aproximacion.

Foérmula de los rectangulos (variante)
Sea f una funcién continua en [a,b] y sean 1 = a, 2,3, ..., 2Ty+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

b—a n+1

> fl@)

=2

b _ n
/ f@)de 2223 flai) =
@ i=1

n
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Otra posibilidad, es tomar como altura del rectangulo el valor de la funcién en el punto medio del subintervalo,
como se muestra en la Figura 4.15

T z1tao T2 X
2

Figura 4.15: En la Formula del punto medio, se aproxima el area
bajo la curva por el area del rectangulo de altura igual al valor de
la funcion en el punto medio del subintervalo.

Foérmula del punto medio

Sea f una funcién continua en [a,b] y sean 1 = a, 2,3, ..., Tnt+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

n

b —_ . .
/a f(z)dx ~ bna Z f(x%‘i’;wrl)

i=1
Esta formula es de orden 1.
y y
L —
y=f(x) y=f(x)
as X, X, Xg X, X5 b=x8 X as X, X, Xq X, X5 b=X6 X

Figura 4.16: Féormula de los rectdngulos to- Figura 4.17: En la Férmula del punto medio
mando como altura el valor de f en el extre- elige como altura de los rectangulos en valor
mos superior de cada subintervalo. de la funcion los puntos medios de cada subin-

tervalo.

Orden de una féormula de integraciéon numeérica

Se dice que una féormula de integraciéon es de orden k cuando es exacta para polinomios de grado k, es decir,
que cuando el integrando es un polinomio de grado k, la féormula proporciona el valor exacto de la integral.
El orden de una féormula de integracion numeérica nos da una medida de su bondad.

La Férmula de los rectangulos es de orden 0.
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Ejemplo 4.10

1
Aproximar el valor de la integral definida / e=*" dzr utilizando la férmula de los rectangulos

—il
con 8 subintervalos.

Se construye una particion de [—1, 1] en 8 subintervalos, de forma que

y
1—(-1) 2 1
h=———""=-=-=0.25
8 8 4 N

y los puntos del soporte de la particién son:

r1=—1 =—1 xg=—1 4+ 5h=0.25

ro=—1+h =-0.75 r7=—14 6h=0.5 1 N

£U3:—1 =+ 2h:—05 l'g:_]. + 7h:075 asx, X, X5 X, K Xg X, X b=x9 X

r4=—14 3h=-0.25 r9=—1+ 8h=1

rs=—1+4h= 0

Segun la Formula de los Rectangulos anterior:

1 8
P 2
/emdﬂcmhge’”t
i=1

=1
Con ayuda de una calculadora, se tiene:

1
/ e dx ~0.25 (0.3679 + 0.5698 4+ 0.7788 + 0.9394 4+ 1 4 0.9394 + 0.7788 + 0.5698) =1.4860

-1

Hay que insistir en que el valor calculado es s6lo una aproximaciéon del valor de la integral definida.

Otra posibilidad es aproximar el area bajo la curva en cada subintervalo por el area del trapecio que se muestra
en la Figura 4.18.

y

y
y
L —
_— y=fx)__—]
] ]
f(@2)
f(21)
h
1 T2 X asgx, %, Xq %, Xg b=x, X
Figura 4.18: En el subintervalo [z1,x2], por Figura 4.19: En la Formula de los trapecios,
ejemplo, el area bajo la curva se aproxima por se aproxima el valor de la integral definida por
el 4rea del trapecio, que tiene una base de lon- la suma de las areas de los trapecios.
gitud f(z1), otra base de longitud f(z2), y al-
tura h = x5 — 271.
i . suma de las bases . 3 .
Recordando que el area de un trapecio es = 5 X altura, se tiene que el area del trapecio
de la Figura 4.18 es
f(@1) + f(z2)

h
2

y que la suma de las areas de todos los de la Figura 4.19, es decir la aproximacién de la integral, es
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' f@) + flw), | flw2) + f(ws)
/(lf(x)dva ! 5 2+ 2 5 3 h+.”+f
= g (f(xl) + f(x2) + f(x2) + flas) + -+ f(zs) + f(%))
b

- % (f(:m) +2f(22) + 2f (23) + 2f (24) + 2f (25) + f(mﬁ))

Obsérvese que, en esta suma, el valor de f en los extremos (1 = a y xg = b) aparece una sola vez, mientras
que el valor en los puntos internos (z9,x3, 24 y 5) aparece dos veces.

Generalizando esto al caso general, con un ntmero indeterminado de subintervalos, se tiene:

Formula de los trapecios
Sea f una funcién continua en [a, b] y sean x1 = a, 2,3, . ..,Tn+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

(f(a) +2 fz:) + f(b)>

=2

L b—a
IRCEEE

Esta férmula es de orden 1.

Ejemplo 4.11 1 ,
Aproximar el valor de la integral definida / sen(e” ) dz utilizando la férmula de los trapecios
0

con 5 subintervalos.

Se considera una particion de [0,1] en 5 subintervalos, de forma que

y
1
h=-=02
5
y los puntos del soporte de la particion son:
z1=0 22=0
29 =10.2 73 =0.04
I3 = 0.4 IE% =0.16 asx, X, Xy X, X b=xg X
r4=0.6 23=0.36
z5=0.8 r2=0.64
T = 1 x% =1

La Foérmula de los trapecios anterior:
! > h > )
/ sen(e” )dz =~ > [sen(eo) +2 Z sen(e”i) + Sen(el)]
© i=2

= 0.1 [sen(e”) + 2sen(e” %) + 2sen(e” %) + sen(e’*°) + 2sen(e”%*) + sen(e')]

Se tiene:
1
/ sen (") dz & 0.1 [0.8415 + 2(0.8628 -+ 0.9221 -+ 0.9906 -+ 0.9474) + 0.4108]

=il
- [0509%]

Hay que insistir en que el valor calculado es s6lo una aproximacion del valor de la integral definida.
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4.3 Interpolacién y ajuste de datos

En ciencias experimentales con frecuencia es necesario trabajar con conjuntos discretos de valores de alguna
magnitud que depende de otra variable. Pueden proceder de muestreos, de experimentos o incluso de calculos
numéricos previos.

Por ejemplo, se puede disponer de unos valores obtenidos experimentalmente sobre el nimero de individuos de
una determinada especie de peces en un lago, obtenidos en distintos momentos a lo largo de un ano.

En ocasiones, para utilizar estos valores en célculos posteriores es preciso «darles forma» de funcion, es decir:
es preciso disponer de una funciéon dada por una expresion matematica que «coinciday con dichos valores. Por
ejemplo, se puede querer saber el nimero de peces que habia en el lago en un momento intermedio para el que
no se dispone de datos.

Existen basicamente dos enfoques para conseguir esto:

Interpolaciéon es el proceso de determinar una funcién que tome
exactamente los valores dados para los valores adecuados de
la variable independiente, es decir que pase exactamente por
unos puntos dados. Por ejemplo, determinar un polinomio
de grado 4 que pase por 5 puntos dados, como en la figura
de la derecha.

Ajuste de datos es el proceso de determinar la funcién, de un
tipo determinado, que mejor se aproxime a los datos («mejor 1
se ajuste» ), es decir tal que la distancia a los puntos (medida
de alguna manera) sea lo menor posible. Esta funcion no
pasara necesariamente por los puntos dados. Por ejemplo,
determinar un polinomio de grado 1 que aproxime lo mejor = I

\

posible unos datos, como se muestra en la figura adjunta.

Cuando se trata de interpolar por un polinomio de un determinado grado, se habla de interpolacién polinémica.

Interpolacion lineal
Es sabido que por dos puntos dados del plano, (z1,41) y (22,¥2), con x1 # 22, pasa una sola linea recta. Sea
y=ax—+b

su ecuacion. Se trata de determinar los valores que deben tener a y b para que, efectivamente, esa recta pase
por esos puntos. Para ello se tiene que verificar:

y1 =ax1 +b
Yo = azrs + b

La solucion de este sistema lineal de dos ecuaciones con dos incoégnitas proporciona los valores adecuados de los
coeficientes a y b.

.'L"
z1,91)
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Interpolaciéon cuadratica

En general, por tres puntos dados del plano, (z1,y1), (x2,92) y (£3,¥3), pasa una tnica parabola (polinomio de
grado 2). Sea
y=azx?+br+c

su ecuacion. Para calcular los valores adecuados de los coeficientes hay que resolver el sistema lineal de ecuaciones

y1 = ar? +bxry +c 22 1 a i
Yo = ax3 + bra + ¢ que, en forma matricial es 72 oz 1 b | =1 vy
Y3 = ax% +bxsz +c¢ x% r3 1 c Y3

y su solucion (tnica) proporciona los coeficientes que determinan la funcién interpolante.

A

3,Y3)

(51?2~ ?/2)

Interpolaciéon polinémica global

En general, dados N puntos (zk,yx), k = 1,..., N, con xj todos distintos, existe un tnico polinomio de grado
N — 1 que pasa exactamente por estos puntos. Este polinomio se puede expresar de la forma

N-1 N

p(z) = 1z +exN P4 ey ey

y verifica que p(xg) = yx para k =1,..., N, es decir:

N-1 N-2
Y1 = + coxy +---+cecN_12y +CN
N-1 N-2
Y2 = (1% + coxy + -+ cCcN_12y +CN
N-1 N-2
Yn = caxy  Fcexry T+t eny-1xy ten
La resolucion de este sistema proporciona los valores de los coeficientes c1, co, ...y cn.

Este procedimiento se conoce como interpolacién global de Lagrange.

A

(zly, yn)
@3, y3) ,

Los valores de los coeficientes del polinomio se calculan habitualmente con ayuda de algtin programa informaético.
En el ejemplo siguiente se explica como hacerlo con MATLAB.

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813), fue un matematico, fisico y astrénomo italiano nacido en Turin, aunque vivi6 casi siempre
en Francia y Rusia.
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Ejemplo 4.12

La temperatura del aire cerca de la tierra depende de la concentracién K del acido carbénico
(H2CO3) en él. En la tabla de mas abajo se recoge, para diferentes latitudes L sobre la tierra
y para el valor de K = 0.67, la variaciéon Jx de la temperatura con respecto a una cierta
temperatura de referencia. Calcular el polinomio de interpolacion asociado a estos datos.

L |-11|-7| 5 | 8| 12
ox | -7 2 |1-314]-5

Aqui, la magnitud dx es la variable dependiente, y L es la variable independiente:
L+—=x O <— vy

Se desean calcular, con MATLAB, los coeficientes del polinomio de grado 4 (ya que hay 5 datos) que toma
dichos valores, es decir, encontrar un polinomio

p(=11) = =7
p(=7) =2
p(x) = c12* 4 cox® + c32? + cax +¢5  que verifique p(5) = -3
p(8) =4
p(12) = -5

Para ello, basta escribir las siguientes 6rdenes en MATLAB:

x=[-11,-7,5,8,12]

y=[-7,2,-3,4,-5]

c=polyfit(x,y,4)
Con esto se obtendré:

c = -0.0027 0.0048 0.3909 -0.2255 -10.5492
lo que significa que el polinomio interpolante es:

p(z) = —0.0027 z* + 0.0048 3 + 0.3909 22 — 0.2255 2 — 10.5492

La interpolaciéon polindmica global no tiene mucho interés practico (aunque si lo tiene teodrico), sobre todo
cuando aumenta el niimero de datos que se quieren interpolar. Las razones principales son dos:

= Es inestable, es decir, una pequena variaciéon en los datos puede producir una gran diferencia en los
polinomios de interpolacién. Esto es muy importante cuando los datos proceden de mediciones, ya que es
inevitable cometer errorres.

= Cuando aumenta el ntmero de puntos a interpolar hay que recurrir a polinomios de grado cada vez
mayor, y los polinomios de grados altos tienden a ser muy oscilantes, y normalmente no representan bien
los valores de una funcién sin grandes variaciones. Este fenoémeno se observa muy bien en el Ejemplo 4.13.

Mucho mas interés practico tiene la interpolacién a trozos, que se explica mas adelante.
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Ejemplo 4.13

Para interpolar los valores:
x=(0,2,3,5,6,8 9,11, 12, 14, 15),

y = (10, 20, 30, —10, 10, 10, 10.5, 15, 50, 60, 85)

es necesario un polinomio de grado 10 (ya que hay 11 datos). Los puntos y el polinomio estan representados
en la figura siguiente:

Se observa que el procedimiento de interpolacion global es, en general inestable, ya que los polinomios
tienden a hacerse oscilantes al aumentar su grado y eso puede producir grandes desviaciones sobre los datos.

Interpolacién lineal a trozos

Hablando en términos muy imprecisos, la interpolacién lineal a trozos consiste en unir con segmentos rectos los
bl
pares de puntos consecutivos que se quieren interpolar.

Consideramos N puntos (z,yx), K = 1,..., N, con los valores de zj todos diferentes y ordenados en orden
creciente o decreciente. Se llama interpolante lineal a trozos a la poligonal que sobre cada intervalo formado
por dos valores de x consecutivos [xg, zx+1], K =1,..., N — 1, esta definida por el segmento que une los puntos

(k,Yk) ¥ (Tk+1, Yk+1), como en la Figura 4.20.

100

Figura 4.20: Interpolante lineal a trozos.
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Ejemplo 4.14

Con los mismos datos del Ejercicio 4.13,
xz=(0,2,3,5,6,8,9, 11, 12, 14, 15),

y = (10, 20, 30, —10, 10, 10, 10.5, 15, 50, 60, 85)

la interpolacion lineal a trozos daria como resultado la funcion poligonal de la figura:

100
ji ,/"\/—o—&——///
ok

[ 2 4 6 [ 10 12 14 16

Comparese la diferencia de valores que se encontraria si se calculara el valor de la funcién y en = 1 con cada
uno de los interpolantes: con el interpolante polinémico del Ejercicio 4.13 se obtendria el valor y = —247.0336,
mientras que el interpolante lineal a trozos se obtendria y = 10.

Ajuste de datos

La técnica de interpolacién que hemos explicado antes requiere que la funcién que interpola los datos pase
exactamente por los mismos. En ocasiones esto no da resultados muy satisfactorios, por ejemplo si se trata de
muchos datos. También sucede con frecuencia que los datos vienen afectados de algun error, por ejemplo porque
provienen de mediciones. No tiene mucho sentido, pues, obligar a la funcién que se quiere construir a «pasar»
por unos puntos que ya de por si no son exactos.

Otro enfoque diferente es construir una funcién que no toma exactamente los valores dados, sino que «se les
parece» lo mas posible, por ejemplo minimizando el error, medido éste de alguna manera.

Cuando lo que se minimiza es la suma de las distancias de los puntos a la curva hablamos de ajuste por
minimos cuadrados. La descripcion detallada de este método se escapa de los objetivos de estas notas.

En el siguiente Ejemplo se muestra como calcular con MATLAB la recta y la parabola que mejor se ajustan a
unos datos.

(0.9, 0.9) (1.5, 1.5) (3, 2.5) (4, 5.1) (6, 4.5) (8, 4.9) (9.5, 6.3)
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Ejemplo 4.15

Se desea calcular la recta y la parabola que mejor se ajustan a los datos siguientes:

z |09 |15 | 3 4 6 8 | 9.5
y [ 0915 |25 |51 |45 |49 6.3

1. Calculo de la recta y = ax + b que mejor se ajusta a los siguientes datos. Dicha recta se llama recta de
regresion. En MATLAB, escribir las érdenes siguientes:

x=[0.9 , 1.5 ,3,4,6, 8, 9.5]
y=[ 0.9, 1.6, 25 ,5.1, 45, 4.9, 6.3]
c=polyfit(x,y,1)
Se obtendra
c = 0.5688 0.9982 =~ (0.57,1)

lo que significa que la recta buscada es y = 0.57x + 1

2. Si lo que se desea es calcular la parabola de regresion:

x=[0.9 , 1.5 , 3, 4,6, 8, 9.5]
y=[ 0.9, 1.5, 25 ,5.1, 45, 4.9, 6.3]
c=polyfit(x,y,2)
Se obtendra
c = -0.0617 1.2030 -0.0580 =~ (—0.06,1.2, —0.06)

lo que significa que la parabola buscada es y = —0.06 22 + 1.2z — 0.06
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Tema 5

Ecuaciones diferenciales

Version: 3 de noviembre de 2015

5.1 Introducciéon

Existen numerosos modelos mateméticos de diversa indole que se utilizan hoy en dia para el estudio de problemas
en Biologia y otras ciencias experimentales; sus objetivos principales son describir, explicar y predecir fenéme-
nos y procesos en dichas areas. La gran parte de tales modelos mateméticos se expresa mediante ecuaciones
diferenciales.

El objetivo de este tema es describir brevemente algunos de los conceptos basicos relacionados con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, mostrar técnicas elementales de su resolucién, asi como exponer ejemplos practicos de
aplicaciones.

Ecuacién diferencial
Es una ecuacion en que la incognita es una funciéon y que, ademas, involucra también las derivadas de la
funcién hasta un cierto orden.

La incégnita no es el valor de la funcién en uno o varios puntos, sino la funcién en si misma.

Cuando la incégnita es una funciéon de una sola variable se dice que la ecuacién es ordinaria, debido a que
la o las derivadas que aparecen son derivadas ordinarias (por contraposicion a las derivadas parciales de las
funciones de varias variables).

Por ejemplo,
y'(t) = —y(t) (5.1)

es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, ya que la méxima derivada que aparece en ella es la de
primer orden. Aqui, ¢ es la variable independiente e y = y(t), que es una funcion desconocida que depende de
t, es la incognita. Si no resulta confuso se suele escribir también esta ecuacion en la forma 3’ = —y, omitiendo
la mencién expresa a la dependencia de y respecto a la variable independiente t.

Naturalmente, la utilizacion de las letras t e y, aunque es la que se utiliza en estas notas, es arbitraria. Por
ejemplo, la ecuacion anterior se podria escribir también A’(x) = —A(x), siendo aqui x la variable independiente
y A la incognita.

Lo que interesa, con respecto a la ecuacion (5.1), es encontrar una o varias funciones y = (t) que verifiquen la
igualdad

¢'(t) = —p(t) para todo t perteneciente a un cierto intervalo I

Una tal funcién se dice que es una solucion de la ecuacién (5.1) en el intervalo I.
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Con caracter general, una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se escribe:

y' = f(ty) (5.2)

y se dice que y = p(t) es solucion en el intervalo I de esta ecuacion si se verifica

¢ 0 (= 20) = step). vier (5:3)

es decir, si cuando se sustituye en la ecuacion y por su expresion e y’ por la expresion de la derivada, lo que se
obtiene es una identidad, algo que es cierto para todo t € 1.

Ejemplo 5.1

t

La funcién y = e~ es solucion de la ecuacién y' = —y en todo R, ya que

y'(t)=—et=—yt), VteR.

Pero también es solucién cualquier funciéon de la forma y = Ce~! siendo C' una constante arbitraria, puesto

que
y'(t) = —Ce™ ' = —y(t), Vt €R.

Asi pues, la ecuacion del Ejemplo (5.1) tiene infinitas soluciones, lo que no es una particularidad de esta
ecuacion concreta. La ecuacion diferencial ordinaria (5.2) posee, en general, una «familiay de infinitas soluciones
dependientes de una constante arbitraria, a la que se llama soluciéon general de (5.2). Para cada valor de dicha
constante arbitraria se obtiene una solucién particular.

Se llama resolver una ecuaciéon diferencial a encontrar su solucion general. En realidad, esto sélo es posible
para unas cuantas (pocas) ecuaciones sencillas. Para la inmensa mayoria de las ecuaciones diferenciales es
necesario recurrir a métodos numeéricos y calcular soluciones aproximadas con ayuda de un ordenador.

Con frecuencia lo que interesa en las aplicaciones es encontrar una solucién particular que verifique alguna con-
dicién adicional. Por ejemplo, que toma un valor dado para un valor, también dado, de la variable independiente.
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Problema de valor inicial
{ y = f(t,y)
y(to) = o,

Este problema consiste en:

Encontrar, de entre todas las soluciones de la ecuacion diferencial y' = f(t,y), aquella que para
t = to toma el valor y = yg 0, lo que es lo mismo, aquella que “pasa” por el punto (¢g,yo)-

El nombre proviene del hecho de que, con frecuencia, la variable independiente, ¢, representa el tiempo, y el
valor tg es el instante en que comienza un experimento, observacién o simulacion.

En general, si se verifican ciertas condiciones razonables de regularidad de la funcién f, un problema de valor
inicial tiene solucién tnica.

Ejemplo 5.2
El problema de valor inicial, asociado a la ecuacion (5.1),

Lot »

tiene una tnica solucién, y = e~ !, que se puede encontrar imponiendo la condicién inicial, y(0) = 1, a las
funciones de la familia de soluciones, y = Ce™!, y deduciendo para qué valor de la constante arbitraria C se
cumple la condicién inicial. Es decir:

La solucién del problema de valor inicial es, pues,

y=e

Ejemplo 5.3
Comprobar que, sea cual sea el valor del parametro k € R, la funcién y = 20 — 3e~** es solucién
de la ecuacion y’' = k(20 — y).

Para comprobarlo se han de sustituir y e 3’ en la ecuacion y verificar que el resultado es una identidad en ¢,
es decir, que la igualdad es cierta para todos los valores posibles de t.
Se tiene:

y' = 3ke k! (5.5)
k(20 —y) = k(20 — (20 — 3e~*)) = ke~ :

luego, efectivamente, es solucion.

A continuacion se explica como se pueden resolver varios ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden sencillas.
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5.2 Resolucion de ecuaciones diferenciales de la forma y’ = a(t)

En muchas aplicaciones, la variable independiente ¢ representa el tiempo. Si la velocidad de variacion de una
magnitud depende so6lo del tiempo, la ecuacion diferencial que verifica es de la forma

y = alt), (5.6)

donde a = a(t) es una funciéon que depende solo de la variable independiente ¢, definida en un intervalo I.

Resolucion de y' = a(t)

d
d_gt/ = a(t), y de aqui

dy = a(t) dt.

d
1. Utilizando la notacion d_i’ se escribe y' =

2. A continuacion, se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacion, en el primer miembro
respecto de y y en el segundo miembro respecto de ¢.

/ = / alt) dt.

3. Denotemos por A(t) una primitiva (cualquiera, pero fija) de a(t). Se tiene entonces, recordando que todas
las demés primitivas de a(t) se pueden obtener a partir de ésta sumandole una constante,

y=At)+C

siendo C' € R una constante arbitraria, es la solucién general de la ecuacion.

y' = alt)

y(to) = yo

Ahora lo que se desea es averiguar cudl es la solucion de la ecuacion diferencial ¢y’ = a(t) que verifica y(to) = yo.
Para ello el procedimiento a seguir es:

Resolucion del problema de valor inicial {

1. Calcular la solucion general de la ecuacion ¢y’ = a(t) que, por lo visto antes, es y = A(t) + C siendo A(t)
una primitiva de a(t).

2. Para hallar cual, entre todas las soluciones, es la que verifica y(t9) = yo, hay que averiguar para qué
valor de C' se tiene
Yo = y(to) = A(to) +C <« C=yy— A(to)

3. Por lo tanto la solucién del problema de valor inicial es

y = A(t) + yo — Alto)
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Ejemplo 5.4
Calcular la solucion general de y' =3 + ¢
,_dy vt
yzaz?)—l—t(:) dy= [ (3+1t)dt

_ 1, \ C=1/
(:)y—?)t—i-zt +C \ i

La solucién general de la ecuacion es, pues,

1
y:3t+§t2+C

Ejemplo 5.5 ,
e .. =3k
Resolver el problema de valor inicial { y(0) = 0

1
Hay que hallar el valor de C' que hace que y = 3t + §t2 + C verifique

y(0) = 0:
y(0)=0=C & C=0

La solucién del problema de valor inicial es, por lo tanto

1
=3t + 2
Y + 5

/:tQ

Y
0)=1/2

Se calcula, en primer lugar, la solucién general de y' = t%: A
d 1
y’z—yth & /dyz/tht s y=-t3+C
dt 3 C=1
(012

Ejemplo 5.6
Resolver el problema de valor inicial:{ y

Por lo tanto, la solucién general es

>
1 cee
y:§t3+C’ / 1

Para obtener la solucion particular que verifica y(0) = 1/2, se impone
esta condicion y se despeja C':

1 1
=y(0)=-0*+C=0C & (J:5

1
2 3
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Ejemplo 5.7 y = 1
Resolver el problema de valor inicial: { ° 1+¢
)=1

y(0
1 1
=—— = d :/—dt
Y =1+¢ /y 1+t

& y=h|l+t|+C

La solucion general de la ecuacion es, pues,
y=h|l1+t|+C
Se impone ahora la condicién inicial:
1=90)=In(14+0)+C=C & C=1
Luego la soluciéon del problema es

y=In(1+t)+1 Vte (-1,+0)
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5.3

Ecuaciones diferenciales de variables separables y' = a(t) g(y)

Son ecuaciones de la forma

y' = a(t)g(y),

donde a(t) es una funcion, definida en un intervalo I, que depende solo de la variable independiente, ¢, y g(y)
es una funcion que depende so6lo de la variable dependiente, y.

Para resolverla se procede como sigue:

1.

2.

Resolucion de y' = a(t)g(y)

d d
Utilizando la notacion d_gt/’ se escribe y' = d—i{ =a(t) g(y)
A continuacion, se “separan” las variables, de forma que a un lado del signo esté solo lo que depende
de y y al otro lado esté solo lo que depende de t: si g(y) # 0 se puede poner (en caso contrario, véase el
punto 5):

“_»

Se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacién, en el primer miembro respecto de y y

en el segundo miembro respecto de t.
/ L dy = / a(t) dt
9(y)

1
G(y):/ @dy A(t)z/a(t)dt

1
dos primitivas de — y a(t) respectivamente. Entonces la solucion general viene dada por

g(t)

. Sean

G(y) = A@t)+C

De esta expresion, si se puede, se despeja y. Si no se puede, se deja como esta.

. Si hay algtin valor de y que anule la funcién g, por ejemplo, g(a) = 0, entonces la ecuacion y' = a(t)g(y)
)

— A(t)+C.

tiene la solucion constante y = «, que puede estar, o no, incluida en la solucion general G(y
Se debe comprobar esto.
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Ejemplo 5.8
Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial ' = yt

1 1
y =yt & /;dy:/tdt & ln\y|:§t2+0

Syl = PHC Z /2.0 oy = et /2 0 = /2 (0)

Comentario importante: Puesto que C' representa aqui un va-

lor cualquiera, también +e es un valor cualquiera. Por lo tanto,

y con el fin de no complicar indtilmente la notaciéon, seguiremos oot

usando la letra C para designar el valor arbitrario +e®. —J
\C

Queda entonces

2

y=Ceé 2

La solucién constante y =0 que la ecuacion, evidentemente,
tiene, estd incluida en esta tultima expresiéon para el valor de la
constante C' = 0.

W

La constante arbitraria en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales.

En la resolucién de ecuaciones diferenciales se aplica de forma sistemética el comentario del Ejercicio 5.8:
Debido a las operaciones que se realizan para expresar adecuadamente la solucién, con frecuencia la constante
aparece inmersa en alguna expresion.

Sin embargo, para no complicar sin necesidad la notacion, se sigue denotando por C' a dicha expresion.

Ejemplo 5.9
Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial ' = y? cost

1 1
y =1° cost < /—2dy:/costdt & —— =sent+C
Y Y

y
-1
< y= sent + C'
La ecuaciéon y' = y? cost tiene, ademas, la solucién constante )
y = 0, que no esté incluida en la familia de funciones anterior : no >
se obtiene de su expresion para ningin valor de la constante C. C=1.6

Resumiendo, las soluciones de la ecuacién son:

-1
= — d 3 :O
Yy sent—|—0 y ademas Yy
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Ejemplo 5.10
Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial ' = 2y

1
y =2y & /fdyz/th < lnjy|=2t+C
Y

Para despejar la incégnita, y, se toman exponenciales en ambos
miembros de la igualdad anterior, y se obtiene

y= :te2t+C —_ ith .eC _ 62t . (iec)

Aqui, como en el Ejemplo (5.8), si C' es una constante arbitraria,
+eC también lo es, y la seguimos llamando C' para no complicar
la notaciéon. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion es

y=Ce*, CcR arbitraria

La solucién constante y =0 esta incluida para el valor C = 0.

Ejemplo 5.11 . oyr—1
Hallar la solucién del problema vy = t
y(1) =1/2

2
oyl 1 1
= & ——dy= [ —dt
Yy ; /y2_1y /t

La integral del primer miembro se calcula escribiendo el integrando como una suma de fracciones simples:

1 1 1 1 1. (ly—1
/y2—1dy_2/<y—1_y+1) dy_2ln(‘y+1>_ln|t|+c

-1
< In <‘y+1‘> =2(In|t|+ C) =2In|t| +2C =Int?> + C
Y

Tomando exponenciales en ambos miembros:

=1 =1
‘y+1‘ =0 — elnt? 0 = 012 & 4y+1 =(£0)¢* =Ct
Y Y

& y—1=Cty+1)=Ct%y+Ct? & y—Ct?y=y(1-Ct>) =1+ Ct?

_14C# 14 2Ct? 14 2t
YTiter T Ti—oe T T o-e
La ecuacion tiene también las soluciones constantes y = 1 e
y = —1, la segunda incluida para C' = 0, la primera no. ,
Para hallar la soluciéon que verifica y(1) = 0.5 imponemos esta
condicion en la solucion general y despejamos C: y=1
1 2 1 2 P
—=yl)=14+—-— & ——=—— & (C=-3
g ¥ =1+53 2 C—1 PP
Asi pues, la solucion del problema es
y=—1
2t 2t
V=1t 3p 3+
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Ejemplo 5.12

Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial ¢ = 2 — 3y
Se comienza dividiendo en ambos miembros por 2 — 3y (se debe recordar que luego hay que comprobar si la
solucion constante y = 2/3 esta contenida en la solucion general) y se integra en ambos miembros por separado
(las integrales son inmediatas):

1 1
y=2-3y & /2_3ydy:/dt =3 —§1n|2—3y|:t+0 < Inj2-3y|l=-3t+C)=-3t+C

Tomando exponenciales en ambos miembros:

2—-3y= eHHC — 3t el = 0¥ & Yy = (2 — C’efSt)

W =

2
La solucién constante y = — esta contenida en esta familia de

funciones para el valor de C' = 0.

Ejemplo 5.13

Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial y' =y — 2y
El segundo miembro, que se puede factorizar en la forma y — 2y? = y(1 — 2y), se anula claramente para y = 0
y para y = 1/2 que son soluciones constantes de la ecuacion.
Para resolverla se pasa y(1 — 2y) al primer miembro dividiendo y se integra en ambos lados. La integral del
primer miembro se hace por descomposiciéon en suma de fracciones simples:

1 , 1 B 1 9 B
y(1—2y) 7 =l e /y(1—2y)dy_/dt < /<y+1—2y> dy_/dt

=40

< Injy|—In|l —2y|=1n

Y
1—2y
Tomando exponenciales en ambos miembros de la tltima igualdad se tiene

Y
1—2y

=Ce' & y=Ce'(l—-2y) =Ce —20e'y & y+2Ce'y =y(1 +2Ce") = Cet

y, finalmente, despejando aqui la incognita

Cet ,
Y=< 150
1+ 2Cet
que es mejor escribir dividiendo numerador y denominador por
Cet:
o 1 _ 1 @=~il
y= 1 T Cet +2 y=1/2
cet T2

C=40

La solucién constante y = 0 no esta incluida en esta expresion.
En cambio, si lo esta la solucion y = 1/2 (para C = 0). t
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5.4 Ecuaciones diferenciales lineales y’' = a(t)y + b(t)
Son las ecuaciones de la forma

y' = a(t)y +b(t) (5.7)
donde a = a(t) y b = b(t) son funciones que dependen de la variable independiente .

Cuando b(t) = 0 se dice que la ecuacion (5.7) es lineal homogénea:

Dada la ecuacion no homogénea (5.7), se denomina ecuacién homogénea asociada a la ecuaciéon que se
obtiene eliminando el término no homogéneo, es decir

y' = a(t)y. (5.8)

El método de resolucion de estas ecuaciones esté basado en la siguiente propiedad fundamental de sus soluciones:

Soluciéon general de una ecuacion lineal.
La solucion general de la ecuacion diferencial lineal (5.7) se puede escribir como la suma de la solucién general
de su ecuacion homogénea asociada, (5.8), y una solucion particular cualquiera de la ecuacién completa (5.7):

Y = yn(t) + yp(t),
donde

yr(t) es la solucion general de y' = a(t)y

yp(t) es una solucion particular cualquiera de y' = a(t) y + b(t)

En consecuencia, la resolucion de la ecuacion (5.7) se lleva a cabo en dos etapas:

1. Se calcula la solucion general de la ecuacion homogénea asociada (5.8).

2. Se calcula una solucion particular (cualquiera) de la ecuacion completa (5.7).

Se explica a continuacién, con mas detalle, cbmo se ponen en practica estas etapas.

1. La ecuaciéon homogénea asociada
Y =a(t)y

es una ecuaciéon de variables separables. Procediendo a separar las variables, e integrando en ambos
miembros, se tiene

1
/;dy:/a(t)dt — Inly=At)+C & y=+eOC = AW

donde A(t) es una primitiva de a(t). Asi, la solucion general de la ecuacion homogénea (5.8) es
yn(t) = CeA®
A(t)

Denotemos G(t) = e

2. La solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada siempre es de la forma
yn(t) = CG(t), con C € R arbitraria,

donde G(t) = ) y por tanto verifica G'(t) = A’(t) eA®) = a(t) eA") | puesto que A(t) es una primitiva
de a(t).
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El calculo de una solucién particular de la ecuacion (5.7) se puede llevar a cabo por el método de
Lagrange de variacion de la constante, que consiste en “buscar” dicha solucién sabiendo que es de la
forma:

yp(t) = K1) G(1). (5.9)

Para encontrar la funcion K (t) adecuada, se sustituye en la ecuacion (5.7), y asi se encontrara la condicion
que debe verificar K (t) para que y,(t) sea solucion, es decir, que verifique y, (t) = a(t) y,(t) + b(t):

V(1) = K')GE) + KGR () = K'()G(E) + K (Ha(t)G(#)
a(t)y,(t) +b(t) = a(t)K(£)G(¢) + b(t)

yp(t) =at)yp(t) +b(t) = K'(H)G({) =b(t) <<= K'(t)=0b()

luego, para que (5.9) sea soluciéon de (5.7), tiene que ser

Finalmente, segiin la propiedad antes explicada, la solucién general de la ecuacion lineal es

y(t) = yn(t) + yp(t) = C G(t) + G(t)/ b(t)% dt = </ b(t)% dt + C) G(t).

El resumen de este proceso es, pues, el siguiente

Calculo de la solucion general de la ecuaciéon diferencial lineal y’' = a(t)y + b(t).
1. Calcular yy, la solucion general de la ecuacion homogénea asociada y’' = a(t)y, que sera de la forma

yn(t) = C G(t)

2. Calcular

3. La solucién general es
y(t) = (K()+C) G(t), con C € R cualquiera.
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Ejemplo 5.14

Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial 3y’ = 2y + ¢
En primer lugar se calcula la solucién general de la ecuacién homogénea asociada, 3y’ = 2y, que es de variables
separables:

1 1
51/:2 & /Edy:2/dt < Injy|=2t+C & yzC’th

Asf pues, la solucién general de la ecuacion homogénea asociada es yp,(t) = C e*'. Ponemos ahora G(t) = e

y calculamos
1 1
Kit)= [ b(t)=—=dt= [ t—dt = [ te 2 dt
0= [srgre=[tgar= [

Esta ultima integral se hace por partes:

2% t ] 1 1 2 1 2¢ 1 2% 1 2 1 2 1
= 1 S —— _ [ — — [ —
/te dt ’ e ot v 26 ot 2te +2/€ dt 2t€ e 26 (t+2>

Con esto ya se tiene la solucion particular buscada: 7

1 1 o 1 1
- t+ =) e2t=_Z (¢t4+=
2¢ < * 2) c 2 '3
y, por tanto, también la solucién general: — =
§ : \
y(t) =yn(t) +yp(t) =Ce™ — 5 [t + 5

2t

=
—~
~~
~—
I
ha
~
~
Q
—~
~
~
I

DO =

Yy =2y+t
y(0) =1
La solucién general de la ecuacion iy’ = 2y + ¢ ya se ha calculado en el Ejemplo anterior y es

1 1
:C 2t — t -
y==e 2<+2>

Para hallar la solucién del problema de valor inicial, s6lo hay que imponer la condicion inicial y deducir para
qué valor de C' se cumple:

Ejemplo 5.15
Hallar la solucion del problema de valor inicial {

1 1 1 1 5
1=y(0)=Ce® — = S)=Cc-- =1+-=-
y(0) = Ce 2(0+2> C 1 s C +4 1
Luego la solucién buscada es: )
54 1 1
e — = t — 0.1)
Y=31° 73 ( + 2) i |
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Ejemplo 5.16 ,
Calcular la solucién general de 3y’ = ty + te!
Se calcula en primer lugar la solucion general de la ecuacion homogénea asociada:

1 1
v =ty & /fdy:/tdt & ln|y|:§t2+C & y=Ce/?
Yy

Asi pues, la solucion general de la homogénea es yy,(t) = C et’/2. Ponemos G(t) = et’/2,

Ahora, para hallar una solucion particular de la ecuaciéon completa, se calcula
1 e 1 2 —t2/2 t2/2 t2/2
K(t)/b(t)G(t)dt/te Wdt:/te et = | tet2dt=et/

En consecuencia, la soluciéon particular buscada es

yp(t) _ et2/26t2/2 _ et2

y la solucién general de la ecuacién completa es

y(t) = yh(t) + yp(t) _ C€t2/2 n et2

Ejemplo 5.17
Calcular la solucion general de  ty' —y =+t

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada y' = a(t)y + b(¢) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucién. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma estandar.

Para ello dividimos toda la ecuaciéon por ¢ y pasamos el término en y al segundo miembro:
/ / 1 / 1
w-y=t = y-—y=1 = y=-y+l
Ahora calculamos la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

/

1
y=3y & Injyl=njt|+C < yo=Ct= G(t) =t.
Solucién particular de la ecuacién completa:

K(t)z/b(t)%dt:/%dtzlnﬁ\:>yp(t):t1n|t|.

Solucién general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+tln|t|, con C € R arbitraria.
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Ejemplo 5.18

Calcular la solucién general de 3 + ycos(t) = e~ ()

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada 3y’ = a(t)y + b(t) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucién. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma estandar.

Para ello pasamos el término en y al segundo miembro:

— sen(t)

y' +ycos(t) =e = o = —ycos(t) + e %®

Ahora calculamos la solucion general de la ecuacion homogénea asociada:
, 1
Yy =—cos(t)y & [ —dy=— [ cos(t)dt & Inly| =—sen(t)+C &
Y

yn = Ce sen(t) = G(t) — e sen(t).
Solucién particular de la ecuacién completa:

1
K(t) = /b(t)@ di = /e— sen(t) psen(t) g1 / dt=t=vy,= e~ sen(t)

Solucién general de la ecuaciéon completa dada:

y=Ce 50l L temsn® — (C 4 t)e 5  con C € R arbitraria.

Ejemplo 5.19 1
/ —

Calcular la solucién general de 3y’ = ty +2t+1

Solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

1
y=1y & hly=h|+C & y=Ct=G()=t.

Solucién particular de la ecuacién completa:

K(t):/b(t)%t)dt:/ztz_ldt:/@—i-%) dt = 2t +1u ]

=y, =KOG(t) = (2t +1In|t|)t = 2t> + tIn|t].

Solucion general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+2t>+tln|t| con C € R arbitraria.
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5.5 Equilibrio y estabilidad

Ecuaciones diferenciales auténomas

En muchas ocasiones, un sistema (fisico, biologico,. .. ), se representa mediante una ecuacion de la forma:

y' = fy) (5.10)

donde f es una funciéon dada que s6lo depende de y, es decir, en la que no aparece explicitamente la
variable independiente t. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales auténomas.

Para entender lo que significa que una ecuacién sea auténoma, supongamos un modelo simple de crecimiento:
supongamos que el numero de bacterias en un cultivo viene dado por una solucion de la ecuacion:

/

y =2y (5.11)

siendo y una funciéon que depende de la variable independiente ¢ (que no aparece explicitamente), que representa
el tiempo medido en horas. La solucién general de esta ecuacion es

y(t)=Ce*, CeR (5.12)

y la constante C' se podréa determinar si se conoce el tamano de la poblaciéon de bacterias en algun instante ¢.

Supongamos que se realiza un experimento comenzando con una poblacién de 100 bacterias en el instante ¢ = 0.
Entonces la solucion que nos interesa es la que cumple la condicion inicial y(0) = 100. Para obtener su expresion,
sustituimos en la solucion general y hallamos el valor adecuado de la constante arbitraria C":

100 = 5(0) = Ce® & C =100, de donde la solucion es  y(t) = 1002

Esta solucion nos dice que, por ejemplo, 4 horas después de comenzar el experimento, el niimero de bacterias
presentes en el cultivo habra aumentado hasta

y(4) = 100 €® ~ 298100

Supongamos ahora que repetimos el mismo experimento, pero 10 horas después, de manera que ahora la con-
dicién inicial sera y(10) = 100. Sustituyendo en la solucién general encontraremos:

100

100 = y(10) = Ce*® & C = —5 ~0.20612 x 10~° = 0.00000020612,
€

de donde la solucién es
y(t) = 0.20612 x 107¢ ¢

El nimero de bacterias presentes en el cultivo 4 horas después de empezar este segundo experimento sera:
y(10 +4) = y(14) = 0.20612 x 107 21 = 0.20612 x 107% £?® ~ 298100

es decir, la misma cantidad que en el caso del primer experimento.

Esto significa que la evolucion del sistema que se estudia no depende del momento en que se realiza el experi-
mento. S6lo depende del nimero de bacterias inicialmente existentes.

Logicamente, si la forma de evolucionar de un sistema dependiera del tiempo en que se desarrolla, no se podria
modelar mediante una ecuacién diferencial auténoma. Seria necesaria una dependencia temporal explicita en la
ecuacion.
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Soluciones de equilibrio o puntos fijos

Solucién de equilibrio o punto fijo.
Se llaman soluciones de equilibrio o también puntos fijos de la ecuacion

a sus soluciones constantes.

Ejemplo 5.20

La ecuacion ¢y’ = ky tiene la solucion de equilibrio y = 0.

1
La ecuacién y = y — 2y tiene las soluciones de equilibrio y =0 e y = 3

El estudio de las soluciones de equilibrio de una ecuacion diferencial tiene interés porque son soluciones “de
referencia” para averiguar el comportamiento de las demas soluciones de la ecuacion diferencial.

La propiedad béasica de las soluciones de equilibrio es que si, inicialmente, el sistema esta en un estado de
equilibrio, permaneceré en dicho estado en todos los instantes posteriores (a menos que alguna fuerza externa
perturbe el sistema). Por ejemplo, si inicialmente y(0) = K y K es una solucion de equilibrio, entonces y(t) = K
para todo t.

Las soluciones de equilibrio de la ecuaciéon diferencial de y' = f(y) son las funciones constantes y = «, con
a € R tal que
fla)=0.

Ejemplo 5.21
Calcular los puntos fijos de la ecuacién ' = 2y — y3

Se tiene que f(y) = 2y — y> = y(2 — y?). Luego

fy)=0 & y2-y)=0 = {zz(i\/i

Luego los puntos fijos o soluciones de equilibrio son y =0, y = V2 e y = —/2.
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Estabilidad de soluciones de equilibrio

La estabilidad de las soluciones de equilibrio es de gran interés.

Solucién estable
Se dice que la soluciéon de equilibrio y = « de la ecuacion diferencial y' = f(y) es localmente estable si

las soluciones de la ecuaciéon que parten de condiciones iniciales ligeramente distintas del equilibrio tienden a
acercarse a la soluciéon de equilibrio.

En caso contrario se dice que la soluciéon de equilibrio es localmente inestable.

Este concepto se entiende claramente con los dos ejemplos de la Figura 5.1.

El término localmente se refiere al comportamiento cuando se producen pequenas perturbaciones, pero no
se presupone nada de lo que sucede cuando se producen grandes perturbaciones.

Figura 5.1: Ilustraciéon de los dos tipos de estabilidad mediante el ejemplo de una bola en
la cima de una colina y una bola en el fondo de un valle. Ambos son estados de equilibrio:
la bola esta en reposo. Sin embargo en el caso del valle su situacion es estable, ya que una
pequena perturbacion de su posicion seria momentanea y la bola volveria a su posicion
inicial. Mientras que en el caso de la colina, la situacion de la bola es inestable, ya que una
pequena perturbacién de su posicién haria que la bola rodase por la ladera de la colina, y
seria imposible volver a la cima.

Damos, sin justificacion, el siguiente criterio analitico para identificar cuédndo una solucion de equilibrio es
localmente estable o inestable.

Criterio de estabilidad
Se considera la ecuacion diferencial

y = f(y),

donde f es una funcién derivable. Supongamos que y = « es una solucién de equilibrio, es decir que f(a) = 0.
Entonces

» La solucién y = o es localmente estable si f/(a) <0

» La solucién y = o es localmente inestable si f'(«) > 0

En el caso en que f'(a) = 0 no se puede sacar ninguna conclusion.
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Ejemplo 5.22
Estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio de la ecuacién diferencial 3/ = 2y — .

Hemos visto en un ejemplo anterior que y = 0, y = v/2 e y = —v/2 son soluciones de equilibrio de esta ecuacion.
Para ver si son localmente estables o no aplicamos el criterio de estabilidad. Se tiene que

flly) =232
Luego
= f/(0)=2>0 = y =0 es una solucion de equilibrio localmente inestable.
s f'(V2)=2-3x2=—-4<0= y=1/2es localmente estable.
» f(—V2)=2-3x2=-4<0=y=—/2 es localmente estable.

En la Figura se puede comprobar el comportamiento de las demés soluciones de esta ecuaciéon diferencial con
respecto a las soluciones de equilibrio: vemos que las soluciones y = v/2 e y = —/2 (estables) “atraen” a otras
soluciones, mientras que la solucion y = 0 (inestable) “repele” a las otras soluciones.

N

y

y

o —
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5.6 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales, debido a que relacionan los valores de una funcion con los de su(s) derivada(s),
son una herramienta fundamental en el tratamiento matematico de cualquier fenémeno dindmico, es decir,
que involucre magnitudes que cambian con el tiempo (o con cualquier otra magnitud). Por ello, sus campos
de aplicacion son numerosos en fisica, quimica, biologia, economia, ... Se presentan a continuacion algunos
ejemplos.

Ejemplo 5.23

En 1990 se arrojaron a un lago 1000 ejemplares de cierta especie de peces, de la que
previamente no habia ninguno. En 1997 se estim6 que la cantidad de peces de esa especie que
habia en el lago en aquel momento era de 3000. Suponiendo que la velocidad de crecimiento de
la poblaciéon de peces es constante, calcular la cantidad de peces en los anos 2000 y 2010.

Que la velocidad de crecimiento de la poblacion sea constante significa que, si llamamos
p(t) = namero de peces en el instante ¢

se tiene que
p(t) =k (constante) (5.13)

El valor de esta constante, k, no lo conocemos, de momento, pero veremos cémo se puede deducir utilizando
adecuadamente el resto de la informacion de que disponemos.
La ecuacion (5.13) se puede resolver (dejando la constante k como un pardmetro) y se tiene

p(t) =kt +C, C € R arbitraria (5.14)

Ahora tenemos dos constantes “desconocidas™ k y C. Pero también tenemos dos informaciones que utilizar:
sabemos que

1. p(0) = 1000 (inicialmente habia 1000 peces)
2. p(7) = 3000 (7 anos después habia 3000 peces)
Sustituyendo estos valores en (5.14) se tiene:

1000 = p(0) = k- 0+ C = C < C = 1000
2000
3000=p(7):k-7+0:7k+1000@7k:2000<:>k:%

Con esto ya se tiene la expresion exacta de la funciéon que nos da el namero de peces que hay en el lago en

cualquier instante ¢:

2000
p(t) = ==t +1000

y, con ella, ya se puede calcular lo que nos piden:

2000 27000

p(10) = 10 +1000 = === ~ 3857

2000 47000
p(20) = == - 20 4 1000 = ——— ~ 6714

Asi pues, la solucion es

‘ En el ano 2000 habia 3857 peces. ‘

‘ En el ano 2010 habia 6714 peces. ‘
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Ejemplo 5.24
Si el nimero de bacterias contenidas en 1 litro de leche se duplica en 4 horas y suponiendo
que la tasa de multiplicacién es constante, calcular en cuanto tiempo se hara 25 veces mayor.

Sea y(t) el nimero de bacterias en el instante ¢.
Suponer que la tasa de multiplicaciéon de la poblacion de bacterias es constante consiste en suponer que

y'(t) =k k= constante (5.15)

El valor de la constante k, que de momento es desconocido, se puede deducir a partir de la informacion adicional
que tenemos.
Comenzamos por resolver la ecuacién diferencial (5.15):

y(t) = kt+ C, C € R arbitraria (5.16)
La informacion de que disponemos es

y(0) =yo nuamero inicial de bacterias
= 2yp el numero de bacterias se duplica en 4 horas

Sustituimos estos datos en (5.16)
Yo=y0)=k-0+C & C =y

zyozy(4):k-4+cz4k+y0<:>y0:4k<:>k:yf

En consecuencia la funciéon que nos da el nimero de bacterias en cualquier instante t es

y(®) = Lty =L+
siendo yo = numero inicial de bacterias.
Lo que se desea saber es en qué instante, ¢, el nimero de bacterias sera igual a 25 veces el ntimero que habia
inicialmente.
9510 = y(t) = yf(t+4)<:)100=t+4<:>t: 100 — 4 = 96

Asi pues, la solucién es .
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5.6.1 Dinamica de poblaciones: modelo de Malthus o exponencial

El comportamiento de una poblacién de seres vivos cuyo ntmero de individuos varia en el tiempo puede ser
matematicamente modelada mediante ecuaciones diferenciales y constituye, de hecho, uno de los principales
campos de aplicacién de las Matematicas a la Biologia.

Cuando una poblacién no esta sujeta a condicionantes externos (falta de alimentos, competencia por el espacio,
por los recursos, ...) su ritmo de crecimiento o decrecimiento es debido tnicamente al equilibrio entre su tasa
de natalidad y su tasa de mortandad: la velocidad de crecimiento de la poblacion (o de decrecimiento, si nacen
menos individuos de los que mueren) es proporcional al nimero de individuos que la componen.

Para expresar esto matematicamente, denotemos

N = N(t) namero de habitantes en el instante ¢.

Entonces, la velocidad de crecimiento de la poblacion, N’(t), verifica la siguiente ecuacion diferencial:

N'=rN, (5.17)

donde r es una constante, que caracteriza la tasa de crecimiento de la poblacién, y que usualmente se determina
experimentalmente.

Si r > 0 la poblaciéon aumentara de tamafio, por ser la velocidad de crecimiento positiva, mientras que si r < 0
la poblacién disminuira de tamano.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el nimero de individuos es N(0) = Ny, entonces N (t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

!
= >
{ N =rN t>0 (5.18)

N(0) = Np.

Esta ecuacion se resuelve facilmente, ya que es de variables sepa-

rables (ver la Seccion 5.3): 18
1
In|N|=rt+C
N=Ce"t

e, imponiendo la condicion inicial N(0) = Ny, se obtiene

0 5 10 15 20

N = No (:’Tt 5 . .
Figura 5.2: Representacion gréafica de la
cuya grafica, para algunos valores de 7, se representa en la Figu- funcion N = 5e™, solucion de (5.18)
ra H.2. con Ny = 5, para varios valores de 7.

Obsérvese que cuanto mas grande sea r, mas rapido es el crecimiento de la poblaciéon, y que cuando r < 0 la
poblacion decrece. Para r = 0 el tamano de la poblacién permanece constante.

Este modelo de crecimiento de poblaciones recibe su nombre de Thomas Malthus (1766-1843), un clérigo y
economista britanico considerado el padre de la demografia. Basandose en este modelo, él dedujo que el creci-
miento (exponencial) del ntimero de seres humanos sobre la Tierra conduciria a épocas de grandes hambrunas,
va que la cantidad disponible de alimentos no aumentaria en la misma proporcién que la poblaciéon humana.

Este modelo de crecimiento de poblaciones es, como resulta obvio, excesivamente simple para reflejar situaciones
tan complejas como la de la poblaciéon humana sobre la tierra. Sin embargo, resulta ttil para modelizar mate-
maticamente algunos experimentos controlados en laboratorio con determinadas especies de microorganismos,
en sus etapas iniciales de desarrollo. Por ejemplo, si se inicia el cultivo de una pequena colonia de bacterias
sobre un sustrato rico en nutrientes, entonces las bacterias pueden crecer y reproducirse sin restricciones, al
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menos durante un cierto periodo de tiempo. (Un modelo més elaborado de dindmica de poblaciones, en el que
se imponen restricciones al crecimiento de la poblacién, teniendo en cuenta otros aspectos vitales, se expone en
la Seccién 5.6.6).

Ejemplo 5.25

(Cultivo de bacterias en laboratorio) Se sabe que la tasa de crecimiento de una determinada
poblaciéon de bacterias es directamente proporcional al ntimero de bacterias existentes. Se
realiza un cultivo en laboratorio, introduciendo 2.5 millones de bacterias en un recipiente. Se ob-
serva que la poblacion se duplica cada 3 horas. Calcular la poblaciéon existente al cabo de 11 horas.

Denotemos por P(t) al ntimero de bacterias (en millones) que forman la poblacion en el instante de tiempo ¢.
Se comienza a medir el tiempo (¢ = 0) en el instante en que se inicia el cultivo en el laboratorio.

Segtin se indica en el enunciado, la tasa de crecimiento de la poblacion (velocidad a la que crece), P’(t), es
directamente proporcional al ntimero de bacterias de la poblacion, es decir a P(t), lo que significa que es de la
forma kP(t) para alguna constante k que, de momento, no conocemos.

Esto significa que la poblacion considerada sigue la ley (de Malthus):

P’ = kP ecuacion diferencial cuyas soluciones son ~ P(t) = C e

Para determinar las dos constantes C' y k hay que utilizar las dos informaciones dadas:

P(0) = 2.5 (millones de bacterias)
P(3) =2 x 2.5 =5 (millones de bacterias)

De la primera de ellas se tiene
25=P(0)=C & P(t)=25¢e"
y de la segunda
In(2)

~ 0.231.
3

5=P(3)=25e* & 63’“:%:2 e k=
Luego, finalmente, la ley seguida por la poblacion de bacterias es
P(t) = 2.5¢e%2311,

El conocimiento de esta funcién nos permite conocer el numero de bacterias que habra en el cultivo en
cualquier instante (siempre y cuando, naturalmente, el modelo siga siendo valido). Por ejemplo, para saber
cuéntas bacterias habra 11 horas después de iniciar el experimento, bastara calcular

P(11) = 2.50-231%x1 ~ 31.75.

Al cabo de 11 horas habra aproximadamente 31.75 millones de bacterias
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Ejemplo 5.26

(Poblacion mundial). La poblacion mundial en el ano 1985 era de aproximadamente 4830
millones de personas y, en aquel momento, crecia a un ritmo de un 1.73 % por ano. Suponiendo
que el crecimiento de la poblacion se rigiera por el modelo exponencial, calcular el valor
estimado de la poblacién mundial en el ano 2010.

La ley de Malthus (o de crecimiento exponencial) dice que el ntimero de individuos de la poblacion en el
instante ¢, P(t), verifica la ecuaciéon diferencial:

P'(t) = kP(t), cuya solucion general es P(t) = C'eM

En esta expresion hay dos constantes que no se conocen (de momento): k y C. Para determinar su valor
utilizaremos el resto de la informacion:

1. P(1985) = 4830 millones.

2. La poblacion crece un 1.73 % cada ano, de donde, por ejemplo, en el ano 1986, la poblacion se habria
incrementado en un 1.73 % de 4830 millones, es decir

1.73 1.73 .
P(1986) = 4830 + 100 4830 = (1 4F W) 4830 = 4913 millones.

De ambos datos se tiene:

4830 = P(1985) = C 1985k } 4830 _ Cel9k 190k ook

_ _ _ —1986k _ _—k
4913 = P(1986) = C ¢!986k =7 1913~ Cel9%6k _ o198k € =

€ ’

e

y de aqui

4913 4913

Ahora, una vez conocido el valor de k, se tiene:

In (4830) =—k & k=—1In (48&) ~ 0.0170

4830

= 3750 ~ 10683 x 107

4830 = P(1985) — Ce0.0l70><1985 _ 0633.7450 o O

Asi, gracias a la informacién proporcionada se tienen ya los valores de las constantes C' y k y por tanto la
expresion de P(t):
P(t) = 1.0683 x 10711 £0-0170¢

Utilizando esta expresion se deduciria que el ntiimero de seres humanos en la tierra en el ano 2010 seria:
P(2010) = 1.0683 x 10711 £0:0170x2010 7388 millones de personas

(la poblacion real en el afio 2010 era de 6972 millones de personas).

Observacion: este ejercicio también se puede hacer (y, de hecho, los calculos son mas faciles) situando el
origen, t = 0, de la variable independiente en el ano 1985, de modo que el ano 1986 corresponderia at =1y
el afio 2010 corresponderia a ¢ = 25. Entonces tendriamos la informacion P(0) = 4830 y P(1) = 4913 y lo que
se desea es calcular P(25).
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5.6.2 Ley de enfriamiento de Newton

En determinadas condiciones, la velocidad a la que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del ambiente que lo rodea y su propia temperatura. Si se denota por T'(t)
la temperatura del objeto en el instante ¢, la ley anterior se expresa matematicamente mediante la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria:

T'(t) = k(M = T(1)),

donde M es la temperatura del medio (que se supone constante)
y k es la constante de proporcionalidad, propia del objeto.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la temperatura toma el valor Ty,
entonces la temperatura del objeto en cualquier instante posterior
T(t), viene dada por la solucion del problema de valor inicial:

{ T’ = kM =T), (5.20)

T0)=Tp.

Esta ecuacion es de variables separables y su solucién general es
T(t)= M + Ce ™, C €R arbitraria.
La solucion particular que verifica T'(0) = Ty es

T(t) =M + (To — M)e ™.

(5.19)

50+ TO:55
40t
30 T =30
20+

T0=15
101

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250

Figura 5.3: Representacion grafica de
la solucion de (5.20), para M = 25,
k = 0.02 y varios valores del dato inicial
To.

En la Figura 5.3 estén representadas las soluciones del problema (5.20) para diversos valores del dato inicial Tp.
Obsérvese que, como es obvio intuitivamente, la temperatura del objeto varia mas rapidamente cuanto mayor
es la diferencia entre la temperatura inicial del objeto y la temperatura del medio.

Por otro lado, sea cual sea su temperatura inicial, la temperatura del objeto tiende, cuando pasa el tiempo, a
igualarse con la temperatura del medio: todas las soluciones tienen una asintota horizontal en T = M.
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Ejemplo 5.27

(Ley de enfriamiento de Newton) Un recipiente con agua hirviendo (100°C) se retira del
fuego en el instante t = 0 y se deja enfriar en una habitacion grande que se encuentra a una
temperatura constante de 20°C. Sabiendo que pasados 5 minutos la temperatura del agua se ha
enfriado hasta 80°C:
a) Determinar la constante de proporcionalidad k.
b) Determinar el tiempo que tardara el agua del recipiente en descender hasta una temperatura
de 30°C.

a) Sea y = y(¢) la temperatura del agua (en grados Celsius) en el instante de tiempo ¢ (medido en minutos).
Segtn la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura del objeto sigue la ley

y' = k(20 —y),

donde k es una constante propia del objeto.
Comenzamos observando que esta ecuacion tiene la solucion trivial y = 20 (constante).
La ecuacién es de variables separables y se integra facilmente:

1
/QO_ydy:k/dt & —In[20—y|=kt+C < y=20—Ce .

La solucion trivial y = 0 esté contenida en esta familia para el valor de C' = 0.
En la expresion de y hay 2 constantes que determinar: k y C. Para determinarlas disponemos de 2 datos:

y(0) =100 e y(5) =80
(1) De 100 = y(0) = 20 — C se tiene que C' = —80
(2) De 80 = y(5) = 20 + 80 e~°* se tiene

9 1
8080 0:%:?—1:(5’“ = —5k:ln<%) = k:—gln(%> & [k~ 00575

En consecuencia, la funcién que da la temperatura del agua es:

y(t) = 20 + 80071 |

b) Se trata ahora de averiguar para qué valor de ¢ alcanza y(t) (descendiendo) el valor 30°C. Es decir, para
qué valor de t se tiene
30 = 20 + 80 e~ 0™

Operando en esta ecuacion se tiene

30—20 10 1
80 80 8

1 -1 1
—0.0575¢t
= —0. =1 (-) =——| (—)% .1642
e < —0.0575¢ n 3 St 00575 n 3 36.16

Es decir, | aproximadamente 36 minutos |.
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Ejemplo 5.28

Un cadaver es encontrado en una nave industrial que estd a una temperatura constante de
20°C. En el momento de ser encontrado, la temperatura del cadaver es de 35°C. Al cabo de
una hora su temperatura ha descendido a 34°C. Suponiendo que en el momento de la muerte
la temperatura del cuerpo era de 37°C, y que se cumple la Ley de Enfriamiento de Newton,
calcular a qué hora se produjo la muerte.

Denotamos por T' = T'(t) la temperatura del cadaver en el instante ¢, comenzando a contar el tiempo en el
momento del crimen. Puesto que sigue la ley de Newton y en el momento inicial (¢ = 0) era de 37°C, la funcion
T(t) es la solucion del siguiente problema de valor inicial:
(P) T =k(M—-T)=Fk(20—-T)
T(0) =37

La solucién general de la anterior ecuacion es (véase el Ejemplo 5.27) T(t) = 20 — C e~ *. La solucién trivial
T = 20 esté incluida para C' = 0.

Lo que queremos saber es el tiempo pasado desde el momento de la muerte hasta que se encontré el cadaver.
Si situamos el momento de la muerte en el instante ¢ = 0, y denotamos por ¢ al instante (desconocido de
momento) en que se encontrd el cadaver, la informacion que tenemos es la siguiente:

T(0) =37
T(t) =35
T(E+1)=34

Con estos 3 datos debemos ser capaces de encontrar los valores de k, de C'y de t.

37=T(0)=20-C & C=20-37 =

. 7 i 35—-20 15
_ _ —kt —kt _ _
35=T(t) =20+ 17e¢ S er=s—Fm— =1

Lk _34-20 14

- - : 1
34=TE+1)=20+17e D =20 4 17e " 7% =20 + 17 1—i eh=20+15¢" o e

50 15

De la ultima igualdad se tiene que

14 14
—k=In(— =—In|{— ) =0.
k n<15> = |k n(15) 0.0690
. . — ki 15 . % .
Una vez conocido el valor de k, de la igualdad e =1 se puede despejar ¢t tomando logaritmos en
ambos miembros:
;15 - 15 . 1 15 -
e M = 7 & —kt=1In (ﬁ) & == T In (1—7> < t =~ 1.8141 horas %‘ 1 hora 49 minutos

Asi pues, el cadaver fué encontrado 1 hora y 49 minutos después de su muerte.

5.6.3 Dinamica de crecimiento de un individuo: modelo de Bertalanfty.

En los afios 50 del siglo XX, el bi6logo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972) desarroll6 un modelo matemético
para la talla de un individuo en funcion de su edad, que se utiliza con frecuencia para predecir el tamano de los
peces.

Sea L(t) la longitud del individuo en la edad ¢ y sea A la talla maxima de la especie, es decir la talla maxima
alcanzable por un pez adulto.

La ley de crecimiento de este modelo dice que la velocidad de crecimiento es proporcional a la diferencia entre
la longitud actual y la longitud maxima:
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Figura 5.4: Modelo de Bertalanfty.

L'(t) = k(A - L(t)),
siendo k£ > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la longitud del individuo es 0 < Ly < A, entonces la funcién L(t), talla en el
instante t, sera solucion del siguiente problema de valor inicial:

{ L' =k(A—L) (5.21)

L(0)=Lg.
Como la diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima alcanzable disminuye con el tiempo, la velocidad
de crecimiento disminuye también con el tiempo, lo que implica que los ejemplares de menor edad crecen a mayor

velocidad que los de mayor edad. En este modelo, la velocidad de crecimiento es siempre positiva. Esto significa
que los peces crecen durante toda su vida, que es lo que ocurre en la realidad.

La ecuacion diferencial de (5.21) se puede integrar facilmente, ya que es de variables separables:

dL
7A7L:/kdt — —W[A-L|=kt+C <+ A-L=Ce ™.

Por tanto, la solucién general de la ecuaciéon es

L=A+Ce* (C eR, arbitraria.
Imponiendo la condicion inicial, L(0) = Lg, se tiene

Li=L0)=A+Ce’=A+C <+ C=Ly— A4,

luego la solucion del problema (5.21) es

L(t) = A+ (Lo — A)e ",
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En la Figura 5.5 esté representada la solucién del
problema (5.21) para A = 50, k = 0.5 y Lo = 0. e R
Obsérvese que la recta horizontal L = A es una

. . . . 40(
asintota horizontal de la solucién, es decir,

lim L(t) = A, !
t——+oo

20r

lo que expresa matematicamente el hecho de que

la talla de los peces tiende, cuando pasa el tiem- 10

po, a aproximarse al valor A, pero sin nunca al- —g
canzatlo. o 5 4 & & 10w

Por ello se puede decir que A es la longitud

asintética de la especie. Figura 5.5: Representacion gréfica de la solucién

de (5.21), para A =50, k=0.5y Ly =0.

Ejemplo 5.29
(Modelo de Bertalanffy) Sea L(t) la longitud (en centimetros) de un pez en el tiempo ¢, medido
en meses. Se supone que el pez crece de acuerdo con la siguiente ley (de von Bertalanffy):

L' =k(34—L)
{ L(0) = 2.

1) Sabiendo que a la edad de 4 meses, el pez mide 10 centimetros, determinar la constante de
crecimiento k.

2) Calcular la longitud del pez a los 10 meses.

3) Calcular tliglo L(t) y dar una interpretacion del resultado en el marco de la dinamica del

crecimiento del pez.

La solucion del problema de valor inicial se calcula facilmente por ser la ecuacion de variables separables:

1
I'=kB34-1) & /34_LdL:k/dt & —In|34—L|=kt+C

de donde se tiene L = 34 — Ce™** e, imponiendo la condicién inicial L(0) = 2, se encuentra el valor de la
constante C' = 32.
Luego la longitud del pez viene dada por

L(t) = 34 — 32 .

Para determinar el valor de k es necesario utilizar mas informacion: L(4) = 10. Entonces,

24 3 1 3
— — = —4k —4k = — = - & = — — — | = U. .
10=L(4)=34—32e % & ¢ 5= & k=-7h <4> 0.0719

Una vez conocido el valor de k se puede calcular la longitud del
pez en cualquier instante ¢ > 0:

L(10) = 34 — 32¢71%% ~ 18.4 cm.

Por ultimo, es obvio que

34
lim L(t)= lim 34 —32¢ % =34-32 lim e " =34,
t—+o00 t—-+o00 t—-+o00
lo cual significa que la curva que representa la longitud del pez
tiene una asintota horizontal en L = 34. El pez sigue creciendo,
pero cada vez a menor velocidad, y su longitud tiende a acercarse 2
al valor 34, aunque sin nunca llegar a alcanzarlo.
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5.6.4 Problemas de mezclas

En esta seccién se estudian ciertas ecuaciones diferenciales que aparecen en problemas en los que se mezclan
dos fluidos.

Maés concretamente, se considera un recipiente que contiene una cantidad de V litros de cierto fluido, en el que
se encuentra disuelta una cantidad, xg, de cierta sustancia. En el recipiente entra constantemente fluido con
una concentracion de ¢, gramos por litro y a una velocidad de v, litros por minuto. Se supone que los fluidos
en el recipiente se mezclan de forma instantanea y que la mezcla sale del recipiente a una velocidad de v, litros
por minuto.

Lo que se desea es determinar una funciéon que indique la cantidad de sustancia que hay en el interior del
recipiente en cada instante, t.

Llamemos v(t) a la cantidad de fluido (litros) presente en el recipiente en el instante ¢, y x(t) a la cantidad de
sustancia disuelta (gramos) en el instante ¢, de forma que la concentracion de sustancia disuelta en el instante
t es x(t)/v(t) gramos por litro.

La variaciéon de la magnitud z(¢) por unidad de tiempo es 2'(t) y viene dada por la diferencia entre la cantidad
de sustancia que entra (por unidad de tiempo) y la cantidad de sustancia que sale (por unidad de tiempo):

/ Variacion de z(t) Cantidad de sustancia que Cantidad de sustancia que
x'(t) = . . = . . - . .
por unidad de tiempo entra por unidad de tiempo sale por unidad de tiempo

Puesto que entran v, litros por minuto, que contienen una concentracion c. gramos de sustancia por litro, se
tiene que entran c. - v, gramos por minuto de sustancia.

La concentracion de sustancia en el fluido que sale es la del fluido en el interior del recipiente, es decir z(t)/v(t)
gramos por litro. Puesto que salen v litros por minuto, se tiene que salen x(t)vs/v(t) gramos por minuto de la
sustancia disuelta.

Asi pues, la variacion de la concentracion, z’(t), verifica:
2 () = co e — ——=

La expresion de v(t), cantidad de fluido en el recipiente en el instante ¢, debera ser determinada en cada caso,
yva que depende de la cantidad inicial y de las velocidades de entrada y salida del fluido en el recipiente. Si, por
ejemplo, la velocidad de entrada de fluido es igual a la velocidad de salida, entonces el volumen en el interior
del recipiente permanecera constante.
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Ejemplo 5.30

(Problema de mezclas) Un deposito contiene 100 litros de una disolucién salina cuya concen-
tracion es de 2.5 gramos de sal por litro. Una disolucién conteniendo 2 gramos de sal por litro
entra en el depésito a razén de 5 litros por minuto y la mezcla (que se supone uniforme de
forma instantanea) sale del depésito a la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal que
hay en cada instante en el depoésito.

Puesto que la velocidad a la que entra el liquido en el dep6sito es la misma a la que sale, en el depoésito siempre
hay la misma cantidad de liquido: 100 litros.

Sea z(t) la cantidad de sal en el deposito en el instante t.

La variacién por unidad de tiempo de la cantidad de sal en el depésito es:

2'(t) = cantidad que entra por unidad de tiempo — cantidad que sale por unidad de tiempo

En el depésito entran 51. por minuto de una disolucién con 2gr. por litro, luego entran 10gr. de sal por minuto.
Puesto que la cantidad de sal en el deposito es z(t) y la cantidad de liquido que hay es 1001., la concentracion
de la disolucion en el deposito es de z(t)/100 gramos por litro. Esta disolucion sale a una velocidad de 5 litros
por minuto, por lo tanto la sal sale a una velocidad de 5z(¢)/100 gramos por minuto.

Asi pues, se tiene:

%
=10 - —
0= 100
Esta ecuacién es de variables separables:
o =10 5T _1000—5z 1 g L
- 100 100 1000 — 5z~ 100
1
—dt —-1 1000 — B
<~ /1000—59[; /100 < n|1000 —bzf = 755 ¢ +C
5
& In|1000 — 5z| = ——t+C———t+C——OO5t+C & 1000 — 5z = C ¢ 05

100 20

1000 — C ¢~ 0-05¢

. =200 — Ce™ 0%

& 52=1000-Ce "% & 7=
Asi pues, la solucion general de la ecuacion diferencial es
z =200 — Ce 0%

Puesto que, inicialmente, la concentracién de sal en el depésito era de 2.5 gramos por litro, la cantidad de sal
inicial era de

x(0) = 2.5 x 100 = 250

Sustituyendo esta condicion inicial en la expresion de la solucion general se tiene
250 = 2(0) =200 — C <& C = —50

Luego la funciéon que nos da la cantidad de sal en cualquier instante ¢ es:

[ 2(t) = 200 + 50005
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Ejemplo 5.31

(Problema de mezclas) La corriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de un
6rgano a razén de 3 cm?®/sg y sale de él a la misma velocidad. El érgano tiene un volumen de
125 cm?®. Si la concentracién del medicamento en la sangre que entra en el 6rgano es de 0.2
gr/cm?, se pide:
1) ;Cual es la concentracion del medicamento en el 6rgano en cada instante si inicialmente no
habia vestigio alguno del medicamento?
2) ;Cuando la concentracién del medicamento en el érgano sera de 0.1 gr/cm??

La cantidad de medicamento que entra en el 6rgano por segundo es:
0.2 x 3 = 0.6 gramos

Si denotamos por z(t) la cantidad de medicamento presente en el 6rgano en el instante ¢ se tendra, puesto que
la sangre abandona el érgano a la misma velocidad a la que entra (3 cm?/sg), que la cantidad de medicamento
que abandona el 6rgano por segundo sera de

x(t) 3
E—mﬂ)

En consecuencia, puesto que la variacion por unidad de tiempo (i.e., por segundo) de la cantidad de medica-
mento viene dada por:

2’(t) = cantidad que entra por segundo — cantidad que sale por segundo

se tiene 3 Ty
I _ 2 — o
7 =06 orw =

Esta ecuacion es de variables separables:

i - - ! _ ! __ _ —3t/125
/75_3xdx— 195 dt & 31n\75 3z| = 125+C & In|75—3x| = 125+C o 75—3x=Ce

Despejando aqui « se obtiene la solucion general de la ecuacion:
z=25—Ce 3/1%5

Puesto que, inicialmente, no habia ninguna cantidad de medicamento en el érgano, la condicién inicial para
z(t) es z(0) = 0, lo que conduce, sustituyendo, a:

0=2(00=25—-C & C=25
En consecuencia la funcion que nos da la cantidad de medicamento en el érgano en cada instante es
z(t) = 25(1 — e~3t/125)
La concentracién es la cantidad de medicamento dividido por el volumen del 6rgano, es decir

_25 o aiesy Lo a5
x(t)/125—125(1 e )—5(1 e )

Por lo tanto, la contestaciéon a la primera pregunta es que

6—375/125)

1
La concentracién en el instante ¢ es 5(1 =

Para contestar a la segunda pregunta hay que calcular para qué valor de ¢ se verifica

0.1 =

|
—
5
e
o

(1—e3/1) & 05-1=—-05=— 31 & 315 _(5 & — 137t5 a

1
)

12
& [t= —TE) In 0.5 ~ 28.88 segundos
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5.6.5 Dinamica de epidemias

Ejemplo 5.32

(Dinamica de epidemias) Un modelo simple de propagacion de epidemias se obtiene cuando
se supone que la rapidez de contagio entre la poblacién es directamente proporcional al nimero
de individuos contagiados multiplicado por el nimero de individuos no contagiados. Hallar la
soluciéon general de esta ecuacion.

Denotamos por I(t) el ntimero de infectados por la epidemia en el instante ¢ y por P (constante) el nimero
total de habitantes de la poblacion, de forma que P — I(t) es el ntimero de individuos no infectados. El modelo
establece que la velocidad de contagio I’(t) es proporcional al namero de infectados I(¢t) multiplicado por el
de no infectados P — I(t). En consecuencia se tiene

I'=kI(P-1) (5.22)

donde k es la constante de proporcionalidad.

Esta ecuacion es de variables separables y tiene las soluciones triviales I = 0 e I = P. Para calcular las demés:

1 dI 1
I'=kI(P-1 —— — =k ———dl =k | dt=kt
P-I e tp-pa @/I(P—I) / O
Para calcular la integral del primer miembro, que es racional, hay que escribir el integrando como una suma
de fracciones simples:
1 A B { A=1/P

IP=1) 1 P=1I B=1/P

En consecuencia, se tiene:

1 _[(yP  1/P 1 1 I

& In — P(kt + C) = kPt + PC = kPt + C

pP-1

I
kPt+C kPt C kPt
& —— =¢ =e"te” =Ce
P—-T

Operamos a continuacion para despejar I en esta igualdad:
I=CeP'(P—1)=CPerFt — CekPt [

CPeth
1 o Cekpt

Con esto ya tenemos la expresion de la solucion general de la ecuacion (5.22), que es mejor escribir dividiendo
numerador y denominador por CeFFt:

o I+CFP ' T=T(14Ce*') =CPeMt = T=

I P
~ 14 CekPt
La solucion trivial I = P esta contenida en esta familia para C' = 0. Sin embargo la soluciéon I = 0 no lo esta:

para ningun valor que demos a la constante arbitraria C' obtendremos la funcién I = 0.
En consecuencia, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion es:

P

I:W, vVC € R yademéSI:O.
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Ejemplo 5.33

(Gripe aviar) En una granja de 40.000 aves hay un pollo contagiado con la gripe aviar. Si
suponemos que la rapidez de contagio es directamente proporcional al nimero de aves conta-
giadas multiplicado por el nimero de no contagiadas, siendo la constante de proporcionalidad
k=4 x107° (midiendo el tiempo en dias), determinar en cuanto tiempo un 75% de los pollos de
la granja quedarian infectados.

Denotando por I(t) el namero de pollos contagiados y por P el ntimero total de pollos de la granja (poblacion
total) se tiene la siguiente ecuacion diferencial

I'=kI(P-1)

donde k es la constante de proporcionalidad.

En este caso, P = 40000 y k = 4 x 1075 = 0.00004 (de donde kP = 16 x 10* x 107> = 1.6).

Nos dicen, ademas, que inicialmente hay un pollo infectado, es decir, que se tiene I(0) = 1. En consecuencia, el
problema que hay que resolver para obtener la expresion de la funcién que representa el niimero de individuos
infectados en cualquier instante ¢ es:

I'=kI(P-1)
{ 10) =1 (5.23)
La solucion general de esta ecuacion diferencial es (véase Ejemplo 5.32):
P )
I= W (y ademas [ = 0)
Buscamos ahora la solucién que verifica la condicion inicial, 1(0) = 1.
P 40000
1=1(0) = izc © C=P-1=39999 = |la solucién del problema (5.23) es I(t) = 139999 o=16%

Buscamos ahora el valor del tiempo t* para el cual I(¢*) = 0.75 P = 30000. Para este t* se tendra

. 40000 4
& 1439999 160 = ——— — =
+ € 30000 3

40000
30000 = I(t*) = .
t) 1+ 39999 ¢~ 16t

& 16t Y 1L 6= L o L L
e — — — = — 1. = 1n =—zn
39999 \ 3 119997 119997 1.6 119997

de donde se deduce que

‘ El tiempo que tarda en estar contagiados el 75 % de los pollos es t* ~ 7.3 ‘
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Ejemplo 5.34

Se sabe que la velocidad de propagacion de una epidemia es proporcional al nimero de per-
sonas infectadas multiplicado por el namero de personas no infectadas. Si denotamos por I(t)
el nimero de personas infectadas en el tiempo ¢, medido en dias, y por P la poblaciéon total, la
dindmica de la infeccion viene dada por

I'=kI(P-1I),

donde k£ > 0 es el coeficiente de proporcionalidad. En una poblacién de 10000 habitantes se
detecta una enfermedad que afecta inicialmente a 50 personas. Al cabo de tres dias, se observa
que son 250 las personas afectadas. Averiguar el nimero de enfermos que habra pasados 12 dias.

La ecuacion I’ = kK I(P — I) es de variables separables y su solucion es (véase el ejercicio 5.32):

P

0= gewrria

(y ademas I = 0)

donde P = 10000. Para determinar las constantes C' y k disponemos de la siguiente informacion:
I(0) =50 e I(3)=250.

En primer lugar,
P P
50=I10)=—— & C=——-1=199.
) C+1 50

En segundo lugar,

P 1 (P
250 = I(3) & 199e 3P 1= o P = <__1)

T 199¢ P 11 = 250 199

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad se tiene

1 /P 1 1 (P 0.5432
3P =In|— (- —1 - | (= —1])] = .
SkP ln[199 (250 ﬂ @ k="3p ln[199 (250 ﬂ P

En consecuencia, el nimero de infectados en cualquier instante ¢ > 0 viene dado por

P 10*
= 199 - 670‘5432)5 41 = 199 . 670.5432t 41

1(t)

y se tiene
104
199 . 670.5432><12 n

1(12) = -~ 7730

‘ Pasados 12 dias habra 7730 enfermos. ‘
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Ejemplo 5.35

(Dindmica de epidemias) En un campus universitario que tiene 1000 estudiantes hay un
anico estudiante portador del virus de la gripe. Sea y(t) el nimero de estudiantes contagiados
en el dia ¢t. Si la velocidad con la que el virus se propaga es proporcional al producto entre el
namero de estudiantes contagiados y el nimero de estudiantes no contagiados, se pide:
1) Determinar el nimero de personas enfermas en el dia ¢ si se sabe que pasados 4 dias hay 50
enfermos.
2) Calcular cuando habra 500 estudiantes enfermos.
3) Si los estudiantes enfermos no se tratan con medicamentos, ;qué nimero de enfermos habra
cuando pase mucho tiempo? ;Llegara a desaparecer la enfermedad?

Por lo que se indica, la funcién y(t) = ntunero de estudiantes contagiados en el dia ¢ es solucion de la ecuacion
diferencial

Y =ky(P —y)

donde P = 1000 es el namero de individuos de la poblacion. La soluciéon general de esta ecuacion es (véase
ejercicio 5.32):

. P

" Ce kPt 41

en cuya expresion hay dos constantes desconocidas (de momento) : k y C. Para determinarlas debemos usar
el resto de la informacion:
De y(0) = 1 se tiene

y (v ademas y = 0)

1000
1=y0)=—=—— & C+1=P=1000 & C =999
v =T *
Por otra parte, de y(4) = 50 se tiene:
50 = y(4) = P 4 50 (Ce™**F +1) =50C e **F 450 = P
Ce 4P 1
Despejando de aqui e~**F y tomando luego logaritmos en ambos miembros:
P —50 P —50
—4kP —4kP
500 e 500
1 P — 50 1 950
& —kP=-In|—— | =-In| —— | = —0.9906
1 ( 50C ) 1 (49950>
Asi pues,
1000

El namero de personas enfermas el dia ¢ es y(t)

99909906 4

Para saber cudndo habra 500 estudiantes enfermos tenemos que calcular para qué valor de ¢ se tiene

1000 1 1
_ 9 — ~0.9906¢ | | ~0.9906¢ _ _0.9906¢ 1
999 ¢ 0-99067 1 | 500 « 999 e +1 e e 505 & —0-9906¢=1n ( 5o5

1 1
= () ~6972
L=~ 59906 Il(999) 09723

Por ultimo, puesto que

P
lim y(¢t) = lim P

t—+o00 totoo Cle—kPt 1

resulta obvio que esta ley conduce a que, a la larga, la poblacién entera resulta infectada.
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5.6.6 Dinamica de poblaciones: ecuaciéon logistica

En la Seccion 5.6.1, se ha considerado un modelo simple de la dindmica de poblaciones, en el que se supone
que no hay limitaciones de alimentos y, por tanto la poblacién puede crecer de manera exponencial. El modelo
que se presenta ahora es un poco méas complicado. En él se tiene en cuenta la existencia de circunstancias que
limitan el crecimiento exponencial de la poblacién.

En determinadas condiciones, el crecimiento de algunas poblaciones se rige por la siguiente ley, denominada
logistica:

P (t) = rp(t) —mp*(t). (5.24)

En esta ecuacion p(t) representa el namero de individuos de la poblacion existentes en el instante ¢. El primer
término de la derecha de esta ecuacion (r p(t)) expresa mateméaticamente el crecimiento natural de la poblacion,
debido a la reproduccion: la poblacion crece de forma proporcional al nimero de individuos de la misma. El
segundo término (—m p?(t)) intenta expresar el hecho de que, si los recursos (alimentos) son limitados, entonces
los individuos de la poblacion “compiten” por ellos, impidiendo un crecimiento ilimitado. Este término hace
disminuir la velocidad a la que crece la poblacién, razén por la que lleva signo menos.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el namero de individuos es p(0) = py, entonces p = p(t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

p'=rp—mp?
{ p(0) =po . (5:25)

La ecuacion (5.24) es de variables separables, luego:

dp 1

Para calcular la integral de la izquierda hay que escribir el integrando como suma de fracciones simples:

1 A B
——=—+ <:>1—A(r—mp)+Bp<:>{
p(r—mp) p T —mp

A=1/r
B=m/r

de donde, A =1/r y B=m/r. Por lo tanto:

[t | () e G ) e o

Integrando, se obtiene

1
—(In|p| = In|r —mp|) =t+C, con C € R arbitraria
r

0, lo que es lo mismo,

In

P ’ =rt+ C, con C € R arbitraria.
r—mp

Tomando ahora exponenciales en ambos miembros de esta igualdad se tiene:

p t rt rt Cre
=Ce" =Cre" —Cme — =
r—mp b b b 1+ Cmer

Y de aqui, dividiendo numerador y denominador por Ce™ y renombrando la constante arbitraria C, se tiene,
finalmente, la expresion siguiente para la solucién general de la ecuacion logistica:

r

p:m—FCe—” ’
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Por tanto, la solucion general de (5.24) es:

p(t) = m, C € R arbitraria. (5.26)

Esta ecuacion tiene, ademas, las soluciones constantes p = 3, para los valores de 5 que anulen el segundo
miembro de la ecuacién diferencial, en este caso:

B=0

Blr-—mp)=0 { B=r/m,

La soluciéon constante p = r/m esté incluida en la expresion de la soluciéon general, para el valor de C' = 0. En
cambio, la solucién constante p = 0 no se obtiene de la expresiéon de la solucién general para ningin valor de la
constante arbitraria C: la ecuacion logistica tiene todas las soluciones dadas por (5.26) y, ademas, la solucion
constante p = 0.

;p =20
La solucién particular que verifica la condicién 2008, ---pZ=200:
inicial p(0) = po se obtiene para el valor de la o Py=120
r—m
constante arbitraria C' = L y es:
Po
T Po
t) = :
p( ) mpo + (7, — mpo) et
Su comportamiento cualitativo puede observarse
en la Figura 5.6 para varios valores de la condi-
cion inicial pg .
GO 50 160 15‘)0 260 250
Obsérvese que, sea cual sea el nimero de indi-
viduos de la poblacién inicial, esta tiende, con Figura 5.6: Grafica de la solucion del problema
el tiempo, a estabilizarse en el valor constante (5.25) con r = 0.05 y m = 0.0003125, para varios

p="_ (asintota horizontal de p(t)). valores de po.
m
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Apéndice A

Calculo de limites

Version: 3 de noviembre de 2015

A.1 Algebra y propiedades de los limites

LIMITES DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Si P(z) es un polinomio, 11’1j1:1 P(z) = oo, (el signo depende del coeficiente dominante)
Tr—r 00

Sia>1, lim o = 4+ Si0<a<l1l, lim =0

Tr—r—400 Tr—r+0o0
Sia>1, lim a*=0 Si0<a<l1l, lm d =4+

T——00 T—>—0
Sia>1, xEI—iI-loo log,(z) = 400 Si0<a<l, zEI-iI-loo log,(z) = —o0
Sia>1, lim log,(z) = —c0 Si0<a<1, lim log,(z)= +oco

z—0t z—0+t

lim  tan(z) = +o0 lim  tan(z) = —o0
x—(m/2)~ x—(m/2)*
Lo mismo es cierto, por periodicidad, cuando x tiende | Lo mismo es cierto, por periodicidad, cuando x tiende
por la izquierda a cualquier maltiplo impar de 7/2. por la derecha a cualquier maltiplo impar de /2.
If tan(z) = =, I tan(z) = —— If @)y li () no existen

Jm arctan(z) = o, lim arctan(z) = —o Jim sen(z) y lim cos(z) no existen.

Normalmente habra que calcular el limite de funciones construidas a partir de las funciones elementales mediante
operaciones aritméticas y/o composicion de funciones.

En estos casos son de aplicacion las reglas que se resumen en el cuadro siguiente (hay que prestar especial
atencion a que se cumplan las condiciones que se especifican en cada caso).

PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LOS LIMITES

Se supone aqui que existen lim f(x) y lim g(x) y no son infinitos.
Tr—a r—a

lim k = k (es limite de una constante es ella misma) | lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(z)
T—a T—a r—a r—a

e I@

lim (f(z) - g(z)) = lm f(z) - lim g(z)

T—a T—a T—a r—a g(x) - lim g(.’E)
r—a
(siempre que el limite de g no sea 0).
lim g(z)
lim f(z)9®) = (h’m f(m))iﬁ“
r—a r—a

(siempre que los limites de f y g no sean ambos 0).

En los casos en que no sean de aplicaciéon las propiedades anteriores, porque no se verifiquen las condiciones
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expresadas (por ejemplo, porque alguno de los limites sea infinito, o el limite de un denominador sea 0, etc.),
se puede recurrir al cuadro siguiente, que hay que entender de forma simbdlica, es decir, por ejemplo

-0
00

significa que si se tiene que lim f(z) =0y que lim g(x) = oo, entonces
r—a Tr—ra

lim M

=0
z—a g(x)

En el cuadro siguiente aparecen, ademés, algunos casos como «Indeterminadoy». Esto significa que no es posible
a priori conocer el limite, siendo necesario proceder a un analisis detallado de cada caso concreto.

OPERACIONES CON INFINITO

oo+ k=00 (+00) — (+00) = Indeterminado

-k =00 (sik#0) 00 - 00 = 00 0 - 0o = Indeterminado

0 =0 o =0 0 = Indeterminado

k () 0

k k

R =~ =0

0 > 00

© _ 5 X - > — Indeterminado

k 0 0

ok — 0 S1 k>0 0t>® = 0 0% = Indeterminado
oo sik<O0

0 oo oo sik>1 o .

K =1 k = { 0 si0<k<l 1°° = Indeterminado

(+00) 7> = 400

00? = Indeterminado

En muchos casos de limites indeterminados lo que hay que hacer es determinar cual, entre dos funciones, converge
a infinito mas rapidamente.

Para ello puede servir de ayuda el cuadro-resumen siguiente:
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COMPARACION DE INFINITOS ‘

Algunos de estos resultados se justificaran en el tema siguiente, dedicado a las derivadas y sus aplicaciones.

En este apartado, f y g verifican lim f(z) = ooy lim g(z) = +oo.
r—+00 T —r—+00

Casos similares con distintos signos resultaran faciles de deducir.

Se dice que f(z) es un infinito de orden superior a g(z) si lim M = +4o00. También se dice que f
T—r+00 g(l‘)

crece mas rapidamente que g cuando x tiende a oco.

Se dice que f(z) es un infinito de orden inferior a g(z) si 1lim @ = (. También se dice que f crece

T—r+00 g(x)

mas lentamente que g cuando z tiende a oco.

Se dice que f(z) es un infinito del mismo orden que g(x) si 1lim f) =k # 0.
z—+oo g(x)

Si f(x) es un infinito de orden mayor que g(x) entonces se tiene h/Iil (f(z) —g(z)) = +oo.
Tr—r+00

Si f(x) es un infinito de orden inferior a g(z) entonces se tiene lim (f(z) — g(x)) = —o0.

Tr—r+00

Sim > m, ™ es un infinito de orden superior a ™.

Si a > 1, a® es un infinito de orden superior a 2™ para cualquier n. Esto es cierto en particular para e*.

Si 1 <b<a, a® es un infinito de orden superior a b*.

x™ es un infinito de orden superior a log,(z) para cualquier a > 1.

Dos polinomios del mismo grado son infinitos del mismo orden.

A.2 Ejercicios de calculo de limites

A continuacion siguen algunos ejercicios de calculo de limites. Los primeros que se incluyen estan escritos con
maés detalles. Una vez que se exponen las técnicas, se van omitiendo dichos detalles y simplificando la escritura.

Indeterminaciones del tipo — que son cociente de polinomios y/o de raices de polinomios.

Para resolver estas indeterminaciones es preciso averiguar en cual de los casos siguientes nos encontramos:

1. El numerador tiende a oo mas rapidamente que el denominador, en cuyo caso el cociente tendera a oco.
Ademsés habra que determinar el signo del limite, es decir, si tiende a 400 0 a —oo.

2. El denominador tiende a oo mas rapidamente que el numerador, en cuyo caso el cociente tendera a 0.

3. Numerador y denominador quedan «en tablasy (los dos son infinitos del mismo orden), en cuyo caso el
limite serd un ntmero finito distinto de 0.

Una idea que se puede aplicar en estos casos es dividir numerador y denominador por el término que converge
a infinito mas rapidamente. Para ello se debe recordar que, cuando z — oo, z™ tiende a oo méas rapidamente
cuanto mayor es n.
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Ejemplo A.1

43 + 1
Calcular lim Sl
z—+oo 223 +

Comenzamos por aplicar las reglas del calculo de limites:

. 3
im = =
z—+oo 223 + lim 223 +2 oo
T—+00

e, . . . ©.9) . . . o_0.g
Vemos, pues, que se trata de un limite indeterminado de tipo —. Para aclarar la indeterminacion, dividimos

00
numerador y denominador por el término que tiende mas rapidamente a infinito. En este caso, entre todas las

potencias de z que aparecen la mayor es x2. Dividiendo numerador y denominador por 23, se obtiene
3

x 1 1 , 1

o ad41 o Aty 4+ Mmoddom

11m W = 11141:1 B E— = 111-"1:1 =

T—+00 LT x T—+00 T——+00 o

iz 2+— lim 24—
x3 x3 x x—+00 x

1 1 k
Ahora bien, los términos — y — son del tipo —, luego convergen a cero cuando x — +oo. Es decir,
7 7z 00
2 1 , 1
lim 4+ —==4 y lim 2+— =2
r—+o0 xr r—r+o0 xX

Luego finalmente se tiene
lim 4 L
1m = 4

o 41'3 +1 z—~+00 3
lim 925 = T =5 2
TITOSTET i 24 —
T——+00 X

Ejemplo A.2

2
—1
Calcular lim L
r—r+00 :L'd —+ 1

2 _q lim z2-1
lfm = o o oot =2 (indeterminado)
z—+oco 13 + 1 lim z3+1 oo
T—+00

Para aclarar la indeterminacion, dividimos numerador y denominador por el término que tiende mas rapida-

mente a infinito, que en este caso es x3:
z2 1 1 1 1 1
7 Lo - =
fm DTl gy 22 2% oy w28 oo 070
z—4o00 3 + 1 z—+oo 3 1 T—+00 1 1 1 1+0+0
1‘3 1‘3 €T o0 o0

Como ya se percibe en estos ejemplos, en realidad, en este tipo de limites (limites en +00 0 en —oo de cocientes de
polinomios y/o de raices de polinomios), los Gnicos términos que juegan algtn papel son los términos dominantes
(los de mayor grado) del numerador y del denominador. De hecho, la regla siguiente simplifica mucho su calculo.
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Regla para el caso de limites, en 400 0 en —o0, de cocientes de polinomios
Si p(z) v q(z) son dos polinomios tales que el término de mayor grado de p(z) es az™ y el término de mayor
grado de g(x) es bx™, entonces se tiene:

. p(x) . ™ . pl=) . ax™
lim —/—= = lim y lim —/—= = lim
g—+oo q(x) a—too ba® z——oo q(x) z——oco bx™

Ejemplo A.3 225 — 323 + 22—z + 4
Calcular lim

Z——00 zd 4+ 23 -5

Vemos que es un limite, cuando z — —oo, de un cociente de dos polinomios. En consecuencia aplicamos la
regla anterior:

, 2° — 33+ 22— +4 , 225 ,
lim = lim — = lim 2z = —c0.
T——00 zt 4+ 23 -5 z——oo gt T——00

Ejemplo A.4 Nz
Calcular lim

a—+oo /x + 142z

De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
0
Observamos los términos que aparecen:

e en el numerador aparecen v/z4 + 1, cuyo comportamiento cuando 2 — +00 es como vVt = 2*/2 = 22, y 22,
e en el denominador aparecen /z + 1, cuyo comportamiento es como ¢z = z'/3, y 2z.

Por tanto lo que tiende a infinito més rapidamente es z2 (es la mayor potencia de z que aparece). Se puede,

pues, aplicar la técnica de dividir numerador y denominador por 2.

Sin embargo, es méas facil tener en cuenta so6lo los términos dominantes, como antes:
e cuando  — 400 el numerador se comporta como z2 + z2 = 2z2.

e cuando x — 400 el denominador se comporta como 2.

En consecuencia se tiene

I Vat +1+ 22 ” 22 I n
m — = m — = m I = +00
z—+oo Jx + 1+ 2z r—+oco 2T z—+00

Ejemplo A.5 m+ 1
Calcular lim

z=4oo \/r+1+ o —1

. &) .
Es de tipo — asi que razonamos como antes.
00

o . 4
El numerador, en el limite, se comporta como va2 = z2/* = z1/2

como /T + v/z = 2z1/2.

En consecuencia, se tiene

, mientras que el denominador se comporta

. VaZ+1+1 .z .1
lim = lim ——= lim -
gotoo /T 14T —1 =29+002z1/2  a5+t002
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Indeterminaciones de tipo co — co con raices cuadradas
La idea en los casos en que se tiene una diferencia de raices es multiplicar y dividir por la suma de las raices

00
(lo que se suele llamar el conjugado). De este modo la indeterminacion se transformaré en una del tipo —.
00

Ejemplo A.6
Calcular h’IE (ZL’\/J’J + 2 — 3+ 1)
r—+00

Como vemos se trata de una indeterminacion de tipo 400 — (+00). A fin del eliminar las raices cuadradas, lo
que hacemos es multiplicar y dividir por la suma de raices, es decir por zv/x + 2 + v/x3 + 1. Se tiene

Ve +2— Va2 +1) (zvz + 2+ V23 + 1)
lim (:c\/:z: +2—Vz3+ 1) = lim ( =
z+o00 T—+00 v+ 2+ Vs +1

Ahora usamos que suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados ((a + b)(a — b) = a® — b?) con lo que
desaparece la diferencia de raices:

oy (@VEH2? - DY) 2@+ - (@41 222 — 1

fm = lim
T—+00 VT +2+ Va3 +1 zo+oo py/x + 24+ Va3 +1 woto py/r 4+ 24+ Vad + 1

De esta forma hemos llegado a un limite del tipo — que puede ser resuelto como anterioremente.
00

Analizamos los términos dominantes: cuando x — +0o0,

o el numerador se comporta como 2>
e ¢l denominador se comporta como z+/x + V3 = x/T + x/T = 2z/%.

En consecuencia se tiene

922 — 1 9222
lfm x i m —— = lm Z =400

= i e
z—+o00 g/ + 2+ v 3 +1 a:—l>r—lkloo 21‘\/5 r——+00 \/5 r——+00

Ejemplo A.7 = |
Calcular lim —————
T—+00 T+ 2

En el numerador aparece una indeterminaciéon de tipo oo — co. Razonando como antes para eliminar la dife-

rencia de raices cuadradas, multiplicamos numerador y denominador por 22 ++/z% + 1. Usando que suma por
diferencia es diferencia de cuadrados, se obtiene

g B VETET (@® = Vel +1) (® + Vot + 1) i at — (2 +1)
T—+00 x+ 2 r—+00 (33 + 2) (x2 /v 1) T—+o00 (:1; + 2) (x2 /v 1)

—1 —1

T—+00 (1- 4 2) (.’E2 4+t + 1) 00

. . . 0 . . .
Indeterminaciones de tipo 0 que son cociente de polinomios

Lo que sucede en estos casos es que ambos polinomios tienen una raiz comun. Lo que hay que hacer es factorizar
el numerador y el denominador y simplificar.
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Ejemplo A.8 23 22 _Ar 4
Calcular lim 5
z—2 2 —x—2

Comenzamos, de nuevo, por aplicar las reglas de calculo de limites, sustituyendo = por 2 en el cociente de
polinomios:

, 23 —a2?—4dx+4 22-22_4.244 8—-4-8+4 0

lim = = =—

=2 x2— 13— 2 22 -2-2 4-2-2 0
Vemos por tanto que se trata de una indeterminacion (2 es raiz tanto del numerador como del denominador).
Para resolverla lo que hacemos es dividir el numerador y el denominador por  — 2 (2 porque es el niimero que
anula el numerador y el denominador). Vamos a hacer estas divisiones por la regla de Ruffini.
La divisién del numerador da

1 -1 -4 4
2 2 2 —4
T 1 —2 0

lo que implica (usando la férmula de la division, dividendo igual a cociente por divisor mas el resto)
P2 —dr+4=(z-2)(2°+2—-2)+0=(z—2)(z® +z —2).

Anéalogamente, se tiene para el divisor

1 -1 -2
2 2 2
T 1 0

que como antes prueba
2—z-2=(z—2)(z+1).

Sustituyendo, se tiene por tanto

, x3—x?—4x+4 , (z—-2)(@*+2-2) , 24z —-2 22+2-2 4
lim = lim = lim = = =
=2 a2 —x—2 =2 (z—2)(x+1) a—2  r+1 2+1 3
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Ejemplo A.9

- 2 e 1
Calcular lim Cithind Uil Ut
T——

23— 37— 2

De nuevo es un cociente de polinomios que produce una indeterminacion de tipo %. Razonamos como antes.
Dividiendo el numerador por « +1 =z — (—1) se tiene

1 1 -1 -1
-1 -1 0 1
10 -1 |0

Tenemos por tanto
Bt —z-1=(z+1)(z®-1).

Dividiendo el denominador por z + 1 se tiene

lo que da

Se tiene por tanto

, x+zi-xz-1 ) (x+1)(2? - 1) ) | (-1)2 -1 0
llm —_— = 11m = 11[[] = = —,
o-1 23 —35—2 a1 (x4 1)@2—2—-2) ev-122-2-2 (—1)2—(-1)—2 0

Por tanto sigue siendo indeterminado. Volvemos a aplicar el método anterior.
Para descomponer el numerador podemos dividir por Ruffini por  + 1 como anteriormente o simplemente
usar que diferencia de cuadrados es suma por diferencia lo que da

?—1=22-12=(z+1)(z - 1).

Para el denominador, dividiendo por Ruffini por x + 1 se tiene

1 -1 -2
—1 -1 2
1 -2 ]0

lo que prueba
2—z-2=(z+1)(z—2).

Se tiene por tanto

) z2 -1 . (z+1)(xz-1) L, x—1 =2 2
lim —— = lim ————= = lim — =
z——1 $2—$—2 z——1 ($+1)(37—2 z—=—1x — 2 -3 3

A.3 Regla de L’Hopital para el calculo de limites

La Regla de L’Hopital es una poderosa herramienta para calcular limites indeterminados. La idea que esta detras
es que, cuando el cociente de dos funciones tiene un limite indeterminado, puede ser util estudiar el limite del
cociente de sus pendientes, es decir, de sus derivadas, que, en ocasiones, determina més claramente cuél de las
dos es la que crece (o decrece) méas rapidamente.
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Regla de L’Ho6pital
Sea a un namero real y sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en un algtn intervalo que contenga al punto

a y tales que lim f(z) = lim g(z) = 0 (esto es, que lim f(z) es una indeterminacion).
T—a T—a r—a g(a?)
Entonces se tiene,
!
tim L&) _ 1y L0

T—a (;(;) z—a g’(x)

siempre que exista el limite del segundo miembro.

Ejemplo A.10

2
Calcular lim w
z—2 g2+ 5r — 14

Es posible aplicar la Regla de L'Hépital, ya que tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 2,

y se tiene:
322 —Tz+2 . 6x—7 5

o 2 1 br—14 4952245 9

Ejemplo A.11

Calcular lim
x—0 i

sen xr

Puesto que tanto el numerador como el denominador valen 0 en z = 0, se puede aplicar la Regla de L’Hoépital:

., senzx ., coszx
lim = lim =1
x—0 X x—0 1

Ejemplo A.12

tg 6
Calcular lim 75 !
z—0 e — 1

Se tiene que tg0 =0y que e —1 =1 — 1 = 0, luego se puede aplicar la Regla de L’Hépital:

1
tg 6 26 3
r — cos? 6z _ I
2530 e2r — 1] 230 2 e2 230 e2* cos? 6x

Ejemplo A.13

1 —cosx
Calcular lim ————
z—0

2

En este ejemplo se aplica la Regla de L’Hépital de forma reiterada, ya que, tras la primera vez, se obtiene un
nuevo caso de indeterminacion.
En primer lugar se tiene que 1 —cos0 =1 —1 =0 y que 02 = 0; aplicando L’Hopital se tiene:

1—cosx i sen x

lim a5 = l1m
z—0 T z—0 2%

. . ... 0 . . .
Pero aparece un nuevo caso de indeterminacion 0’ que permite volver a aplicar la Regla de L’Hopital:

sen x , cosx 1
m —
z—0 2x x—0 2 2

6]
La Regla de L’Hopital es valida también para limites cuando x — 00, para limites indeterminados del tipo —
00
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y para limites laterales de los mismos tipos.

Ejemplo A.14 22
Calcular lim —
z—+oco el

00
Se trata de una indeterminacién del tipo —. Aplicando L’Hépital reiteradamente

00

x? 2z 2

Im —= lim —= lim —=0
z—+oo e¥ z—+oo et z—+oo e’

Ejemplo A.15 2P

Calcular lim — con p entero > 0 cualquiera
r—+oo eT

Un proceso similar al anterior, reiterando este proceso p veces, conduce a

@ p—1 — 1) zP—2 —-1)...3:2 !
lim r_ lim —— = lim p—(p e =...= Ilim p—(p ) = lim £ 0 Vp>0
z—+o0o0 e¥ r——+00 er T— 400 et z—~+00 er z—+oo e’

El ejemplo anterior prueba la afirmacién siguiente:

Crecimiento exponencial

Cuando z tiende a +o0, la funcion e® crece méas rapidamente que cualquier potencia positiva de x.

Ejemplo A.16

Calcular lim —— con p > 0 cualquiera
rz—+oco P

. . ., . ©9] . A .
De nuevo se trata de una indeterminaciéon del tipo —. Aplicando I.’Hopital se tiene
00

1

Inz 1
Iim — = lim L _— Jim — =0 VYp>0
r—+oco P T—+00 pq;P—l T—+00 pgjp

lo que conduce a la afirmacién siguiente:
Cuando = — +00, Inz crece mas lentamente que cualquier potencia positiva de x.

Otros tipos de indeterminaciones pueden con frecuencia reducirse a alguna de las anteriores.

Ejemplo A.17
Calcular lim z Inz
z—0t
Se trata de una indeterminacion del tipo 0-oco. Sin embargo, sin mas que pasar la  al denominador dividiendo,

se tiene
Inx

Ing = —
r Inx 1/x

00
y, escrito en esta forma, se tiene un limite del tipo — al que se puede aplicar la Regla de L’Hopital:
00

) . lnz , 1/z 3 z? ,
Im zlnzx= lim — = lim = Im —— = lim —2=0
r—0+ z—0+ 1/1‘ r—0+ (—l/iL’ ) z—0+ B r—0+
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Ejemplo A.18 1
Calcular lim ( —tg L)
T35 COS T

Se trata de una indeterminacion del tipo oo — oo. Sin embargo se puede escribir:

1 1 senx 1—senx
—tgx = — =
cosT COST  COSX cosT

(6]
y, en esta forma, se trata de una indeterminacién del tipo — que permite el uso de la Regla de L’Hopital:
00

3 1 ; 1 —senx , —Ccosx
lim —tgzr | = llm ——— = lim =0
z—Z~ \COST e—IZ~ COST z—ZI- —Senw

Ejemplo A.19

Calcular lim 2z2*
z—0+

Para calcular este tipo de limites se hace uso de la identidad a® = €®™™¢ Va, b, a > 0, de donde se tiene

f(@)9®) = 9@ f@  de donde  lim f(z)I® = elfMamot+ (9(2)Inf(2)

z—0*t
Se calcula, pues,
lim zlnzx
lim 2 Inz =0 (ver ejemplo A.17)  luego lim z% = ex—0F =e¥=1
z—0t z—0F
Ejemplo A.20
Calcular lim z'/*
T—r+00
Utilizando, como antes, que lim f(z)9(*) = elim (9(2)Inf(2)) " g tiene
, 1 . § 1/ 0
lim — Inz =0 (ver ejemplo A.16) luego lim z/*=e" =1
T—>+00 I r—+00
Ejemplo A.21
Calcular lim (1 + 5z)'/®
z—0
Utilizando que lim f(z)9(®) = el (9(2)1n £(2)) e tiene
5
1 In(1+5 )
lim * In(1 4 52) = Im 252 o Thbe g -
z—0 T x—0 €T z—0 1 z—0 1+ bz

. 1/z _ 5
luego ;1_>mo (14 5z) e’.

La importancia de verificar las hipdtesis

Antes de utilizar la Regla de L’Hopital para calcular un limite hay que cerciorarse de que se cumplen las
hipotesis en que la misma es véalida. Si no fuera asi se pueden obtener resultados falsos, como se muestra en el
ejemplo siguiente.
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Ejemplo A.22
Utilizacion incorrecta de la Regla de ’Hépital

La utilizaciéon de la misma para el calculo de

, et —2 00 3 er 3
lim =—=Ilim —= lim 1=1
z—+oco e — 1 00 z—+oo e® x—+00

00
es correcta, ya que se trata de un limite indeterminado del tipo —.
00

Sin embargo, su utilizacion en el calculo de

x xr

et —2 , ,
im = lim —= lim 1=1
rz——o00 ¥ — 1 rz—+oco0 eT T—+00

es incorrecta y conduce a un resultado falso, ya que en realidad no se trata de un limite indeterminado

y el resultado correcto es:
e -2 0-2 -2

lim =0 = _==9
z——00 e — 1 0—1 —1
s
A.4 Ejercicios
Calcular los siguientes limites:
.%'3 -5 ) 2372 -8 )
1. zll)rfoo ZrTrol +00 14. ill}r}l 16 wlgff— = —o0;
322 _ 5 h% = 400
— z—
2. lim =
zo+00 23+ 5
3 i 15 Mm, See g . = —ooi lim = oo
| Iﬁlrinoo vl - 202 — 1
, e —
4. lim roorda 1/2 —+ r—3
z—+oo 2zt — 2z e
22— 3z +1 17, lm Y2 1
r——00 €T
22+2—-65 18. wgrfm(\/ﬁ,\/g)o
6. lim ————— —
=2 z2—4 4 .
71 $2—2.’E+1 r—+o00 p — I2+3
Clim ———
z—=1 2+ — 2 , T o
22— 5246 20. lim . 1—+2
8. lim -1 z—+00 T+
22 3 — 422 + bx — 2 i
21. lim 1/2
2
3 2 pam o
9. 1m LT EE e 267 1 4
o w1 2z + %
o 2. lim 1
10. lim ——— —4 zo+oo 2T —
z—0 2+ x €4x+2 - e3x
23, lim —— ——
11. HHIl . —+o0 3 x_%ﬂl;loo e2z+3 4 er 4 ] +00
T— —
z? —1 o4 lfm . n(22)
12. iﬂx374x2+5x72 - z—too In(z — 1)+ 1
In(2z + 1)
13. Ii — 25. i vl s
rﬂl*xﬂ o0 etee Inz 43
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Usando la Regla de L'Hépital, calcular los siguientes limites:

2_1q ,  Inz

T
26t S5 208 sl
2?4 39 1 Told+a) o,
27l T ! e Y
T —senz
2 _ 40. fm ———"1/6
98, 1im L1 o Y
z—1 1 —1
va2 —25
224 41. lim yaT T 400
29. lim ————— 4/3 a5t Z-5
=2 4 — 1 — 2
42. lim rlny/z 0
2 3 ) x—0
30. lim =225 )
z—2 x4+ —6 43. lim z°Inz 0
r—0t
31. lim g 1 . et—=1
z—0 T 44. lim 0
r—0t \/E
r—1
82. lim ¢ T e I
z—0 senx . _—
acigl— a4 — g2
1
33 1fm — = 0 27
x——+oco X
1 —cosx
34. llm ——— 1/4 r—1
Iy —e— Y 47 lim S~ 4o
xr——+00 X
sen T
35. lim 1 1
z—0 48. lim n—;: 0
r—+oo I
3 1—senx
36. lim ——— 0 49. lim ze® 0
z—ZI  COST T——00
2% _ 3T , Inz
: 50. 1 0
37. lfim ——— In(2/3) st T
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Soluciones de los ejercicios

1. 400 14. lfim = —oc; 25. 1 38. 1
x—/>4—
2.0 Jim = o0 2. 2/3 39. 1/2
3. —00 15. lim = —oc; 27. 4 40. 1/6
T——27"
4.1/2 o= oo 28. 2 A1, +oo
5.1/2 16. =2 29. 4/3 42. 0
5 1
6. > 17 o 30. 1/5 43. 0
4 V2
70 180 31. 1 44. 0
] —1 19. —o0o 32. 1 45. 0
9. —1/2 20. 1—+/2 33. 0 46. 400
10. —4 21. 1/2 34. 1/4 A7 +oo
11. 400 22. 1 35. 1 48. 0
12, —c0 23. +00 36. 0 49. 0
13. —c0 24. 1 37. In(2/3) 50. 0
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Apéndice B

Calculo de derivadas

Version: 3 de noviembre de 2015

B.1 Derivadas de las funciones elementales

La derivada de las funciones elementales se calcula recurriendo directamente a la definicién, como en los si-
guientes ejemplos, aunque en algunos casos los limites indeterminados que aparecen pueden ser complicados de
calcular.

Ejemplo B.1
Derivada de una funcién constante f(z) =k
oy @) —f@) o k—k 0
f(@) = lim, h e el L
Ejemplo B.2
Derivada de f(z) = 22
N (:c+h)2—x2_ 3 x2+2xh+h2—x2_ 3 2xh—|—h2_ 3 .
Fo=m = =i h Sy TR TamBerh =2
Ejemplo B.3
Derivada de f(z) =z
(@) = lim rth—vE _ (Vz+h—z) (Ve +h+x) P O B A
h—0 h h—0 h (Ve +h+z) h=0 h (Vz +h+ /)
= lim L = lim ! = ! _ 1
h=0 b (Vz+h+/Z) =0 Vz+h+yz VT+r 2z

B.2 Algebra de derivadas

Conocidas las derivadas de las funciones elementales, un conjunto de propiedades conocidas como algebra
de derivadas, permiten calcular la derivada de otras funciones construidas combinando aquellas mediante
operaciones aritméticas y composicion de funciones.
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ALGEBRA DE DERIVADAS

f(z) = g(z) £ h(z) f'(x) =g'(z) £ B'(x)
f(x) =g(z) - h(z) f'(x) = g'(x) - h(z) + g(z) - W(2)
e o g @) h@) =g W)
f() h(o) f'(x) ho)? ,si h(z) #0.
f(x) = g(h(x)) f'(z) = g'(h(z)) - W' (z) (Regla de la CADENA)
Funciones elementales ‘ Funciones compuestas (usando la Regla de la Cadena)
f(z) =a f'(x) =0
fla) == flx)=1
fx)=ax fx)=a f(z) =ag(x) f'(x) = ag'(z)
flx)=ax+b f(x)=a f@)=ag(z)+b f'(x) =ag'(z)
fla) =2? f'(x) =2z f(x) = g(x)® f'(x) =2g(x) g'(x)
"(z) = 1 r) = x "(z) = L "(z
f@)=vz f'(x) NG f(z) =/g(x) Flla) = g(x)g()
f(x) =a" (n#0) f'(z) =na"! f(z) = g(x)" f'(x) =ng(@)"~' ¢ (x)
fa) = e fa) = e (z) = s /@) = 9 ¢ (@)
f(@) = a* (a>0) /'(z) = o Ina) f(x) = @ 7/(z) = %) In(a)g'(x)
f(2) = In(z) flla) =~ f@) =wlg@) | @)= @
!/ 1 ! _ 1 /
(@) = logy (@) P = i o) = loglale) | J) =~ )
f(x) = sen(x) f'(x) = cos(x) f(x) = sen(g(x)) f'(x) = cos(g(z)) g'(x)
f(z) = cos(x) f'(x) = —sen(x) f(x) = cos(g(x)) f'(x) = —sen(g(z))g'()
) = — x) = tan(g(x "(z) = ! "(z
(@) = tan(z) P = Fo)=tano@) | )= s )
@) = —— x) = arcsen(g(x ’x:;’m
f(z) = arcsen(x) f(x)*m flz) = (g9(x)) | f(x) 1—g(x)29( )
f(z) = arccos(z) Fo) = = fe) = mmeeos(g(@) | S0 = S )
!/ _ 1 _ ! _ 1 /
f(x) = arctan(z) F@) =10 f(z) = arctan(g(x)) | f'(x) = T @2’ (z)
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B.3 Ejemplos de cailculo de derivadas

Ejemplo B.4
Derivada de f(z) = (523 + 2)4
Aplicando la formula de derivacion de la potencia de una funcion, g(z)™, se tiene

fl(x) =4(52> +2)%-(5-3-2%) =60 (52> + 2)3 2*

Ejemplo B.5
Derivada de f(x) =7 — 23

Aplicando la férmula de derivacion de la raiz cuadrada de una funcion, /g(x), se tiene

1 (=3a?) = —32?

/ _ -
f(x)_z 7 23 2T — 3

Ejemplo B.6 ,
Derivada de f(z) = 3"
Hay que aplicar la derivada de la exponencial de una funcion, e9(*),

Fflla)=€e¥ (3-2-2) =6z

Ejemplo B.7

51
Derivada de f(x) = -

z2 42

Aplicando la formula de derivacion de un cociente:

_ 322(2®4+2) — (23— 1)2¢ _ (3z* +62%) — (2z* —2z) z*+622+2z

7 —
f (:v) (:r2 + 2)2 - (:1:2 + 2)2 - (xQ i 2)2
Ejemplo B.8
4
Derivada de f(x) = sen (:Hl
T —

Hay que aplicar en primer lugar la formula de derivacion del seno de una funcién, sen(g(x)), y después la de
la derivada de un cociente:

f(@ :(i) <(x_<2—_1<>m2+4>> = oo (iiﬁ

Ejemplo B.9
Derivada de f(x) = 2va? —3

Hay que aplicar la derivada de un producto y la derivada de la raiz cuadrada de una funcion:

, 5 1 I3 ’va2 -3 = x2
f(ZII):\/.’L’ —3+xm(21’)—\/$ —3+m—\/$ _3<1+.’IJ2—3>
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Ejemplo B.10
Derivada de f(z) = {/In(z2 + 1)

Hay que escribir la raiz como una potencia de exponente fraccionario, f(x) = (111(:102 + 1))1/ 3, y aplicar la
formula de derivacion de g(z)™ y luego la del logaritmo:

1 2x
2
ze+1 3(x2 + 1) ¢/In?(x2 + 1)

(In(z* + 1)) =1

W =

f'(x) =

Ejemplo B.11

Derivada de f(z) = Iz

Hay que aplicar la regla de derivacion de un cociente de dos funciones:

1 =_ 1 Inz 1 In e 2—Inz
() = x 2\/x _ VT 2z _ 2yz _2-Inz
i x % 2x\/T

Ejemplo B.12
Derivada de f(x) = arctg(va? + 1)

Ejemplo B.13
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = 22 + 3z — 1 en el punto x = 2.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por
y=f(a)+ f'(a)(z —a)
En este caso, f(x)=22+3z—1 ysuderivadaes f'(z)=2x+3

Sus valoresen x =2son  f(2)=4+6—-1=9 y f'(2)=4+3=7

Luego la ecuaciéon de la tangente es:
y=9+"7(z—2)
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Ejemplo B.14
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuaciéon y = In(z? + 3) en el punto z = 1.
La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por

y=f(a)+ f'(a)(z - a)

2
En este caso, f(z) =In(2?+3) ysuderivadaes f/(z)= e

Sus valores en z = 1 son

fA)=M(1+3) =) vy [f(1) =

2
1+3 4
Luego la ecuacion de la tangente es:

Ejemplo B.15 1

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacion y = arctg — en el punto x = 1.
0

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por

y=f(a)+ f'(a)(z —a)

1
En este caso, f(z) =arctg — y su derivada es
x

)= L -1 ~1 ~1

EETYE \ W N
1+(l> . (1+—2)x2 T
€T T

f(1) =arctgl =

Sus valores en x = 1 son

s —1 1
— =~ 0.7854 1) = ——

g 20y S =7 =73
Luego la ecuacion de la tangente es:

B.4 Derivada de la funcién inversa

Para calcular la derivada de la funcién inversa, se usa la regla de la cadena: Observamos que f y su inversa f~*
(caso de existir), vienen relacionadas por

f(f"z)) ==, Vz € Dominio(f™ ")
Derivando en los dos miembros de esta igualdad y utilizando la Regla de la Cadena para derivar el primer
miembro se tiene

(@) - (f_l)/(x) =1, Va & Dominio(f™1)
y por lo tanto

m Yz € Dominio(f™")
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Ejemplo B.16
Calcular la derivada de la funcién f(z) = In(z) utilizando la derivada de la funcién inversa.

Derivando en la identidad  e™®) =z  se tiene

d d 1 1
In(z) — el - =
e dx(ln(x)) =1 & dx(ln(:c)) = h@ — 5

como es bien sabido.

Ejemplo B.17
Calcular la derivada de la funcién f(z) = arcsen(z) utilizando la derivada de la funcién inversa.

Derivando en la identidad  sen(arcsen(x)) = &  se tiene  cos(arcsen(x)) - E(arc sen(z)) = 1 de donde,

despejando,
— (arcsen(z)) = = = . = .
dx cos(arcsen(z)) /1 —sen2(arcsen(z)) V1 — 22 ‘

B.5 Derivada logaritmica

En ocasiones, resulta comodo derivar el logaritmo de una funcién para calcular su derivada. Segun la regla de
la cadena, si f es derivable en z y f(z) > 0,

y de aqui se puede despejar f/(z).

Ejemplo B.18
Utilizar la derivacion logaritmica para calcular la derivada de la funcién f(z) = a”.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene
In (f(z)) =In(a”) = z In(a)

y derivando ahora:

Ejemplo B.19
Utilizando la derivacion logaritmica, deducir la férmula de la derivada de un producto de dos
funciones.

Sea h(z) = f(z) - g(z). Tomando logaritmos se tiene Inh(z) = In f(x) + In g(z).
Derivando en ambos miembros:

de donde, depejando ahora h'(z):

oy (£@) d@Y, (@ g@Y o (F@) @
W@ = (G ) M0 = (hoy + 5 ) f@90) = (555 + oy ) F@9(@) = £ @)g(@)+ £ (@)g' @)
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Ejemplo B.20 ‘
Calcular la derivada de la funcion f(z) = (Sen(:r))COb(gc).

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene
In (f(z)) =In (( sen(x))cos(a:)) = cos(z) Insen(z)
y derivando ahora:

cos?(z)
sen(x)

cos(x)
sen(x)

= —sen(z) Insen(x) + cos(x) = —sen(z) Insen(x) +

de donde

COS2 T cos(x
(@)= (— sen(z) In (sen(z)) + ( )) (sen(z)) (=)

sen(x)

Ejemplo B.21

Calcular la derivada de la funcién f(z) = (2% + 1)2173.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene In f(x) = (22 — 3) In(z2 + 1) y derivando ahora:

f'(z) _ 2z
o) = 2In(z? + 1) + (2z — 3)— —
de donde
2z(2z — 3) 2z(2z — 3)

f’(w):<21n(:c2+1)+ o )f(x):(2ln(x2+1)+ . )(a:2+1)2“”*3

B.6 Derivaciéon implicita

En ocasiones la relacién entre dos variables no viene expresada explicitamente, es decir, con una de ellas
“despejada”, como en y = x In(z? + 1), sino que viene dada mediante una relaciéon entre ambas (una ecuacion),
como en z2y + y> = 1. Se dice en estos casos que y viene implicitamente definida por dicha ecuacion.

Sin embargo, es posible, utilizando la Regla de la Cadena, derivar con respecto de = directamente en la ecuacion.
Para ello se deriva con respecto de  en ambos miembros de la ecuacién, teniendo en cuenta que y es una funciéon

de z: y = y(x).
Por ejemplo, en la ecuacién anterior 22y + 3> = 1 se tendria

2 3 _ d o, 3y _ ooy
22y +y —1:>dx(a: y+y)—dx(1)—0

d d
& (@) + (") = Qay+ %) + (3yy) = 0

Agrupando los términos que contienen ' y despejando se tiene:

—2zy
) 2,1 32/:2 2 32 /:0<:> r_ _°d
zy + 2%y +3y%y’ =22y + (2® +3y%) y V= aa,

Es decir: en un punto (z,y) que verifique la ecuacion 22y + y> = 1, la derivada de y con respecto de = es
—2xy
A

x4 32
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Ejemplo B.22

Derivar implicitamente en el ecuacién zIn(y?> + 1) + y = 1 y despejar la derivada de y con

respecto de z.

rn(y?+ 1) +y=1= %(mln(yQ—l—l) —|—y) = dd (xln(y2+1)) uE i(y) =0

dz dx
d d 2yy’
o In(y?+1 -—(1 2 1) 2y =m@?+1 ( ) )

n(y"+ 1)+ — (" +1)) + —y=(y" + 1)+ 41 +y
2xy 22y +y* + 1

n(y? + 1 ( 1)':1 211 (—)’z

< In(y*+1)+ y2+1+ Yy n(y“+1)+ 41 0

o o —hP+) -+ )@ +1)
L P 22y + 92 + 1

y?+1
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Ejemplo B.23

Los puntos del plano que verifican la ecuacién 2%y + zy? = 3 forman una curva con varias
ramas. El punto (1,1.3028) pertenece a una de ellas. Calcular la ecuacion de la recta tangente a
la curva en dicho punto.

AN
N\
AN
N .
N N\
\, N\
AN N
AN \
N\ \
\\ N
1 028)
1 ANE
J A
- e —
5 5 0 75 10 -
N
P \\
[/ ~ N
{ N
\\\
\\
s NN
NC L\
N
AN
N

Calculamos, implitamente, la derivada de y con respecto de x:

2 2 _ 2.7 2 ;o 2 2 ;_ ,_ —(2zy +¢°)
y+ay’ =3=2zy+2y +y +x-2yy =0 & ey +y?)+ (2°+2z2y)y =0 & |y s v

Sustituyendo ahora (x,y) = (1, 1.3028) obtendremos la derivada de y con respecto a z en dicho punto, es decir,
la pendiente de la recta tangente en dicho punto:

, —(zy+9?) ~ —(2x1.3028 + (1.3028)%) _ G
2y + a2 le=1,y=1.3028 2 % 1.3028 + 1 T
Escribimos ahora la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,1.3028) con pendiente p = —1.1934:

y = 1.3028 — 1.1934(x — 1) = —1.1934x + 2.4962

B.7 Ejercicios

Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
1. f(z)=v3—2a2
2. f(z)=In(2? —z+1)

3. f(xz) = cos (g) sen(z)
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7. f(z) = sen(1 — z) cos®(x)
8. f(z) = \/cos®(22)

9. f(z) = /1 cos(@d)
10. f(z) = {/sen?(5z)

11 f(z) = esen(e®

12 f(z) = 1fem
13. f(z) =ei>

14. f(z) = ets@

15. f(z) = eV~
16. f(z) =27 3"
17. f(z) =57 2°

18. f(z) = 2%(2? + x)
19. f(x) =3vVI=
20. f(z) = cos (27+1)
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Soluciones de los ejercicios

-
1. f'(z) =

fo) = <=

2z -1

2. f/(z) =

@) =57
3 f’(m)——lsengsenx—l—cosgcosx
' o272 2

SCRE- e

5. f!(z) = —2we " H3

-2 T+ 2 T+ 2
') —
6. f'(x)= (x_|_1)2sen<$_'_1>cos<I_|_1

7 () = —eos(1 — ) cos’(x) ~ Ssen(1 — ) sen) cos’ )
= S

9. f'(a) = M

10. f(z) = 20 _cos(5r)

3y sen(bz)

11. f'(z) = 2z cos(x?)esen(@®)

12. f'(z) = (1_67)2

13. f'(x) = (1_295)2@13

14. f/(z) = 20 cosQl(xZ) pt(e?)
15. f/(z) = \/1‘_%26 =27

16. f’(ac) = ]n(2) (3x2 _ GLE) 2903739:2
17. f'(z) = 5% z*(zIn(5) + 5)
2

18. f'(z) =27 ((2® + z) In(2) + 2z + 1)
1n(3)3VI—=
19. f'(z) = 12\(5’%

20. f'(z) = —1In(2) 2°T! sen (2771)
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