i iversidad

SUDS



ALGEBRA LINEAL

ING. EN SISTEMAS COMPUTACIONALES

SEGUNDO CUATRIMESTRE

Enero — Abril

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 2



(t

UDS .

Mi Universidad

Marco Estratégico de Referencia

Antecedentes historicos

Nuestra Universidad tiene sus antecedentes de formacion en el ano de 1979 con el inicio de
actividades de la normal de educadoras “Edgar Robledo Santiago”, que en su momento marcé un
nuevo rumbo para la educacion de Comitan y del estado de Chiapas. Nuestra escuela fue fundada por
el Profesor Manuel Albores Salazar con la idea de traer educacién a Comitan, ya que esto

representaba una forma de apoyar a muchas familias de la region para que siguieran estudiando.

En el afio 1984 inicia actividades el CBTiS Moctezuma llhuicamina, que fue el primer bachillerato
tecnolégico particular del estado de Chiapas, manteniendo con esto la vision en grande de traer
educacion a nuestro municipio, esta institucion fue creada para que la gente que trabajaba por la

mafana tuviera la opcion de estudiar por las tardes.

La Maestra Martha Ruth Alcazar Mellanes es la madre de los tres integrantes de la familia Albores
Alcazar que se fueron integrando poco a poco a la escuela formada por su padre, el Profesor Manuel
Albores Salazar; Victor Manuel Albores Alcazar en julio de 1996 como chofer de transporte escolar,
Karla Fabiola Albores Alcazar se integré en la docencia en 1998, Martha Patricia Albores Alcazar en el

departamento de cobranza en 1999.

En el afo 2002, Victor Manuel Albores Alcazar formé el Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. para
darle un nuevo rumbo y sentido empresarial al negocio familiar y en el ano 2004 funda la Universidad

Del Sureste.

La formacion de nuestra Universidad se da principalmente porque en Comitan y en toda la region no
existia una verdadera oferta Educativa, por lo que se veia urgente la creacion de una institucién de
Educacion superior, pero que estuviera a la altura de las exigencias de los jovenes que tenian
intencion de seguir estudiando o de los profesionistas para seguir preparandose a través de estudios

de posgrado.
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Nuestra Universidad inicié sus actividades el 18 de agosto del 2004 en las instalaciones de la 4°
avenida oriente sur no. 24, con la licenciatura en Puericultura, contando con dos grupos de cuarenta
alumnos cada uno. En el afo 2005 nos trasladamos a nuestras propias instalaciones en la carretera
Comitan — Tzimol km. 57 donde actualmente se encuentra el campus Comitan y el corporativo UDS,
este Ultimo, es el encargado de estandarizar y controlar todos los procesos operativos y educativos
de los diferentes campus, asi como de crear los diferentes planes estratégicos de expansion de la

marca.

Satisfacer la necesidad de Educacion que promueva el espiritu emprendedor, aplicando altos
estandares de calidad académica, que propicien el desarrollo de nuestros alumnos, Profesores,
colaboradores y la sociedad, a través de la incorporacion de tecnologias en el proceso de ensenanza-

aprendizaje.

Ser la mejor oferta académica en cada region de influencia, y a través de nuestra plataforma virtual
tener una cobertura global, con un crecimiento sostenible y las ofertas académicas innovadoras con

pertinencia para la sociedad.
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Valores

e Disciplina
e Honestidad

e Equidad
e Libertad
Escudo

El escudo del Grupo Educativo Albores Alcazar S.C. esta constituido por tres
lineas curvas que nacen de izquierda a derecha formando los escalones al éxito.
En la parte superior esta situado un cuadro motivo de la abstraccion de la forma

de un libro abierto.
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Eslogan
“Mi Universidad”
ALBORES
b ‘ Es nuestra mascota, un Jaguar. Su piel es negra y se distingue por ser lider,

trabaja en equipo y obtiene lo que desea. El impetu, extremo valor y

s’ fortaleza son los rasgos que distingue
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Algebra lineal

Objetivo de la materia.

El alumno conocera y comprendera los conceptos basicos de logica matematica, algebra booleana,

grafos y algebra lineal para aplicarlos 2 modelos matematicos que resuelvan problemas de la ingenieria

en sistemas computacionales.

Criterios de evaluacion.

No Concepto
| Trabajos Escritos
2 Actividades web escolar
3 Actividades Aulicas
4 Examen

Total de Criterios de evaluacion

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

Porcentaje
10%
20%
20%
50%

100%
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UNIDAD I
LOGICA MATEMATICA Y CONJUNTOS
l.1.- Proposiciones simples y compuestas.

Tipos de proposiciones
Existen distintos criterios para clasificar proposiciones:

Universales / particulares. Segin Aristoteles, existen proposiciones universales, en las que se
generaliza un estado para todo elemento que cumpla con una caracteristica, y proposiciones

particulares, cuando el sujeto esta tomado de su extension particular.

Negativas / positivas. Expresan un estado de situacion (las positivas) o la ausencia misma de

ese estado (las negativeas).

Simples / compuestas. Las proposiciones compuestas son aquellas mas extensas y complejas,
mientras que las proposiciones simples son las mas breves y directas, en general contienen

un sujeto, un objeto y el verbo “es”.
Las proposiciones simples.

Las proposiciones simples son aquellas que expresan un estado de situacion en su estado mas
sencillo, es decir, uniendo a un sujeto con un objeto a partir del verbo “es”. Existen tanto en
el ambito de la matematica como en el de otras disciplinas y se caracterizan por no tener
ningun término que condicione la proposicion de ninguna manera. Por ejemplo: La pared es

azul.
Las proposiciones compuestas.

Las proposiciones compuestas aparecen mediadas por la presencia de alguna clase de
conector, que puede ser de oposicion (o, ni), de adicion (y, e) o de condicion (si). Ademas, se

consideran compuestas a las proposiciones negativas, que incluyen la palabra no.

Esto explica que en la proposicion compuesta la relacion entre el sujeto y el objeto no se
produzca en forma general, sino sometida a la presencia del conector: podra cumplirse solo
cuando otra cosa suceda, podra cumplirse tanto para ese como para otros, o podra

cumplirse solo para uno de todos.
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EJEMPLO: Si hay lluvias, hay cosechas; si hay enfermedades, no hay cosechas; hay heladas o

hay enfermedades; no hay enfermedades. Por lo tanto, hay lluvias.

|.- Identificamos las hipotesis y la conclusion, que en este caso son separadas por ";".
H1.- Si hay lluvias, hay cosechas.

H2.- Si hay enfermedades, no hay cosechas.

H3.- Hay heladas o hay enfermedades.

H4.- No hay enfermedades.

C.- Hay lluvias.

1.2 .- conectivos logicos

Dentro del uso de los conectores logicos, tenemos varias formas de emplearse y estara en

funcion de la forma en que se emplea. A continuacion revisamos algunos de ellos.

I. Aditivos. Su funcidn central es la de agregar una nueva idea a lo que con anterioridad se
ha venido desarrollando. Esto permite darle un mejor sentido a las ideas que se estan

planteando.

2. Adversativos. Caso contrario al anterior, busca presentar una oposicion a lo que ya se
habia venido desarrollando. Encontramos dentro de ellos tres tipos de adversativos de

acuerdo a funciones especificas y son:

Exclusivos. La finalidad de este tipo de adversativo es la de generar un contraste entre una

nueva idea y lo que se ha venido desarrollando.

Restrictivos. Buscan darle una acotacion a la importancia que tiene la nueva idea en relacion

a lo que se ha dicho con anterioridad.

3. Concesivos. Buscan presentar un sutil contraste entre una idea y otra, aunque no de

manera contundente, solo buscan variaciones de ideas.
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4. Causales. Este es otro tipo de conector que tiene como funcion especifica la de darle un

sentido de causalidad a la idea que se esta desarrollando.

5. Consecuenciales. Conector que busca darle un sentido de consecuencia a la idea que se

ha desarrollado.

6. Comparativos. Se busca darle un soporte a la idea anteriormente manejada con una

similitud de otra idea para que precisamente sea comparada.

7. Modales. Trata de desarrollar expresiones especificas de la idea que se da en una nueva

idea.

8. Secuenciales. Conectan una idea nueva con la anterior bajo la premisa de la relacion de

tiempo que existe entre ambas. Se maneja en este sentido una secuencia.

9. Reformulativos. Toma la idea ya manejada y lo plantean de otra manera para poder
ejemplificar y sustentar lo ya dicho. De este tipo de conectores existe una clasificacion de

tres tipos:

10. Explicativos. Buscan replantear con ideas mas claras lo ya dicho anteriormente y se usa

mucho en las estrategias pedagogicas para reforzamiento.

I I. Recapitulativos. Se encuentra antes de la presentacion de un resumen o sintesis para

plantear lo que se vera posteriormente.

12. Ejemplificativos. Es un tipo de conector que se vale de planteamiento de ejemplos de

las ideas anteriormente senaladas para una mejor comprension de lo visto.

13. Correctivos. Su funcion basica es la de hacer correcciones inmediatas en relacidén a

informacion de una idea desarrollada que pueda resultar contradictoria de anteriores.
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14. Ordenadores. Tiene la funcion de ir preparando al lector ante las ideas que estan por
tratarse posteriormente, para ello se hacen alusiones a partes de un texto, sea de manera

parcial o total. Este tipo de conector se clasifica a su vez en lo siguiente:

I5. Iniciales. Buscan presentar de manera introductoria las ideas que se estan desarrollando

en el texto.

16. Transitivos. Como se indica, permite una transicion entre una serie de ideas

desarrolladas con otras que estan por venir de manera posterior en un texto.

17. Digresivos. Conector que permite darle una pauta al desarrollo del texto, pudiendo
apartar la secuencia de las ideas principales para tratar aspectos secundarios sin perder la

l6gica del texto argumentativo.

18. Temporales. Le dan un sentido de temporalidad a las ideas, sea que se presenten en

pasado, presente o futuro, es decir, se le da una temporalidad.

19. Espaciales. Llevan al lector dentro del desarrollo de las ideas hacia diversos espacios de

manera metafdérica como un recurso de escritura.

20. Finales. Le dan un sentido de aviso al lector respecto a la idea del final de la

argumentacion en el texto mismo.
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1.2.1.- Conjuncién, disyuncion, negacion, condicional y bicondicional
Expresion en el Simbolo en N
Conectiva lenguaje Ejemplo este ﬂs"::::'::':‘
natural articulo

Negacion no No esta loviendo = (s
Conjuncion y Esta lloviendo v estinublado. M &
Disyuncion (] Esta lloviendo o esta soleado. vV

Condicional matenal | =i entonces | Si esta soleado, entonces 25 de dia. — 3

Esta nublado si v sdlo si haynubes

Bicondicional s v solo =i :
. visibles.

1.3.- Tablas de verdad
Las tablas de la verdad.

Estas tablas pueden construirse haciendo una interpretacion de los signos l6gicos como: no,
o, Yy, si...entonces, si y solo si. La interpretacion corresponde al sentido que estas
operaciones tienen dentro del razonamiento. Puede establecerse una correspondencia entre
los resultados de estas tablas y la deduccion logico matematica. En consecuencia, las tablas de
verdad constituyen un método de decision para chequear si una proposicion es o no un
teorema. Para la construccion de la tabla se asignara el valor I(uno) a una proposicion cierta

y O (cero) a una proposicion falsa.
Negacion: El valor de verdad de la negacién es el contrario de la proposicion negada.

La conjuncion sirve para indicar que se cumplen dos condiciones simultaneamente, por

ejemplo:
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La funcion es creciente y esta definida para los nimeros positivos, utilizamos Para que la
conjuncién pq sea verdadera las dos expresiones que intervienen deben ser verdaderas y

solo en ese caso como se indica por su tabla de verdad.

e Disyuncion: La disyuncion solamente es falsa si lo son sus dos componentes.

Con la disyuncidn a diferencia de la conjuncion, se representan dos expresiones que afirman
que una de las dos es verdadera, por lo que basta con que una de ellas sea verdadera para

que la expresion p V q sea verdadera.

e Condicional: El condicional solamente es falso cuando el antecedente es verdadero y el

consecuente es falso. De la verdad no se puede seguir la falsedad.

P Q PVQ
[
I 0 |
[
0 0 O

¢ Bicondicional:El bicondicional solamente es cierto si sus componentes tienen el mismo valor de
verdad.

P Q P®Q

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 15



EUDS |

Mi Universidad

Se denomina tautologia una proposicion que es cierta para cualquier valor de verdad de sus
componentes. Por tanto, la ultima columna de su tabla de verdad estara formada unicamente
por unos. Contradiccion es la negacion de una tautologia, luego es una proposicion falsa
cualesquiera sea el valor de verdad de sus componentes. La ultima columna de la tabla de

verdad de una contradiccion estara formada Unicamente por ceros.

Tablas de verdad trivalentes

TAEBLA DE VERDAD DE LA DISYUNCION.

p q pYvq

V V \

Vv F Vv

F \' Vv

: F :
Disyuncion

Las tablas de verdad tradicionales pueden rescribirse si se dejan vacias casillas en las que el

valor de verdad de la formula atomica es irrelevante, por ejemplo, la tabla de la disyuncion:

Las primeras dos lineas senalan que no importa cual sea el valor de verdad de uno de los
disyuntos, siempre que el otro sea verdadero, la disyuncidén sera verdadera. De la misma

manera, se podria abreviar la tabla de la conjuncion de la siguiente manera:
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TABLA DE VERDAD DE LA CONJUNCIGN.
P 9 pAg
v Vv v
'} F F
F V F
F F F

Conjuncion

Las dltimas dos lineas sehalan que no importa cual sea el valor de verdad de uno de los
disyuntos, siempre que el otro sea falso, la conjuncion sera falsa. La ventaja de este tipo de
tablas es que permiten extenderse de manera muy natural para permitir un tercer valor de

‘(l”

verdad que no sea ni verdadera ni falso. Sera llamado por “indeterminado”. Ahora se
puede usar la tabla abreviada de la disyuncion clasica para desarrollar una tabla de verdad (no
abreviada) para la disyuncion trivalente. Primer paso: identificar las diferentes nueve

posibilidades de combinaciones para dos variables.

V| F

Lo ol e ol I S B B A
<!

Disyuncion trivalente

Segundo paso: Usar las primeras dos lineas de la tabla abreviada para determinar el valor de

verdad de los renglones con por lo menos un argumento verdadero:

____________________________________________________________________________________________________________|
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P Q[ P&Q
vIiv] Vv
V|1 I
V | F F

I |V I

T [ 3 I

I | F F
F|V] F
F | I F
F | F F

Conjuncion trivalente

Tercer paso: Como la dltima linea de la tabla abreviada es también la uUltima linea de la nueva

tabla, le corresponde el mismo valor de verdad: falso.

vVIiv] Vv
vIiIi] v
VIF] V
1[v] v
1[I ] 1
I [F| 1T
FIv] Vv
Fl1| 1
F|F| F
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Disyuncion trivalente

Cuarto paso: Finalmente, como ya estan los renglones que son verdaderos o falsos segun la
tabla original, los renglones que aln no tienen valor de verdad, dado que no son ni
verdaderos (sino hubieran quedado como tales en el segundo paso) ni falsos (ya que tampoco

quedaron asi en el tercer paso), deben ser indeterminados!

En algunos casos, esta tabla de verdad aparece, no en tres columnas, sino en un cuadro. Lo
cual tiene la ventaja de dejar mas claro el patron que emerge de la tabla. Siguiendo los

mismos pasos se obtiene la tabla de la conjuncion:
Construccion de Tablas de Verdad

Algoritmo para construir una tabla de verdad de una formula en Iégica de proposiciones.

I. Escribir la formula con un niumero arriba de cada operador que indique su jerarquia.
Se escriben los enteros positivos en orden, donde el nimero | corresponde al
operador de mayor jerarquia. Cuando dos operadores tengan la misma jerarquia, se
le asigna el nimero menor al de la izquierda.

2. Construir el arbol sintactico empezando con la férmula en la raiz y utilizando en cada
caso el operador de menor jerarquia. O sea, del nimero mayor al menor.

3. Numerar las ramas del arbol en forma secuencial empezando por las hojas hacia la
raiz, con la unica condicion de que una rama se puede numerar hasta que estén
numerados los hijos. Para empezar con la numeracién de las hojas es buena idea
hacerlo en orden alfabético, asi todos obtienen los renglones de la tabla en el mismo
orden para poder comparar resultados.

4. Escribir los encabezados de la tabla las formulas siguiendo la numeracion que se le dio
a las ramas en el arbol sintactico.

5. Asignarle a los atomos, las hojas del arbol, todos los posibles valores de verdad de
acuerdo al orden establecido. Por supuesto que el orden es arbitrario, pero como el
numero de permutaciones es n!, conviene establecer un orden para poder comparar
resultados facilmente.

____________________________________________________________________________________________________________|
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6. Asignar valor de verdad a cada una de las columnas restantes de acuerdo al operador
indicado en el arbol sintactico utilizando la tabla de verdad. Conviene aprenderse de
memoria las tablas de los operadores, al principio pueden tener un resumen con
todas las tablas mientras se memorizan.

7. La ultima columna, correspondiente a la formula original, es la que indica los valores

de verdad posibles de la formula para cada caso.

Otras tablas de verdad divergentes

Ademas de las tablas polivalentes e intencionales, hay muchas otras tablas de verdad. Por
ejemplo, hay tablas de verdad en las que los renglones se bifurcan en dos o mas sub-
renglones y son utiles para lo que en logica llamamos super-valuaciones. También existen
tablas con valores y mas de 2n renglones, ;como es posible? Pues porque, a diferencia de las
tablas tradicionales, en estas tablas el orden de los renglones si importa, de tal manera que
renglones repetidos cuentan como renglones distintos. Finalmente, también existen las tablas
bidimensionales, usadas originalmente en ciertas logicas intencionales, pero popularizadas

gracias al trabajo de Robert Stalnaker y otros.

Ejemplos
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EJERCICIO 6.07
Comprobar por tablas de verdad s1 las siguientes fbfs son o no simultaneamente satisfa-
cibles:
~p—=q) pvg
p ql-p=q|pvyg
vV v F \Y
V F v Vv
F V F \Y
F F F F
Las dos fbfs son simultdneamente satisfacibles, ya que son V a la vez en la 2" interpre-
tacion.
EJERCICIO 6.08
Comprobar por tablas de verdad s1 las siguientes fbfs son o no simultaneamente satisfa-
cibles:
-ufp — q] (—u_? — - P)
P gl-p—=q|-g—=>-p
Vv Vv F v
V F v F
F V F v
F F F v

Las dos fbls son simultaneamente insatisfacibles, ya que en ninguna de las 4 interpreta-

ciones resultan V a la vez.

EJERCICIO 6.09

Comprobar por tablas de verdad si es o no valido el siguiente esquema argumentativo:

p—=qgFpvg—gq

El esquema es valido, ya que en las tres interpretaciones en que la premisa es V también

es V la conclusion.

P qlp—q| pvg-—>
V V| V vV vV
V F| F V F
F V| Vv vV Vv
F F| V F Vv

1" e

UDS .

Mi Universidad

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

21



EUDS |

Mi Universidad PY
p g r s|p—=glr—=s|pvr|gv-s
V V Vv W W A A
V ¥V ¥V F v F v v
Vv V F V v v Vv Vv
Vv ¥V F F v A Vv Vv
Vv F V VWV F A v F
Vv F V F F F v v
Vv F F V F W W F
Vv F F F F W W W
F V V VW W W A A
F V V F W F A A
F VvV F WV v v F v
F VvV F F v v F Vv
F F V WV \Y YV v F
F F vV F W F v v
F F F V W W F F
F F F F W W F A

El esquema es invdlido ya que hay una interpretacion (la 13%) en la que, siendo V las
fres premisas, la conclusion es F.

EJERCICIO 6.11
Comprobar por tablas de verdad si1 las this siguientes son o no equivalentes:

P=9—=q4Fpvg

P glp=9—=q|pvy

VV| vV VvV |V

VF| F VvV |V

Fv|l v v | v

F F| V F F
" »

Las dos fbfs son eguivalentes, ya que tienen el mismo valor en todas las interpretacio-
nes.

____________________________________________________________________________________________________________|
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1.7.- Operaciones con conjuntos

UNION DE CONJUNTOS

Se Illama UNION de dos conjuntos A y B al conjunto formado por los elementos de A o de B, es decir:

AUB={z/xc AV z€ B}

AUB

Ejemplo:

SeanA={a, b, ¢ d e ftyB={bdr,s}

Entonces A | Hesta formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B.

Luego,

AUB={a, b, c, d, e, f, r, 8}

INTERSECCION DE CONJUNTOS

Se llama INTERSECCION de dos conjuntos A y B al conjunto formado por objetos que son elementos
de Ay de B, es decir:
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ANB={zfxrec ANz< B}

En la imagen la interseccién es la parte obscura de la misma.

Ejemplo:
SeanA={a, b,c e f},B={b efrs}y

C={a t u, v}

Encuentre:

ANB,ANCyCNB

Como la interseccién esta formada por los elementos comunes de ambos conjuntos, se tiene que:

ANB={b, e, f}
ANC = {a}
CNB={}
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Cuando dos conjuntos no tienen elementos en comin como B y C en el ejemplo anterior, se
denominan Conjuntos disjuntos.

DIFERENCIA DE CONJUNTOS

Dados dos conjuntos A y B, se llama DIFERENCIA al conjunto:

A—B={z/fxe AN\zx¢ B}

Luego A-B se llama complemento de B con respecto a A.

A-B

En el diagrama de Venn A-B esta representado por la zona rayada.
Ejemplo:
Sean A ={q, b, ¢} y B =1{b, ¢, d, €}. Entonces:

A-B={a}yB—A={del.

Asimismo, se llama DIFERENCIA SIMETRICA entre A y B al conjunto

EUDS .

Mi Universidad
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AAB=(A—B)U (B—A4)

AAB={z/(zc ANz¢B)V (z€BANz¢A)}

AAB

En el diagrama de Venn la diferencia simétrica esta representada por las regiones menos oscuras. (Lo
que no tienen en comun).

Ejemplo:
SeanA={a,b,cdtyB={a,¢ef g}

Entonces 4 &4 B = {b.d.e. f.g}

COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO

Si un conjunto A es subconjunto de otro conjunto universal U, al conjunto A ' formado por
todos los elementos de U, pero no de A, se llama complemento de A con respecto a U.

Simbodlicamente se expresa:

____________________________________________________________________________________________________________|
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A’={zfzcUNz¢ A}

Ejemplos:
a)SeanU={m,aqr,t,e}yA={a e}

Su complemento de A es: A'={m, t, r}

b) Sean U = {letras de la palabra aritmética} y A ={ e, i, a}

Determinado por extension tenemos
U={aritmectA={eia}

Su complemento es: A' = {r, t, m, ¢}

____________________________________________________________________________________________________________|
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En forma grafica:
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BOOLEANAS
Las llamadas OPERACIONES BOOLEANAS (unién e interseccion) verifican las siguientes propiedades:
|P‘RDPIEDADE5 UMNION INTERSECCION
|1.- Idempotencia Aud=A AmAd=A4
|2,-Eunmutativa AUB=EBuU A ANB=BnAd
|3.-Asuciativa AU(BUC)=(4AuB)uC AN(BNC)=(AnB)nC
|¢,-Ahmrcién AU(AnB)=4 An(AUB)=4
|5.-Di5tributiua AU(BNAC)=(AUB)N(AuC)  An(BUC)=(AnB)u(4ANC)
|ﬁ.- Complementariedad |4 4"'=0 AnA'=D

Estas propiedades hacen que partes de U con las operaciones union e interseccion tenga una
estructura de algebra de Boole.

Ademas de éstas, se verifican también las siguientes propiedades:

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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AVD =A,AND = (elemento nulo).
AU =U,ANU = A (elemento universal).

(AUB)' = A'mB',(A r‘\B)' = A"UB' (leyes de Morgan).

PROBLEMAS CON OPERACIONES CON CONJUNTOS
Mediante diagramas de Venn y las definiciones y aplicacion de las distintas operaciones con
conjuntos se pueden resolver problemas, que nos preparan en el campo de la logica formal.

Ejemplo:

A una fiesta llegaron |50 personas, de las cuales 75 cantan, 85 bailan, 20 no cantan ni bailan.

{Cuantas personas cantan y bailan?

Solucién: La pregunta lleva implicita una conectiva logica y, que es parte importante de la
definicion formal de la operacion interseccion. Por lo tanto, podemos representar el

problema de la siguiente manera:

____________________________________________________________________________________________________________|
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n(A) +z+n(B) +20=150

n(A)=75—z
n(B) =85 —=z

Luego sustituyendo en la ecuacidn original

™—z+x+8—z+20=150

Despejando

75+ 85—z +20=150
=75+ 85+ 20—150

z = 3030
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R./ El niimero de personas que cantan y bailan es igual a 30.

Ejercicios:

1. SeanU={a bcdefghk} A=fa b ¢ g}

Escriba por extension

AUE
BnNpD
AUD
AND
, OAD
AUBUC
(AUB)NC
BUB

< vwE §TR oA

2 TR s FHFDE D

BUC
A—B
DUB
B-C
A°
ANBNC
AUA{ }

. C=D

B={d e f g} C={a c f} D={f h kj.

¥ oS Q NN DO

ANC
AAB
cnp
C—B

D’
AN(BUC)
AUU
DAC
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2. SeanU={1,2,3456789) A={124 68} B={2,4 5 9

C={z/zcZ* N\Nz*<16)

AUB
BND
AUucC
BNC
., C—D
AUBUC
(AUB)NC

v 5§ T™W oa

={7, 8} . Escriba por extension

BUC
A—B
AUD
CND
CAD
ANBNC
AUA{ }

N

D

N 8~ =

u,

EUDS .
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ANc
AAB
AND
B—A
Bac
AN (BUC)
AUU

3. De acuerdo al diagrama: Identifique los siguientes casos como verdaderos o falsos

a ()yesANB
¢ ()weBNC
e ()zeANBNC

g ()zeANC

b. ()zeBUC
d ()usC
£ ()yeAUBUC

h ()veBNC

UNIVERSIDAD DEL SURESTE
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UNIDAD II
ALGEBRA BOOLEANA
2.1.- Definicion y principio de dualidad.

En el area matematica de la teoria del orden, cada conjunto parcialmente ordenado P da
lugar a un conjunto parcialmente ordenado dual (también denominado opuesto) que a
menudo se denota por Pop o Pd. Este orden dual Pop se define como el conjunto con el
orden inverso, es decir, los x <y se mantiene en Pop si y solo si los y < x se mantiene en P.
Es facil ver que esta construccion, que se puede representar dando la vuelta al diagrama de
Hasse de P, dard un conjunto parcialmente ordenado. En un sentido mas amplio, también se
dice que dos conjuntos parcialmente ordenados son duales si son doblemente isomorfos, es

decir, si un conjunto parcialmente ordenado es ordenadamente isomorfo al dual del otro.

La importancia de esta simple definicion proviene del hecho de que cada definiciéon y teorema
de la teoria del orden puede transferirse faciimente al orden dual. Formalmente, este hecho

es definido en el principio de dualidad para conjuntos ordenados:

Si un enunciado dado es vilido para todos los conjuntos parcialmente ordenados, entonces
su declaracion dual, obtenida invirtiendo la direccion de todas las relaciones de orden y
mediante la idealizacion de todas las definiciones teoricas de orden involucradas, también es

valida para todos los conjuntos parcialmente ordenados.

Si una declaracion o definicion es equivalente a su dual, entonces se dice que es auto
dimensional. Téngase en cuenta que la consideracion de ordenes duales es tan fundamental

que a menudo ocurre implicitamente cuando se escribe 2 para la orden dual de < sin dar

ninguna definicion previa de este simbolo "nuevo".
Ejercicios de Programacion Lineal - Dualidad
Programacion Maten atica

Licenciatura en Ciencias y Técnicas Estadisticas

Curso 06/07
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|. Dado el problema lineal

Max x| + x2 — x3

sax|l —x2+2x3 2|

-2x| +x3 2 -2

x 2 0,

se pide que:

a) Calcules un vértice factible inicial aplicando el método Simplex.

b) Encuentres el problema dual, y lo pongas en forma estandar.

c) Determines si este problema dual es factible, acotado u “optimo.

2. Un agricultor es propietario de 500 Ha. de tierras, adecuadas para cultivar trigo, avena o
centeno. Por cada hectarea que cultive, necesita la mano de obra, incurre en los costes y
obtiene los beneficios que se indican en la tabla siguiente:

Cosecha Horas-hombre Coste Beneficio

Trigo 6 100 60

Avena 8 150 100

Centeno 10 120 80

Si el agricultor dispone de mano de obra capaz de proporcionar 5000 horas-hombre en el
periodo de cultivo, y de 60000 euros. para gastos de cultivo, se pide que:

a) Encuentres las superficies de cultivo que maximicen los beneficios del agricultor.

b) Plantees el problema dual del anterior.

c) Si el agricultor pudiese contratar 500 horas-hombre de trabajo adicional por 1500

euros, ;le interesaria hacerlo?
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d) La superficie cultivada minima de trigo para percibir subvenciones es de 100 Ha. Si
se perciben subvenciones el beneficio por hectarea para el trigo es de 60 euros, pero
si no se perciben dicho beneficio baja a 45 euros por hectarea. Estudia la solucion
“optima del problema bajo estas condiciones.

e) ;Como cambia la solucion si se reducen (contratando una cosechadora mejor) las
horas-hombre necesarias para cultivar una hectarea de centeno a 7?

3. Para el problema lineal

Max x| + 2x2 + 2x3

sax|l +x2+2x3 21

xl =x2+x3<-2

x 2 0,

se pide que:

I

a) Indiques la forma de su problema dual (en forma estandar).

b) Calcules la solucion del problema primal a partir del vértice x =020

c) ;Como es el problema dual ("optimo, no acotado, no factible)? ;Por qué?

d) Si se ahade una nueva variable (no negativa) al problema primal, x4, con coeficiente
en la funcion objetivo —1, y coeficientes en las restricciones | y 2 respectivamente,
icomo son el problema primal y el problema dual resultantes?

4. Para el problema lineal siguiente:

Max 2x| + 6x2 + 8x3

saxl +x2+x3=<10

-2x|l +x2 <2

x3<5

x|l —2x2 £ |

____________________________________________________________________________________________________________|
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x 2 0,
se pide que:
a) Encuentres el problema dual y lo formules en forma estandar.

b) Encuentres los valores "6ptimos de las variables de los problemas primal y dual, sabiendo
que en la solucién del problema primal las restricciones primeras, segunda y

tercera estan activas.

c) Si en el problema original se eliminan la primera y cuarta restricciones justifica que
el nuevo problema es no acotado.

5. Calcula la soluci’on del siguiente problema lineal:

m’in 2x| + x3 + x4 — x5

sa—2xl =x2+x3+2x4 +x5=-3

x| +3x2+2x3-x5=6

2xl +x2+ 2x3 + x4 +x5=8

x 2 0,

partiendo del v’ertice en el que son basicas las variables x|, x2 y x4.
Encuentra la nueva soluci’on si al problema anterior se le a"nade la restricci’on
x| +x2 +x324.

Si ahora anadimos una segunda restriccion al problema inicial,

—-3x2 + x3 = 4/3,

icual es la nueva solucion?

2.2..- Teoremas fundamentales
- ;Qué es un Teorema?
Un teorema, es toda proposicion que partiendo de un supuesto (hipotesis), afirma una

verdad (tesis) no evidente por si misma, por lo tanto, deben ser demostradas.

El enunciado de un teorema consta de dos partes:

____________________________________________________________________________________________________________|
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- Hipotesis, que contiene los datos.
- Tesis, que es la verdad que se quiere demostrar.

El razonamiento o deduccion logica que se hace para concluir la tesis utilizando la hipotesis

se llama demostracién.

Existen también los lemas, que son teoremas de menor importancia, cuyo Unico objetivo es

facilitar la demostracién de otro teorema mas importante.

Se llama corolario a toda consecuencia directa de un teorema que se deduce por un

razonamiento simple.

Un teorema se llama reciproco de otro cuando la tesis del primero pasa a ser la hipotesis

del segundo y la hipotesis del primero se convierte en la tesis del segundo.

2- Teoremas fundamentales sobre triangulos
|- Teorema de la suma de los angulos interiores

La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°

o+ B+ Y= 180°

____________________________________________________________________________________________________________|
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2- Teorema del lado mayor (propiedad de correspondencia)
En un triangulo, al lado de mayor longitud se le opone el angulo de mayor medida y viceversa.

Enel /\ ABC:

x0> %P > xY=sa>p>cC

2.3.- Funciones booleanas

Al formular expresiones matematicas para circuitos logicos es importante
tener conocimiento del algebra booleana, que define las reglas para
expresar y simplificar enunciados logicos binarios. Una barra sobre un
simbolo indica la operacion booleana NOT, que corresponde a la inversién
de una senal.

Leyes fundamentales

ORA + OA + IA + AA + A====Al|Al ANDA + 0A - IA + AA -
====0AA0 NOTA=A

____________________________________________________________________________________________________________|
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Leyes conmutativas
A + B=8B + A
A-B=B-A
Leyes asociativas
(A + B) + cC=A + (B + C)
(A-B)-C=A-(B-C)
Leyes distributivas
A : (B + C) = (A : B) + (A : C)

A+ ((B-C)=(A+B)- (A+C)

Otras identidades utiles

A + (A : B) = A
A : (A + B) = A
A + (A - B) = A + B
(A + B) : (A +B) = A
(A + B) : (A + C)=A + (B : C)
A + B + (A - B) = + B
(A B + (B - ¢ + (B- C=(A - B + C

(A'B).+(A'C)+(B'C)=(A'B)+(B‘C)

SIMPLIFICACION DE FUNCIONES BOOLEANAS
Al usar los teoremas y leyes booleanas, podemos simplificar las expresiones
booleanas, mediante las cuales podemos reducir el numero requerido de

compuertas logicas a implementar. Podemos simplificar la funcion Boolean
utilizando dos métodos:

I. El método algebraico: mediante el uso de identidades (leyes booleanas).
2. El método grafico: utilizando el método del Mapa de Karnaugh.

Ejemplo

Se va a simplificar la siguiente expresion aplicando las leyes e identidades
booleanas mencionadas:

E=(X Y -2Z)+ (Y Z) +X-Y)

Es posible aplicar la ley asociativa y la ley fundamental de que A - | = A:
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E=X-(Y-Z)+ 1| -(Y-Z)+ (X"Y)
Ahora es posible factorizar el termino (Y - Z):
E=(X+1)-(Y-2Z)+(X"-Y)
Dado que A + | = | segln las leyes fundamentales por lo tanto X + | = |:
E=1-(Y-2Z)+(X"Y)
Al realizar la operacién tendremos ya simplificada la expresion:
E=(Y-2Z)+(X-Y)
AuUn podemos simplificar la expresion al factorizar Y:
E=Y- - (Z+ X)

Modos de representacion

Existen distintas formas de representar una funcion légica, entre las que podemos destacar las
siguientes:

e Algebraica

e Por tabla de verdad
e Numérica

e Grifica

El uso de una u otra, como veremos, dependera de las necesidades concretas en cada caso.
Algebraica

Se utiliza cuando se realizan operaciones algebraicas. A continuacién se ofrece un ejemplo con
distintas formas en las que se puede expresar algebraicamente una misma funcién de tres variables.

F=[(A +BC) + ABC] + AB'C

F=ABC’ + AB'C’' + AB'C + ABC’
F=(A+B+C)A+B+C)A+B +C)A +B +C)
F=BC + AR

F=(A+B)B +C)

F = [(BC)'(CB)" (AB)T

7. F=[(A+By+ (B +C)T

oA WN —

La expresion |) puede proceder de un problema logico planteado o del paso de unas
especificaciones a lenguaje algebraico. Las formas 2) y 3) reciben el nombre expresiones

canonicas: de suma de productos (sum-of-products, SOP, en inglés), la 2), y de productos de
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sumas (product-of-sums, POS, en inglés), la 3); su caracteristica principal es la aparicion de cada

una de las variables (A, B y C) en cada uno de los sumandos o productos.
Por tabla de verdad

Una tabla de verdad contiene todos los valores posibles de una funcion logica dependiendo
del valor de sus variables. El nimero de combinaciones posibles para una funcion de n
variables vendra dado por 2". Una funcidn logica puede representarse algebraicamente de
distintas formas como acabamos de ver, pero solo tiene una tabla de verdad. La siguiente

tabla corresponde a la funcion logica del punto anterior.

La forma mas comoda para ver la equivalencia entre una tabla de verdad y una expresion
algebraica es cuando esta ultima se da en su forma canodnica. Asi, la funcion canonica de suma

de productos (o forma canoénica disyuntiva)
F=ABC + ABC + AB'C + ABC

nos indica que sera | cuando lo sea uno de sus sumandos, lo que significa que tendra por lo
tanto cuatro combinaciones que lo seran (010 para A’BC’, 100 para AB’C’, 101 para AB'Cy
I 10 para ABC’) siendo el resto de combinaciones 0. Con la funcién candnica de producto de
sumas (o forma canodnica conjuntiva) se puede razonar de forma analoga, pero en este caso

observando que la funcion sera 0 cuando lo sea uno de sus productos.

También es facil obtener la tabla de verdad a partir de la funcidn simplificada, pero no asi a la

inversa.
Numeérica

La representacion numérica es una forma simplificada de representar las expresiones
candnicas. Si consideramos el criterio de sustituir una variable sin negar por un | y una
negada por un 0, podremos representar el término, ya sea una suma o un producto, por un
numero decimal equivalente al valor binario de la combinacidon. Por ejemplo, los siguientes

términos canonicos se representaran del siguiente modo (observe que se toma el orden de A

a D como de mayor a menor peso):
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Para representar una funcion candénica en suma de productos utilizaremos el

simbolo (sigma) y en producto de sumas (pi), donde n indicara el numero de
variables. Asi, la representacion numérica correspondiente a la tabla de verdad del punto
anterior quedara como: Matematicamente se demuestra, que para todo término i de una
funcidn, se cumple la siguiente ecuacion: A modo de ejemplo se puede utilizar esta igualdad

para obtener el producto de sumas a partir de la suma de productos del ejemplo anterior:

Grafica

La representacion grafica es la que se utiliza en circuitos y esquemas electronicos. En la
siguiente figura se representan graficamente dos funciones algebraicas, una con simbolos no
normalizados, superior, y la otra con normalizados, inferior (véanse los simbolos de

las puertas logicas)

F=EBC +AF

B o—

oo
F

A o

B o >
A B C F=[(A+BCY +ABC] + AB'C
&
=1

Métodos de simplificacién[editar]

Por simplificacion de una funcion logica se entiende la obtencion de su minima expresion. A la hora
de implementar fisicamente una funcién logica se suele simplificar para reducir asi la complejidad del
circuito.

A continuacion, se indican los modos mas usuales de simplificar una funcién légica.
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Algebraico

Articulo principal:

Para la simplificacion por este método no soélo bastara con conocer todas las propiedades y teoremas
del algebra de Boole, ademas se debe desarrollar una cierta habilidad légico-matematica que se

adquiere fundamentalmente con la experiencia.
Como ejemplo se simplificara la siguiente funcion:

F=AC +ABC+BC + ABC+ ABC
Observando cada uno de los sumando podemos ver que hay factores comunes en los sumandos 2°
con 5°y 4° con 5° que conllevan simplificacién:

F=AC+BC +BCA+A)+ACB+DB)
Note que el término 5° se ha tomado dos veces, de acuerdo con la propiedad que dice que A + A =
A. Aplicando las propiedades del dlgebra de Boole (A + A'=1y A . | = A), queda

F=AC +BC +BC+AC

Repitiendo nuevamente el proceso,

F=A(C+C)+B(C+C)=A"+B

No siempre las funciones son tan faciles de simplificar como la anterior. El método algebraico, por lo

general, no resulta comodo para los no expertos, a los cuales, una vez simplificada una ecuacion le

pueden quedar serias dudas de haber conseguido la maxima simplificacion.
Mapa de Karnaugh|editar]
Articulo principal: Mapa de Karnaugh
Este método consiste en formar diagramas de 2n cuadros, siendo n el nimero de variables. Cada
cuadro representa una de las diferentes combinaciones posibles y se disponen de tal forma que se

puede pasar de un cuadro a otro en las direcciones horizontal o vertical, cambiando Unicamente una

variable, ya sea en forma negada o directa.
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Este método se emplea fundamentalmente para simplificar funciones de hasta cuatro variables. Para

AR
oo 01 11 10
A AR
0 1 oo 01 11 10 o0
0 4 12 g
0 0 01 1 5|13 9
B 0 2 c 0 2 & 4 op

1 1 5 1 1 5 . 5 11 3 7|15 11
10 2 & 14 10

un nimero superior utilizan otros métodos como el numérico. A continuacion pueden observarse los

diagramas, también llamados mapas de Karnaugh, para dos, tres y cuatro variables.

Es una practica comin numerar cada celda con el nimero decimal correspondiente al término

candnico que albergue, para facilitar el trabajo a la hora de plasmar una funcion canoénica.

Para simplificar una funcion légica por el método de Karna3ugh se seguiran los siguientes pasos:

I. Se dibuja el diagrama correspondiente al nimero de variables de la funcion a simplificar.

2. Se coloca un | en los cuadros correspondientes a los términos canonicos que forman parte de la
funcion.

3. Se agrupan mediante lazos los unos de casillas adyacentes siguiendo estrictamente las siguientes
reglas:

I. Dos casillas son adyacentes cuando se diferencian Unicamente en el estado de una sola variable.

2. Cada lazo debe contener el mayor niumero de unos posible, siempre que dicho nimero sea
potencia de dos (I, 2, 4, etc.)

3. Los lazos pueden quedar superpuestos y no importa que haya cuadriculas que pertenezcan a dos
o mas lazos diferentes.

4. Se debe tratar de conseguir el menor numero de lazos con el mayor numero de unos posible.

4. La funcion simplificada tendra tantos términos como lazos posea el diagrama. Cada término se

obtiene eliminando la o las variables que cambien de estado en el mismo lazo.

A modo de ejemplo se realizan dos simplificaciones de una misma funcién a partir de sus dos formas

canonicas:
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De acuerdo con los pasos vistos anteriormente, el diagrama de cada funcion quedara del siguiente
modo:

F = 540,2,3,4,7) F=11,2,6)

Lazo 1

AR AR
§ oo 01 11 10‘/ oo 01 11 10
D::Q mz 3 Q:U 0 q)ﬁ 4

C
.'1 /f132 s_'- 1 @1 3 i 5
/ N

Lazo 2 Lazo 3

La funcion simplificada tendra tres sumandos en un caso y dos productos en el otro. Si nos fijamos en
el mapa correspondiente a la suma de productos, observamos que en el lazo | cambia la variable A
(en la celda O es negada y en la 4 directa), en el lazo 2 es la C y en el lazo 3 vuelve a ser A. por lo
tanto, la ecuacion simplificada es:

2.4 .- Formas canénicas o normales

Consideremos la funcién légica

F=AB+C

cuya tabla de verdad tenemos aqui.

Al B c I:(or'd':nal)
(ojojojoj o |
[oJlo L jloj v |
oL ro iy 2 |
ICH I N
Lo Jrojlof 4 |
Lo Py s |
N B N
NN NN

Vamos a ver que se puede escribir de dos formas diferentes, a las que vamos a
llamar primera y segunda formas canénicas.
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Para ello, primero vamos a definir dos conceptos:

e Minterm o minitérmino: producto de n variables (n, en nuestro ejemplo, es 3), con sus

valores negados o no. Por ejemplo un minterm es:
e Maxterm o maxitérmino: suma de n variables, con sus correspondlentes valores, negados o

A+B+C

no. Por ejemplo:

Para una funcion booleana con n variables, hay 2" minitérminos y 2" maxitérminos.

Los minitérminos y maxitérminos acostumbran a etiquetarse segin el valor decimal que representan
las combinaciones de sus variables (el ordinal que se ha indicado en la tabla).

Asi, el término Ol | se etiquetaria como {3} (porque es el que tiene el ordinal "3"; observa la Gltima
columna de la tabla).

Si es un minitérmino se escribiria m3, y si es un maxitérmino se escribiria M3.

PRIMERA FORMA CANONICA:

se obtiene haciendo la suma de todos los minitérminos cuyo valor es |. En nuestro caso, la expresion
en primera forma canonica de nuestra funcion seria:

que también puede escribirse asi de facil:
F=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C

F=m(23,5,67)

leyéndose esto como que "F es igual a la suma de los minitérminos 2, 3, 5, 6 y 7". Facil, jno?

SEGUNDA FORMA CANONICA:

se obtiene haciendo el producto de todos los maxitérminos cuyo valor es cero. En nuestro caso, la
expresion de la funcion F como segunda forma canénica seria:

(A+B+C) - (A+B+C)-(A+B+0C)

que también puede escribirse de esta otra forma:

F = M(0,1,4)
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leyéndose esto como que "F es igual al producto de los maxitérminos 0,1 y 4".

Ambas expresiones representan a la misma funcién. Simplemente cambia el modo en que se
representan, y siempre nos da una idea de la complementariedad que hay en el algebra de

Boole entre una variable o funcién y su negacién (recuerda las dos leyes de De Morgan).

Una muestra de esta complementariedad es, precisamente, que los minitérminos que faltan

en la primera forma canénica son los maxitérminos que aparecen en la segunda.

2.5.- Cambio de forma de una funcion booleana.

Los logicos combinacionales se resuelven partiendo de la tabla de verdad al establecer esta
todas las combinaciones posibles de entrada y salida. Tomando la tabla de verdad, podemos

establecer una funcion légica de dos formas posibles:
() Primera forma canonica o forma canonica disyuntiva (suma de productos o minterms).
(2) Segunda forma canodnica o forma canonica conjuntiva (producto de sumas o maxterms).

En la primera forma canonica, SoP (Sum of Products) se obtiene sumando todos los
minitérminos que dan salida |. En un minitérmino se asigna 0 la variable inversa y se asigna |

la variable directa (Teorema de Shannon).

mn At
it—-1

-1
5 = Z m:cuandoF (@) =1 15 = M, cuandoF({@)=10
i=o i

Primera forma candnica Segunda forma canénica

La segunda forma candnica, PoS (Products of Sums), se obtiene de forma dual a la anterior:
multiplicando los maxitérminos cuya columna resultado sea 0. El maxitérmino es el dual del
minitérmino.

Mirando el siguiente ejemplo:
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A B C | F{A,B,C) Primera forma candnica

1] 0 1] 0 1
S=m+m3+ms+m7

1 0 1] 1 ]
2 0 1 0 0 S=lE-F-O)+@E-B-O)+U-B-O)+-B-0O)
3 0 ! ! L Segunda forma candnica
4 1 1] 0 ]
5 1 0 1 1 S5=M1-M2:-ME-NE
6 (1 | 1|0 0 S=WU+B+C)U+E+0)-E+B+0)- A +E+0O)
7 1 1 1 1

2.6.- Algebra de redes eléctricas.

El ejemplo mas intuitivo v sencillo es el de redes de carreteras,
donde el flujo se refiere a la cantidad de vehiculos que circulan por
la via. En €l caso de redes que representan flujos supondremos en
esta seccion que lo centidad que llege a un nodo es igual a la que
sile:

=112

Figura 1.2: Flujo que entra al nodo es igual al que sale.

____________________________________________________________________________________________________________|
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Ejemplo 1.17 La siguiente red representa el flujo vehicular por
un sector de la cindad donde, los nodos son las intersecciones y los
arcos, las carreteras. Las flechas indican el sentido del movimiento
de los vehiculos.

00 - ' 100

Figura 1.3: Flujo vehicular por un sector de la cindad.

Las cantidades de vehiculos que circulan por la red entre dos
nodos consecutivos se indican con las letras x, y. 2. w y t las cuales
son las variables del problema. En tales condiciones:

3 Sistemas de ecuaciones lineales
i) Formule un sistema de ecuaciones lineales cuva solucidn aporte
todas las opciones posibles de flujo vehicular.

ii) Si el flujo vehicular entre el nodo 1 v 2 es 550 v entre el nodo
2 v 4 es 50, entonces calcule los otros Hujos.

____________________________________________________________________________________________________________|
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i) De acuerdo con la red el sistema

+ &
+w + ¢

o I

La matriz anmentada del sistema es

1 -1 0 0
10 1 -1
01 10
o0 01

Haciendo operaciones elementales sobre esta matriz se obtiene la
golucion: § = {(T00— z — £, 300 — z — ¢, 2, 100 — . ¢) |z, w e R},

ii) Como x = 550 entonces y = 150. Ademdas w = 100 —¢ = 50
entonces £ = 5. Por otra parte y = 300 —z — ¢t = 300 — z —

50 = 150 por lo que =z = 100.

UNIDAD Il

MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS DE CUACIONES LINEALES

3.1.- DEFINICON DE UNA MATRIZ

0
0
1
1

40
GO
300
1000

400
GO0
300
100

nodo 1
nodo 2
nodo 3
nodo 4

Una matriz es una tabla cuadrada o rectangular de datos (llamados elementos) ordenados

en filas y columnas, donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una

columna es cada una de las lineas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se le

denomina matriz m-por-n (escrito mxn). Las dimensiones de una matriz siempre se dan con

el numero de filas primero y el nimero de columnas después.

Comulnmente se dice que una matriz m-por-n tiene un orden de m X n ("orden" tiene el

significado de tamano). Dos matrices se dice que son iguales si son del mismo orden y tienen

los mismos elementos.

Ejemplo:

Dada la matriz:
B
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A=

[ g R N

que es una matriz 4x3. El elemento A[2,3] esel 7

La matriz:

R=[1 23456789

es una matriz | X9, o un vector fila con 9 elementos.

R I SN Y (N

b =] 2

&
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1.7.2 Redes eléctricas

Considérese un modelo simple de circuito eléctrico que consta so-
lo de resistencias (bombillas eléctricas, electrodomésticos, ...) v
tuerza electromotriz o baterias. A través de la red (o circuito)
fluve la corriente eléctrica en el sentido que indican las Hechas.
Los nodos representan puntos de la red donde se redirecciona y
distribuye la corriente. Los generadores se simbolizan con dos
rayas verticales una mas corta que la otra. La corriente entra por

1.7 Hedes y sistemas de ecuaciones [ineales 30

la raya corta y sale por la raya larga. El otro simbolo que aparece
en la Figura 1.4 es el de las resistencias.

VWA -
O ©)
VWA | ——

Figura 1.4: Red eléctrica con dos nodos, tres
resistencias v dos generadores.

La fuerza electromotriz se mide en voltios, la corriente en amperios y la resistencia en
ohmios. El movimiento de la corriente en el circuito se rige por las conocidas leyes de
Kirchhoff, a saber: a) La corriente que fluye hacia un nodo es igual a la que sale. b) En una
trayectoria cerrada la fuerza electromotriz es igual a la suma de las ca’idas de voltaje. Una
trayectoria cerrada es una parte de la red donde la corriente sale de un nodo y regresa a “el.

En la figura anterior se tienen dos trayectorias cerradas. una sale del nodo | y la otra del

____________________________________________________________________________________________________________|
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nodo 2. La ca'ida de voltaje E a trav'es de una resistencia es el producto Rl donde | es la

corriente y R es la resistencia. Es decir E = Rl

Ejemplo 1.18 Considere la red signiente v determine las corrien-
tes I]. I:g e f;-;

36 Sistemas de ecuaciones lineales
Hy =1 Fy |= 5 I
VAYAY | F—=—
Travectoria 1
~ - I
O— vV )
He =2
Travectoria 2
WA |
Ay=4 E:=8 I3

Figura 1.5: Red eléctrica con dos trayectorias.

Solucidn: A partir de la Figura 1.5, vemos que el sistema de ecua-

ciones es:
Hh -l +I3 = 10 Nodo 102
I 425 = & Trayectoria 1
+2I; 443y = 8 Trayectoria 2
Resolviendo el sistema se obtiene la solucidon: I; = 1 amperio,

I3 = 2 amperios e Iy = 1 amperio.

____________________________________________________________________________________________________________|
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3.2.- Tipos de matrices: cuadradas, filas, columna, diagonal, escalar, triangular, unitaria,
transpuesta, simétrica y asimétrica.

MATRIZ FILA

Una matriz fila esta constituida por una sola fila.

(2 8 -1)

MATRIZ COLUMNA

La matriz columna tiene una sola columna

]

MATRIZ RECTANGULAR

La matriz rectangular tiene distinto numero de filas que de
columnas, siendo su dimension mxn.

(33

MATRIZ CUADRADA

La matriz cuadrada tiene el mismo numero de filas que de
columnas.

Los elementos de la forma as constituyen la diagonal principal.

La diagonal secundaria la forman los elementos con i+ = n+1.

1 2 -5
3 6 &
0 -1 4

____________________________________________________________________________________________________________|
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MATRIZ ESCALAR

Una matriz escalar es una matriz diagonal en la que los elementos
de la diagonal principal son iguales.

MATRIZ IDENTIDAD O UNIDAD

Una matriz identidad es una matriz diagonal en la que los
elementos de la diagonal principal son iguales a 1.

1 ¢ O
0120
0 01

MATRIZ TRASPUESTA

Dada una matriz A, se llama matriz traspuesta de A a la matriz que
se obtiene cambiando ordenadamente las filas por las columnas

2 30 2 1 3
A=|1 2 o At=l3 2 5
35 6 00 6
(A)'=A
(A+B) =A"+B'

(aa-A) =a- A
(A-B)=B'-A

____________________________________________________________________________________________________________|
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MATRIZ REGULAR

Una matriz regular es una matriz cuadrada que tiene inversa.

MATRICES NORMALES

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT
= ATA. Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es
necesariamente normal.

1 B
aal 6 -3 6 3 4 U
13 6 -3 6 0 45
ATAs 6 3 B -3} _ (45 0O
1306 3 B} 0 45

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal

soa 4 =3 5] Eronces

[N

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 55



EUDS |

Mi Universidad

MATRICES NORMALES

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT
= ATA. Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es
necesariamente normal.

Soa A = [g -:] Entonces:

aal 6 -3 6 3 45 U
13 6 -3 6) L0 4

ATas 6 3 B -3) _ (4 0O
13 B 3 B) 0 45

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal

L

MATRICES ESCALONADA

Una matriz es escalonada si al principio de cada fila (o columna) un
elemento nulo mas que en la fila (o columna) anterior

4 -1 D
A= (l} 8 3 ) es una matriz escalonada por filas

0O o0 -2
3 0 0
2 0 0 .
A= 4 1 0 es una matriz escalonada por columnas
-6 4 -3

MATRICES ESCALARES

Una matriz es escalar si es diagonal y ademas todos los elementos
de la diagonal son iguales

3 00
A=|0 3 0] esunamatriz escalar
o 0 3
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MATRIZ NULA

En una matriz nula todos los elementos son ceros.

00
00
MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

En una matriz triangular superior los elementos situados por
debajo de la diagonal principal son ceros.

1 7 =2
0 -3 4
o o 2

MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

En una matriz triangular inferior los elementos situados por
encima de la diagonal principal son ceros.

W= N
Mo

0
0
6

MATRIZ DIAGONAL

En una matriz diagonal todos los elementos situados por encima y
por debajo de la diagonal principal son nulos.

o o
o N O
f O
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MATRIZ SINGULAR

Una matriz singular no tiene matriz inversa.

MATRIZ IDEMPOTENTE

Una matriz, A, es idempotente si:

=A.

MATRIZ INVOLUTIVA

Una ratriz, A, es involutiva si:

MATRIZ SIMETRICA

Una matriz simétrica es una matriz cuadrada que verifica:
A=A

MATRIZ ANTISIMETRICA O HEMISIMETRICA

Una matriz antisimétrica o hemisimétrica es una matriz cuadrada
que verifica:

MATRIZ ORTOGONAL

Una matriz es ortogonal si verifica que:

A-A'=1.

____________________________________________________________________________________________________________|
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3.3.- Operaciones matrices.
SUMA:

1 3 2 1 0 5 1+1 340 245 2 3 7

1 0 0+ |7 5 0l=|1+7 045 040 =18 5 0

1 2 2 211 1+2 241 241 3 3 3
Propiedades
-Asociativa
Dadas las matrices mXn A, B y C
(A + B) + C = A + (B + Q)
-Conmutativa
Dadas las matrices mXn A y B
A + B = B + A
-Existencia de matriz cero o matriz nula

A+0=0+A=A

PRODUCTO POR UN ESCALAR:
Dada una matriz Ay un escalar ¢, su producto cA se calcula multiplicando el escalar por cada
elemento de A

2[1 8 —3] _ [2::(1 2x8 2><—3] _ [2 16 —6]
4 -2 6 2x4 2x-2 2x6 8 —4 12
Propiedades
Sean Ay B matrices y c y d escalares.
-Clausura: Si A es matriz y c es escalar, entonces cA es matriz.
-Asociatividad: (cd)A = c(dA)
-Elemento Neutro: | A=A
-Distributividad:
-De escalar: ¢(A+B) = cA+cB

-De matriz: (c+d)A = cA+dA

PRODUCTO DE DOS MATRICES:

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de columnas de la matriz izquierda es
el mismo que el numero de filas de la matriz derecha. Si A es una matriz mxn y B es una matriz nxp,
entonces su producto matricial AB es la matriz mxp (m filas, pcolumnas).

____________________________________________________________________________________________________________|
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Por ejemplo:
1 0 2 « g
-1 31 1

Propiedades

i ol Ix34+0x2+4+2x1) (Ix1+4+0x14+2x0)| |5 1
0 Co(-1x34+3x241x1) (-1x1+3x1+1x0) 4 2

Si los elementos de la matriz pertenecen a un cuerpo, y puede definirse el producto, el producto de
matrices tiene las siguientes propiedades:
-Propiedad asociativa: (AB)C = A(BC).

-Propiedad distributiva por la derecha: (A + B)C = AC + BC.
-Propiedad distributiva por la izquierda: C(A + B) = CA + CB.

-En general, el producto de matrices tiene divisores de cero:Si AB = 0,No
necesariamente A 6 B son matrices nulas

-El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion: Si AB = A.C, No
necesariamente B=C.

-El producto de dos matrices generalmente no es conmutativo, es decir, AB # BA. La division entre
matrices, es decir, la operacion que podria producir el cociente A / B, no se encuentra definida. Sin
embargo, existe el concepto de matriz inversa, solo aplicable a las matrices invertibles.

Si A es una matrizm x ry B es una matriz_r x n, entonces el producto AB es la matriz m x n cuyos
elementos se determinan como sigue. Para encontrar el elemento en el renglon "i* y en la columna "j"
de AB, considerar solo el renglén "i* de la matriz A y la columna "j" de la matriz B. Multiplicar entre
si los elementos correspondientes del renglony de la columna mencionados y luego sumar los

productos restantes.

Ejemplo:
4 1 4 3
A:B g g] B=[o 4 3 1]
2 i i 2

Como A es una matriz 2 x 3 y B es una matriz 3 x 4, el producto AB es una matriz 2 x 4. Para
determinar, por ejemplo, el elemento en el renglén 2 y en la columna 3 de AB, solo se consideran
elrenglon2 de Ay la columna 3 de B. Luego, como se ilustra a continuacion, los elementos
correspondientes (en tipo negro) se multiplican entre si y se suman los productos obtenidos.

Az[zeo -131 08 2 0

124]B=E143l=5855]
7 5 2

(2*4) + (6*3) + (0*5) = 26
I EE——————S
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y asi obtenemos el siguiente resultado:

(1%4) + (2%0) + (4%2) = 12
(1%1) + (2%1) + (4%7) = 27
(1%4) + (2%3) + (4%5) = 30
(1%3) + (2%1) + (422) = 13
(2*4) + (6¥0) + (0%2) = 8

2*1) + (6%1) + (0%7) = -4
(2%3) + (6*1) + (0%2) = 12

AB = [182 27 30 13

-4 26 12

3.4.- Definicion de determinante

El determinante de una matriz cuadrada es un nimero real cuya definicion exacta es bastante
complicada. Por ello, definiremos primero el determinante de matrices pequenas, y
estudiaremos métodos y técnicas para calcular determinantes en general. Solamente se

puede calcular el determinante a matrices cuadradas.

En cuanto a la notacion, a veces el determinante se escribe con la palabra det, y otras veces

se indica sustituyendo los paréntesis de la matriz por barras verticales.

El determinante de una matriz determina si los sistemas son singulares o mal condicionados.
En otras palabras, sirve para determinar la existencia y la unicidad de los resultados de los

sistemas de ecuaciones lineales.

* El determinante de una matriz es un numero.
* Un determinante con valor de cero indica que se tiene un sistema singular.

* Un determinante con valor cercano a cero indica que se tiene un sistema mal condicionado.

Un sistema singular es cuando en el sistema de ecuaciones se tiene a mas de una ecuacion
con el mismo valor de la pendiente. Por ejemplo ecuaciones que representan lineas paralelas

o ecuaciones que coinciden en los mismos puntos de traficacion.
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3.5.- Calculo de determinantes por menores y cofactores

Ejemplo 1.

Obtener los menores Mi3 y M, del determinante D de %3,

2 -1 3
=44 5 2
& =3 7

Para M3 eliminamos el renglén 1 y la columna 3 para obtener
o 4 5
13 — & —3

De la misma forma, se elimina el renglon 2 y la columna 1 para tener

-1 =
lez

-3 7

Se llama cofactor del elemento ajc del determinante D, al menor M con
el signo (-1)I+k y se denota Ak, estoes

'Ai.i; = (_1:'MM='5; 1)

Ejemplo 2.

Obtenga los cofactores A;3 y A, del determinante D dado:

2 -1 3
=4 5 =2
& -3 7

De acuerdo con la férmula (1) el cofactor Aj; esta dado por
______________________________________________________________________________________________________________________|
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Ay = (-1 i

4 5—4—3—5 5)=—42
6 _3—()( 1= (615 =
Y de la misma forma

Ay =00 M

h 3——1[—1?—— ]=-2
_3 ?‘—( =000 - =303 =

Expansién por cofactores de un determinante.

Se puede probar el siguiente

Teorema
Todo determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de un renglén (o
columna) cualquiera por sus cofactores correspondientes.

Esto es
dyp o g T dy,
) gy T diny
D=1 =andy tagdy + e, A,
a1 Dz T iy (2)

es el desarrollo del determinante D por el renglén i, y similarmente
D= aydy tagdy +. o Fagdy (3)

es el desarrollo del determinante D por la columna k.

Las expresiones (2) y (3) son férmulas completamente generales, cualquier
determinante de cualquier dimension se puede evaluar usando estas formulas.

Ejemplo 3.

Desarrollar por cofactores del segundo renglén y calcular el valor del
determinante D.
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2 -1 3
D=4 5 2
& =3 7

Para expandir D, por cofactores del segundo renglén, calculamos primero los
cofactores A,q, Ax Y Axs de los elementos del segundo renglon.

Ay = D 2 -0
17 & -3

-1 3, (sz
-3 7 A =

‘: —4 Ay = (-1p*

Entonces
D =ay Ay tagdy +agdy = (@A0-20+5)(—4) + (2)(0) = 28

Ejemplo 4.

Desarrollar por cofactores de la primera columna y calcular el valor del
determinante D del ejemplo 3 para verificar que obtenemos el mismo valor.

Para expandir por cofactores de la primera columna, primero evaluamos los
cofactores A, Azi, Az de los elementos de la primera columna:

5 2 - -1 3
"qll = (_1)1+1 ‘: 41 A:zl = (‘UM 5 o

=17
-3 7 ‘

‘:_2 *"131 :':_1:'3“

Entonces
D=ayd) +aydy +agdyy) = QA0+ (-2 +(0)(-17)=-28

Ejemplo 5.

Considere la matriz A y calcule su determinante det A
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2 1 -1 =
o 1 4 0
A=
o 5 =2 6
o -3 1 0

Para evaluar el determinante de A usamos la formula (2) que permite desarrollar
un determinante por cofactores de una columna. Observe que la primera columna
de A consta de tres ceros y un 2. Desarrollando por la columna (1) se tiene

2 1 -1 3
o 1 4 0
det A= 0 5 -2 6:‘311—"111""321"421"'“31-’%1""341-’441:
0 -3 1
1 4 0
={Z5 -2 &
-3 1

Aln falta evaluar el determinante de 3x3, que desarrollamos por cofactores de la
columna 3 porque dos de sus elementos son ceros, entonces

1 4 0
det d=(2)|5 -2 5:(2}(—5)‘_13 j‘:(—12)(1+12)=—156
2 1 0

Ejemplo 6.

El determinante de una matriz triangular.
Considere la matriz B triangular, calcule det B

-1

u]

I
Fa T = I = B
=

1
2
0
0

____________________________________________________________________________________________________________|
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Entonces, desarrollando por cofactores de la primera columna, y desarrollando los
menores correspondientes de la misma forma, se tiene

21 2 -1
2 1 3
detB—D 213 =30 1 4—(3)(2}1 4—(3}(2}(1}(5)—30
_0014_005_ 0 s B
00 0

Asi que, el determinante de una matriz triangular es el producto de sus elementos en
la diagonal principal.

3.6.- Propiedades de los determinantes

| El determinante de una matriz 4 y el de su traspuesta ‘—1t son iguales.

4 = |
2 30 2 3 2

A=13 2 7 At=13 2 1
2 16 0 7 6

|A| = |AY = -2

2| A|=0 g

Posee dos filas (o columnas) iguales.

-2
i
-2

1Al =

b OO
b O
I
-

2

Todos los elementos de una fila (o una columna) son nulos.

]
b Q2
]

A= 3 3 =0

0 0
____________________________________________________________________________________________________________|
UNIVERSIDAD DEL SURESTE 66

=



EUDS |

Mi Universidad

Los elementos de una fila (o una columna) son combinacién lineal de las otras.

2 3 2
Al=1{1 2 4/=0

3 5 6
Fs=F+F

3 Un determinante triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

0

0
A= 0] =2-2-6=24
6

D= D
[y [ N

4 Si en un determinante se cambian entre si dos filas (o dos columnas), su valor sélo cambia de
signo.

i}

1
3

]
e

I
|
Mo

Fy — Fy

by I BN
o
o
o= D
o

5 Sia los elementos de una fila (o una columna) se le suman los elementos de otra multiplicados
previamente por un nimero real, el valor del determinante no varia.

Es decir, si una fila (o una columna) la transformamos en una combinacion lineal de las demas, el valor
del determinante no varia.

2

T
11 =16
L7

=

0] =16 Clq = 201 + Cy + C4q
6

[y I S I
oD = D
[y I S I

3

6 Si se multiplica un determinante por un numero real, queda multiplicado por dicho niumero
cualquier fila (o cualquier columna), pero solo una.

2 1 2 2-2 1 2 4 1 2
2-11 2 0j=1|1-2 2 0|=1|2 2 O
3 5 6 3-2 5 6 6 5 6

____________________________________________________________________________________________________________|
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(T

7 Si todos los elementos de una fila (o columna) estan formados por dos sumandos, dicho
determinante se descompone en la suma de dos determinantes en los que las demas filas (o
columnas) permanecen invariantes.

2 1 2 2 1 2 2 1 2
a+b at+ec at+d =|la a al+|b ¢ d
3 5 6 3 0 6 3 O 6

8 |A-B|=|Al-|B|
El determinante de un producto es igual al producto de los determinantes.

Introduccién

Sea una matriz de dimension y regular (su determinante es distinto de 0). Entonces, existe
una matriz que llamamos inversa de A y representamos por que cumple:

e , siendo la matriz identidad de dimension
e la matriz inversa es Unica. Es decir, solo hay una matriz que cumple el punto anterior.

Existen varios métodos para obtener la matriz inversa. Nosotros vamos a calcular la inversa
mediante donde representa la matriz adjunta de ; el operador AT (elevado a T) representa
la operacion transposicion (matriz transpuesta); y representa el determinante de . Vamos a
ver como calcular estos elementos que aparecen en la formula.

Transposicion
Para cualquier matriz de dimension . llamamos matriz transpuesta de y la denotamos por

a la matriz que resulta al escribir las columnas de como filas de . Es decir, la fila i de es la
columna i de . Al cambiar filas por columnas, la dimension de es . Ejemplo

1 0 4 10 6
A=l0 5 0| = AT=|l0 5 0
6 0 —9 4 0 -9

Matriz adjunta

Para cualquier matriz , llamamos matriz adjunta de y la denotamos por a la matriz cuyo
elemento de la fila y la columna es
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donde la matriz es la matriz que se obtiene al eliminar la fila i y la columna j de la matriz .
2 -1 2
A= (I:] 1 EI)
3 -2 2
2 0 -3
AdjlA)=|-2 -2 1
Ejemplo -2 0 2
Ejemplos de matriz inversa
_(r 2 1 2
: . A_(E —1) A:(g —'l)
Ejemplo 1: Calculamos los elementos de la
ﬂ.dj_’i = (_1}: dE‘t(_-l}= -1
ﬂ-dl‘g = (_1} 3 dE‘t(E} =2
ﬂ-ﬂ::l = (_1}3[131;(2} =2
. o s _ L Adj(A) = (_1 _2)
adjunta de A: adz2 = (=1)*det(1) =1 | 3 matriz adjunta es —2 1/ Notemos

gue no es necesario escribir su transpuesta ya que coinciden. El determinante de A es
1 2
ae() =], 5[=

-1 =2
o 1)

~ 2/5 )
—1/5) Ejemplo 2:

=—1—-4= (1,*‘5

=-5 Por tanto, la inversa de A es 2/5
-2 —6 2
A=110 1 3
0 0 & cCalculamos los elementos de la adjunta:
q 1 3
ady 1 = (—1)%det (ﬂ 5) =6
ady 5 = (—1)3det (g g) =0
0 1
ady 5 = (—1)%det (ﬂ ﬂ) -
adyy = (—1)3 det(_ﬂﬁ é) =36
adz; = (—1}4det(_02 é) =-12
adys = (—1)5 det(_ﬂz _ﬂﬁ) —0
adg, = (—1)* det(_iﬁ g) — 20
-2 2
ady; = (~D3det( " 5) =6 6 0 0
-2 -6 Adj(A) = ( 36 —-12 0 )
dgg = (—1)% det =-2
adss = (~1)%de ( 0 1 ) La adjunta es: -20 6 -2/ El
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-2 -6 2
det(4)=| 0 1 3=
0 0 6
=—12+0+0
-0-0-0=
determinante de A es =-12 Por tanto, la inversa de A es
T
L, (agi@))
T det(4)
6 36 20
0 —-12 [+
_M 0 -2/_
—-12
-1/2 -3 5/3
:( 0 1 —1;2)
0 0 1/6
IV UNIDAD
ESPACIOS VETORIALES

4.1.- Definicién de espacio vectorial

Del latin spatium, el espacio puede ser la extension que contiene la materia existente, la

capacidad de un lugar o la parte que ocupa un objeto sensible.
Espacio vectorial

Vectorial, por su parte, es lo perteneciente o relativo a los vectores. Este término, de origen
latino, refiere al agente que transporta algo de un lugar a otro o a aquello que permite

representar una magnitud fisica y que se define por un moédulo y una direccion u orientacion.

La nocion de espacio vectorial se utiliza para nombrar a la estructura matematica que se crea
a partir de un conjunto no vacio y que cumple con diversos requisitos y propiedades iniciales.
Esta estructura surge mediante una operacion de suma (interna al conjunto) y una operacion

de producto entre dicho conjunto y un cuerpo.

Es importante tener en cuenta que todo espacio vectorial dispone de una base y que todas
las bases de un espacio vectorial, a su vez, presentan la misma cardinalidad.

Datos historicos y aplicaciones
.
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Espacio vectorialFue a partir del siglo XVII que los estudiosos comenzaron a caminar hacia la
concepcion de los espacios vectoriales, con temas tales como las matrices, los sistemas de
ecuaciones lineales y la geometria analitica. Este concepto deriva de la geometria afin (estudio
de las propiedades de la geometria que no varian con transformaciones afines, tales como las
traslaciones o las lineales no singulares), al introducir coordenadas en el espacio

tridimensional o el plano.

Cerca del ano 1636, Descartes y Fermat (célebres cientificos originarios de Francia)
establecieron los fundamentos de la geometria analitica, tomando una ecuacién con dos
variables y vinculando sus soluciones con la determinacion de una curva plana. Para conseguir
una solucion dentro de los limites de la geometria sin necesidad de recurrir a las
coordenadas, el matematico checo Bernard Bolzano presento un siglo y medio mas tarde
algunas operaciones sobre planos, lineas y puntos que pueden considerarse antecesores de

los vectores.

Sin embargo, recién a finales del siglo XIX, Giuseppe Peano, conocido matematico italiano,
realizéd la primera formulacion moderna y axiomatica de los espacios vectoriales.
Seguidamente, esta teoria se enriquecié de la rama de las matematicas conocida con el
nombre de andlisis funcional, mas precisamente de los espacios de funciones. Para poder
resolver los problemas de analisis funcional que presentaban el fendbmeno conocido como
limite de una sucesion o convergencia, se asigno a los espacios vectoriales una topologia

apropiada, para que fuese posible considerar la continuidad y la proximidad.

Cabe mencionar que los vectores como concepto propiamente dicho nacen con el bipoint de
Giusto Bellavitis, un segmento orientado que posee un extremo llamado origen y otro,
objetivo. Mas tarde, fue tomado en cuenta cuando Argand y Hamilton presentaron los
numeros complejos y este Ultimo cred los cuaterniones, ademas de ser quien concibio la
denominacién de vector. Laguerre, por su parte, fue responsable de la definicion de los

sistemas de ecuaciones lineales y de la combinacion lineal de vectores.

También en la segunda mitad del siglo XIX, un matematico britanico llamado Arthur Cayley
presentd la notacion matricial, gracias a la cual es posible armonizar y simplificar las

aplicaciones lineales. Casi cien ahos mas tarde, se produjo una interaccion entre el analisis
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funcional y el algebra, principalmente con conceptos tan importantes como los espacios de

Hilbert y los de funciones p-integrables.

Entre las aplicaciones de los espacios vectoriales se encuentran ciertas funciones de
compresion de sonido e imagenes, que se basan en las series de Fourier y otros métodos, y
la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales (relacionar una funcién matematica con
diversas variables independientes y las derivadas parciales de la misma respecto de dichas
variables). Por otro lado, sirven para el tratamiento de objetos fisicos y geométricos, como

ser los tensores.
4.2 .- Sub espacio vectorial
Definiciéon de espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio VV de objetos, llamados vectores, en el que se han
definido dos operaciones: la suma y el producto por un escalar (nimero real) sujetas a los diez
axiomas que se dan a continuacién. Los axiomas deben ser validos para todos los

vectores uu, v y ww en VV y todos los escalares aa y B reales.

Llamamos u+vu+v a la suma de vectores en VV, y avav al producto de un nimero real aa por un
vector VEVVEV.

. utveVut+veVv

. utv=vtuutv=vtu

. (utv)+w=u+(v+w)(u+v)+w=u+(vt+w)

. Existe un vector nulo OVEVOVEYV tal que v+0V=vv+0V=v

. Para cada vv en VV, existe un opuesto (—v)EV(-V)€EV tal que v+(-v)=0Vv+(—v)=0V

. avEVaveV

. a(utv)=autavo(utv)=autav

. (a+B)v=av+pv(a+p)v=av+pv

- o(Bv)=(aB)va(Bv)=(ap)v

10. lv=vlv=v

O 00 NON LT A WDN —

Observacién: En la definicidon anterior, cuando decimos «escalares» nos estamos refiriendo a
numeros reales. En este caso, se dice que VV es un espacio vectorial real.

También es posible que los escalares pertenezcan a otro conjunto numérico, por ejemplo los

numeros complejos con los cuales trabajaremos en la ultima unidad.

Ejemplo |
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De acuerdo con las propiedades que vimos en la primera unidad, podemos afirmar
que R3R3 es un espacio vectorial.

Los espacios RnRn, con n2In21, son los ejemplos principales de espacios vectoriales. La
intuicion geométrica desarrollada para R3R3 nos ayudara a entender y visualizar muchos

conceptos de esta unidad.

Los vectores de RnRn son n-uplas de nimeros reales, o sea:
Rn={(x1,x2,...,xn),conxiER}Rn={(x | ,x2,...,xn),conxiER}

En RnRn, la suma de vectores y el producto por un escalar se definen asi:

Sean u=(ul,u2,...,un)yv=(vl,v2,...vn)ERnu=(ul,u2,...,un)yv=(vl,v2,...vn)ERn
utv=(ul+vl,u2+v2,...,un+vn)ERnu+v=(ul +vl,u2+v2,.. ,un+vn)€Rn
av=(avl,av2,...,avn)ERnav=(avl,av2,...,avn)ERn

Puede comprobarse que las operaciones definidas verifican los axiomas de espacio vectorial.

Ejemplo 2

De acuerdo con las propiedades enunciadas en la segunda unidad, para cada mm y nn RmxnRmxn es
un espacio vectorial.

Tenemos por ejemplo R2x3R2x3, espacio vectorial cuyos vectores son las matrices de 2x32x3.
Ejemplo 3

Llamemos P2P2 al conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2, incluyendo el polinomio
nulo.
Recordemos la suma de polinomios y la multiplicacién por un escalar:

Dados p(x)=ao+alx+a2x2€P2p(x)=ao+alx+a2x2€P2 y q(x)=bo+b |x+b2x2€P2q(x)=bo+bIx+b2x2€P

2
Definimos las operaciones:

(ptq)(x)=p(x)+q(x)=(ao+bo)+(al +bI)x+(a2+b2)x2 EP2(p+q)(x)=p(X)+q(x)=(ac+bo)+(al +bl)x+(a2+b
2)x2€P2

(ap)(x)=ap(x)=(cao)+(aal)x+(aa2)x2€P2(ap)(x)=op(x)=(aao)+(aal )x+(aa2)x2€P2

Puede demostrarse que estas operaciones verifican todos los axiomas de espacio vectorial.

En particular, el vector nulo en este espacio es el polinomio nulo, es decir el polinomio cuyos
coeficientes son todos iguales a cero.

Generalizando, para cualquier n20n20, el conjunto PnPn de todos los polinomios de grado menor o
igual que nn (incluyendo el polinomio nulo) es un espacio vectorial.
Observacion:
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{Por qué no definimos PnPn como el conjunto de polinomios de grado exactamente igual a nn? Si lo
definiéramos asi, no seria un espacio vectorial como se muestra en el siguiente ejemplo:
P(X)=x2p(x)=x2 y q(x)=—x2+1q(x)=—x2+1 son polinomios de grado 2, pero la suma es un polinomio
de grado cero. Entonces no se verificaria el primer axioma de espacio vectorial (la suma de vectores
de un espacio vectorial VV debe estar en VV).

4.3.- Condiciones de existencia.

Propiedades de los espacios vectoriales

A partir de los axiomas de espacios vectoriales, pueden demostrarse estas propiedades que resultan
«naturalesy:

Propiedad |

Ou=0V0ou=0V
Propiedad 2

a0V=0Va0V=0V
Propiedad 3

(—o)u=—(au)(-o)u=—(aw)
En particular, para a=1o=1 :(—l)u=—u(-1)u=-u
Propiedad 4

au=0V=0=0vVu=0Vou=0V=0=0vu=0V

Veamos cdmo puede demostrarse esta ultima propiedad:
Si a=0a=0, se cumple la proposicién.

Si a#0a#0 , podemos multiplicar por lala :
au=0V=laau=1a0V=u=0Vau=0V= | aau=1a0V=>u=0V
iDemostrado!

Subespacios vectoriales

Definicion

Sea VV un espacio vectorial y WW un subconjunto no vacio de VV.

WW es un subespacio de VV si WW es en si mismo un espacio vectorial con las mismas
operaciones (suma de vectores y producto por un escalar) definidas en VV.

Ejemplo

W={(x1,x2)ER2:x2=3x | }W={(x |,x2) ER2:x2=3x 1} jes un subespacio de R2R2?

Primero analicemos el conjunto WW. Son todos vectores de R2R2 tales que la segunda componente
es el triple de la primera:

(x1,3x1)=x1(1,3)(xI,3x1)=xI(1,3)

WW es la recta que pasa por el origen y tiene vector director (1,3), o sea la recta de ecuaciony =
3x.
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Para decidir si WW es un subespacio de R2R2 habria que verificar que se cumplen los axiomas del |
al 10. El lector puede comprobar que todos se cumplen en este caso.

Pero en general no es necesario verificar los axiomas porque existe un criterio sencillo para
determinar si un subconjunto VWW de un espacio vectorial VV es un subespacio, es el que sigue.

Condiciones necesarias y suficientes para caracterizar subespacios

Sea WW un subconjunto de un espacio vectorial VV (WZV)(WEYV).

WW es subespacio de VV siy solo si se cumplen las siguientes condiciones:
a. OVOV esta en WW.

b. Si uu y vv estan en WW, entonces utvu+v esta en WW.

c. Si uu esta en WW y kk es un escalar, kuku esta en WWV.

4.3.- Condiciones de existencia.

Una funcién matematica es una relacién particular entre dos conjuntos, el de entrada, que se
llama dominio, y el de salida, que se llama codominio. Esta relacion empareja los elementos
de ambos conjuntos de forma tal de que a cada elemento del dominio le corresponde un
solo elemento en el codominio. Esto puede ilustrarse dibujando dos conjuntos Yy

relacionando mediante flechas sus elementos. Asi:

X Y

1 D
2 *B
3 *C
4

Recalco nuevamente que de cada elemento de Y sale una sola flechita, lo que se conoce
como condicién de unicidad. Esa es la primera condiciéon que toda funcién debe cumplir; la
segunda es la condicion de existencia: de todo elemento de ¥ sale si o si una flechita.

La forma algebraica de expresar una funcion es mediante una ecuacion con variables. Por
ejemplo

y =2

____________________________________________________________________________________________________________|
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Esta es la funcion que a cada . le asigna un . Asi, si entra 2 sale 4, si entra 3 sale 6 y asi ad
infinitum. Sin embargo, ;. puede ser sélo nimeros enteros o cualquier cosa? ;jy qué hay de i?
Si tenemos estas dudas es porque no he descrito apropiadamente como es la funcion.

Veamos ahora

N — Ny=2r

Ahora ya se entiende que la funcion ¥ va del conjunto de los nimeros naturales,
representados con la letra ), hacia otro conjunto de nUmeros naturales. Generalmente
suele notarse /(7] en lugar de v, lo que se interpreta como “[ es la funcién cuya variable

‘6

es I

X —> Funcién — f(x)

Para definir correctamente una funcion es necesario explicitar cual de donde hasta donde va,
tal y como acabo de hacer. Si no se dice nada se sobreentiende que la funcidn acepta todos

los valores posibles, tanto en el conjunto de salida como en el de llegada.

2. PREIMAGEN E IMAGEN

Supongamos que tenemos la funcion genérica [ © X — Y. [{r) = i En ese caso, \ seria el
dominio de [, } el codominio, !/ la imagen de r y . la preimagen de y$. También recibe el
nombre de imagen de [ el subconjunto del codominio al cual realmente llega la funcion.
Veamoslo con un ejemplo. Si tengo la funcion
fN—=Q/flr)=1

El dominio es el conjunto de los numeros naturales y el codominio es /. Sin embargo la
imagen de | es sdélo una pequefa parte de este: el conjunto de todos los niumeros
fraccionarios de numerador |. Todo esto se nota asi

Dom(f(x)) = {x|x € N}
Esto se lee “todos los . tal que i esta en los naturales”

Im(f(x)) = {;I,r,f £ .“f}

Esto se lee “todos los 7 tal que y esta en los naturales”

3. INYECTIVIDAD

____________________________________________________________________________________________________________|
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Segun la forma en que interactuen el dominio y el codominio, las funciones seran inyectivas,
sobreyectivas o biyectivas. El primer caso ocurrira si por cada .r hay una y solo una imagen.

La siguiente imagen ilustra esto:

X Y

= N = g

Por ejemplo,
y: N = N/flx)=2r+1

es una funcién inyectiva. Vamos a demostrarlo. Si / no fuese inyectiva, entonces existe un r,
que llamaré (), que tiene dos imagenes distintas, llamémoslas /; y . Sin embargo,

h =215 + 1

q=2ry +1
Asi, no pueden ser distintas. Luego, | es inyectiva.
Veamos ahora una definicion un poquito mas formal de inyectividad:
[ es inyectiva siy solo si 7r. y € Doml(f ). flx) = fly) = ==y

(“v” se lee para todo; “=" significa implica)

4. SOBREYECTIVIDAD

Una funcién se dice sobreyectiva si su imagen es todo el codominio.

X Y
1 D
2 *B
3 *C
4

____________________________________________________________________________________________________________|
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Volviendo al ejemplo anterior, ces [ @V — V. f{r) = 21 + L gopreyectiva? Claramente

no, pues para serlo la imagen deberia ser todo \'; sin embargo el valor mas pequefio

que puede tomar [ es f(1)=2-1+1=3
Una definicion formal de sobreyectividad seria la seguiente:
[+ X =Y sedice sobreyectivasi "y € Y 3t € X gl que IT) = ¥

(= se lee existe; “= significa pertenece)

5. BIYECTIVIDAD

Una funcién se dice biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez. Graficamente:

X Y
1: ‘D
2- +-B
3 +C
4 ‘A

Un ejemplo trivial seria

4.4.- Independencia lineal.

}

Sea V es un espacio vectorial. Se dice que un vector ¥ en V es combinacion lineal de los

—+

V.V, LV

® . también en V, si existen escalares &, @y, d

vectores ® tales que

- - - -
v =apy tapyy, o +al,

- - -
Vi, Vo, W

Se dice que un conjunto de n vectores * de un espacio

vectorial V son linealmente dependientes si existen escalares 1+ “2---- - %x no todos cero,
tales que

W tagd, + ey, =10 0
Observa que la ecuacion (l) se cumple siempre si las constantes e Y

todas cero. Sila tnica forma en que se cumple la ecuacién (1) es ésta, esto es, si

UNIVERSIDAD DEL SURESTE

78

EUDS |

Mi Universidad


https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png
https://brevesapuntesdematematica.files.wordpress.com/2011/05/200px-bijection-svg.png

UDS .

Mi Universidad

(T

apy tagyy +.+ay, =10 @ =, =...=a, =0

solo si

entonces se dice que los vectores son linealmente independientes.

Ejemplo I.

Considere los vectores

= (2’_1’3:', y Y27 (=6.3,-8) " Al observar las componentes de
v, = =31

ambos vectores vemos que O que

—+

3 v, =0

lo que podemos expresar diciendo que el vector cero se puede escribir como una combinacién lineal
de los vectores 1 V2 Mas formalmente decimos que el vector cero es una combinacion

Y

lineal no trivial de los vectores 1 y Y2 . En el sentido de que los coeficientes

—+

de ™ y ™ son diferentes de cero. Por lo tanto estos vectores son dependientes.
Ejemplo 2.

T=02,-13) y F=(-14)

Considere ahora los vectores La combinacion lineal

2 3 2a, + 3a, 0
ax+ay=a|-1|+a,|-1|=| a,-a, [=|0]|= 0
3 4 2+ 0
implica que
2a) +3a, =0
a —dy =0
Zay +da, =0
y la Unica solucion a este sistema es a =ay =0 Entonces y ¥ son

vectores independientes o linealmente independientes.

En el ejemplo 2 se ve que la idea de independencia lineal esta relacionada con los sistemas de
ecuaciones lineales. Esta relacion se puede establecer asi:

-+ =+ -+

. W, Y
Un conjunto {vl 2 k

b . . . . ’ .
} de k vectoresde E" es linealmente independiente si, y sélo si, el
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sistema homogéneo de ecuaciones de * wk

o+t +xy, =0 @)

tiene sélo la solucion trivial * =10,

Este sistema de ecuaciones lineal homogéneo (2) tiene solucion no trivial si el nimero de

incognitas k es mayor que el nimero de ecuaciones n, esto es, si k > n. Por lo que

‘Ir:'g,...,

cualquier conjunto {vl’ vk} de vectores de IE* es linealmente dependiente si k

> n.

Ejemplo 3.

El conjunto de vectores (L0}, (0,1, (2.3) de B® es linealmente dependiente por ser

23
tres vectores en [E*.

La independencia lineal puesta en palabras:
e Un conjunto de vectores (diferentes de cero) de un espacio
vectorial V es linealmente dependiente si y solo si, algin vector del conjunto es
una combinacién lineal de los demas. Es decir, si uno de los vectores depende de los

demas, el conjunto es dependiente.

e Un conjunto de vectores (diferentes de cero) de un espacio
vectorial V es linealmente independiente, si y solo si, ningun vector del conjunto es
una combinacion lineal de los demas. Es decir, si ninguno de los vectores depende de

los demas, el conjunto es independiente.

e Si un vector es un multiplo escalar de otro, los vectores son linealmente

dependientes.

o Cualquier conjunto de mas de n vectores de IR" es linealmente dependiente.
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Finalmente:

V.

o b . .. .
ViI:¥a. Ve vectores de B , las siguientes condiciones son equivalentes

E

Sean
I. Los vectores son independientes.
2. Lamatriz A que tiene a estos vectores como vectores columna es invertible.
3. A se puede reducir a la matriz identidad de # *# , (A es equivalente por renglones a ).
4. Laforma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.

5 detdz0

4.5.- Vectores propios

4.6 .- valores propios

Sea T una aplicacion o transformacion lineal endomorfica de orden N, se dice que el vector V no nulo
es un vector propio si y sélo se transforma de la manera:

e T(V)=kV
donde k es un valor propio.

Ejemplo

Sea la matriz A:

1 23
A=13 2 1
213

asociada a la aplicacion lineal T:R3->R3; obtener los valores propios de A.

Iro. Se plantea |A-kl|=0 para obtener el polinomio caracteristico:

bl Led
= bt b
Lad = Lad
|
[N
[ I e R )
o = O
= O
I
=

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 81


https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/index.php?title=Endomorfismo&action=edit&redlink=1
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo1.png

EUDS |

Mi Universidad
1-k 2 3
3 2-k 1 [FO
Lol 1 -k
-k 1 301 3 2-k
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que es reducido a:
o  -k3+6k2+2k-12=0 (Polinomio caracteristico de A)
2do. Se determinan las raices del polinomio:

o -k3+2k+6k2-12=0
o =k(k2-2)+6(k>-2)
o (6-k)(k-2)=0

(—

siendo 6 y V2 que son valores propios de A por ser reales.

3ro. Se calculan los subespacios vectoriales de cada valor propio, sustituyéndolos por k en el sistema:

1-& 2 3 \[x\ [o
3 2-k 1 N x=)Flo
2 1 3-kf\ ] \o

Para k=6 el subespacio vectorial es {(a,b,c)€R3? | a=b=c}.

Luego se determina un vector no nulo cualquiera por cada subespacio vectorial que seran
vectores propios del correspondiente valor propio. En el caso del valor propio 6 puede un

vector propio suyo seria (I,1,1).

Importancia

Los valores y vectores propios son clave para la diagonalizacion de matrices cuadradas,
proceso que se hace mediante la resolucion del polinomio caracteristico de la matriz
cuadrada asociada a la transformacion lineal en cuestion, usando por lo general el teorema de
Cayley-Hamilton. Una vez encontrada la matriz diagonal semejante, los calculos de la
aplicacion lineal se simplifican notablemente a meros productos. Para matrices superiores al

orden 3, se obtendran polinomios que no tendran un método general de factorizacion.

4.7.- Base y demenciones
B .

UNIVERSIDAD DEL SURESTE 82


https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png
https://www.ecured.cu/N%C3%BAmero_real
https://www.ecured.cu/Polinomio_caracter%C3%ADstico
https://www.ecured.cu/index.php?title=Teorema_de_Cayley-Hamilton&action=edit&redlink=1
https://www.ecured.cu/index.php?title=Teorema_de_Cayley-Hamilton&action=edit&redlink=1
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemplo3.png
https://www.ecured.cu/Archivo:Masmenosraiz2.png
https://www.ecured.cu/Archivo:ValorPropioEjemploSELP.png

(T

UDS .

Mi Universidad

Base y dimension de un espacio vectorial

Un conjunto de vectores S={vl, v2,..., vn} en un espacio vectorial V se denomina base de V

si se cumplen las siguientes condiciones.
*S generaaV.
* S es linealmente independiente

Una base posee 2 caracteristicas que se acaban de ver, debe tener suficientes valores para
generar a V, pero no tantos de modo que uno de ellos pueda escribirse como una
combinacion lineal de los demas vectores en S. Si un espacio vectorial consta de un niUmero
finito de vectores, entonces V es de dimension finita. En caso contrario, V es de dimension

infinita.

Base

En términos generales, una “base” para un espacio vectorial es un conjunto de vectores del
espacio, a partir de los cuales se puede obtener cualquier otro vector de dicho espacio,

haciendo uso de las operaciones en él definidas.

La base es natural, estandar o candnica si los vectores v, v,,..., v, forman base para R".

Si S={vi, Va,..., Vn} €s una base para un espacio vectorial V entonces todo vector ven V
se puede expresar como:

1. V =cVi+ CoVot...+ CnVn
2. V = k1V1+ k2V2+...+ ann

Restar 2-1
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0= (Cl' kl) V1+(C2' kz) V2+...+(Cn' kn) Vn

Ejemplo:
demostrar si S = {vi, Va,..., V3} es base de R3, v, = (1,2,1); vo = (2,9,0); v3 = (3,3,4)

Proponer vector arbitrario, combinacion lineal
b = C1V1t CaVa+ C3Vy

(b, bs, bg) = €i(1,2,1)+ ¢2(2,9,0)+ ¢5(3,3,4)
(by, bs, bs) = ci+2¢2+3C3;2¢:+9Co+3C3; Cit4Cs

Ci +2Ca+3c3=b; det A = [(1*9*4)+(2*3*1)+0]-[(1*9*3)+0+(4%2%2)]
2¢; + 9Co + 3¢5 = bo = [36+6]-[27+16]
C1 + 4¢3= Dby =-1 Si genera a R3

4.8.- Bases ortonormales. Proceso de Gram-schimidt.

Los vectores de una base pueden ser mutuamente perpendiculares, o pueden no serlo. Cuando
son mutuamente perpendiculares se dice que es una base ortogonal.

Recuérdese que dos vectores uyven " son ortogonalessiysélosi u-v=0.

. . . 3 - .
Si se tiene un conjunto de tres vectores u, v y w en By se quiere verificar que sean
un conjunto ortogonal, se necesitan realizar todas las combinaciones de los productos punto:

Uu-v, u-w,v-w
Ejemplo 1.
Sean los vectores u=(1,2,1), v=(4,0,-4) y w=(1, -1, 1), ¢son un conjunto ortogonal?
Al realizar los productos punto

u-v=0, u-w=0, v-w=0

nos damos cuenta de que todos son iguales a cero, por lo que el conjunto de vectores es
ortogonal.

Un conjunto de n vectores en B es una base ortogonal si:
e El conjunto es base de B y
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e Esun conjunto ortogonal.

Ejemplo 2.

Sean los vectoresu = (1, 2,1),v=(4,0,-4) yw= (1, -1, 1); queremos determinar si son
una base ortogonal de R

3 .
Son 3 vectores en IR se forma la matriz

—4 1

cuyo determinante detA = —24 (diferente de cero) , lo que implica que los vectores son
linealmente independientes, y el conjunto es base de R

Realizamos los productos punto y obtenemos que
u-v=0, u-w=0 vy v-w=0

por lo que el conjunto es ortogonal, entonces, es una base ortogonal.

Un conjunto de n vectores en B* es una base ortonormal si:

e El conjunto es base de B
e Esun conjunto ortogonal y
e  Sus vectores son unitarios

4.9.- transformaciones lineales

En primer lugar, una transformacion lineal es una funcion. Por ser funcion, tiene su dominio y
su codominio, con la particularidad de que éstos son espacios vectoriales. Tenemos dos
espacios vectoriales VV y WW, y una funcion que va de VV a WW. O sea una regla de
asignacion que transforma vectores de VV en vectores de WW. Pero no toda funcién que
transforme vectores de VV en vectores de WW es una transformacion lineal. Debe cumplir
ciertas condiciones:

F-V—>WF.V—W es una transformacion lineal si y sélo si:

I. F(u+v)=F(u)+F(v) Vu,veVF(u+v)=F(u)+F(v) Vu,veVv

____________________________________________________________________________________________________________|
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2. F(k.v)=k.F(v) VveV, VkeRF(k.v)=k.F(v) VvvevV, VkeR
Propiedades de una transformacion lineal
Propiedad |

La imagen del vector nulo del dominio OVOV es el vector nulo del codominio OwOw:
T(OV)=0wT(0V)=0w
Demostracion:

T(OV)=T(0.v)=0.T(v)=0.w=0WT(0V)=T(0.v)=0.T(v)=0.w=0W

Donde hemos expresado a OVOV como el producto del escalar 00 por cualquier vector del espacio
vectorial VV, hemos usado la segunda condicion que debe cumplir una transformacion lineal, y
finalmente hemos vuelto a usar la propiedad de espacios vectoriales sobre el producto del escalar 0

por cualquier vector.
Propiedad 2

La imagen del vector —v—v es igual al opuesto de la imagen de vv:
TE)==TMW)T(=v)==T()
Demostracion:

T(—V)=T(=1v)=—L.T(V)==T (V) T(—V)=T(-=1.v)=—L.T(v)=—T(v)
La justificacion de los pasos dados en la demostracién es similar a la anterior.

Propiedad 3

Consideremos rr vectores del espacio vectorial VV:
vl,v2,...,vr€VvI v2,... .vrEV
Tomemos una combinacion lineal en el dominio:

alvi+a2v2+o3v3+..+arvralvl+a2v2+a3dv3+..+arvr

Donde ai€Rai€R.

Si aplicamos la transformacion lineal FF de VV a WW, teniendo en cuenta las propiedades enunciadas
en la definicion, resulta:
F(alvl+a2v2+a3v3+..+arvr)=alF(vl)+a2F(v2)+...+arF(vr)F(alvl+a2v2+a3v3+..+arvr)=al F(v])+a
2F(v2)+...+arF(vr)

Es decir que una transformacion lineal «transporta»y combinaciones lineales de VV a WW,
conservando los escalares de la combinacién lineal.

Ejemplo |

Analizar si la siguiente funcion es una transformacion lineal:

____________________________________________________________________________________________________________|
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T'RE-R? | T|(x,v,2) | =(x+2zy—22)
ER3 ER2

Resolucion

Controlemos primero que el transformado del OVOV sea el OWOW. Esta es una condicién necesaria:
si no se cumpliera, no seria transformacion lineal. Como T((0,0,0))=(0,0)T((0,0,0))=(0,0), la funcion
dada es «candidata» a ser transformacion lineal. Para demostrar que es una transformacion lineal
tenemos que comprobar las condiciones dadas en la definicion.

Condicion I: T(u+v)=T(u)+T(v)Vu,veVT(u+v)=T(u)+T(v)Vu,veV

Tomemos dos vectores de R3R3

u=(ul,u2,u3)u=(ul,u2,u3)

v=(vl,v2,v3)v=(vl,v2,v3)

Veamos si

T(u+v)=T(u)+T(V)T(u+v)=T(u)+T(v)
Primero hacemos la suma de uu y vv:

u+v= (1.',1 +v1,u2+v2,u3+v3)

X ¥ z

Y ahora aplicamos TT:
T(u+v)=(ul+vl+u3+v3,u2+v2-2u3-2v3)T(u+v)=(ul +vl+u3+v3,u2+v2-2u3-2v3)

T(u+v) = (u, +u;, u, —2u3) + (v, + vy, v, —2v3)
T(u) T(v)

T(utv)=T(u)+T(v)T(utv)=T(u)+T(v)
En conclusién: se cumple la primera de las condiciones.

Nos faltaria la otra propiedad.

Condicion 2: T(k.v)=k.T(v)VveV,VkeRT (k.v)=k.T(v)VveV,YkeR
T(k.v)=T((kv1,kv2,kv3))=(kv|+kv3,kv2—2kv3)T(k.v)=T((kv1,kv2,kv3))=(kv I +kv3,kv2—2kv3)
=k.(vI+v3,v2-2v3)=k.T(v)=k.(v1+v3,v2-2v3)=k.T(v)

Como TT cumple las dos condiciones, es una transformacion lineal.

Ejemplo 2

Analizar si la siguiente funcion es una transformacion lineal:

____________________________________________________________________________________________________________|
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F:P2—R|F(p)=p(0)F:P2—R|F(p)=p(0)

Observacion: con P2P2 se designa al conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que
dos, con el polinomio nulo.

Resolucion

Entonces a un polinomio pp de grado menor o igual que dos, le aplicamos la funcion FF y obtenemos
un numero real que proviene de evaluar el polinomio en x=0x=0.

pEP, —p(0)eR

Por ejemplo evaluemos la transformacion en x2—1x2-1:

F(x2—1)=—1EIE’.
p

Veamos si el vector nulo del espacio vectorial P2P2 va al 0ER0€ER (es condicion necesaria).
El polinomio cero es:

0P2=0x2+0x+00P2=0x2+0x+0

{Cuanto vale el polinomio nulo evaluado en 00? 00

0P2(0)=0.02+0.0+0=00P2(0)=0.02+0.0+0=0

Entonces la condicion necesaria para este ejercicio se cumple, porque F(OP2)=0F(0P2)=0

Primera condicién F(u+v)=F(u)+F(v)Vu,v€VF(u+v)=F(u)+F(v)Vu,veVv

Para que sea transformacion lineal se debe cumplir la primera condicion. Veamos qué pasa con el
transformado de la suma:

(p+q)€P2(p+q)€P2

F(p+q)=(p*9)(0)=p(0)+q(0)F(p*+q)=(p+q)(0)=p(0)+q(0)

Observacion: evaluar una suma de funciones en 00, es evaluar cada una en 00 y sumarlas. Esto no es
una particularidad de los polinomios, sino que se corresponde con la definicion de suma de funciones:
Para cualquier funcion: (f+g)(x)=f(x)+g(x)(f+g)(x)=f(x)+g(x), para todo xx perteneciente al dominio
de ffy de gg.

Otra forma de pensar la misma propiedad. Si consideramos

p(x)=ax2+bx+cp(x)=ax2+bx+c y q(x)=dx2+ex+fq(x)=dx2+ex+f
p+q=(atd)x2+(bte)x+(c+p+q=(atd)x2+(bt+e)x+(c+f)

F(p*q)=c+=F(p)*+F(q)F(p*q)=c+f=F(p)+F(q)
Por los dos caminos arribamos a la misma conclusion.

Segunda condicién F(k.v)=k.F(v)VveV,YkeRF(k.v)=k.F(v)¥veV,VkeR

Veamos si se cumple la segunda condicion. Para esto podemos recordar que dada una
funcion f(x)f(x) y un escalar kk, la funcion (k.f)(x)(k.f)(x) se define como k.f(x)k.f(x). De esta forma
podemos decir:

____________________________________________________________________________________________________________|
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e pEP2,keRpeP2keR
o F(p)=(kp)(0)=kp(0)=kF(p)F(kp)=(kp)(0)=kp(0)=k F(p)

Otra forma de verlo es escribir a un polinomio pEP2pEP2 de forma genérica y aplicar la
transformacién sobre k.pk.p:

p(x)=ax2+bx+cp(x)=ax2+bx+c
F(k.p)=F(k.(ax2+bx+c))=F(k.ax2+k.bx+k.c)=k.c=k.F(p)
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