Momentos de Inercia:

Problemas Resueltos

M. Chiumenti






Prologo

éaSTE libro recoge una parte del programa docente de la asignatura Mecdnica, que se imparte
en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Barcelona,
dentro de las titulaciones de Ingenieria Civil e Ingenieria de la Construccién. Su contenido abarca
los temas relacionados con el cdlculo de los momentos estaticos de primer orden, centroides y
momentos de inercias a través de una amplia coleccién de problemas resueltos. Por una parte,
se calculan los momentos de inercia de las secciones mds simples por integracién y por otra
parte, se resuelven muchos problemas de secciones compuestas, secciones de pared delgada y
secciones mixtas acero/hormigén. Los problemas se explican paso a paso siguiendo la metodologia

propuesta en las clases tedricas de la asignatura.

L autor agradece a todos los profesores de la asignatura la ayuda recibida. Asimismo, se
éa agradece al Sr. Xavier Agulld su colaboracién en las tareas de edicidn, al Sr. Radl Giménez,
la delineacion de las figuras y esquemas de resolucion que se incluyen. Por tltimo, se agradece el
apoyo de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Barcelona,

a través de su programa de ayudas para la elaboracién de material docente.

Michele Chiumenti

Barcelona, Enero de 2012






Indice general

1. Secciones resueltas por integracion 1
1.1. Secciénrectangular . . . . . . . . . ... L L 1
1.1.1. Cdlculo del area de la seccién rectangular . . . . . ... ... ... ... 1
1.1.2.  Cilculo del momento de inercia /, de la seccién rectangular . . . . . . . 2
1.1.3. Célculo del momento de inercia [, de la seccién rectangular . . . . . . . 3
1.1.4. Cilculo del producto de inercia I, de la seccién rectangular . . . . . . . 4

1.2. Secciontriangular . . . . . . . . ..o 6
1.2.1. Cdlculo del 4rea de la seccién triangular . . . . . . ... ... ... ... 6
1.2.2. Cilculo del momento de inercia /, de la seccién triangular . . . . . . . . 7
1.2.3. Caélculo del momento de inercia I, de la seccidén triangular . . . . . . . . 7
1.2.4. Calculo del producto de inercia Iy de la seccion triangular . . . . . . . . 8

1.3. Seccién parabdlica . . . . . . . ... . ... .. 10
1.3.1. Calculo del 4rea de la seccién parabdlica . . . .. ... ... .. .... 10
1.3.2.  Cilculo del momento de inercia I, de la seccién parabdlica . . . . . . . . 11
1.3.3. Célculo del momento de inercia I, de la seccién parabdlica . . . . . . . . 12
1.3.4. Cilculo del producto de inercia I, de la seccién parabdlica . . . . . . . . 13

1.4. Seccidéncircular . . . . . . . ... 14
1.4.1. Caélculo del dreade la secciéncircular . . . . . . ... ... ... .... 14
1.4.2. Caélculo de los momentos de inercia de la seccién circular . . . . . . . . 14

1.5. Cuartodecirculo . . . ... .. .. . ... 17
1.5.1. Caélculo del drea del cuartode circulo . . . . . . ... ... ... .... 17
1.5.2. Caélculo de los momentos de inercia del cuartode circulo . . . . . . . .. 18



@ INDICE GENERAL

2. Secciones compuestas 21
2.1. Problemal . . . . . ... 21
2.1.1. Célculo del 4rea y del centroide de la seccion compuesta . . . . . . . . . 21
2.1.2. Cailculo de los momentos de inercia . . . . . . . ... ... .. ..... 22
2.1.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 23

2.2. Problema?2 . . . ... 25
2.2.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 25
2.2.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... ... .... 26
2.2.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 27

2.3. Problema3 . . . ... 29
2.3.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 29
2.3.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . . ... ... .. ..... 30
2.3.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 31

24. Problemad . . . ... 33
2.4.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 33
2.4.2. Célculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... ... .... 34
2.4.3. Cilculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 35

2.5. Problemal . . . ... 37
2.5.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 37
2.5.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . .. .. ... ... .... 38
2.5.3. Cidlculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 39

2.6. Problema 6 . . . . . ... 41
2.6.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 41
2.6.2. Calculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... ... .... 42
2.6.3. Cilculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 43

2.77. Problema7 . . . . .. 44
2.7.1. Caélculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 44
2.7.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... .. ..... 45
2.7.3. Calculo de los Momentos Principales de Inercia . . . . .. ... ... .. 46

2.8. Problema8 . . . . .. .. 47

2.8.1. Calculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 47



INDICE GENERAL @

2.8.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . ... ... ... ..... 48
2.8.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 49

2.9. Problema9 . . . . ... 50
2.9.1. Caélculo del 4rea y del centroide de la seccion compuesta . . . . . . . . . 50
2.9.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . ... ... ... ..... 51
2.9.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . .. ... ..... 52

2.10. Problema 10 . . . . . . ..o 54
2.10.1. Célculo del 4rea y del centroide de la seccién compuesta . . . . . . . . . 54
2.10.2. Célculo de los momentos de inercia . . . . . . . .. .. ... .. .... 55
2.10.3. Calculo de los Momentos Principales de Inercia . . . . . . ... ... .. 57

. Secciones de pared delgada 59
3.1. Problemal . . ... ... .. 59
3.1.1. Célculo del 4rea y del centroide de laseccién . . . . . .. ... ... .. 59
3.1.2. Célculo de los momentos de inercia . . . . . . ... ... .. ...... 60
3.1.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . .. ... ... .. 61

32, Problema2 . . . . . ... 64
3.2.1. Calculo del 4rea y del centroide de lasecciéon . . . . . .. ... ..... 64
3.2.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . ... ... ... ..... 65
3.2.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 66

33. Problema3 . . . . .. ... 69
3.3.1. Calculo del 4rea y del centroide de lasecciéon . . . . . .. ... ..... 69
3.3.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... ... .... 70
3.3.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 71

34. Problemad . . . . . ... 73
3.4.1. Caélculo del 4rea y del centroide de laseccién . . . . . . ... .. .... 73
3.4.2. Calculo de los momentosdeinercia . . . .. . ... ........... 74
3.4.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 75

35. Problemad . . . . ... 77
3.5.1. Calculo del area y del centroide de lasecciéon . . . . . .. ... ..... 77
3.5.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . ... ... ... ...... 78

3.5.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 79



@ INDICE GENERAL

36. Problema6 . . .. ... ... 81
3.6.1. Caélculo del area y del centroide de lasecciéon . . . . . ... ... .... 81
3.6.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . ... ... ... ..... 82
3.6.3. Cailculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 83

37. Problema7 . . .. ... 85
3.7.1. Calculo del area y del centroide de lasecciéon . . . . . .. ... ..... 85
3.7.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . . . ... .. ... ..... 85
3.7.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . .. ... ... .. 86

3.8. Problema8 . . . .. ... 88
3.8.1. Calculo del 4rea y del centroide de lasecciéon . . . . . ... ... .... 88
3.8.2. Célculo de los momentos de inercia . . . . . . . ... ... ... .... 89
3.8.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . .. ... ... .. 90

3.9. Problema9 . . . .. 92
3.9.1. Caélculo del 4rea y del centroide de laseccién . . . . . ... ... .... 92
3.9.2. Caélculo de los momentos de inercia . . . . . .. ... ... .. ..... 93
3.9.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . .. .. ... .. 94

3.10.Problema 10 . . . . . . . ..o 97
3.10.1. Calculo del area y del centroide de lasecciéon . . . . . ... ... .... 97
3.10.2. Célculo de los momentos de inercia . . . . . . . .. ... ... ..... 98
3.10.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . . . ... ... .. 99

. Secciones mixtas 101

4.1. Problemal . . . . . . . . 101
4.1.1. Cilculo del drea mecénica y del centro de masa de la seccién mixta . . . 101
4.1.2. Ciélculo de los momentos de inercia mecdnicos . . . . . . .. ... ... 102
4.1.3. Caélculo de los momentos principales de inercia . . . . . . .. ... ... 103

42. Problema?2 . . . . ... 105
4.2.1. Célculo del drea mecanica y del centro mecéanico de la seccién mixta . . 105
4.2.2. Ciélculo de los momentos de inercia mecdnicos . . . . . . .. ... ... 106
4.2.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ... 107

43. Problema3 . . . . ... 109

4.3.1. Cidlculo del drea mecanica y del centro mecanico de la secciéon mixta . . 109



Indice general @

4.4.

45.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.3.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos . . . . . . . . . . . ...

4.3.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...

Problemad . . . . . . ...
4.4.1. Célculo del drea mecdnica y del centro mecéanico de la seccién mixta
4.4.2. Célculo de los momentos de inercia mecénicos . . . . . . .. ... ...

4.4.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...

Problema 5 . . . . . . . . e

4.5.1. Célculo del drea mecdnica y del centro mecénico de la seccién mixta
4.5.2. Cilculo de los momentos de inercia mecdnicos . . . . . . .. ... ...

4.5.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...
Problema 6 . . . . . . . ...
4.6.1. Célculo del drea mecanica y del centro mecanico de la seccién mixta

4.6.2. Cilculo de los momentos de inercia mecdnicos . . . . . . .. ... ...
4.6.3. Cdlculo de los momentos principales de inercia . . . . . . .. ... ...
Problema 7 . . . . . . ..
4.7.1. Célculo del drea mecdnica y del centro mecédnico de la seccién mixta

4.7.2. Célculo de los momentos de inercia mecénicos . . . . . . . . ... ...

4.7.3. Calculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...

Problema 8 . . . . . . . ..
4.8.1. Célculo del drea mecdnica y del centro mecénico de la seccién mixta

4.8.2. Cdlculo de los momentos de inercia mecénicos . . . . . . . . ... ...
4.8.3. Cilculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...
Problema9 . . . . . . ...
4.9.1. Célculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccién mixta

4.9.2. Cilculo de los momentos de inercia mecanicos . . . . . ... ... ...
4.9.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . ... ... ...
Problema 10 . . . . . . . . . ...
4.10.1. Célculo del 4rea mecdnica y del centro mecénico de la seccién mixta

4.10.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos . . . . . . . . . . . . ..

4.10.3. Célculo de los momentos principales de inercia . . . . . . .. ... ...






Secciones resueltas

\

0
_
»
=
(i
<
U

por integracion

1.1. Seccion rectangular

Calcular el area, los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccioén rectangular

que se muestra a continuacion.

<t Ll e, a "
h B cE e gy

-
-

Figura 1.1: Seccion rectangular

1.1.1. Calculo del area de la seccion rectangular

Para realizar el cdlculo del area de la seccion dada nos apoyamos a la definicién de la misma:

A:/AdA (1.1)

En la figura 1.2 se puede apreciar como el diferencial de drea dA es una franja de espesor dx y
altura h de tal manera que:

dA =hdx 1.2)

El 4rea se calcula como suma de estos diferenciales de 4rea por x que corre entre 0 y b:

b
A:/Ohdx:h[x]g:bh (1.3)



a Secciones resueltas por integracion

_ 6o

-

Figura 1.2: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

Para calcular la posicién del centroide de la seccidon es necesario obtener los momentos

estdticos segiin ambos ejes x y y definidos como:
M, — / Y dA (1.42)
A
M, = /XG dA (1.4b)
A

donde X y Y definen la posicién del centroide de la franja de drea dA. En éste caso, valen:

X = x (1.5a)
y(x) _h
Y6 = —-== 1.5b
G > 5 (1.5b)
de tal manera que los mementos estéticos resultan:

h b W, bk
: /Azd /0 S (hdv) == [y =23 (1.62)

b 21" 2
M, = /di:/x(hdx):h =27 (1.6b)

A 0 21 2

Una vez obtenidos los valores de los momentos estéticos, la posicion del centroide de la

seccion rectangular se halla como:

X, = (1.7a)

(1.7b)

NSRRI SN

Yg =

1.1.2. Calculo del momento de inercia /, de la seccién rectangular

El cdlculo del momento de inercia /I, (respecto del eje y en definido en la figura 1.1) se

realiza ficilmente considerando la subdivision de la seccién segin los mismos diferenciales de



1.1 Seccion rectangular o

drea mostrados en la figura 1.2:

b B8
I),:/X(Z;dA:/ x*(hdx) = h {3} :§b3h (1.8)
A 0 0

Una vez se ha obtenido el momento la inercia respecto al eje y, se puede transportar al eje y,
(que pasa por el centroide de la seccién) mediante el teorema de los ejes paralelos (o teorema de

Steiner):

b\* 1 .
L,=1-A (2> = ;b (1.9)
1.1.3. Calculo del momento de inercia /, de la seccion rectangular

Para calcular el momento de inercia I, es conveniente dividir la seccion en diferenciales de

area de espesor dy, tal y como se muestra en la figura 1.3:

y

| X(y)=b

-
-

Figura 1.3: Esquema del diferencial de drea para calcular I,
En este caso, el valor del diferencial de area dA resulta:
dA =bdy (1.10)

y la correspondiente posicion del centroide de cada diferencial de drea es:
b

X = 3 (1.11a)
Yo = v (1.11b)
El célculo del momento de inercia I, se realiza de la siguiente manera:
h y3 h 1
Ix:/YGZ dA:/ y? (bdy)=b [} = —bh? (1.12)
A 0 31 3



° Secciones resueltas por integracion

y aplicando el teorema de los ejes paralelos es posible transportarlo al eje horizontal que pasa por

el centroide:

AR
L. =1—A(=)| =-—bh 1.1
g (2) " (1.13)

1.1.4. Calculo del producto de inercia /,, de la seccién rectangular

Para el cédlculo del producto de inercia es conveniente dividir la seccién en pequeios

rectangulos de lados dx y dy como se muestra en la figura 1.4

dx

; #dy

-

Figura 1.4: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

El diferencial de drea dA es, por lo tanto:
dA =dx dy (1.14)
y el centroide del diferencial de 4rea se encontrard en la posicién:

Xg = x (1.15a)
Yo = vy (1.15b)

El producto de inercia I,, se calcula como:

b h
/xGyGa’A:/xydA:/ (x/ydy)dx:
JA A Jo 0

b 270 2 b 2

y h/ h

= Z_ dx = — dx = —
/0 (x {2]0> x=- Ox x=- [

1

= b’ 1.16
1 (1.16)

Ly



1.1 Seccion rectangular °

El valor del producto de inercia Iy, respecto de los ejes que pasan por el centroide de la

seccion se obtiene como:
hb
ngyg:IXy*AEEZO (117)
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1.2. Seccion triangular

Calcular el 4rea, los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccién triangular que

se muestra a continuacion.

Figura 1.5: Seccion triangular

1.2.1. Calculo del area de la seccion triangular

h
La seccién triangular estd delimitada por la recta y (x) = Zx y el eje de las abscisas, por x que
varia entre 0 y b. En la figura 1.6 se muestra el diferencial de area dA que se usa para el calculo

del area de la seccidn:
h
dA=y(x) dx= <bx> dx (1.18)

La posicién del centroide del diferencial de area:

X = x (1.19a)
yx) _1h
Y6 = —F=—- 1.19b
G 2 " 2b" (1.15b)
El 4rea de la seccion se obtiene integrando en todo el dominio (sumando los diferenciales de
area):
bh h[2]" bh
A= [dA= | —xdx=-|—=—| =— 1.20
/A 0 b T [ 2 } . 2 (1.20)
La posicion del centroide de la seccion se obtiene calculando los momentos estaticos:
b(1h\ (h w2 (31" bW
M, = Yo dA = —— —xdx|=—|=| =— 1.21
' /A ¢ /0 <2bx> <bx x) 2b* [3]0 6 (121

bo/h 31" bh
M, = [ XodA= Txdx) =2 |2 =22 121b
’ /AGd /ox<bx x) 17[3}0 3 (1.210)



1.2 Seccién triangular 0

Yy
7 v
dx
*+_+7
.l h
é

Xg X

b

Figura 1.6: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

de tal manera que:
b (1.22a)

==h 1.22b
3 ( )

1.2.2. Calculo del momento de inercia /, de la seccion triangular

El valor del momento de inercia I se obtiene como:

b (h AR
I,= | X2 A:/ 2 (= =—|=| ==b’h 1.2
) /AGd Ox (bxdx> b[4]0 1 (1.23)

y posteriormente, aplicando el teorema de los ejes paralelos, el valor del momento de inercia Iy,

correspondiente a un eje que pasa por el centroide (xg,y,) se calcula como:

2\ 1 ,
Ly=l—A(3b) =3 (1.24)

1.2.3. Calculo del momento de inercia /. de la seccion triangular

Para calcular el valor de la inercia I, es conveniente descomponer la seccién en diferenciales de
area horizontales dA de espesor dy como se muestra en la figura 1.7. Por un lado, este diferencial

de area vale:

dA = [b—x(y)] dy:b(l—%) dy (1.25)
donde se ha invertido la funcién y = y(x) para poder escribir la funcién x = x(y)
h b
yx) =2 x=x(y) =7y (1.26)

b h



° Secciones resueltas por integracion

g —b
- - x(y)7/1y

& LR
: dy|h

Xg X

A<

Figura 1.7: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

Por otro lado, la posicion del centroide del diferencial de 4rea es la siguiente:

b—
Xe = X(y)+[;(y>] (1.27a)
Yo =y (1.27b)
El momento de inercia I, se calcula como:

h 310 A"

L = deA:/ (1= D)ay=n|%| -7 |5

/AG 0’ VA N R

11\, 5 1 4

= \37 21 =15 1.2
<3 4>bh ?h (1.28)

Por dltimo, se transporta el momento de inercia al eje que pasa por el centroide usando el

teorema de los ejes paralelos:

2
1 1 1
I, =1, —A(=h)| = —bh®— —bh® = —bh’ 1.29
e <) 12 18 36 (1:29)

1.2.4. Calculo del producto de inercia /., de la seccién triangular

Para el cdlculo del producto de inercia I, es conveniente dividir la secciéon en pequefios

rectangulos de lados dx y dy como se muestra en la figura 1.8.

El diferencial de area se escribe como:

dA =dx dy (1.30)



1.2 Seccién triangular o

Yy
)
dx o
— .
“ e . h
YG u , qA : %dy
Xg X

Figura 1.8: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

El centroide del diferencial de drea se sitia en la posicion:

Xo = x (1.31a)
Yo = (1.31b)

El producto de inercia I, se calcula integrando con ambas variables:

h
E)C

b y(x):%x b y2
L, = /X(;YG dA:/ / ydy xdx:/ [] xdx
A o \Jo 0o L2]

LW b 124" 1,
= —— dx=-—=|=| ==bh 1.32
2b2/0x 8 2b2[4]0 8 (132)
y transportando el producto de inercia hacia los ejes que pasan por el centroide (teorema de los

ejes paralelos), obtenemos:

2 1 11 1
Ligye =Ly —A <3b> <3h> = (8 - 9) b*h? = ﬁ1)2h2 (1.33)
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1.3. Seccion parabdlica

Calcular el area, los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccidén que se

encuentra entre el eje de las abscisas y la pardbola y(x) = kx?, que se muestra a continuacién.

/ vk

b=ka?

Figura 1.9: Seccion parabdlica

1.3.1. Calculo del area de la seccion paraboélica

Para calcular el area de esta seccion es conveniente considerar unos diferenciales de area

verticales dA de espesor dx como se muestra en la figura 1.10.

y

sy ks
dx
e S b=ka?
Xg X

Figura 1.10: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

El diferencial de area dA resultante es:

dA = y(x) dx = kx* dx (1.34)



1.3 Seccion parabdélica

y la posicién del centroide del diferencial de 4rea es:

X =

X
X
v, — y(2)

El drea de la seccidn se obtiene integrando en el dominio respecto a la variable x:

A = /dA:/y(x)dx:/kxzdx
A 0 0
b

_ km”:W:a
3], 3 3

b
siendo b = ka” se ha expresado el valor de k en la forma k = —-
a

(1.35a)
(1.35b)

(1.36)

Para obtener la posicién del centroide de la seccion es necesario calcular el valor de los

momentos estaticos M, y M, como se muestra a continuacion:

a a ¢
M, = Xg dA :/ x [y(x) dx] :/ kx dx =k [}
A 0 0 41,
_ ka* _ a*b
4 4
y(x) /a k24 K [0
M, = YodA= | —/—= dx|= | ——dx=—|—
. A ¢ / 7 D dd 2 YT
_ kKa _ ab?
10 10
Con estos resultados es posible sacar la posicién del centroide:
M, 3
Xg = X = Za
M, 3
X S Tk

1.3.2. Calculo del momento de inercia /, de la seccion paraboélica

E célculo del momento de inercia I, se halla como:

a 5174 kaS 1
I, = deA:/ 2 de) =k |2 =5 23
? /AG Ox(x x) 51, 5 Sa

y haciendo uso del teorema de los ejes paralelos:

3N\ /1 3\,; 1 4
Iyg[y—A<4a> <5—16>ba —Soab

(1.37a)

(1.37b)

(1.38a)

(1.38b)

(1.39)

(1.40)
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1.3.3. Calculo del momento de inercia /, de la secciéon parabélica

s xw=\F

—e-

: #dy b—ka?

Xg

&<

Figura 1.11: Esquema del diferencial de drea para calcular I .

Pasando a un diferencial de 4rea horizontal de espesor dy, como se muestra en la figura 1.11,

se puede escribir:
dA = la—x(y)] dy
siendo x(y) = \/% la funcién inversa que representa la pardbola.

La distancia del diferencial de 4rea desde el eje x, es simplemente:

Yo=Yy

El momento de inercia I, se obtiene resolviendo la siguiente integral:
b y
/YédA:/ ¥ (a—\/>> dy
A 0 k
3]
a |l =1 — =22
31 7 Vk

0

ab> 2 5 [b 12\ 5 1 4

I

3 7 Vik o

y haciendo uso del teorema de los ejes paralelos:

30\’ 13 37
Ly=L—-A(=a) =z ——<-|ab® = ——ab’
X = (10“) (21 100>“b 2100

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)



1.3 Seccion parabdélica @

b=ka*

Figura 1.12: Esquema del diferencial de drea para calcular I,

1.3.4. Calculo del producto de inercia /., de la seccion parabélica

Por ultimo, para hallar el valor del producto de inercia, .y, se escoge un diferencial de drea dA

de lados dx y dy, tal y como puede verse en la figura 1.12

El valor de dA y la posicién de su centroide se expresan en funcién de las variables

independientes x e y:

dA = dxdy (1.45a)
X6 = x (1.45b)
Yo = vy (1.45¢)

El producto de inercia se obtiene con la siguiente integral doble:

a ka a 2 kxz
Ly = /XGYGdA:/ (/ ydy) xdx:/ [y} xdx
A 0 0 0121,

@ 2y _kz[xG]a oo 1
0

= dx 6 =—a=_—a% (1.46)

o 2 2
Si se requiere el valor respecto a los ejes que pasan por el centroide de la seccién, (xg,,), se debe

aplicar la formula del transporte de Steiner (teorema de los ejes paralelos) como sigue:

ng)’g :Ixy—A <4a> (]Ob> = (12— 48) a’b” = &a b (147)
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1.4. Seccion circular

Calcular el drea, los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccidn circular que se

muestra a continuacion.

Figura 1.13: Seccion circular

1.4.1. Calculo del area de la seccion circular

En este caso, teniendo en cuenta la simetria radial de la seccion, es conveniente considerar un
diferencial de 4rea (aros de espesor dr) como lo que se muestra en la figura 1.14. Este diferencial
de area vale:

dA =2nrdr (1.48)

Integrando entre 0 y R, se obtiene el area de la seccion:
R 271k
A:/dA:/ 2nrdr =21 [] = R? (1.49)
A 0 2 0
1.4.2. Calculo de los momentos de inercia de la seccion circular

Lo mas sencillo de calcular es el momento polar de inercia, como se muestra a continuacion:

R r4 R 1
I, = /;»2 dA :/ 21 dr =21 {} = _nR* (1.50)
JA 0 4 0 2

Teniendo en cuenta que /, = I + I, y que por la doble simetria de la seccién I = I, se puede

calcular el momento de inercia:

N

1
1x:1y:§”:17m4 (1.51)
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Figura 1.14: Esquema del diferencial de drea

Una forma alternativa de calcular el momento de inercia de la seccién circular es trabajando

en coordenadas polares.

Figura 1.15: Esquema del diferencial de drea.

En este caso, el diferencial de area, dA, que resulta interesante utilizar consiste en un pequefio

rectangulo de espesor dr y longitud rd@ como se muestra en la figura 1.15:
dA = (rd®) dr (1.52)
La posicién del centroide del diferencial de drea se encuentra en:

Xg = rcosH (1.53a)
Yo = rsin0 (1.53b)
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Utilizando las coordenadas polares, la integral sobre el dominio de la seccién para el célculo

del momento de inercia, I, se resuelve como sigue:

27 R 2 r4 R
L = /YszA:/ </ r3dr>sin29d9=/ {} dr | sin>6 d6
A 0 0 0 41,
R* 2% R*[O sin20]*” 1,
= — in?0do=—|=— = —7R 1.54
4/0 s 4 [2 4 ]0 4" (1.54)

Por razones de simetria, el producto, I, tiene que ser nulo y efectivamente:

21 R
Iy = / XoYg dA = / < / r3dr> §in 0 cos 0 d6
A 0 0

R4 2 2n
-~ {Sm 9] -0 (1.55)
0

4 2
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1.5. Cuarto de circulo

Calcular el area, los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccion que se muestra

a continuacion.

Figura 1.16: Cuarto de circulo

1.5.1. Calculo del area del cuarto de circulo

En este caso, lo mas comodo es trabajar en coordenadas polares, utilizando el radio r y el
angulo 6 como variables de integracion.
El diferencial de area, dA, que resulta interesante usar, consiste en un pequefio rectingulo de

espesor dr y longitud rd @ como se muestra en la figura 1.17.
dA = (rd®) dr (1.56)
La posicién del centroide del diferencial de drea se encuentra en:

Xg = rcosH (1.57a)
Yo = rsinf (1.57b)

El 4rea del cuarto de circulo se calcula integrando en todo el dominio utilizando las

coordenadas polares:

5[ (R 512" Rz R
A:/AdA:/O (/0 rdr>d9:/0 ([2]())419:2[9]0:4 (1.58)
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Para calcular la posicién del centroide de la seccidn, es necesario obtener el valor de los

momentos estaticos:

7 R A
M, — /YGdA:/ </ rzdr)sinedez/ [] $in@ do
A 0 0 o L31o

R3 % R3 7 R3
= ?/02 sin@ dO = £y [—cosf]; = Y (1.59a)
3/ (R R} R
M, = /XG dA/ (/ r dz> cos6 df = — [sinB]; = — (1.59b)
A 0 0 3 3
de tal manera que:
M, 4R
Xg = —2=-= 1.60
< A 3m (1.600)
M, 4R
Y, — -—*x_*7 1.60b
¢ A 3z (1.600)

1.5.2. Calculo de los momentos de inercia del cuarto de circulo

Figura 1.17: Esquema del diferencial de drea.

El momentos de inercia respecto del eje de las abscisas, I, se obtiene resolviendo la siguiente

I/ (R RO sin20]2
L= deA:/z / 3dr ) sin®0 d6 = — |~ — - 1.61
/AG o (0 rar s 4027 4 |, 16 (1.61)

Por un lado se puede observar como el valor del momento de inercia es justamente la cuarta

integral:

S
=
b

parte del momento de inercia del circulo. Por otro lado, la simetria impone 1, = ;.
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Finalmente, utilizando el teorema de los ejes paralelos podemos mover el momento de inercia

, I, hacia el eje que pasa por el centroide de la seccion:

4R Rt 4RY
I, =1—A _— 1.62
A (3 n) 16 9= (1.62)
El célculo del producto de inercia Iy, se realiza de forma similar:
I, = /XGmdA /m</r‘W)me%6d9

R* [sin’ 6
= = — 1.63
-5 1y

y utilizando el teorema de los ejes paralelos podemos movernos al eje que pasa por el centroide de

la seccion: . .
4R\ (4R\ R* 4R
lipe =y =4 <37r> <3n> “% oz (1.64)
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2.1. Problema 1

Calcular los momentos principales de inercia de la seccién compuesta de figura 2.1a respecto

de su centroide.

51 4
4@, |Gy (

5,1

7 2,4

} G2(2 2)

-~ /‘ﬂ hd v T q a

4 0
a) b)

BA
|~
w

L2
2)

-
-
N
2N
N
®

«Y

Figura 2.1: Problema 1: (a) Seccion propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados en el

despiece de la seccion compuesta

2.1.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Para resolver el problema, primero se procede al despiece de la seccion compuesta en dos
rectangulos, (1) y (2), tal y como se muestra en la figura 2.1b.

En primer lugar se calculan las areas de los dos rectangulos descritos y el drea total, A7:

AL = 52 (2.1a)
A® = 32 (2.1b)
Ar = AW £ A@) — g/ (2.1¢)
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En segundo lugar, se calculan los momentos estdticos (respecto de los ejes de figura 2.1b)

como paso previo al calculo del centroide de la seccién compuesta:

51 l

M, = AU)(E) A(2)(§) = 1413 (2.2a)
M, = AW (é) A® <521) =107 (2.2b)
Finalmente, la posicién del centroide se obtiene con las siguientes expresiones:
Xy = i‘{; = % =1,251 (2.3a)
Yo = i“/[; = 7Zl = 1,751 (2.3b)

2.1.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calculan los momentos de inercia I, € 1y, el producto I, y el momento polar
1, respecto a los ejes xg € yg (ver figura 2.2a) que pasan por el centroide de la seccién compuesta.
El momento de inercia 1)5” de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1 = Lysppeam (2L 2 (2.42)
T DN G -
T ! 2 s ‘

El valor del momento de inercia de la seccidn compuesta se obtiene sumando las

contribuciones de las diferentes partes del despiece:
=1 +1% = 18,16 1* 2.5)

. . . . i
De la misma forma, se procede con el calculo de los momentos de inercia, I§ ):

2
(1) 1 340 (1

I = +A — 2.

y 12(51)1 <2 xg (2.6a)

) 1 o (51 2
LY = =131 +A% (= - 2.
g 5l B+ <2 xg) (2.6b)
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y calcula el momento de inerciade la seccion compuesta, I, sumando las inercias del despiece:
L=1" +1? = 10,16/ 2.7)

Se sigue la misma metodologia en el cdlculo del producto de inercia:

! 51

I)Eyl.) = 0+4W z—xg )| 5 — ¢ (2.8a)
2 2
I l

P = 0440 i—xg ~ Y, (2.8b)
2 2

Ly = IY+19=-750 (2.8¢)

Por ultimo, el valor del momento polar de inercia, I,, respecto al centroide se calcula
facilmente sumando I, e I,.
I, =I,+1,=2833" (2.9)

2.1.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Como se puede apreciar en la figura 2.2b los momento principales de inercia inercias (méximo
y minimo) se dan cuando el producto de inercia se anula (., = 0) , una situacion que corresponde

a la interseccion del circulo Mohr con el eje horizontal.
El centro, I,,, y el radio, R, del circulo de Mohr se obtienen:

L+1,
I, = x—;’:14,16l4 (2.10a)

L— I ’ 2 4
R = 5 + I, =851 (2.10b)

de tal manera que los momento principales de inercia inercias, gy € Iyin, resultan:

Lpaw = I,+R=22671" (2.11a)
Lyw = I,—R=5671" (2.11b)

Para finalizar, la rotacidon de ejes, 0, necesaria para que éstos coincidan con los ejes principales

de inercia (figura 2.2b) se calcula como:

21,
6 = 0,5 arctan (1 yI > =30,9° (2.12)

y X
El resultado obtenido es positivo, dando lugar a una rotacién de ejes en sentido antihorario, o bien

(manteniendo los ejes fijos) a una rotacién horaria de la seccidn.
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Y =1.751

x=1.2511

a) b)

Figura 2.2: Problema 1: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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2.2. Problema 2

Calcular los momentos principales de inercia de la secciéon compuesta de figura 2.3a respecto

de su centroide.

a) b)

Figura 2.3: Problema 2: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.2.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

La seccion dada se puede considerar como la suma de los cuatro tridangulos (1), (2), (3) y (4),

como se muestra en figura 2.3b. Las dreas de los tridngulos descritos son las siguientes:

3l

A = (21)(2):312 (2.13a)
A® = A0 (2.13b)
AG) = (21)(%):312 (2.13¢)
A® = AB) (2.13d)

Sumando estas dreas se obtiene el drea, Ay, de la seccién compuesta:

Ar =AW 1 A@ L AG) 4 AW — 122 (2.14)



@ Secciones compuestas

Debido a la doble simétria de la seccién compuesta, su centroide se sitda en la interseccion de

estos ejes de simetria:

X, = 0 (2.152)
Yo = 0 (2.15b)

2.2.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calculan los momentos de inercia I, e Iy, el producto de inercia Iy, y el
momento polar de inercia, 1,, respecto a los ejes xg € yg que pasan por el centroide de la seccién
compuesta (vease figura 2.4a).

El valor del momento de inercia de la seccién compuesta, I, se obtiene sumando las

contribuciones, I)Ei), de las diferentes partes del despiece:

= éggnonﬁhﬂwmzzgf (2.16a)
P = é”:%; (2.16b)
P = ;#NMMP+A@CJV:%; (2.16¢)
¥ = é”:%; (2.16d)

Se puede observar como el primero termino corresponde al valor del momento de inercia
respecto a unos ejes que pasan por el centroide, G, de cada parte del despiece, mientras el
segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide de la seccién compuesta
(teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner). La suma de los cuatro momentos de inercias

parciales permite obtener el valor, I, de la seccién compuesta:
L=1" 412 119 =g 2.17)

De la misma manera se procede con el cdlculo de, . Primero se calculan las inercias parciales
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y después, suméndolas, se obtiene el valor del momento de inercia, Iy, de la seccion compuesta:

1 21\ ?
Iy(l) _ 7(31)(21)34_14(1) =) =24 (2.18a)
36 3
2
12— Lipeppia® (22 Zop (2.18b)
36 3
1 @ o (2.18¢)
19— o (2.18d)
A T N s e 14 (2.18¢)

El producto de inercia, I, = 0 debido a la doble simetria de la seccion. Esto se puede

comprobar siguiendo exactamente el mismo procedimiento anterior:

M _ Loy a0 (2L
1 (20231 +4 (3 (1) (2.19a)
@ _ i(21)2(31)2+A(2) <_2l> () (2.19b)
xy ’
72 3
1© = —Lomanea® (22 ) (2.19¢)
y 72 3
1 2
19 = Lomanea® (2 <o (2.19d)
72 3
Iy = 19418 +19 419 =0 (2.19%)

Por ultimo, el valor del momento polar de inercia, /,, se obtiene sumando /; € I;:

Io=I+1,=260 (2.20)

2.2.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En este caso, los ejes que hemos utilizado para el cdlculo de los momentos de inercia son ejes

principales de inercia (I, = 0). De ese modo resulta:

Ly = IL.=181* (2.21a)
Iin = L, =81 (2.21b)



@ Secciones compuestas

a) b)

Figura 2.4: Problema 2: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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2.3. Problema 3

Calcular los momentos principales de inercia de la secciéon compuesta de figura 2.5a respecto

de su centroide.

41

® :Gz(%l,—l)

-

a) b)

Figura 2.5: Problema 3: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.3.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Si se analiza la geometria de la seccidén copuesta propuesta (figura 2.5a), se observa como ésta
se puede ver como una seccion rectangular (1) a la cual se restan los tridngulos (2) y (3). De esta

forma, el 4rea de la seccién compuesta, Ay, resulta:

A = (41)(41) = 161> (2.22a)
2
AY = 1(%)2% (2.22b)
® 41 5
AD = 1(5) =2 (2.22¢)
2
Ar — A<1)_A<2>—A<3>:—2521 (2.22d)

Los momentos estéticos respecto de los ejes de figura 2.5b se obtienen con las siguientes

expresiones:
(1 @ @2 _F 3
My = AD(0)—AP (=) —AP)(T) = = =0,1671 (2.23a)
3
M, = A(l)(O)—A(z)(¥)—A(3)(—¥):%:0,8313 (2.23b)
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de tal manera que el centroide de la seccién compuesta se encuentra en la siguiente posicién (vease
figura 2.6a):

X, = M>’—i—00671 (2.24a)
£ 7 Ar 15 7 :
M, I
- X _ " _o01 2.24

2.3.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calculan los momentos de inercia I, € I, el producto Iy, y el momento polar
1, respecto a los ejes xg e yg (ver figura 2.6a) que pasan por el centroide de la seccién compuesta.
El momento de inercia, I)gi), de cada seccién del despiece se obtiene sumando dos términos: el
primero corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, GV (vease figura 2.5b), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte

hacia el centroide de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1
B = D@D Al (o) (2.252)
1
- 36 (DB +A% (=1 =y, (2:25b)
1 21 2
¥ = = (413 +A® (= — Vg (2.25¢)
36 3
El momento de inercia, I, de la seccién compuesta se cdlcula restando a la inercia generada
por la seccién rectangular I;El), las que generan los dos tridngulos I;SZ) y 1)53):
L=1" -1 1% = 1641 (2.26)

El calculo de la inercia I, sigue el mismo procedimiento, tal y como se muestra a continuacion:

1

1 = Lan@yeat (- .27
1 51 2

Iy(z) = *36(1)3(31)4—14(2) <3 _xg) (2.27b)
| 51 2

Iy(3) = *36(1)3(41)4'14(3) <—3 _xg> (2.27¢)

L, = V-1 1P =130 (2.27d)
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y de la misma manera, para el producto de inercia, Iy:

= 0440 ( (—y,) (2.28a)
@ _ 1 St

Ly = (00 (3 ) — %) (2.28b)
3 1 l 21 _

Ly = (7@ ( >< Ve (2.28¢)
I, = 14y - §y) Y =a3 (2.28d)

Por 1ltimo, se obtiene el momento polar de inercia, I,, cono la suma de I; € 1,.

Iy=1I+1, =277 (2.29)

2.3.3. Calculo de los momentos principales de inercia

El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr en la figura 2.6b resultan:

L+1

I, = %:13,914 (2.30a)
Iy—lx ? 2 4

R = o) =504 (2.30b)

y los correspondientes momentos de inercia I, € I, tienen por lo tanto el siguiente valor:

Lyex = In+R=18,9/" (2.31a)
Lyin = I,—R=88I" (2.31b)

Para finalizar, el dngulo, 0, que corresponde a la rotacién de ejes necesaria para que éstos

coincidan con los ejes principales de inercia (figura 2.6a) vale:

1 21,
6= 3 arctan < & > =-29,9° (2.32)

y X
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y=0.01313—

a) b)

Figura 2.6: Problema 3: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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2.4. Problema 4

Calcular los momentos principales de inercia de la seccion compuesta representada en la figura

2.7a respecto de su centroide.

Figura 2.7: Problema 4: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.4.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Si se analiza la geometria de la seccién propuesta, se observa como ésta se puede ver como
una seccion rectangular (1) a la cual se resta un tridngulo (2) y un cuarto de circulo (3) como se

muestra en la figura 2.7b. De esta forma, el drea de la seccién compuesta, Ay, resulta:

A= (81)(61) = 481> (2.33a)
AD = (41)(%):612 (2.33b)
A = %n(3l)2:7,0712 (2.33¢)
Ar = AW _—A® _A0) =3493/? (2.33d)

El valor de los momentos estaticos se calculan como:

M, = A(l)(3l)fA(2)(l)fA(3)(6lf%(3l)):104,613 (2.34a)
M, = A(l)(4l)—A(2)(8l—¥)—A(3)%(31):14313 (2.34b)
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y la posicién del centroide (que se muestra en la figura 2.8a) se obtiene como :

M
xg = —— =411 (2.35a)
Ar
M
Yo = fT;:” (2.35b)

2.4.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calcula los momentos de inercia, I, e Iy, el producto de inercia, I, y el
momento polar, ,, respecto a ejes que pasan por el centroide (x,,y,) de la secciéon compuesta.
El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula restando a la inercia generada

/D @

por el rectangulo, I; ’, la que corresponde al tridngulo, y al cuarto de circulo, 1)53).

El momento de inercia, I)Si), de cada seccién del despiece se obtiene sumando dos términos: el
primero corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G1) (vease figura 2.7b), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte
hacia el centroide (x,,y,) de la seccion compuesta (teorema de los ejes paralelos o formula del
transporte de Steiner). Observese que en el caso del cuarto de circulo es necesario aplicar la
formula del transporte dos veces: primero desde el valor del momento de inercia calculado respecto
del centro del circulo hacia el centroide del circulo y una segunda vez hacia el centroide de la

seccién compuesta:

= %(81)(61)3+A(1) (31—y,)? (2.362)

P = %(4[)(3[)3+A(2)(l—yg)2 (2.36b)

¢ _ 11 H_ 434 06D L6 4 (31) 2

¥ = (- —AD(E 2 4B 6 - T2 2.
(776D (5, ) +AV (61— ——=—¥) (2.36¢)

L= 1Y@ ¥ 914/ (2.36d)

El célculo de la inercia /, sigue el mismo procedimiento, tal y como se muestra a continuacion:

1
B = S 61 +AY (4l —x,)? (2.372)
@ _ |1 3 2) 4l

2 = —GBN@1)P+AD 8- 237
@ _ LA e a3 4430

L7 = 2 (mGhT) —AT ()T H AT (5 ) (2.37¢)

2)

, = 11?1 <1507 (2.37d)
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y de la misma manera, para el producto de inercia, Iy:

1y = 0+A0@I—x,) Bl—y,) (2.38a)
P = %(41)2(31)2+A<Z)(81—%—xg) (1 —x,) (2.38b)
3 _ 1 4 (3) 4 (31),, 3) 4 (31) 4 (31)

1Y = o) AR (2| A2 61— 2 2.38
Iy = 1Y -12 18 =619/ (2.38d)

Por 1ltimo, para obtener el momento polar de inercia se debe sumar las inercias I e I,.
Ip=I,+1,=242,161* (2.39)

2.4.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Como se puede apreciar en la figura 2.8b los momento principales de inercia inercias (maximo
y minimo) se dan cuando el producto de inercia se anula (/, = 0) , una situacién que corresponde

a la interseccion del circulo Mohr con el eje horizontal.

El centro, I,,,, y el radio, R, del circulo de Mohr se obtienen:

I+ 1

I, = % = 12114 (2.40a)
Iy_lx 2 2 4

R = S5 ) + 13 =68.681 (2.40b)

de tal manera que los momento principales de inercia inercias, Igy € Iyin, resultan:

Lyar = I,+R=18971" (2.41a)
Lyw = I,—R=5341" (2.41b)

Para finalizar, la rotacion de ejes, 0, necesaria para que éstos coincidan con los ejes principales

de inercia (figura 2.8b) se calcula como:

1 21y
=— =322° 2.42
0 > arctan ( I— Ix) 32, ( )

El resultado obtenido es positivo, dando lugar a una rotacién de ejes en sentido antihorario, o bien

(manteniendo los ejes fijos) a una rotacion horaria de la seccion.
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v
3 Ly
I,=61,91*
4
Iy 4
o211
2
ay 4 / 1,=150,71*
— o
7
yG:3l
4 .
a
hl T
X
xG:4Jl

b)

a)

Figura 2.8: Problema 4: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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2.5. Problema 5

Calcular los momentos principales de inercia de la seccion compuesta representada en la figura

2.9a respecto de su centroide.

21 /

%y
.
4

Q
(3}
Py
|
-
|
-
S’

21 —t 4

~ 4 24 <
4 4 Aq A 4 4 4
v 5 Ty
R S . g 4 21 Y4 93(31’31) .
a a
l “ | PR 0
I EFPRER I OIS I
| J J 0 Gl L ~
e 21 ' 3272
a) b)

Figura 2.9: Problema 5: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.5.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Si se analiza la geometria de la seccion propuesta, se observa como ésta se puede ver como

una seccion rectangular (1) a la cual se restan dos secciones cuadradas, (2) y (3), tal y como se

muestra en la figura 2.9b. De esta forma, el drea de la seccién compuesta, A7, resulta:

AD = 331 =92

AR = P

AB) — A 2

Ar = AW _A®) _AG) =72

Los momentos estéticos tienen el siguiente valor:

31 ! l 213
— A [22) 4 EY_ A0 (B _ 3
M, A <2> A <21—|—2> A <2> > 10,51
31 ! ! 213
M, = AV (=) —A® (214-) A0 () ==—=105F
g (2) 1+2 5 5 0,51

(2.43a)
(2.43b)
(2.43¢)
(2.43d)

(2.44a)

(2.44b)
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ya posicién del centroide de la seccién compuesta (vease figura 2.10a) es la siguiente:

M, 3
Xg = A)=3:1,51 (2.45a)
T
M, 3l
= —f="=15] 2.45b
yg AT 2 9 ( )

2.5.2. Calculo de los momentos de inercia

El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula restando a la inercia generada
por el rectangulo, Iy), las que corresponden a los cuadrados, I,Sz) y I)E3>.

El momento de inercia, I,Ei), de cada seccidén del despiece se obtiene sumando dos términos:
el primero corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su
propio centroide, G (vease figura 2.9b), mientras el segundo término corresponde al valor del
transporte hacia el centroide (x,,y,) de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o

formula del transporte de Steiner):

m _ 1 4
L= 5 (31) (2.46a)
@) L4 @ l ?
ro= 5 ()*+A <2z+2—yg) (2.46b)
(3) 1 3 (! ’

_ 4,406 (L
I = 12(1) +A (2 yg> (2.46¢)
= 1Y B — 45804 (2.46d)

El cdlculo de la inercia /, sigue el mismo procedimiento, tal y como se muestra a continuacion:

M = L gpram (3 : 2.47
Vo= 5 5 % (2.47a)
@ = Loyriae (a4l ’ 2.47b
= 5 5 % (2.47b)
) 1 RN

19 = Lyea® <2_xg> (2.47¢)

L, = V-1 1Y =458/ (2.47d)
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y de la misma manera, para el producto de inercia, Iy, (en este caso el primer termino es nulo por

ser todas secciones simetricas):

31 31
) = 0440 <2 —xg> <2 —yg> (2.48a)
! !
! !
1 = 0440 (2 —xg) : (2 - yg> (2.48¢)
Ly = 11919 =2/ (2.484)

Finalmente, el momento polar de inercia se calcula como suma de I, € Iy
Iy=IL+1I,=9,161" (2.49)

2.5.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Como se puede apreciar en la figura 2.10b los momento principales de inercia inercias
(maximo y minimo) se dan cuando el producto de inercia se anula (I, = 0) , una situacién que

corresponde a la interseccion del circulo Mohr con el eje horizontal.

El centro, I,,,, y el radio, R, del circulo de Mohr se obtienen:

L+1, 551 4
I, = = =4, 2.
3 > 581 (2.50a)

nylx 2 4
R = [(F5—) +B=2 (2.50b)

Los momentos principales de inercia asumen los siguientes valores:

Lyex = I,+R=06,581" (2.51a)
Lyiw = I,—R=2,58[" (2.51b)

Para finalizar, la rotacién de ejes, 0, necesaria para que éstos coincidan con los ejes principales

de inercia (figura 2.10b) se calcula como:

1 21,
0= 5 arctan (y> = —45° (2.52)
y



@ Secciones compuestas

y“ yG“ 1‘(y
Lo
4 a. 4 4
“
Z a
4 P 0=-45°
N a G ” XG
s
3 <
yo:EI
4 4
0 -y
3 | +
XG:EI
a) b)

Figura 2.10: Problema 5: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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2.6. Problema 6

Calcular los momentos principales de inercia de la seccién compuesta representada en la figura

2.11a respecto de su centroide.

vA
4 <
A " 4
/ < 4 4 4 a ” .
2 4 4
A <
A a a _ 4 A A
/ . G, (~1,0) G,(1,0)
a 0’ x I X
4 4
J ’ 3 k ©)
< < A4
l . . 4 4 < | G,(0,0) 4
M <. 4 a < 4 4 @
g 4 2
pa\ <
] 1 I

a) b)

Figura 2.11: Problema 6: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.6.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Como se puede observar en la figura 2.11b la seccién esta definida por un cuadrado, (1), de
lado 3/ al cual se le han sacado otors dos cuadrados, (2) y (3), de lado /. De esta forma, el area de

la seccién compuesta, Ar, resulta:

AD = 33 =92 (2.53a)
AR = P2 (2.53b)
AR = A =2 (2.53¢)
Ar = AW _A@ _AG) =72 (2.534d)

El centroide se encuentra en la origen de los ejes elejidos debido a la doble simetria de la

seccion. Esto se puede verificar calculando los correspondientes momentos estatico de la seccion,
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M,y M,:
M, = AD(0)—A® (0)—A®) (0)=0 (2.54a)
M, = AD©0)—AaP (1)-A® (—)=0 (2.54b)
asi que resulta:
X = ny —0 (2.55a)
Ve = 24; -0 (2.55b)

2.6.2. Calculo de los momentos de inercia

El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula restando a la inercia generada

por el rectangulo, I)EI), las que corresponden a los cuadrados, 1,§2) y If):
M _ 1o
I’ = v (31) (2.56a)
) 14
L7 = — (I 2.56b
12 () ( )
3 _ 1, 2
I; 1 2(1) (2.56¢)
o= 1Y@ O 6584 (2.56d)

Para calcular la /, se procede exactamente de la misma forma. En este caso, el momento de

(0)

inercia, Iyl , de cada seccidn del despiece se obtiene sumando dos términos: el primero corresponde
al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio centroide, G®) (vease
figura 2.11b), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

(xg,¥,) de la seccion compuesta (teorema de los ejes paralelos o formula del transporte de Steiner):

m _ 1o

5 = =G (2.57a)
»? = 1—12(1)4+A(2) (1)? (2.57b)
= le(,)4+A<s> (=12 (2.57¢)
L, = V1P -Y =458/ (2.57d)

y de la misma manera, para el producto de inercia, I, (en este caso el primer termino es nulo por

ser todas secciones simetricas):
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W= 040 (2.58a)
2 = 0+4@ (1)(0) (2.58b)
1 = 0440 (=1)-(0) (2.58¢)

Ly = 1I¥-19-1¥ =0 (2.584)

Observese que el resultado final es I, = 0 debido a la doble simetria de la seccion compuesta

propuesta. Finalmente, el momento polar de inercia, Iy, se calcula sumando I, e I;:
Iy=IL+1,=11,161* (2.59)

2.6.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Como se vi6 en el apartado anterior el producto de inercia de la seccidon compuesta es nulo.

Esto quiere decir que los ejes elegidos son tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Lpae = I,=6,581* (2.60a)
Inin = L, =458 (2.60b)
ol
=l
LR S Iy=1y =458
«G I\ 0 I
o =Q —
y >(=xG
a) b)

Figura 2.12: Problema 6: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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2.7. Problema 7

Calcular los momentos principales de inercia de la seccién maciza representada en la figura

2.13a respecto de su centroide.

21 21 21 21 vk

21 < =R=! -~ = B
- G,=G,(0,6/)
21 33 . R G%,

2 . 4 R S

o e
4 .
2G,(0,2) ¢

AA va 4 ¢ s 4
(4

a) b)

Figura 2.13: Problema 7: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece.

2.7.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Como se puede observar en la figura 2.13b la seccion estd compuesta por un rectdngulo (1) y
un cuadrado (2) a los cuales se le ha substraido el circulo (3). De esta forma, el drea de la seccion

compuesta, Ay, resulta:

AN = (81)(41) =321 (2.61a)
AP = (41)(41) =161 (2.61b)
A®) = g2 =g? (2.61¢)
Ar = AW +A® _AB) =487 — 1> = 44,86/ (2.61d)

Los momentos estéticos de la seccién compuesta resultan:

M, = AV @21 —A® (414+21)— A (41421) = 16017 —6ml* = 141,151° (2.62a)
M, = 0 (2.62b)
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Por lo que la posicidn del centroide es la siguiente:

M,
= = 2.
xg . 0 ( 633)
M, 160 —6nl?

— =—————=314] 2.63b
At 4812 — ml? ’ ( )

Ye =

2.7.2. Calculo de los momentos de inercia

El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula restando a la inercia generada
por el rectangulo, I)E]) , las que corresponden a los cuadrados, 1)52) y I§3>.

El momento de inercia, I)Ei), de cada seccion del despiece se obtiene sumando dos términos:
el primero corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su
propio centroide, G'¥) (vease figura 2.13b), mientras el segundo término corresponde al valor del
transporte hacia el centroide (x,,y,) de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o

formula del transporte de Steiner):

B = S E)-@n A0 @I y,) (2.642)
I)SZ) _ T12(4l)4+A(2)(6l_yg)2 (2.64b)
B = a0t Ay Q.60
L= 191 ¥ 210 (2.64d)

El célculo de la inercia, I,, sigue el mismo procedimiento, tal y como se muestra a

continuacion:
1
Iy(l) — E(41).(81)3 (2.65a)
@ _ 1 4
K = = (4D) (2.65b)
1
P = 0N (2.65¢)
o= V41— =912/ (2.65d)

El producto de inercia, Iy, se anula por la simetria de la seccién compuesta respecto del eje de

ordenadas, como se muestra a continuacion:

Iy = 04+40-(0)-(21—y,) (2.662)
1y = 04+A® (0)(61-y,) (2.66b)
1 = 0+40) (0)-(61—vy,) (2.66¢)

Ly = I3 +19 18 =0 (2.66d)
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El célculo del momento polar de inercia, I,, se obtiene sumando I € 1,:

Ip=I,+1,=401.271* (2.67)

2.7.3. Calculo de los Momentos Principales de Inercia

Como se vi6 en el apartado anterior el producto de inercia de la seccién compuesta es nulo.
Esto quiere decir que los ejes elegidos son tambien ejes principales de inercia (como se muesta el

la figura 2.14), de tal manera que:

Lyoe = 1,=2100* (2.68a)
Inin = L=19127* (2.68b)

vl

4
a 4
L,=1y=19121
4

I=1;=2101"

49 ”

D N B

G < Xg

< a a P
Vg=3141 s
4 4 e
0 iy

a) b)

Figura 2.14: Problema 7: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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2.8. Problema 8

Calcular los momentos principales de inercia de la seccién compuesta representada en la figura

2.15a respecto de su centroide.

?

.

I
a) b)

Figura 2.15: Problema 8: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.8.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Como se puede observar en la figura 2.15b la seccion estd compuesta por un semicirculo (1) y

un tridngulo (2). De esta forma, el drea de la seccion compuesta, Az, resulta:

1

AL = 57r12 (2.692)

AQ _ (31)2(2” (2.69b)
2

Ar = A(1>+A(2>:%+312:4,5712 (2.69¢)

El valor de los momentos estaticos se obtienen con las siguientes expresiones:

4
M, = AW (3;) +A® (=) =23 (2.70a)
M, = 0 (2.70b)
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de tal manera que la posicion del centroide es:

M,
B 271
Xg Ar (2.71a)
M
Yo = T; =-0,511 (2.71b)

2.8.2. Calculo de los momentos de inercia

El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula sumando a la inercia generada

por el semicirculo, I)El), la que corresponde al tridngulo, I)SZ).

El momento de inercia, I)Ei), de cada seccién del despiece se obtiene sumando dos términos:
el primero corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su
propio centroide, G (vease figura 2.15b), mientras el segundo término corresponde al valor del
transporte hacia el centroide (x,,y,) de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o

formula del transporte de Steiner):

2 2
FO. [; (inﬂ) A <;‘71T> ] 1A <;lr _yg> (2.72a)

1
B = e @B A (1) (2.72b)
L o= 1My =370 (2.72¢)

El célculo de la inercia, I, sigue el mismo procedimiento, tal y como se muestra a

continuacion:
1/1 4
- 2<4m4) +0:% (2.73a)
1 A® 1N
P = 2 [36(31) 13+2<3> =7 (2.73b)
L, = V41 =091 (2.73¢)

El producto de inercia, I, = 0 por la simetria de la seccién compuesta respecto del eje de

ordenadas. Finalmente, el valor del momento polar de inercia se obtiene:

Ih=L+I,=461" (2.74)
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2.8.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Como se vi6 en el apartado anterior el producto de inercia de la seccién compuesta es nulo.
Esto quiere decir que los ejes elegidos son tambien ejes principales de inercia (como se muesta el

la figura 2.16), de tal manera que:

Lyex = L=3710 (2.75a)
Inin = L,=091 (2.75b)

4
1,=13=091

a) b)

Figura 2.16: Problema 8: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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2.9. Problema9

Calcular los momentos principales de inercia de la seccion compuesta representada en la figura

2.17a respecto de su centroide.

a) b)

Figura 2.17: Problema 9: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.9.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Para resolver el problema primero se procede al despiece de la seccién en un cuadrado (5) y
cuatro triangulos (1), (2), (3) y (4) tal y como se muestra en la figura 2.17b. De esta forma, el drea

de la seccién compuesta, Ay, resulta:

A — 3212 (2.76a)
A2 — A — 3212 (2.76b)
AB) — A — 3212 (2.76¢)
AWG — A1) = 3212 (2.76d)
AG) —9gp2 (2.76e)

Ar =AW £ 4@ L AB) L A4 L AG) = 1572 (2.76f)
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La posicién del centroide coincide con la origen de los ejes elegidos debido a la simetria de
la seccién. Este resultado lo podemos comprobar verificando como se anulan ambos momentos

estaticos:

31 —31 I 31 ~31
v, — am (2L @ (24 _ L ON S @ (= 5) (.27
; A (2+3)+A <2 3)+A <2 1>+A (2 +1>+A ((@.796)
M, = AW (‘231+1> +4@ <_23l—l> +A0) (32[+;> +A® <_3l—l> +A®) (@ 771)

de tal manera que:

=0 (2.78a)

xg ==

v = M_y (2.78b)

2.9.2. Calculo de los momentos de inercia

El momento de inercia de la seccién compuesta, I, se calcula sumando a la inercia generada
por el cuadrado, 1,55), las que corresponden a los cuatro tridngulos, I)El), I,Ez), I§3)y 1)54).

El momento de inercia, I)Ei), de cada tridngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G (vease figura 2.17b), mientras el segundo término corresponde al valor del
transporte hacia el centroide (x,,y,) de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o

formula del transporte de Steiner):

O %3,(,)3+A<1) (32’+é>2: 454 (2.792)
@ — _ 4;14 (2.79b)
¥ = 31—61(31)3+A(3) (2’-1)2: 95 (2.79¢)
@ — e 95 (2.79d)
o %(3,)4: 2114 (2.79)

4
L= @S e :%: 19,25 4 (2.79f)



Secciones compuestas

Con un procedimiento andlogo se calcula el momento de inercia, I y el producto de inercia,

Lyy:

1 - g
—1(31)3 + AW <3l—1> _o0

36 2 8
4
=20
8
1, s 3 1\* 41
— A® (2L 2) =5
0P +a® (F43) =%
4
L
8
1, 27
2O ==
(5)_7714

11?1 1Y+ 1

(2.80a)
(2.80b)
(2.80c)
(2.80d)

(2.80e)

=19,25* (2.80f)

Es importante observar que por razones de simetria resulta: I, = I, y como se demuestra a

continuacion: I, = 0.

i

1)

1y

I

15

Ly,

15+ 15 +15) + 1Y + 15 =0

El momento de inercia polar se calcula como la suma de I e 1.

4

771
lh=L+I,=— =385/

2.9.3. Calculo de los momentos principales de inercia

4
é) = —% (2.81a)
4
é) = —% (2.81b)
(2.81¢)
4
1) = % (2.81d)
(2.81e)
(2.811)
(2.82)

Como se vi6 en el apartado anterior el producto de inercia de la seccién compuesta es nulo.

Ademads tenemos que I, = I, de tal manera que el circulo de Mohr se reduce a un punto como
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se muestra en la figura 2.18b. Esto significa que los ejes elegidos son principales de inercia y los

momentos principales de inercia tienen el mismo valor:

Lnax = Inin = Ix = Iy = 19,25 l4

1‘y‘

.
1,=1y=19251

a)

I=1;=19251*

b)

(2.83)

Figura 2.18: Problema 9: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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2.10. Problema 10

Calcular los momentos principales de inercia de la seccién compuesta representada en la figura

2.19a respecto de su centroide.

Figura 2.19: Problema 10: (a) Seccion compuesta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

2.10.1. Calculo del area y del centroide de la seccion compuesta

Para resolver el problema primero se procede al despiece de la seccién en dos tridngulos (1)
y (2) a los cuales sumamos un cuarto de circulo (3) y una dltima seccion que calculamos como
un cuadrado (4) menos el cuarto de circulo (5), tal y como se muestra en la figura 2.19b. De esta

forma, el drea de la seccién compuesta, Ay, resulta:

12

AL — 5 (2.84a)
12
AQ = 5 (2.84b)
AG) = ”f (2.84c)
AW — 2 (2.84d)
2
A — % (2.84e)

—

Ar = AW 4+ A® L AB) L AW _AB) =22 (2.84f)
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Para situar el centroide, se debe calcular los momentos estaticos de la seccion:

M, = AW (é) +A® (—é) +A0) < :,lr) +A® (;) <l—> = —0,28.852)
- 0 (3o (o (2] ()00 () oo

La posicidn del centro de masas resultante es la siguiente:

M,
Xg = Aizo,mz (2.86a)
T
M,
Vg = A———o 141 (2.86b)

2.10.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calculan los momentos de inercia, I, e I, el producto de inercia, Iy, y el
momento polar de inercia, ,, respecto a los ejes que pasan por el centroide (xg4,y,) de la seccion

compuesta.

Segtn el despiece propuesto, el momento de inercia I, se consigue sumando las contribuciones
de todas las seccidnes que forman el drea compuesta. En particular, cada momento de inercia, I)Ei),
se obtiene sumando dos términos: el primero corresponde al valor del momento de inercia respecto
a unos ejes que pasan por su propio centroide, G') (vease figura 2.19b), mientras el segundo
término corresponde al valor del transporte hacia el centroide (x4,y,) de la seccién compuesta

(teorema de los ejes paralelos o formula del transporte de Steiner):

2
M _ Ly (!
L) = 1 (1) +AY (- 2.87
! Al (55, @872
@ = Lygppae (2L, ’ (2.87b)
36 3 °f
1/1 41\? 4 ’
O [4 <4m4>_ A0 < é > 4 AB) <_371r_yg> (2.87¢)
2
1)54) — il4+A(4) l_y (287(1)
12 2 ¢
19 (L) _a (Y| a0 (o X i 2.87
: a\a™) A g ) [T (2570

de tal manera que el valor de I,, resulta:

L=1" 11 41 1® S =034 14 (2.88)



@ Secciones compuestas

Observese que en el caso del cuarto de circulo es necesario aplicar la formula del transporte
dos veces: primero desde el valor del momento de inercia calculado respecto del centro del circulo
hacia el centroide del circulo; y una segunda vez hacia el centroide de la seccién compuesta:

De forma similar el momento de inercia, /, se calcula como:

. 1 ! :

I)( ) _ %(l) 14+ <3 _xg) (2.89a)
2

@ = Lopypiae (2L, (2.89b)
) 36 3 78
1(3) — 1 17514 _ A(3) ﬂ ’ +A(3) ﬂ —X ’ (2 89C)
y 4\4 3n 3n ¢ '

4) Uoytaw (! ’

_ 1 af_L_

1) = St+a < . xg> (2.89d)
(s) L 4o (4N 0 ‘” i

o= V41P Y1 19 =0341 (2.89f)

Siguiendo exactamente el mismo proceso, el producto de inercia, Iy, resulta:

1 I !
W= —Lpp a0 <3_xg> (3_yg) (2.90a)
@ = _Lppiae (Lo V(2L (2.90b)
y 72 3 8 3 8
2
® _ _|lp e (4 @ (A i
AU e SO (i IO (i I 2.90
) [8 <37r - 3m 3 ¢ R
! I
W — @ <_ _xg> (2_ yg> (2.90d)
2
. 1, 4l . 4l 4l
Ix e — A —_— A - - — - 5 2‘
y [81 < 7r> + l+37r xg | |/ Az s (2.90e)
Ly = IV 412 +189 418 15 = —0,0072 1* (2.90f)

Finalmente, para calcular el momento polar de inercia, /,, hay que sumar los valores de I e I;:

Iy=1L+1,=0,68 1 (2.91)



2.10 Problema 10 @

2.10.3. Calculo de los Momentos Principales de Inercia

Como se puede apreciar en la figura 2.20b los momento principales de inercia inercias
(maximo y minimo) se dan cuando el producto de inercia se anula (I, = 0) , una situacién que

corresponde a la interseccidn del circulo Mohr con el eje horizontal.
El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr se obtienen:

L+ 1,
I, = %:0,3414 (2.92a)

2
L—1
R = \/ <’2) +I2,=0,0072 * (2.92b)
Los momentos principales de inercia asumen los siguientes valores:

Lyex = I,+R=0,3471 (2.93a)
Lyn = I,—R=0,3330* (2.93b)

Para finalizar, la rotacién de ejes, 8, necesaria para que éstos coincidan con los ejes principales

de inercia (vease figura 2.20) se calcula como:

1 21,

0 — — arct Y ) = —45° 2.94
2arcan<ly_lx> ( )

Ly
1,=03471%
O 1y=03337%
L= 0007 N
xg=0.141
a) b)

Figura 2.20: Problema 10: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b)

Circulo de Mohr.
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3.1. Problemal

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.1a respecto de su centroide.

]

- —e

3l
4

-
-~

4

a) b)

Figura 3.1: Problema 1: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.1.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

El primer paso para la solucién del problema consiste en el despiece de la seccidn original en
tres areas rectangulares de pared delgada, como se muestra en la figura 3.1b. Se procede al calculo

del 4rea de cada rectdngulo que forma la seccién:

AN = 51 (3.1a)
AD = 4y (3.1b)
ABG) = 541 (3.1¢)
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El 4rea total, A7, se obtiene sumando las diferentes contribuciones obtenidas con el despiece:
Ar =AW + AP 1 AB) =144 (3.2)

Los momentos estdticos, M, y M,, se calculan de forma anéloga en funcion de la posicién de
los centroides de los diferentes rectdngulos que forman la seccion propuesta respecto de los ejes

cartesianos de referencia que se muestran en la figura 3.1b:

1
M, = A(l)(%l~|—l)+A(2)(21)+A(3)(2Z):%tlzz30,5tlz (3.3a)
M, = A(l)(2l)+A(2)(0)+A(3)(%):3?5t12:17,5t12 (3.3b)

Finalmente, la posicion del centroide de la seccidn (vease figura 3.2a) se obtiene como:

M,
xg = —=1251 (3.4a)
Ar
M,
Vg = 522,181 (3.4b)

3.1.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg e yg (ver figura 3.2a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los diferentes
rectdngulos del despiece que forman la seccion propuesta. Cada momento de inercia I)Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.1b), mientras el segundo término

corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la

seccidn propuesta:

2
1)51) — TIZA(I)(31)2+A(I) <321+1_yg) (3.5a)
1 = DADE LAY @1y, .50
B = LAD@I AP @1y (.50

de tal manera que el momento de inercia, /., sumando las diferentes contribuciones del despiece:

L=1"+12 +1% = 16,518 (3.6)
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De forma andloga se procede con el cdlculo de los momento de inercia, Iy(i):

1
Iy(l) — ﬁA(l) (41)2 +A0 (2l—xg)2 (3.7a)
I)(?) — O+A(2) (—)Cg)2 (37b)
3 _ Loy (3
I 12A (3)"+A 5 e (3.7¢)

y del correspondiente momento de inercia, /, de la seccion:
L=tV +17 1Y =198 (3.8)

(i)

. ., . . . i . ,
A continuacién se calculan las diferentes contribuciones, Iy, necesarias para el cédlculo del

producto de inercia, I,y:

= —%A(l) @0 (31) +AW (21— xg) <321 +1 —yg> (3.92)
19 = 0+AD (—x,) (21 —y,) (3.9b)
B = 11—2A(3)(3l)(4l)+A(3) (321—xg> (21—y,) (3.9¢)
Ly = IW+19 418 = 18718 (3.9d)

Finalmente, el momento polar de inercia, I,, calculado con respecto al centroide de la seccion

(polo), se obtiene sumando de los momento de inercia inercias I, y 1y:

I, =L +1, =363t (3.10)

3.1.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.2b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccidn de pared delgada propuesta.
Como se puede observar en esta figura los momentos principales de inercia se obtienen cuando se
anula el producto de inercia. El centro del circulo de Mohr estd definido por el momento de inercia
medio, 1,

L+1
I, = ;y:18,2tl3 (3.11)

mientras su radio, R, se puede calcular como:

Iy—lx 2 2 3
R=1[(5~) +13=247u (3.12)
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Los momentos principales de inercia, Iyay V Lnin, S€ encuentran en los extremos del didmetro

horizontal (I,, = 0) y se calculan ficilmente como:

Lyax = In+R=2006t1 (3.13a)
Lyin = In—R=15711 (3.13b)

El circulo de Mohr nos indica ademds la rotacién de ejesnecesaria para que éstos coincidan
con los ejes principales de inercia como se muestra en las figuras 3.2a-b. En el plano de Mohr,
las rotaciones (positivas en sentido antihorario) corresponden a dos veces el valor del angulo, 6,
necesario para que los ejes originales de la seccion, (x,y), coincidan con los ejes principales de

. . / / .,
inercia, (x % > Esta rotacion se puede calcular como:

2L,
6 = 0,5 arctan V) =24,6° (3.14)
I, —1I;

Finalmente, se puede observar que, en lugar de mover los ejes de referencia y mantener fija la
posicion de la seccidn, se consigue el mismo resultado manteniendo los ejes de referencia fijos y

rotando la seccidn en sentido horario.
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y “ IW“

I, =187t
Uy =007

0 1y=157t" =206t 1

yg=2.181

xg=12511

a) b)

Figura 3.2: Problema 1: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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3.2. Problema 2

Calcular los momentos principales de inercia para la seccién de pared delgada que se presenta

en la figura 3.3a respecto de su centroide.

-~
[ S
S
-~

a) b)

Figura 3.3: Problema 2: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.2.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

Para la resolucién del problema planteado, se procederd en primer lugar al despiece de la
seccion en cuatro areas rectangulares tal y como se muestra en la 3.3b. Las areas de los diferentes

rectangulos valen:

AL = 2y (3.152)
A® = 2y (3.15b)
AB) = (3.15¢)
A = g (3.15d)

Por un lado, el area total, A7, se obtiene sumando las diferentes contribuciones obtenidas en
el despiece:
Ar =AY +A®) + A0) = 144 (3.16)

Por otro lado, debido a la simetria, el centroide coincide con el origen de los ejes elegidos, que

se muestran en la misma figura 3.3b.
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3.2.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg € yg (ver figura 3.4a) que pasan

por el centroide de la seccién.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los diferentes
rectangulos del despiece que forman la seccidon propuesta. Cada momento de inercia I,Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.3b), mientras el segundo término
corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la

seccion propuesta:

FORSRPNNG <;>2:’2’3 (3.17a)
¥ = 0+4® <_21>2=”23 (3.17b)
¥ = 112A<3>12:’1123 (3.17¢)
W = 112A<4>12:t£ (3.17d)

Se puede observar como en el caso de secciones horizontales (1) y (2), solo se considera el

término de transporte. El momento de inercia, I, de la seccion resultante es:

711
L= 1?1V 4 = S = 1160 (3.18)

Anélogamente, se procede al célculo del momento de inercia, /. En este caso son la secciones

verticales (3) y (4), las que se calculan utilizando sélo el término de transporte:

M = 11—2A<‘>(2 1> +AW <—é>2: 7;13 (3.192)
¥ = %Am 21> +A% <é)2 = 7Z3 (3.19b)
1 — 0440 <_é>2 _ ff (3.19¢)
19— 0 A® (é)zz ’f (3.19d)

o= 1+ 1P Y4 = %7ﬂ3 =284 (3.1%)
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A continuacion se calculan las diferentes contribuciones, 1,5;) necesarias para el célculo del

producto de inercia, Iyy:

o 3
1 04 AW <2l> (é) _ _% (3.208)
_ 3
12— 0440 (;) (é) -7 (3.20)
1Y = 0440 ( l) 0=0 (3.20¢)
19— 0gat <’> (3.20d)
Ly = I3 +19 418 +1Y) = P (3.20¢)

Finalmente, el momento polar de inercia, Iy, calculado respecto al centroide de la seccién

(polo), se consigue sumando los valores de I, e I,:

Io=IL+1, =4t (3.21)

3.2.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.4b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccion de pared delgada propuesta.
Como se puede observar, los momentos principales de inercia se obtienen cuando el producto de
inercia, Iy, se anula.

El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr se calculan como:

I +1

I, = Ty =21° (3.22a)
L— I\’ NITA
R = \/<y2"> +13 = = 1,3¢° (3.22b)
de tal manera que los momentos principales de inercia, I,,qy Y Inin, s€ calculan facilmente como:
Lyex = In+R=331 (3.23a)
Lyn = IL,—R=0,67t (3.23b)

El Circulo de Mohr también nos indica la rotacion de ejes necesaria para que éstos coincidan
con los ejes principales de inercia como se muestra en la figura 3.4a. En el plano de Mohr las

rotaciones (positivas en sentido antihorario) corresponden a dos veces el valor del angulo, 0,
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necesario para que los ejes originales de la seccion, (x,y), coincidan con los ejes principales de

. . / / .,
inercia, <x ,y ) . Esta rotacién se puede calcular como:

1 21
0 = —arctan ) =-25° (3.24)
2 I — Iy

Finalmente, es interesante observar que, manteniendo los ejes de referencia fijos, podemos

girar la seccidn, segiin sus ejes principales de inercia, aplicando una rotacién, 8, positiva horaria.
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Iy=0,7t1°

1,=33t7° I

a) b)

Figura 3.4: Problema 2: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.



3.3 Problema 3 @

3.3. Problema 3

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.5a respecto de su centroide.

s S

-
-~
R

a) b)

Figura 3.5: Problema 3: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.3.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

Para facilitar la resolucion del problema planteado, se procede al despiece de la seccién en dos
rectangulos, tal y como se observa en la figura 3.5b.

En primer lugar, se calcula el drea de cada rectdngulo y el de la seccién global:

AY = 2412 (3.252)
A = V2 (3.25b)
Ar = AW+ A® =324 (3.25¢)

Para situar el centroide de la seccidn, se calculan previamente los momentos estaticos, My y

M, respecto a los ejes de referencia representados en la figura 3.5b:

AD L 122

M, = = 2[:0,7“12 (3.26a)
ADL 122

M, = = ‘f:o,mz2 (3.26b)

2 2
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de tal manera que el centroide se situa en (vease figura 3.6a):
M}Y

[
X, = i =0,1667! (3.27a)
T
M, I
= —=-=0,16671 3.27b

3.3.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg e yg (ver figura 3.6a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los dos rectangulos
del despiece que forman la seccidon propuesta. Cada momento de inercia I)Ei) se obtiene sumando
dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes que pasan
por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.5b), mientras el segundo término corresponde al

transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la seccién propuesta:

1
(2) 1 (2) 2 1 ’
LY = AP P+ AR [ 2 = 2
B I~ + (2 yg) (3.28b)

El valor total dedel momento de inercia, I, se calcula como la suma de las inercias parciales,
7.

X -

=1 +1% =133 (3.29)

Andlogamente, se procede al cdlculo del momento de inercia, /y:

1

W = EA<1>(zl)2+A<”(—xg)2 (3.30a)
o) La@p 40 (! ’

I — 7A2 2 A2 _ )

s SADP 4 <2 xg> (3.30b)
L, = V41 =129641 (3.30¢)

y del producto de inercia Iy:

1
) = A @)D +AY (—x) (<) (3.312)
@ _ 1,0 @ (1_ L
s SAT OO +AP (D —xe ) (5 =¥ (3.31b)

Ly = IW+1P =063 (3.31¢)
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Finalmente, el valor del momento polar de inercia, Iy, se obtiene sumando los momentos de

inercia, I, e I:

Io=1IL+1,=2,6t" (3.32a)

3.3.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.6b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccién de pared delgada propuesta.
Como se puede observar, los momentos principales de inercia se obtienen cuando el producto de
inercia, Iy, se anula.

El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr se calculan como:

L+ 1,

Iy, = %zl,m3 (3.332)
I_}’_IX 2 3

R = S +12,= 0,611 (3.33b)

de tal manera que los momentos principales de inercia, I,qy Y Inin, s€ calculan facilmente como:

Lyax = In+R=19:1 (3.34a)
Iyin = Ln—R=0,7t (3.34b)

El Circulo de Mohr también nos indica la rotacién de ejes necesaria para que éstos coincidan
con los ejes principales de inercia, como se muestra en la figura 3.6a. En el plano de Mohr las
rotaciones (positivas en sentido antihorario) corresponden a dos veces el valor del angulo, 60,
necesario para que los ejes originales de la seccién, (x,y), coincidan con los ejes principales de

. . / / .,
inercia, <x Sy ) . Esta rotacion se puede calcular como:

1 21
0 = — arctan ) = —45° (3.35)
2 I — Iy
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yg=1.16671

1,=—0611’

x;=1,16671

a) b)

Figura 3.6: Problema 3: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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3.4. Problema4

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.7a respecto de su centroide.

i
G0, 5)
=
l[ 7
T® =
< = "
o ~
| | | G.=G,(0,0) G,(0,-+ <
' 21 ! 2 i 5=G6(0,0)  Gy(0,-7) S
a) b)

Figura 3.7: Problema 4: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.4.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

El primer paso a realizar en la resolucién del problema planteado consiste en separar la seccion
en diferentes dreas rectangulares como se muestra en la figura 3.7b. El 4rea de la seccién delgada

propuesta resulta:

A = 44 (3.36a)
A? = a4y (3.36b)
AB) = (3.36¢)
A® =y (3.36d)
A®) = V1711 (3.36¢)
A© = V1711 (3.36f)
Ar = 18241l (3.362)

Por razones de simetria el centroide de la seccién coincide con el origen de los ejes de

referencia.
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3.4.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg e yg (ver figura 3.8a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

. . . . i .
El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)E), de los diferentes

rectdngulos del despiece que forman la seccidn propuesta. Cada momento de inercia I;Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.7b), mientras el segundo término
corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la

seccion propuesta:

2
= o4 a0 (é) —3 (3.37a)
I 2
1 = 044® (—2) — 1 (3.37b)
® = Laep o1 ,p (3.37¢)
12 12
@ _ e _1 3
5V o= = (3.37d)
6) _ 1 sy :\/ﬁ 3
1 SADP 0= (3.37¢)
19 — 1,55):\{1;7:13 (3.37f)

Se puede observar como en el caso de secciones horizontales (1) y (2), solo se considera el

término de transporte. El momento de inercia, /I, de la seccion resultante es:
L=1" 17 410+ 1Y + 12 4 1) = 2,81 (3.38)

Anélogamente, se procede al calculo del momento de inercia, /,. En este caso son las secciones

verticales (3) y (4) donde se considera unicamente el término de transporte:
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1

M = AV @D +0=53: (3.39)
1P = V=533 (3.39b)
1P = 04+ 4% (202 =41 (3.39¢)
Y = 04+4@W (212 =418 (3.39d)
Y = %A(5)(4l)2+0:5,513 (3.39%)
1o = V=558 (3.39)
o= 141 1Y 1 10+ 19 = 29,618 (3.39g)

Por razones de simetria el producto de inercia, Iy, debe ser nulo. Esto se comprueba a

continuacion:
1 = o4 Lamo) <l> =0 (3.40a)
2 2

1 = 0+4®(0) (—é) =0 (3.40b)
1 = 0440 (=20)(0)=0 (3.40¢)
Y = 04+A49200)=0 (3.40d)
L = 11—2A(5) (40) (1) +0 = ‘/Ftﬁ (3.40¢)
19 = —%A(ﬁ) (40) (1)+0 = —VF 1P (3.40f)

Ly = Y419 +189 + 1P +15 +18 =0 (3.40g)

Una vez se tienen los momentos de inercias, I, e I, se puede calcular el momento polar de
inercia, Iy, como sigue:
Io =L, +1,= 32,5t (3.41)

3.4.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En este caso, los ejes que hemos utilizado para el calculo de los momentos de inercia son ejes

principales de inercia (I, = 0). De ese modo resulta:

I = I, =296t (3.42a)
Inin = 1, =28t (3.42b)
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L=I=28t/° I,=1,=29,6 tI°
0 I

G

A2
Py

_ '
X=X_=X
G

G5=Gg | Gy

a) b)

Figura 3.8: Problema 4: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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3.5. Problema 5

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.9a respecto de su centroide.

[P
J N
-~

21 21

a) b)

Figura 3.9: Problema 5: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.5.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

El primer paso para la resolucién del problema consiste en el despiece de la seccién en tres
areas rectangulares como se muestra en la figura 3.9b. A continuacién se procede a calcular el 4rea

de cada rectdngulo:

AD = V174 (3.43a)
A® = V1741 (3.43b)
ABG = g (3.43¢)

El area total sera la suma de las areas calculadas:
Ar =AW £ A@ 1 AG) =924 (3.44)

Para situar el centroide de la seccién, primero es necesario calcular los momentos estaticos,

M, y My, respecto a los ejes cartesianos de referencia que se muestran figura 3.9b:

M. = A0 (;) LA (;) + 4% (0) =0 (3.452)

M, = A 20+ AP 20)+A) (21) = 18,51/ (3.45b)
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La posicion del centroide de la seccién se obtiene como:

M

X, = A—-Tyzzz (3.46a)
M,

Ve = EZO (3.46b)

3.5.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia /, respecto de los ejes xg € yg (ver figura 3.10a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los diferentes
rectangulos del despiece que forman la seccidn propuesta. Cada momento de inercia I;Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.9b), mientras el segundo término

corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la

seccion propuesta:

JA - TIZA(I)(Z)2+A(1) <é>2 (3.47a)

12— L@ a0 <_’>2 (3.47b)
12 2

¥ = I—IZA(3)(Z)2 (3.47¢)

L= VP =283 (3.47d)

Andlogamente, se procede al cdlculo del momento de inercia, /y:

o= %A(l) (40)? + A1) (21 — x,)? (3.482)
P = 1Y (3.48b)
1Y = 0440 (21-x,)? (3.48¢)
o= 1V +1P 1Y =11 (3.48d)

Como se comprueba a continuacion, por razones de simetria, el producto de inercia, Iy, debe
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ser nulo:
) = —11—2A(1) (40) (1) + AW (21— x,) (é) (3.492)
P = %A@) (41) (1) + AD (21— x,) <—;> (3.49b)
1Y = 04+4® (21 —x,)(0) =0 (3.49¢)
Ly = IY+19+15 =0 (3.49d)

Por tltimo, el valor del momento polar de inercia respecto al centroide se calcula facilmente
sumando /; € I;:
Io=1L+1,= 138t (3.50)

3.5.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En este caso, los ejes que hemos utilizado para el cdlculo de los momentos de inercia son ejes

principales de inercia (I, = 0). De ese modo resulta:

Inae = L=1111 (3.51a)
Inin = L, =281t (3.51b)
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Ly

L=Iy=28t"

a) b)

Figura 3.10: Problema 5: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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3.6. Problema 6

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.11a respecto de su centroide.

1/2

1/2

-
-
R

12 /2
a) b)

Figura 3.11: Problema 6: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.6.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

En este caso, se puede observar cdmo se nos presenta una secciéon formada por tres
rectangulos de seccién delgada. El primer paso consiste, por lo tanto, en calcular las areas de

cada recténgulo,A(i), asi como el area total, Ar:

AY = V2 (3.52a)
A — g (3.52b)
A0 _ %l (3.52¢)
Ar = A 4AP £ AG) =294 (3.52d)

Para situar el centroide de la seccidn, primero es necesario calcular los momentos estaticos,
M, y My, respecto a los ejes cartesianos de referencia que se muestran figura 3.11b:

2
M, = AD0)+AP0+A4A® <;> = % = 0,251/ (3.53a)

2
M, = AW (0)4+4? <é> A®) (i) = % =0,62511> (3.53b)
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Con los momentos estdticos y el 4drea total se calcula la posicién del centroide:

M,
Xy = AJ:o,zu (3.54a)
T
M,
Yo = A—T:o,ossz (3.54b)

3.6.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia /, respecto de los ejes xg € yg (ver figura 3.12a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los diferentes
rectdngulos del despiece que forman la seccidn propuesta. Cada momento de inercia I,Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.11b), mientras el segundo término
corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la

seccion propuesta:

JA - %A(l) (1)? + AW (—y,)? (3.55a)

@ % AR (12 44D (—y, )2 (3.55b)
I 2

FORNININE (2 _ yg) (3.55¢)

El momento de inercia, I, resultante es:

L=1"+17 + 1 =034 (3.56)
y andlogamente:
|
Iy(l) _ EA(l) (l)2+A(1) (—xg)2 (3.57a)
@ — opa@ (! 2 3.57b
y o= U+ 5 (3.57b)
2 2

& _ e (! e (!
1 = —a® (Z) 1a0 (2o 57
y B > + 1 Xg (3.57¢)
L = 1"+ 1Y =0275:8 (3.57d)

Para el célculo de el producto de inercia se sigue también la misma metodologia:
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1

) = —5AD ()0 +AY (—x) (-,) (3.582)
!
P = O+A@)<2—@>(—k) (3.58b)
3 l [
I/Ey) — 0+A(3) (4 _-xg> <2 _yg> (358C)
Ly = I3 +19 418 =—011:8 (3.584)

Por dltimo, el momento polar de inercia, Iy, se obtiene sumando las inercias, I, e I, calculadas:
Io=IL+1,=0,575t1° (3.59a)

3.6.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.12b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccién de pared delgada
propuesta. Como se puede observar en esta figura los momentos principales de inercia se obtienen
cuando se anula el producto de inercia. El centro del circulo de Mohr esté definido por el momento
de inercia medio, 7,

L+ 1,
Ly = x; Y —0,29¢73 (3.60)

mientras su radio, R, se puede calcular como:

Iy—IX 2 2 3
R=\[(Z5~) +B=011u (3.61)

Los momentos principales de inercia, Iqy ¥ Inin, S€ €ncuentran en los extremos del didmetro

horizontal (1, = 0) y se calculan como:

Ly = In+R=041 (3.62a)
Lyn = In—R=0,18¢ (3.62b)

Por dltimo, la rotacidon de ejes (positiva en sentido antihorario) necesaria para que éstos

coincidan con los ejes principales de inercia, (x/, yl), se calcula como (ver figuras 3.12):

1 21,
6 = —arctan ) =41° (3.63)
2 L—1I,
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Ol 1y=0181t7

a) b)

Figura 3.12: Problema 6: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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3.7. Problema?7

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.13a respecto de su centroide.

21

G, (-21,0)

-
R
-~

2 2
a) b)

Figura 3.13: Problema 7: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.7.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

Se puede observar como se nos presenta una seccién compuesta por tres rectangulos de seccién
delgada. El despiece de la seccidn se muesta en la figura 3.13b.

El area de la seccion resulta:

A = 2q (3.64a)
A® = 2V/51 (3.64b)
AB® = 24 (3.64¢)
Ar = 8471l (3.64d)

mientras su centroide coincide con el origen de los ejes de referencia por razones de simetria.

3.7.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado se calculardn los momentos de inercia Iy e Iy, el producto, I, y el momento

polar de inercia, Iy, respecto a los ejes que pasan por el centroide de la seccién (vease figura 3.14a).
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El momento de inercia, I)Ei), relativo a cada rectangulo del despiece resulta:

0 %Am(zl)z (3.65a)
@ = 1—12A(2) (21)? (3.65b)
FON. 1§1>:éA<3>(2z)2 (3.65¢)

de tal manera que el momento de inercia de la seccidn, I, se calcula sumando las contribuciones

de cada rectdngulo:

L= 41 1Y =283 (3.66)
y andlogamente:
1Y = 0440 (—21)? (3.67a)
G- %A@) (41)? (3.67b)
1}(3) — 0440 (21)2 (3.67¢)
L, = V41?419 =2198 (3.67d)

El calculo del producto de inercia, Iy, sigue la misma metodologia:

) = 0+AM(=21)(0) (3.68a)
P = %A@)(y) (41) (3.68b)
1 = 0+4%20)(0) (3.68¢)
Ly = 19413 +18) =318 (3.68d)

Finalmente, el momento polar de inercia, Iy, resulta:

Iy=1I+1, =247t (3.69)

3.7.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.14b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccién de pared delgada
propuesta. Como se puede observar, los momentos principales de inercia se obtienen cuando el
producto de inercia, Iy, se anula.

El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr se calculan como:

L+ 1,
I, = %:12,4;13 (3.70a)

L—L\*, 5
R = o) R =10 (3.70b)
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de tal manera que los momentos principales de inercia, I,qy Y Inin, s€ calculan facilmente como:

Inae = In+R=22411 (3.71a)
Lyn = IL,—R=241P (3.71b)

Por dltimo, la rotacién de ejes (positiva en sentido antihorario) necesaria para que éstos

coincidan con los ejes principales de inercia, (x/, yl>, se calcula como (ver figuras 3.14):

1 21
0= 5 arctan < xyl > =8,6° (3.72)

I, —1I,

)

o 1y=24t*\1,=28t° =224t

a) b)

Figura 3.14: Problema 7: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo
de Mohr.
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3.8. Problema 8

Calcular los momentos principales de inercia para la seccién de pared delgada que se presenta

en la figura 3.15a respecto de su centroide.

+— G, (1,31)
D
3/21
< I 3
- e G3(3,71)
s —Q—
=
3/21 ©
R G,(1,0)
S S N
i i 0 X
a) b)

Figura 3.15: Problema 8: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.8.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

El primer paso para la resolucién del problema planteado consiste en romper la seccién

propuesta en cuatro areas rectangulares tal y como se muestra en figura 3.15b.

Eel 4rea de cada rectangulo, A®), asi como el 4rea total resultante, Az

AL = 2q
A% = 2y
AB) =
A® = 3y

Ar = AW 4 AP L AG) L AW =gy

(3.73a)
(3.73b)
(3.73¢)
(3.73d)
(3.73e)



3.8 Problema 8 @

Para situar el centroide de la seccion es necesario calcular los momentos estaticos, My y M,:

M, = ADGBNH+AP(0)+ 4G (‘7’21) AW (321>:12r12 (3.74a)
Wy a® 0 a® (L) L a® (o) = 2P 2
My = AVI+AR 14 AP (D) + AW (0) = == =450 (3.74b)

de tal manera que la posicién del centroide resulta como:

M, 9
M, 31
yg AT 2 ) ( )

3.8.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes x¢ € yg (ver figura 3.16a) que pasan
por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)Ei), de los diferentes
rectdngulos del despiece que forman la seccidon propuesta. Cada momento de inercia I)Ei) se obtiene
sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.15b), mientras el segundo término
corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (x,,y,), de la

seccion propuesta:

10— 04a® (321 - yg) (3.76¢)
O % A® (312 1 49 <321 _ yg> (3.76d)

Se puede observar como en el caso de secciones horizontales (1), (2) y (3), solo se considera

el término de transporte. El momento de inercia, I, de la seccion resultante es:
L=1D 112 1 [ = 1120548 (3.77)

Andlogamente, se procede al célculo del momento de inercia, Iy. En este caso la seccion
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vertical (4) es la que se calcula utilizando sdlo el término de transporte:

1
I}g]) — EA(l) (21)2+A(1) (l_xg)z (3.78a)
= 1Y (3.78b)
() LG (2440 (! ’
A3 3 v

5 = AP 1) A (2 xg> (3.78¢)
1Y = 044® (—x,)? (3.78d)
L o= 1+ 1?10 1 =315 (3.78¢)

El célculo del producto de inercia, Iy, sigue la misma metodologia:

1y = 0440 (1=x) (31—, (3.79)
19 = 0+A® (1—xp) (—e) (3.79b)
! 31
1 = 0440 —xg> (—yg) (3.79¢)
2 2
31
1 = oAl ()05 ~x) 3.79)
Ly = W+12+19+1% =0 (3.79)

Finalmente, se puede calcular el momento polar de inercia, Iy, sumando I, e I;:

Io=IL+1,= 14418 (3.80)

3.8.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En este problema, los ejes que hemos utilizado para el calculo de los momentos de inercia son

ejes principales de inercia (I, = 0). De ese modo resulta:

Lpee = Lo=1125¢ (3.81a)
Inin = L, =3,15¢1° (3.81b)
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y I
A “yG:yu xyA
D
Gl
G,| G, 3 3
] :DG_—XTX, Iy=Iy=3,15t I,=1;=1125t/
G 0 -
yG=1,51
GZ
Qe
OL "
xG:o,sm'
a) b)

Figura 3.16: Problema 8: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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3.9. Problema?9

Calcular los momentos principales de inercia para la seccién de pared delgada que se presenta

en la figura 3.17a respecto de su centroide.

5 1)
/ ) ,/
o2
[ 3
G, (0, =1
@ 2 )

G, (21,1
® 4260

-
-

21

a) b)

Figura 3.17: Problema 9: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.9.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

Para la resolucién del problema planteado, se procederd en primer lugar al despiece de la
seccidn en cuatro dreas rectangulares tal y como se muestra en la 3.17b. Las dreas de los diferentes

rectdngulos valen:

AD = V54 (3.82a)
AP = 54 (3.82b)
AB) = (3.82¢)
AW = g (3.82d)

El 4rea total A7 serd por lo tanto:

A = AV £ A L AG) 4 A@) — 7 474 (3.83a)
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Una vez calculada el drea, se procede a situar el centroide de la seccién. Para ello se calculan

los momentos estéticios, M, y M,:

2 2
M, = AV AP+ A3 (0)424@ (21) = 8,471/ (3.84b)

M, = AW <2z+l> +A® <l> + A0 <l+;) + AW =10,2¢1 (3.84a)

El centroide de la seccion se situa en:

X

)

Xg = =1,131 (3.85a)

Ye = =1,361 (3.85b)

CIER

3.9.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia Iy,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg e yg (ver figura 3.18a) que pasan

por el centroide de la seccidn.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)El), de los diferentes
rectdngulos del despiece que forman la seccion propuesta. Cada momento de inercia 1§’) se obtiene

sumando dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes
que pasan por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.17b), mientras el segundo término
corresponde al transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (x,,y,), de la

seccién propuesta:

M = Lo g0 (“_yg)z (3.86a)
2 2

2~ Lo gp a0 (l_yg>2 (3.86b)
2 2

O %A@) (12 A0 <321_yg>2 (3.86¢)

@ % AD 202 44D (1= y,)? (3.86d)

El momento de inercia, I, de la seccién propuesta es:

L=1"+12 119 4+ 1Y = 596113 (3.87)



@ Secciones de pared delgada

Andlogamente, se procede al cdlculo del momento de inercia, /y:
1

M = EA<1> 20)%+AW (1 —x,)? (3.88a)
P o= Y (3.88b)
1Y = 0+40(0-x,)> (3.88¢)
1Y = 0+A® (21-x,)? (3.88d)
L o= V41 + 1Y 1Y =435:8° (3.88¢)

El célculo del producto de inercia, Iy, sigue la misma metodologia:

) = %A(‘)(ZZ)Z—FA(‘) (1 —xg) (Zl—yg> (3.89a)
P = —%A@) (20)% +A®) (l—xg)<;—yg> (3.89b)
1Y = 04+4A% (—x,) <32[—yg> (3.89¢)
1Y = 04+A® 21—x,) (I—y,) (3.89d)
Ly = IW+1P+19 41 = 0861 (3.89%)

Finalmente, se puede calcular el momento polar de inercia, Iy, sumando I, e I;:

Iy=1I+1,=103 (3.90)

3.9.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.18b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccién de pared delgada
propuesta. Como se puede observar, los momentos principales de inercia se obtienen cuando el
producto de inercia, Iy, se anula.

El centro, I, y el radio, R, del circulo de Mohr se calculan como:

L+ 1
L, = %:5,15:13 (3.91a)

L—1\? 3
R = o) B =118 (3.91b)

de tal manera que los momentos principales de inercia, Iqy Y Lnin, S€ calculan facilmente

como:

Inae = In+R=633t1 (3.92a)
Lyin = In—R=397t1 (3.92b)
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El circulo de Mohr nos indica ademads la rotacién de ejes necesaria para que éstos coincidan
con los ejes principales de inercia, como se muestra en las figuras 3.18a-b. En el plano de Mohr,
las rotaciones (positivas en sentido antihorario) corresponden a dos veces el valor del dngulo, 0,
necesario para que los ejes originales de la seccion, (x,y), coincidan con los ejes principales de

. . / / .,
inercia, (x ¥ ) . Esta rotacidn se puede calcular como:

1 21,
0= Earctan ( & ) =23,6° (3.93)

y —ix
Finalmente, se puede observar que, en lugar de mover los ejes de referencia y mantener fija la

posicién de la seccidn, se consigue el mismo resultado manteniendo los ejes de referencia fijos y

rotando la seccidon en sentido horario.
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I,

5,16t°

1,=5.96t1°

0 1y=397t\1,=435t° =633t/

V6= 1,361

Ly=-086t°

a) b)

Figura 3.18: Problema 9: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b) Circulo

de Mohr.
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3.10. Problema 10

Calcular los momentos principales de inercia para la seccidn de pared delgada que se presenta

en la figura 3.19a respecto de su centroide.

21

3
DGI(Za EZ)

Figura 3.19: Problema 10: (a) Seccion de pared delgada propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

3.10.1. Calculo del area y del centroide de la seccion

En primer lugar, se realiza el despiece de la seccidn original en tres dreas rectangulares de
pared delgada segiin se muestra en la figura 3.19b. A continuacién se procede con el célculo del

area de cada rectangulo, AW asf como al célculo del drea total, A7:

A = 34 (3.94a)
A® = V510 (3.94b)
AB) = V2l (3.94¢)
Ar = AW+ A® 1 AB) = 66511 (3.94d)

Los momentos estaticos, M, y M,, se calculan de forma analoga en funcion de la posicioén de

los centroides de los diferentes rectangulos que forman la seccidn propuesta respecto de los ejes
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cartesianos de referencia que se muestran en la figura 3.19b:

3l l
M, = AU)<2) A@NN)+M$<2>—95&F (3.95a)
M, = A“>ay+A@><é> A@><é>::432ﬂ2 (3.95b)
Finalmente, la posicién del centroide de la seccién (vease figura 3.20a) se obtiene como:
M
xg = — =021 (3.96a)
Ar
M,
yo = — =145 (3.96b)
Ar

3.10.2. Calculo de los momentos de inercia

En este apartado calcularemos los momentos de inercia I, y I, el producto de inercia I,
asi como el momento polar de inercia I, respecto de los ejes xg € yg (ver figura 3.20a) que pasan
por el centroide de la seccién.

El momento de inercia, I, se calcula sumando las contribuciones, I)gi), de los tres rectdngulos
del despiece que forman la seccién propuesta. Cada momento de inercia I)Ei) se obtiene sumando
dos términos: el primero término es al momento de inercia calculado respecto a ejes que pasan
por su propio centroide, G;, (ver figura figura 3.19b), mientras el segundo término corresponde al

transporte (teorema de los ejes paralelos) hacia el centroide, G (xg,y,), de la seccién propuesta:

2
i iA(l) (31)>+AW 3 (3.97a)
T 2 % '
1
JA - EA(2) 202 +A® (21 _yg)2 (3.97b)
2
B — e a0 (L (3.97c)
T D 2778 '
El momento de inercia, I, de la seccién propuesta es:
L=1Y 412 11 =513 (3.98)
De igual forma se procede con el calculo de /,:
I}(»l) — 0+A(1) (l _xg)z (3.99a)
1 ! ?
B = Laopia® (2 _xg> (3.99b)
2
ORI NG =SNG (l . > (3.99¢)
12 2 ¢ ‘

L o= 1N+ 1P 1Y =018 (3.99d)
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y andlogamente con el producto de inercia, Iy:

31
I;Eyl) = 0440 (I—xg) <2_yg) (3.100a)
@ _ 1o (,)(2,)+A<2><1_X>(21_ ) (3.100b)
x 12 2 ¢ Y '
® _ _1.,p @ (L_ [
8 SAY OO +AD (S —x ) (5 (3.100¢c)
Ly = 1Y +19+18 =032 (3.100d)

Finalmente, se puede calcular el momento polar de inercia, Iy, sumando I, e I;:

Iy=IL+I,=58¢" (3.101)

3.10.3. Calculo de los momentos principales de inercia

En la figura 3.20b se muestra el circulo de Mohr relativo a la seccién de pared delgada
propuesta. El centro de este circulo estd definido por el momento de inercia medio, 1, (centro

del circulo) y por su radio, R:

L+ 1
L, = “2”:2,%13 (3.102a)

Iy — I ? 3
R = ) B =220 (3.102b)

Los momentos principales de inercia, Lyqy Y Inin, S€ calculan como:

Iy = ln+R=51t (3.103a)
Lyn = L,—R=0.7t (3.103b)

Por dltimo, la rotacién, 6, necesaria para que los ejes originales de la seccion, (x,y), sean ejes

principales de inercia, <xl, y’), se muestra en la figura 3.20b (rotacién positiva antihoraria):

1 21
6 = — arctan o) =—42° (3.104)
2 I—1,
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b

I, =032t/
[Lxy=0.32117

75 X

a) b)

Figura 3.20: Problema 10: (a) Posicion del centroide y de los ejes principales de inercia; (b)
Circulo de Mohr.
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Secciones mixtas

4.1. Problema 1

Calcular los momentos principales de inercia mecdnicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.1a respecto de su centro mecénico.

yA
4 < a4 a -
21 @ -G,(0,1)
soth s 7PN
R (4
D X
21 G4(0’—§—I;)
G, (0,~1)
@
a) b)

Figura 4.1: Problema 1: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.1.1. Calculo del area mecanica y del centro de masa de la seccion mixta

Para el célculo del drea mecdnica y centro de mecédnico de la seccion mixta propuesta, el primer
paso consiste en el despiece de la seccidn original en dreas mds simples: en este caso se considera
un rectangulo (1) en hormigén al que se resta el semicirculo (3) de radio R = [ y otro rectangulo
(2) en acero al que se resta el semicirculo (4) también de radio R = [, como se muestra en la figura
4.1b.
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Las dreas, A(), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AL = g2 (4.1a)

A® = g2 (4.1b)
12

A® = T (4.1¢)
2
T 12

A® = - (4.1d)

El drea mecanica, A7, de la seccién mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece
multiplicando las dreas de acero por el coeficiente de equivalencia mecdnico acero-hormigoén,
n=10:

Ar = <A<1> - A(3)> tn (A<2> . A(“)) (4.22)
= AW 45 A® — AC) _; AW =70,7 I (4.2b)
Para encontrar el centro mecénico de la seccidn, es preciso hallar en primer lugar el valor de los

momentos estaticos mecanicos (las dreas de acero se multiplican por el coeficiente de equivalencia

mecdanico acero-hormigén):

41 41
A @y —a® (N _pa® (2 Z g6 2
M, AV (D) +n A (=) —A <3ﬂ> nA < 3ﬂ> 66 1 (4.3a)

M, = 0 (4.3b)

La posicién del centro mecdnico, G (x,,y,), se halla como (ver figura 4.2):

X, = %:O (4.4a)
8 AT

M
Yo = /T;:_O’%l (4.4b)

4.1.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecanicos, I, € Iy, el producto de inercia
mecanico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, I, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,y,), de la seccion mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio

centroide, G), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide
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de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1
B = 5 @@ Al (- (*-52)
1
1) = 5 @D +A® (<-y,)’ (4.5b)
2 2
I)S3) _ [; (41177'-14) —A®) (;‘;) +A0) <;i—yg> (4.5¢)

2 2
= ) @] (o)

El momento de inercia mecanico, I;, de la seccidén mixta se obtiene sumando las
contribuciones de cada parte del despiece multiplicadas (en el caso del acero) por el coeficiente de

equivalencia mecénico, n:

L=1Y4n1® S _ni® =514 (4.6)

El célculo del momento de inercia mecdnico, I, sigue el mismo procedimiento:

1

M = Sn@n’ (4.72)

P = 1V (4.7b)
@ _ L(1 4

P = 2<4m) (4.7¢)

o= (4.7d)
L = B4ni® 1Y —ni® =113 (4.7¢)

El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecéanico, 1, se obtiene:

I=IL+1,=1644 (4.8)

4.1.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccion es nulo, los ejes elegidos son

tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Iy = I, =1130 (4.92)
Lyin = L =5141% (4.9b)
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B

0
y=—0.931 E G g

Figura 4.2: Posicion del centro de gravedad.
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4.2. Problema 2

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.3a respecto de su centro mecéanico.

|

v .4 4
y 4 @ o
9 4 Gyl 2 7 171
2Y4 4 Gl(??)
<
1/4 < 4
4, a q@ 18 < a
1/4 v g . < <
4 4<7 4 —
S I 30 x
1/2 1/4 " 1/4 Gy 1D

Figura 4.3: Problema 2: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.2.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

Para el calculo del drea mecanica y centro mecédnico de la seccién mixta propuesta, el primer
paso consiste en el despiece de la seccidn original en dreas mds simples: en este caso, un cuadrado
(1) en hormigén que por una parte tiene un foro circular (3) de radio R = [ y por otra parte, tiene

un refuerzo cuadrado en acero, como se muestra en la figura 4.3b.

Las dreas, A®), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

A — (4.10a)
2

AR = IZ (4.10b)

A®) = g2 (4.10c)

El area mecanica, Ay, de la seccién mixta se calcula sumando todas las contribuciones del
despiece:
Ar =AY 4 (n—1) AP - A®) =322 4.11)
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El drea (2) se ha multiplicado por el factor, (n — 1), siendo, n, el coeficiente de equivalencia
mecdanico acero-hormigén. Esto se debe a que es necesario restar al dominio (1) de hormigén
el drea (2) y después hay que volver a sumar el drea (2) en acero. Por lo tanto esta operacion
es equivalente a multiplicar el drea (2) por el el factor, (n— 1). En este problema he ha tomado
n=10.

Para determinar el centro mecanico, se deben obtener previamente los momentos estaticos

M, = AW (é) +(n—1)A@ (34l> —AB) (i) =21701 (4.122)

M, = AW <é) +(n—1) A? (i) —A® (341> =103 (4.12b)

La posicién del centro mecénico, G (xg,Y,), se halla como (ver figura 4.4):

mecanicos:

M.
xg = -—=0321 (4.13a)
Ar
M,
Yo = 520,681 (4.13b)

4.2.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdnico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,,), de la seccién mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por Su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1 ! ?
B = Lo (Z_yg) (4.142)
1 /1\* 31 ?
@=L <2> +A®) <4_yg> (4.14b)
OIS PPRNEY <l_ )2 (4.14c)
X - 4 4 yg :

El momento de inercia mecdanico, I,, de la seccion mixta se obtiene sumando las

contribuciones de cada parte del despiece multiplicadas (en el caso del acero) por el coeficiente de
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equivalencia mecénico, n:
L=1"+m-1)1%-1® =0,164 1* (4.15)

El célculo del momento de inercia mecdnico, I, sigue el mismo procedimiento:

1 ! 2
0 = a0 <2_xg> (4.16a)
A ! ?
O = 12<2> e <4_xg> (4.16b)
1 31 ?
1 = Luta® <4_xg> (4.16¢)
L = V4m-1) 1P -1 0,164 1* (4.16d)

y analogamente para el producto de inercia mecanico, Iy,:

I !
o= 0+a0 <2—xg> (z—yg> (4.172)

l 31
1 = 0440 (2 —x, ) (25—, (4.17b)
4 4
31 l
I)Ey3) — 0+A(3) — —Xg — =Y (417C)
4 4
Ly = IW4@m-1)1%-18 =—00341* (4.17d)
Por 1ltimo, el momento polar de inercia mecanico, I,, se calcula sumando /, e I;:
I, =L +1,=0,328" (4.18a)

4.2.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Los momentos principales de inercia se pueden calcular en funcién de los valores del centro y

del radio del circulo de Mohr, I, y R, respectivamente:

L+1
I, = % =0,1641* (4.19a)
L—L\*, , .

R = S ) 1 =00341 (4.19b)

de tal mamera que:
Inax = - +R=0121 (4.20a)

I

Inin = ——R=0,130* (4.20b)

2
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Finalmente, el valor de la rotacién (positiva antihoraria) necesaria para que los ejes de la

.z . . . . . . . ! !/
seccidn coincidan con los ejes principales de inercia, (x Sy ), se puede calcular como:

21
6 = 0,5 arctan ( adi ) = —45° 4.21)
L—1I

b %l

4
Gm/ “ -
/] f="—145° e
B 2 A9 a4
y,=0.681 B i
a P 4
0 "X
x,=0,321 +

Figura 4.4: Posicion del centro de gravedad.



4.3 Problema 3 @

4.3. Problema 3

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.5a respecto de su centro mecanico.

|

4
< A <
A a “ 4 _7
OO\ " Yy
¢ 4@ LG, (30,-21)
4 4 2 - A~

s s =

2/ 3/ 3/ 21

~

a) b)

Figura 4.5: Problema 3: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.3.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

Para el célculo del drea mecédnica y centro mecédnico de la seccién mixta propuesta, el primer
paso consiste en el despiece de la seccion original en dreas mds simples: en este caso, un rectdngulo
(1) en hormigén reforzado con tres barras circulares (2), (3) y (4) en acero de radio R = [, como

se muestra en la figura 4.5b.

Las dreas, A), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

A = 80/ (4.22a)
A® = g (4.22b)
A = g2 (4.22¢)
AW = g2 (4.22d)

El area mecanica, Ay, de la seccidn mixta se calcula sumando todas las contribuciones del
despiece:
Ar =AY 4 (n—1) AP 4+ (n—1) A® + (n—1) AW = 164,8 I?
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Las dreas (2), (3) y (4) se han multiplicado por el factor, (n — 1), siendo, n, el coeficiente de
equivalencia mecdnico acero-hormigén. Esto se debe a que es necesario restar al dominio (1) de
hormigén las dreas (2), (3) y (4). Después hay que volver a sumar las dreas (2), (3) y (4) en
acero. Por lo tanto esta operacion es equivalente a multiplicar las dreas (2), (3) y (4) por el el

factor, (n — 1). En este problema he ha tomado n = 10.

M, = ADO)+(n—-1) AP (2D +(n—-1) AD(=21)+(n—1) AW (=21) = —16040Ba)
M, = 0 (4.23b)

La posicién del centro mecénico, G (xg,Y,), se halla como (ver figura 4.6):

M,
Xg = Aii =0 (4.24a)
M,

4.3.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecénicos, I € 1y, el producto de inercia
mecanico, Iy, y el momento polar de inercia mecdnico, I,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,,), de la seccion mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

= 1—12(101)(81)3+A(1) (—y,)? (4.252)
P = %nl“—er(z) (—21—y,)? (4.25b)
= @ (4.25¢)
IS S (4.25d)

El momento de inercia mecanico, I, de la seccion mixta se obtiene sumando las

contribuciones de cada parte del despiece:
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L=1"+n-D) 1P +n-1) 18 +m-1) 1Y =612,51* (4.26)
Analogamente para el momento de inercia mecanico, /y:

M = %(8 1)(101)3 (4.27a)

P = %nl“ (4.27b)

Y = %nl“ +AP) (=3 1) (4.27¢)

o= P (4.27d)

L = B4m-1) 12 +m-1)1+m-1) 1Y = 11968 1* (4.27e)

El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccion respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecanico, /,, se obtiene sumando I, € I;:

I,=1I+1,=1809,3/* (4.28)

4.3.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccién es nulo, los ejes elegidos son
tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Inae = L, =1196,81* (4.292)

Lyn = IL,=61250" (4.29b)
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Figura 4.6: Posicion del centro de gravedad.
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4.4. Problema 4

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.7a respecto de su centro mecanico.

|
7 =1 T
R 0
<L .y <
a4 < 2 t4<7 4 qA_Ac 4 9
L 1°G;5(0,20)
4
< A A——th 4[ “a A\/@
— e
‘ a9’ a [ a7 AA
< t qA < < *GIEGZ(O,O)
| o3
— e < <4
i 21 ] G4(0,721)J

Figura 4.7: Problema 4: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.4.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

La seccion mixta propuesta estd formada por un rectangulo (1) de hormigén en lo que se
inserta una seccién de pared delgada en acero. Esta dltima se puede descomponer a su vez en tres

secciones rectangulares de pared delgada (2), (3) y (4) con espesor t = 755, COMO se muestra en

la figura 4.7b.

Las dreas, A®), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AL = 242 (4.30a)
A® = a4 (4.30b)
AG) — 2y (4.30¢)

AW — 241 (4.30d)
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El 4rea mecénica, Ar, de la seccién mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece
multiplicando las areas de acero por el coeficiente de equivalencia mecanico acero-hormigoén,
n=10:

Ar=AD 4 (n—1) AP 4+ (n—1) AP + (n—1) AW =2472 2 (4.31)

Por razones de simetria la posicion del centro mecanico, G (x,,y,) coincide con el origen de

los ejes de referencia (ver figura 4.8):
xg = 0 (4.32a)
yo = 0 (4.32b)

4.4.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecanicos, I, € I, el producto de inercia
mecdanico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,,), de la seccién mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectangulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos €jes que pasan por Su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccidon compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):
1

1 = - @61y (4.332)
¥ = %A@) 4 1)? (4.33b)
1 = 0440 (21)? (4.33¢)
= O (4.33d)

de tal manera que el momento de inercia mecénico, I, de la seccion mixta resulta:

L=I"4+n-1D) 1P +n-1) 1P +m-1) 1Y =739 (4.34)
Analogamente para el momento de inercia mecénico, /;:

M = %(6 1) (41)>} (4.352)

Y = 040 (4.35b)

P = 11—2A(3) 2D%+0 (4.35¢)

o= (4.35d)

2)

L = 1 +a-)1P+a-0) 1 +@m-1) 1Y =321 (4.35¢)
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El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecdnico, /,, se obtiene sumando I, € Iy

I, =IL+1I,=106/* (4.36)

4.4.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccién es nulo, los ejes elegidos son

tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Lyee = L=7391* (4.37a)
Lyin = I,=32,11 (4.37b)
Y=Y A
4 <
LA ) < AA
.- |G
o T, S =
a 49 X=XG
A a
< )
{ N <
A

Figura 4.8: Posicion del centro de gravedad.
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4.5. Problema 5

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.9a respecto de su centro mecanico.

YA

51

[
—
Q

—
(=)
o~
)

t T -
@ G5(0,0)
1t 3/ 3
$G,(0.-51)
. 2
__|_

2 G4<0,—31>: b_%

a) b)

Figura 4.9: Problema 5: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.5.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la secciéon mixta

La seccién mixta propuesta estd formada por un rectangulo (1) de hormigén y una seccién de
pared delgada en acero. Esta tltima se puede descomponer a su vez en tres secciones rectangulares

de pared delgada (2), (3) y (4) con espesor t = ﬁ, como se muestra en la figura 4.9b.

Las dreas, A(), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AN = 52 (4.38a)
A® = 3y (4.38b)
AB) = 2q (4.38¢)
A® = 2q (4.38d)

El drea mecdnica, A7, de la seccién mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece
multiplicando las dreas de acero por el coeficiente de equivalencia mecanico acero-hormigoén,
n=10:

Ar =AW 4 p (A(2> +40® A<4>) —571 (4.39)
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Para determinar el centro mecdnico, se deben obtener previamente los momentos estaticos

mecanicos:

M, = A <>+nA<2> <_l> +nA®) (0)+n AW (=31)=14501° (4.40a)
M, = 0 (4.40b)

M,
_ —0 4.41
Xg Ar (4.41a)
M
Yo = T; =0,2541 (4.41b)

4.5.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdnico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,y,), de la seccion mixta.

(i)

El momento de inercia, I,”, de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por Su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1 LY
10 = 5 60 At () @420
2
I)gz) — %A@) (3 1)2+A(2) <_321 _yg> (4.42b)
1Y = 044® (-3 l—yg)2 (4.42d)

El momento de inercia mecanico, I,, de la seccidén mixta se obtiene sumando las
contribuciones de cada parte del despiece multiplicadas (en el caso del acero) por el coeficiente de

equivalencia mecénico, n:

L=1"4n (1@ + 1% Iﬁ‘”) —4 (4.43)
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El célculo del momento de inercia, I, sigue el mismo procedimiento:

1

Y = S061 (4.44a)
Y = 040 (4.44b)
P = %A@ 21240 (4.44¢)
o= (4.44d)
L = 1Y4n (ly(z)+1§3)+1y(4>>:10,514 (4.44¢)

El producto de inercia mecdnico es nulo, /,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecdnico, /,, se obtiene sumando I, € I,

I=IL+I,=1450* (4.45)

4.5.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccion es nulo, los ejes elegidos son

tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Inax = L, =1050* (4.46a)
Lyin = Ix:4l4 (4.46b)
=% |
A s 2 4alG, '+ X
Y=02541 1T — 4@—"‘#4;0

Figura 4.10: Posicion del centro de gravedad.
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4.6. Problema 6

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.11a respecto de su centro mecénico.

/ G,=G,=G,=G,(0,0)

a) b)

Figura 4.11: Problema 6: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.6.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

La seccién mixta propuesta estd formada por un aro (1) de hormigén y unos radios de pared

delgada (2), (3) y (4) en acero, con espesor t = 745, cOmo se muestra en la figura 4.11b.

Las dreas, A), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AV = m@1)? (31 =Tnl (4.47a)
AP = (61)1 (4.47b)
AB® — 4@ (4.47¢)
AD — 40 (4.47d)

El drea mecdanica, A7, de la seccién mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece
multiplicando las 4reas de acero por el coeficiente de equivalencia mecanico acero-hormigén,
n=10:

Ar =AD g (A<2> +AG) A<4>) — 238/ (4.48)
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Por razones de simetria la posicién del centro mecanico, G (xg4,y,) coincide con el origen de

los ejes de referencia (ver figura 4.12):

% = 0 (4.492)
Ve = 0 (4.49b)

4.6.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdnico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,Y,), de la seccién mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectangulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por Su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

1 1
= Zn(4l)4—17r(3l)4 +0 (4.50a)
@ — o040 (4.50b)
JASLa— 1—12A(3) [(6 1) cos (30°)]? (4.50¢)
IS (4.50d)

El momento de inercia mecanico, I, de la seccion mixta se obtiene sumando las
contribuciones de cada parte del despiece multiplicadas (en el caso del acero) por el coeficiente de

equivalencia mecénico, n:
L=1"1n (1§2) + 194 I,E“)) — 140,15 /* 4.51)

El célculo del momento de inercia, I, sigue el mismo procedimiento:

iV = [inml)“—in(w)“ho (4.522)
12 = ZAP 640 (4.52b)
1 = A% (6 cos(607)+0 (4520
PRI (4.52d)

o= 1V (1P 417+ 1) = 140,151
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El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecdnico, /,, se obtiene sumando I, € Iy
I, = I,+1,=280,31* (4.53a)

4.6.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccion es nulo, los ejes elegidos son

tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Inax = Lnin = I, = I, = 140,15 [ (4.54)

X=Xs “

Figura 4.12: Posicion del centro de gravedad.



@ Secciones mixtas

4.7. Problema 7

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.13a respecto de su centro mecénico.

] /® G,=G,=G, (0, 0)

4
IS
A
IS
SR
N
=
a
N 7/-
\:-
L
IS
A

a) b)

Figura 4.13: Problema 7: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.7.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la secciéon mixta

Para el célculo del darea mecénica y centro de mecéanico de la seccién mixta propuesta, el
primer paso consiste en el despiece de la seccidn original en dreas mds simples: en este caso, un
aro rectangular de acero (1) y una seccién rectangular de hormigén (2) a la cual se resta un circulo

(3) de radio R = 3/, como se muestra en la figura 4.13b.

Las dreas, A, correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

A = (161)(121) — (141)(101) = 5217 (4.55)
AP = (141)(101) = 1407 (4.56)
AR = = (31)? (4.57)

El drea mecdnica, A7, de la seccién mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece
multiplicando las 4reas de acero por el coeficiente de equivalencia mecdnico acero-hormigoén,
n=10:

Ar =n AN +A® — A0 = 631,72 (4.58)
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Por razones de simetria la posicién del centro mecanico, G (xg,y,) coincide con el origen de

los ejes de referencia (ver figura 4.14):

xg = 0 (4.59a)
yo = 0 (4.59b)

4.7.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdnico, I, y el momento polar de inercia mecénico, I, respecto a los ejes xg € yG que pasan
por el centro mecanico, G (xg,y,), de la seccion mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por Su propio
centroide, G'¥), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

(1) 1 3 1 3

V= —e6n(12173 — = (141)(1 4.
15 (160)(121)" = 5 (141)(107) (4.60a)

¥ = 1712(141)(101)3 (4.60b)

P = %n(Sl)“ (4.60c)

El momento de inercia mecanico, I,, de la seccion mixta se obtiene sumando las
contribuciones de cada parte del despiece multiplicadas (en el caso del acero) por el coeficiente de
equivalencia mecénico, n:

L=nt"+1% - 18 = 124761 (4.61)

Analogamente para el célculo del momento de inercia, /,:

1 _ i 3_i 3

B = (120161 - — (10)(141) (4.62a)
B = 1*12(101)(141)3 (4.62b)
B = %ﬂ@l)“ (4.62¢)
L, = nitV+1 1Y =203167* (4.62d)

El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccion respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.
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Finalmente, el momento polar de inercia mecanico, /,, se obtiene sumando I, € Iy

Io=1I,+1,=327921" (4.63)

4.7.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Al ser los ejes (xg,y¢) principales de inercia (I, = 0), los momentos principales de inercias

coinciden con los valores calculados anteriormente:

Inax = L, =203161* (4.642)
Lyin = L= 124761 (4.64b)

!

b
]
tal

Figura 4.14: Posicion del centro de gravedad.
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4.8. Problema 8

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.15a respecto de su centro mecénico.

A
L . G, (~1;3,51)
|
31 s ey \(x) )
g ® ~
4
o T . 6l 7, -
A
‘ G, (0,0)
(S
b 4 s e, Y4, by T, _>x
6/ 2 — < - Pl
4 31 ‘ ®
<, <. K
| | \
' 61 ! G3(5-3,51)
a) b)

Figura 4.15: Problema 8: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.8.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

La seccién mixta propuesta estd formada por un rectdangulo (1) de hormigén, que se refuerza

con dos triangulos (2) y (3) en acero, como se muestra en la figura 4.15b.

Las dreas, A, correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AD = (61)(91) =541 (4.65a)
AD = %(61)(31):912 (4.65b)
AB) = 4@ (4.65¢)

El 4rea mecdnica, Ar, de la seccion mixta se calcula sumando las contribuciones del despiece:

Ar=AD £ (n—1) (A<2> + A<3>> —216 12 (4.66)
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Las dreas (2) y (3) se han multiplicado por el factor, (n— 1), siendo, n, el coeficiente de
equivalencia mecdnico acero-hormigén. Esto se debe a que es necesario restar al dominio (1) de
hormigén las dreas (2) y (3) y después hay que volver a sumar las mismas dreas en acero. Por lo
tanto esta operacion es equivalente a multiplicar las dreas (2) y (3) por el el factor, (n — 1). En este

problema he ha tomado n = 10.

Para determinar el centro mecdnico, se deben obtener previamente los momentos estaticos

mecanicos:

—~

M, = A(l)(0)+(n—1)[A(2)< °n_8 ))+A<3> (—(91)—%(3[))}:0(4.6721)

2 3 2 3
M, = A(l)(0)+(n—1)[A(2) <—(2) (3)>+A(3) ((621)—(631))}:0(4.6%)

asi que la posicion del centro mecénico, G (x,,y,) coincide con el origen de los ejes de referencia
(ver figura 4.16):

xg = 0 (4.682)
yo = 0 (4.68b)

4.8.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, I, € I, el producto de inercia
mecanico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, I,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,y,), de la seccion mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G), mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

= %(61)(91)3+0 (4.69)
1 2

= eneoean (-2 (.690)
1 91 31\*

1 = enenad (=243 (.650)

El momento de inercia mecdanico, I,, de la seccion mixta se obtiene sumando las

contribuciones de cada parte del despiece:
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=14 (n—1) ( 12+ 1)53)) = 2430 /* (4.702)

De forma equivalente para el momento de inercia mecanico, /y:

M = 1—12(91)(61)3+0 (4.71a)
2

(2) o 1 3 (2) 6l 3l

» = = N 471

( £ BD6D + < 43 (4.71b)
2

@ _ 1 3,40 (60 31

1 £ BD6D +A (2 S 4.71¢)

L = 1§“+(n—1)(1§2)+ 1§3>>:113414 4.71d)

y para el producto e inercia mecanico, Iy,:

W~ o (4.72a)
@ _ Laenria@( 0L 30\ (90 31
12 5 (B1(61)+A < —+5 ) (53 (4.72b)
® _ L ap2entea® (8L_30 (21, 3!
18 5 (317 (61 +4 (2 . -3 4.72¢)
Ly = IV4@m-1) (1§§)+ 1)53)):—1053 & (4.72d)

Finalmente, el momento polar de inercia mecdnico, /,, se obtiene sumando I, € Iy
I, =1, +1,=35641" (4.73a)

4.8.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Los momentos principales de inercia se pueden calcular en funcién de los valores del centro y

del radio del circulo de Mohr, I, y R, respectivamente:

L+,

L =17821* (4.74a)
R = \/<M>2+12 =1236,4 1* (4.74b)
2 2
de tal mamera que:
Lnax = In+R=301841" (4.75)

Lyin = ILn—R=>54561* (4.76)
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Finalmente, el valor de la rotacién (positiva antihoraria) necesaria para que los ejes de la
s . . . . . . . !/ !
seccion coincidan con los ejes principales de inercia, <x ,y ) se puede calcular como (ver figura
4.16):

y X

21
6 = 0,5 arctan (1 )‘yI ) =29.2° (4.77a)

Y=Y A

Figura 4.16: Posicion del centro de gravedad.
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4.9. Problema9

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.17a respecto de su centro mecénico.

. —G
G,(0;-2,121)

51

Figura 4.17: Problema 9: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides considerados

en el despiece

4.9.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

La seccién mixta propuesta estd formada por un aro circular (1) de acero y un semicirculo (2)

en hormigén, como se muestra en la figura 4.17b.

Las dreas, A®), correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:

AY = g —n(510)? (4.78a)
A? = g (51)? (4.78b)

El area mecanica, Ay, de la seccidon mixta se calcula sumando las contribuciones del del
despiece multiplicando el area de acero por el coeficiente de equivalencia mecanico acero-
hormigén, n = 10:

Ar =n A +A?) =384 817 (4.79)
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Para determinar el centro mecdnico, se deben obtener previamente los momentos estiticos

mecanicos, M, y M,:

M, = nAD©)+A4a? (—3‘;(5 1)) = 8331 (4.80a)
My, = 0 (4.80b)

La posicion del centro mecdnico, G (x,y,), se halla como (ver figura 4.18):

M.

Xg = Xy:o (4.81a)
M

Yo = ﬁ=f0,216l (4.81b)

4.9.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdnico, I, y el momento polar de inercia mecdnico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,,), de la seccién mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectangulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

Y = [in(61)4—;n(51)4}+0 (4.82a)

1 4 2
lsn (50*—a® (37[(5 1)>

El momento de inercia mecanico, I, de la seccion mixta se obtiene sumando las

2
_|_A(2) <_347-[ (5 l) —yg> (4.82b)

contribuciones de cada parte del despiece:
L=nIV +1? =548127* (4.83)
De forma equivalente para el momento de inercia mecanico, /y:
o= %n(6 1)4—}17:(5 N* +0 (4.84a)

1
P = FEACD (4.84b)

L = nn" 41 =551551 (4.84c)
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®

El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto
de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecdnico, /,, se obtiene sumando I, € Iy
Io=IL+1,=10996,71*

(4.85)
4.9.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Al ser los ejes (xg,yg) principales de inercia (I, = 0), los momentos principales de inercias
coinciden con los valores calculados anteriormente:

D I,=551551" (4.86a)
Lin I, =5481,21% (4.86b)
yzy(;“
0 X
yo=— 021617 PR ol
R
< Fa) ’ <

Figura 4.18: Posicion del centro de gravedad.
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4.10. Problema 10

Calcular los momentos principales de inercia mecanicos de la seccién mixta que se presenta

en la figura 4.20a respecto de su centro mecénico.

4 4 a
@G, (0:1,71)

LN -

G,(0:0,421)

<Y

a) b)

Figura 4.19: Problema 10: (a) Seccion mixta propuesta; (b) Posicion de los centroides

considerados en el despiece

4.10.1. Calculo del area mecanica y del centro mecanico de la seccion mixta

La seccién mixta propuesta estd formada por una seccién semicircular (1) en hormigén de

radio R(") = 41, reforzada con otro semicirculo (2) en acero de radio R®) =/, como se muestra en
la figura 4.20b.
Las dreas, A, correspondientes a cada parte del despiece son las siguientes:
1
AL — E”(4 1)? (4.87a)
1
AD = Enzz (4.87b)

El area mecanica, Ay, de la seccion mixta se calcula sumando las contribuciones del del
despiece:
Ar =AW 4 (n—1) AP =3927/2 (4.88a)

El drea (2) se ha multiplicado por el factor, (n — 1), siendo, n, el coeficiente de equivalencia

mecdnico acero-hormigén. Esto se debe a que es necesario restar al dominio (1) de hormigén
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el drea (2) y después hay que volver a sumar el drea (2) en acero. Por lo tanto esta operacién
es equivalente a multiplicar el drea (2) por el el factor, (n— 1). En este problema he ha tomado
n=10.

Para determinar el centro mecdnico, se deben obtener previamente los momentos estiticos

mecanicos, M, y M,:

M, = AW <;;(4 l)) +(n—1) A®) (:i) — 48,6712 (4.89a)
M, = 0 (4.89b)
La posicién del centro mecdnico, G (x,,y,), se halla como (ver figura 2?):
Xg = % =0 (4.90a)
Ve = 1]:[; =1,241 (4.90b)

4.10.2. Calculo de los momentos de inercia mecanicos

En este apartado se calculan los momentos de inercia mecdnicos, Iy e I, el producto de inercia
mecdanico, Iy, y el momento polar de inercia mecanico, /,, respecto a los ejes xg € yg que pasan
por el centro mecanico, G (xg,y,), de la seccion mixta.

El momento de inercia, I)Ei), de cada rectdngulo se obtiene sumando dos términos: el primero
corresponde al valor del momento de inercia respecto a unos ejes que pasan por su propio
centroide, G\, mientras el segundo término corresponde al valor del transporte hacia el centroide

de la seccién compuesta (teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner):

W = g oan (La 2+A“> 2 @ 2 (4.91a)
T8 31 31 Y ‘
2 2
@ _ 1 4 of4 @ (4
It gl -A (37: +A® (- (4.91b)

El momento de inercia mecanico, I,, de la seccién mixta se obtiene sumando las

contribuciones de cada parte del despiece:

L=1"4m-1) 1% =437 (4.92)

De forma equivalente para el momento de inercia mecanico, Iy:

Y = %n(4l)4 (4.93a)
A énl‘* (4.93b)

L = em-1) 1Y =104r (4.93¢)



@ Secciones mixtas

El producto de inercia mecdnico es nulo, I,, = 0, debido a la simetria de la seccién respecto

de los ejes (xg,yg) que por lo tanto son ejes principales de inercia.

Finalmente, el momento polar de inercia mecanico, /,, se obtiene sumando /; € I;:

Io=IL+1,=14771* (4.94)

4.10.3. Calculo de los momentos principales de inercia

Teniendo en cuenta que el producto de inercia de la seccidn es nulo, los ejes elegidos son

tambien ejes principales de inercia, de tal manera que:

Inax = I, =1041* (4.952)
Lyn = IL,=4371 (4.95b)
=%

y=1,241

Figura 4.20: Posicion del centro de gravedad.



