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Prólogo 

Esta  versión en  español  de  la  tercera  edición  en  inglés de Bioestadis- 
tica: base para el análisis zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde las ciencias de la salud, debe  ser  de  inte- 
rés  para el mismo  público  para el cual fueron  escritas  las  dos  primeras 
ediciones: el estudiante  universitario  avanzado,  el  estudiante  gradua- 
do principiante y el  profesional  en  el  área de  salud,  que  requieren  un 
libro  de referencia  sobre metodología  estadística. 

Esta  edición  supera  a  las  anteriores  en  tres  áreas  importantes: 1 )  
se  han  incluido  temas  adicionales; 2) se han  ampliado, revisado y 
aclarado  más  algunos de  los  temas  que  aparecen en  las dos primeras 
ediciones; y 3) se han  incluido  ejercicios  adicionales  para  el  estudiante. 

requisitos  matemáticos. Sólo se requiere  una  destreza  razonable  en 
álgebra  para comprender  los  conceptos y métodos  que sirven de base 
para  los  cálculos.  El  énfasis continúa  haciéndose  en  el  entendimiento 
intuitivo  de  los  principios, más que en el  entendimiento  basado  en la 
sofisticación  matemática. 

Desde la publicación de la primera  edición, la rápida  aparición de 
calculadoras  manuales  económicas ha tenido un tremendo  impacto 
sobre la enseñanza de la estadística,  por lo que es raro  el  estudiante 
que  no tenga  una.  Ahora,  más que  nunca, el  profesor de  estadística 
puede  centrar su enseñanza  en  los  conceptos y principios y dedicar 
menos  tiempo  de su clase a averiguar la causa de los errores  de  cómpu- 
to  hechos  por  los  estudiantes.  Aminorando el tedio y el trabajo asocia- 
dos al tiempo  que se dedica  a  hacer cálculos  manuales, los estudiantes 

Al igual que las  ediciones  anteriores,  esta  edición  necesita  pocos . 
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de  hoy  en  día,  tienen  razón  en ver su  curso de  estadistica  como  una 
experiencia  mucho  más agradable que sus predecesores. 

Esta  edición  hace  un  mayor  énfasis  en las aplicaciones de cómpu- 
to. Considero que las computadoras, al igual que las calculadoras 
manuales,  son  sólo  una  herramienta  que se utiliza  para  facilitar  el  tra- 
bajo  del  estudiante y de  quien se dedica  a la estadist",:a. Creo que  un 
libro  de  texto  como  éste  no  debería  limitarse  exclusi\a~Ta~nte a un  len- 
guaje particular o a un conjunto  de  programas.  Por 10 tanto, mis ob- 
servaciones  respecto  a  las  computadoras se han  expresaA ea términos 
generales,  lo  cual  permite que cada uno de los instrucfores  de la ma- 
teria  tenga  mayor flexibilidad  para integrar el texto con las ventajas 
que  ofrecen las computadoras.  hluchos  de los ejercicios abarcan da- 
tos "en bruto", los cuales  proporcionarán  datos  realistas  para las apli- 
caciones de  computadora. 

El instructor  que  utilice la computadora  puede  abarcar  un  mayor 
numero  de  temas  durante  un  período  académico  que  en  los  períodos 
anteriores. Sin embargo, los temas de esta  edición  deben  ser  suficien- 
tes  para  cubrir  un  curso  de  uno o dos  períodos  académicos. 

Las siguientes  mejoras  específicas se han  incorporado en  esta 
tercera  edición: 

1. Se han  añadido varios  ejercicios  nuevos. AI igual que  los  ejercicios 
y  ejemplos  originales, los que  aquí se han  incorporado se toma- 
ron  de una  amplia  gama  de  disciplinas de la salud y,  aun  cuando 
todos ellos  sean hipotéticos, se han  hecho  tan  interesantes y rea- 
listas como  fue  posible. 

2. La mayoría  de  los  ejercicios  nuevos  aparecen a l  final  de los capí- 
tulos  para servir de  material  de  repaso  cuando  han  concluido los 
capítulos.  Como  en las dos  primeras  ediciones,  aparecen  también 
ejercicios  al término  de las  secciones  dentro de los capítulos  para 
servir de  refuerzo  inmediato  a !as técnicas y conceptos que se han 
enseñado. 

3.  Se han  incorporado  en  el  texto  varios  esquemas  nuevos  para fa- 
cilitar la comprensión  de  algunos  de los conceptos más proble- 
máticos. 

4. El capítulo  sobre  anilisis de variancia con  un solo criterio de cla- 
sificación por  rangos se  ha ampliado  para incluir  el caso de las 
muestras  de  distinto  tamaño. El tema  del  mktodo de  Tukey  para 
comparar  pares  de  medias  individuales se ha ampl;sdo también 
para incluir  el  caso de  muestras  de  distinto  tamaiio. 
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5. Se ha  incorporado  un  estudio  de la prueba  de Mann-Whitney en 
el  capítulo  sobre  estadística 110 paramétrica. 

6. Las tablas  del  apéndice se han revisado a fin de  que las  distribu- 
ciones  binomial,  de  Poisson, t ,  F ,  ji-cuadrada y normal  den  ahora 
la  probabilidad de  obtener un valor de la estadística  de  prueba 
tan  pequeño o incluso mis  peyueíio que el  calculado.  Esta  carac- 
terística  debe  facilitar el uso de las tablas  por  el  estudiante. 

Quisiera  aprovechar  esta  oportunidad para expresar  mi  gratitud  a 
los muchos  lectores  y usuarios de mi obra como  libro  de  texto  por 
sus valiosas sugerencias  para  esta  tercera  edición. En particular,  qui- 
siera dar las gracias  a las siguientes  personas, quienes hicieron suge- 
rencias  detalladas  para  esta  revisih: 

Bruce  E. Trurnbo 
Universidad Estatal de California en Ha.ywurd 
Hayward, California 

Donald A. Pierce 
Universidad Estatal de Oregcin 
Corvallis, Oregón 

A .  Larry Wright 
Universidad de  Arizona 
Tucson,  Arizona 

Shirleq. Dowdy 
Universidad de Virginia Occiden tul 
Morgantown, Virginia Occidental 

John McCloskey 
Universidad de  Dayton 
Dayton, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOhio 

A h  J.  Gross 
Universidad de Medicina de Carolina del Sur 
Charleston, Carolina del Sur 

Patrick L. Brockett 
Universidad de Texas en Austin 
Austin,  Texas 
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Dal-id W. Hosmer 
Universidad de  Massuchusetts 
Amherst, Massachusetts 

Qtisiera  agradecer  también  a mis  siguientes  colegas  de la Uni- 
versidad Estatal  de  Georgia su ayuda para la preparación  de  esta  edi- 

ción. Los profesores  Geoffrey  Churchill  y Brian Schott  escribieron 
los  programas  de  cómputo  para  obtener  algunas de las tablas del apén- 
dice;  el  profesor  Pickett Riggs hizo  muchas  sugerencias valiosas para 
mejorar la presente  edición,  y el profesor  James  Terrell verificó  las 
soluciones  a los  ejercicios  y  ejemplos  nuevos  y  revisados. En lo que 
respecta a cualquier  deficiencia  del  libro, sin embargo,  debo  aceptar 
la total  responsabilidad. 

Finalmente,  agradezco la ayuda  de  mi esposa  Mary,  sin cuyas ha- 
bilidades  como  mecanógrafa,  correctora  de  pruebas  y  crítica,  este 
libro  no se hubiera publicado.(- dc ~ . c N '  pL i 

\ 

Wayne W. Daniel 
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Organización y resumen de los datos 

I .  I IINTRODUCCI~N -__ 

Los objetivos  de  este  libro son dos: 1) enseñar al estudiante  a organi- 
zar y resumir los datos  y 2) enseñarle la manera de tomar  decisiones 
cuando  tiene  una gran cantidad de  datos,  examinando sólo una peque- 
Aa parte  de ellos. Los conceptos  y  métodos necesarios  para  lograr el 
primes objetivo se presentan  bajo el encabezado  de estadistica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdescrip- 
tiva y el segundo  objetivo se alcanza  a  través del  estudio  de  lo  que se 
conoce  conlo irzferencia estadistica. En  este capítulo, se estudia la es- 
tadística  descriptiva.  Del  capítulo, 2 al 5 se estudian los temas  que 
constituyen el fundamento  de la inferencia  estadística y la mayor  parte 
del resto  del  libro  trata  de  esta  última. 

Dado que  esta  obra se ha  escrito  para  personas que, estan  prepa- 
rimdose en una carrera  del  campo  de la salud  pública o que ya  están 
ejerciendola, el  material  ilustrativo y los  ejercicios  reflejan  los  proble- 
mas y actividades que estas  personas  probablemente  encontrarfin  en 
el ejercicio de sus  profesiones. 

I .2 ALGUNOS CONCEPTOS BÁSICOS--. 

Se definirán primero  algunos  términos  básicos  que se encontraran 
aquí. 

17 
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Estadistica. El significado de estadirlicu está  implícito en la  scc- 
ci6n  anterior. Sin embargo,  más  concretamente,  puede decirse que la 
estadística es un  campo  del  estudio relacionado con 1 )  la recopilación, 
organización y resumen  de los datos y 2) la obtención de inferencias 
acerca de U I Z  conjunto  de  datos  cuando s6lo se observa una parte de 
ellos,., 

Bioestadistica. Las herramientas  de la estadística se emplean  en 
muchos  campos: negocios.  educación,  psicología,  agricultura y eco- 
nomía  para  mencionar sólo unos  cuantos.  Cuando los datos  que se 
están  analizando se obtienen  de las ciencias biolbgicas y de la medici- 
na, se utiliza el tkrmino  bioestadística  para  diferenciar  a esta aplica- 
ción  particular  de  herramientas y conceptos estad  isticos.  Esta Area de 
aplicación es el  prop6sito de este  libro. 

Variable.'$i, conforme se observa una  característica, se encuentra 
que  toma valores distintos en diferentes personas, lugares o cosa,  se 
dice que esta característica es una variabZe3Se hace esto  por la scnci- 
lla razón  de  que la característica  no es la misma cuando se observa en 

' diferentes personas,  lugares o cosas que la poseen.  Algunos  ejemplos 
de variables  son la estatura  de los adultos  del  sexo  masculino, el peso de 
los  niños  en  edad  preescolar y la edad de los  pacientes  que se ven  en 
una  clínica  dental. 

Variables cuantitativus:<Una variable cuantitativa es aquella  que 
puede  medirse  en la forma  habitualpor ejemplo, se pueden  hacer las 
mediciones  de la estatura  de  adultos  del  sexo  masculino,  el  peso  de 
nirlos en  edad  preescolar y la edad de los pacientes  que se ven en  una 
clínica  dental.  Estos  son  ejcmplos  de variables cuantitativas. 

Variables cualitativas. Algunas características  pueden  no ser me- 
didas  en el sentido  en  que se miden la estatura, el peso y la edad. Mu- 
chas  características  sólo  pueden catalogarse, por  ejemplo,  cuando  a 
una  persona  enferma se le hace un  diagnóstico  médico,  cuando  a  una 
persona se clasifica dentro  de  un  grupo  socioeconómico o cuando se 
dice que  una  persona, lugar  u objeto, posee o no alguna característica 
de  interés.  A las variables de este tipo se les  conoce  como variables 
cualitativas. 

Aunque,  en  el caso de las variables  cualitativas, no  puede lograrse 
su  medición en el sentido  habitual  del  término,  puede  contarse  el nú- 
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mero  de personas,  lugares o cosas que  pertenecen  a varias  categorías. 
El administrador  de  un  hospital,  por  ejemplo,  puede  contar el número 
de  pacientes  admitidos  durante  un  día  para  cada  uno  de  los  diferen- 
tes  diagnósticos  de  admisión. 

Variable  aleatoria. Cada vez que se determina la estatura,  peso o 
edad  de  un  individuo, se dice  con  frecuencia  que  el  resultado  es  un 
valor de la variable correspondiente.&uando los  valores obtenidos 
son el  resultado  de  factores  fortuitos, s t  dice  que la  variable  es una 
variable aZeatoria>,Los valores que  resultan  de  procedimientos  de me- 
dición  suelen  conocerse como observaciones c) simplemente  como 
medidas. 

./ 

Variable  aleatoria  discreta. Las variables pueden  caracterizarse  aún 
más como discretas o continuas. Dado  que las definiciones  matemáti- 
camente rigurosas de variables  discretas y continuas  están  fuera del 
alcance  de  este  libro, en su lugar  se  dan  definiciones no rigurosas y un 
ejemplo de cada  una  de ellas. 

c@na variable aleatoria  discreta se caracteriza por saltos o interrup- 
ciones  en los ualures que  éstapuede tener3 Estos  saltos o interrupciones 
indican la ausencia de valores entre  los valores  particulares  que  puede 
tener la variable. Algunos  ejemplos  ilustrarán el punto.  El  número 
de  admisiones diarias  a un  hospital general  es una variable  aleatoria 
discreta  ya  que,  cada  día,  el  número  de  admisiones  debe  represen- 
tarse por  un  número  entero,  como O, 1, 2, 3 y así sucesivamente.  El 
número de admisiones por día  no  puede  ser  un  número  como 1.5, 
2.997 6 3.3333. El número  de  dientescon caries,  Ealtantesu  obturados 
por  niño en una escuela  primaria  es otro ejemplo  de variable  discreta. 

(Variable  aleatoria continua. Una variable aleatoria continua no 
posie 10s saltos o interrupciones  que caracterizan  a una variable alea- 
toria  discreta. Una variable aleatoria  continua  puede  tener  cualquier 
valor dentro B e un intervalo  especificado  de  valores  asumidos por  lava- 
riable.  Ejemplos  de  variables  continuas  son las diversas mediciones  que 
pueden hacerse  en  individuos, como  estatura, peso y circunferencia 
del  cráneo. No importa  qué  tan iguales  sean  las estaturas observadas 
en  dos individuos,  ya que  por  ejemplo,  puede  encontrarse  teóricamente 
otra  persona  que tenga una estatura  intermedia  entre ambas. 

Sin embargo,  debido a las limitqciones  de  los  instrumentos  de me- 
dición  con  que se cuenta, las variables que  son  esencialmente  continuas 

/ 
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suelen tratarse  como si fueran discretas. La estatura,  por  ejemplo, se 
registra a  menudo  hacia  el  centímetro  más  próximo,  mientras  que, 
con  un  aparato  de  medición  exacto esa medición  podria  hacerse  tan 
precisa como se deseara. 

Población. La persona  promedio  piensa en una  población  conlo 
un  grupo  de  elementos,  por lo común  personas. Sin embargo,  una PO- 
blación O conjunto  deelementos  puedeconsistir  de animales, n1iiquinas7 
plantas o células. Para  los  fines  de  este  libro, se define a una(jjoblaci6n 
de  elementos  como el mayor grupo  de  elementos  por los cuales se 
tiene un  cierto inferés el? un momento  dad9 Si se lleva a  cabo  una  me- 
dición de alguna  variable  sobre  cada uno  de los elementos  de una PO- 
blación, se obtiene  una  población  de  valores  de esa variable. Por 10 
tanto,  puede  definirse  a una,-poblaciÓn de valores COIrlO el mayor 
grupo  de valores de una variable aleatoria por los cuales se tiene un 
cierto  interés en un n7omcnto dado., Por  ejemplo, si  se tiene  interés 
en  el  peso  de  todos los niños inscritos  en  un  determinado  sistema es- 
colar  municipal, la  población  consta  de  todos  estos pesos. Si e! interés 
se centra  sólo  en e!. peso d e  los alumnos  de  primer  año de¡ sistema, se 
tiene una  población  distinta: los  pesos  de  los  alumnos  de  primer  aíío 
inscritos  en el sistema  escclar.  En  consecuencia,  las  poblaciones se de- 
termina90  definen  de  acuerdo  con la esfera. de  interés que se tenga 
en ellas.'&as poblaciones  pueden ser finitas o irlfinitas. Si una  pobla- 
ci6n  de  valores  consta  de  un  número  fijo  de  estos valores, se dice  que 
la población  es finita. Por  otra  parte, si una  población  consta  de  una 
sucesión sin fin  de valores, dicha  población  es infinita. ) 

Muestra. Una muestra  puede  definirse  simplemente comoC;ina 
parte  de  unu pobluci6n.j Supóngase que  una  población  consta  del peso 
de  todos  los  niños  de nivel primaria  inscritos  en un  determinado siste- 
ma  escolar  municipal. Si  se reúnen  para el análisis el peso de sólo una 
fracción  de  estos  niños, se tiene  sólo uria parte  de la población  de pe- 
sos, es  decir,  se  tiene  una muestra. Hay muchos  tipos  de  muestras  que 
pueden seleccionaree de  una  población.  En  los  capítulos  siguientes se 
estudian  estos  tipos. 

1.3 EL ARREGLO  ORDENADO 

Cuando  se  hacen  mediciones  de  una variable  aleatoria  sobre los ele- 
mentos  de  una  población, los  valores  resultantes llegan por lo  general 
al investigador o estadístico,  como  un  conjunto  de  datos  desordenados. 
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~~ ~ 

Tabla 1.3.1 Edades  (en años) de los pacientes  admitidos a u n  hospital de enfer- 
medades crónicas durante  cierto mes. 
-___ 

Número  Edad  Ntimero Edad Ntimero  Edad 2Vzimero Edad 

~ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - " ~  

1 10 26 48 51 63 76 53 
2 22 27  39 52 53 77 33 
3 24 ' 28 6 53 88 78 3 
4 42 29 72 54 4.8 79 85 
5 37 30 14 55 52 80  8 
6 77 31 36 56 e7 81 51 
7 89 32 69 57 71 82  60 
8 85 33 40 58 51 83 58 
9 28 34 61 59 52 84 9 

10 63 35 12 60 33 85  14 
11 9 36 21 61  46 86  74 
12 10 37  54 62  33 87 24 
13  7 38 53 63 85 88  87 
14 51 39 58 64 22 89  7 
15  2 40 32 65 5 90 81 
16 1 41 27 66 87 91 30 
17 52 42 33 67 28 92  76 
18 7 43 1 68 :2 93 7 
19 48 44 25 69 S 5  94 6 
20 54 45 22 70 61 95 27 
21 32 46 6 71 16 96 18 
22 29 47 81 72 42 97 17 
23 2 48 11 73 69 98  53 
24  15 49 56 74 7 99 70 
25 46 50 5 75 10 1 O0 49 

-__ 

- _ I _ ~  

A menos  que el ndmero  de observaciones  sea extremadamente  peque- 
ño, es poco probable qLie estos  datos  proporcionen  mucha  información 
hasta que se hayan ordenado  de  alguna forma. Si el número  de obser- 
vaciones no es demasiado  grande,  un  primer  paso  para la organizaci6n 
de estos  datos  es  lapreparación  deunarreglo ordenndo.@',arreglo orde- 
nado es una lista de los valores de  una colección (ya sea poblaci6n o 
muestra),  en  orden  de  magnitud,  desde el valor mfis pequeiio  hasta 
el valor más grand4 

Ejemplo 1.3.1 

La tabla 1.3. € consta  de  una lista de las edades  de los pacientes 
admitidos  a  un  hospital  de  enfermedades  crónicas  durante  cierto mes. 
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La  tabla  refleja el orden  cn  e l   que  fueron  admit idos los pacientes. Como 
puede verse,  se  requiere  un  examen  minucioso  para  averiguar  una  in- 

formaci iw  tan  e lemental   como  la   edad  del   paciente   n& joven y del 
más viejo  que  se  admitió. L a  tabla 1.3:2 presenta los mismos da tos   en  
la  forma  de  un  arreglo  ordenado, Si tienen que efectuarse  a  mano al- 
gunos cálculos y la organización  de  datos  adicjonales, el trabajo puede 
facilitarse si se lleva a  cabo  a  partir  del  arreglo  ordenado. Si los datos  
tienen  que  analizarse por medio  de  una  computadora,   es  posible quc 
no sea  necesario  preparar  un  arreglo  ordenado. 

Tabla 1.3.2 Arreg lo   o rdenado   de  l as  e d a d e s  de los p a c i e n t e s   a d m i t i d o s   a   u n  hos- 
p i t a l   de   en fe rmedades   c rón icas   du ran te   c i e r to   mes .  

- 

i 

3 
4 
5 
6 
7 
x 
9 

1 0  
1 1  
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

? 

- ". 

.- 

" 

51 
52 
53 
54 
55  
56 
5: 
5% 
59 
68 
6i 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71  
72 
73 
74 
75 
~" 

Edad 
." 

3 7 
39 
40 
42 
42 
46 
46 
48 
48 
48 
49 
51 
51 
51 
52 
52 
52 
53 
53 
53 
53 
53 
21. 
5tI 

53 

Ntirnero Edad 
". 

76 
77 
78 
79 
80 
61 
82 
83 
84 
85 
Y6 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

1Cf0 
"" 

5 8  
60 
61 
61 
63 
6-3 
69 
69 
70 
71 
72 
73  
76 
77 
81 
81 
85 
85 
85 
85 
87 
87 
x7 
88 
89 

~ . " ~  ~~ ~ 
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1.4 DATOS AGRUPADOS: LA DISTRIBUCI~N 
DE FRECUENCIAS ____ 

Aunque  un  conjunto  de  observaciones  puede  hacerse  mas  comprensi- 
ble  y adquirir  mayor  significado  por  medio  de  un  arreglo  ordenado, 
puede lograrse una  mayor  síntesis  agrupando  los  datos. Para agrupar 
a un  conjunto  de observaciones,  se  selecciona un  conjunto  de  inter- 
valos contiguos  que  no se traslapen  de  modo  que  cada valor en el 
conjunto  de observaciones  pueda  colocarse  en  uno,  y  sólo  uno, de los 
intervalos. Estos intervalos se conocen en  general como intervalos  de 
c las e. 

Uno  de los primeros  puntos  a  considerar,  cuando se van  a agrupar 
ciertos  datos, es cuántos  intervalos van a  incluirse. No es conveniente 
incluir muy  pocos  intervalos  debido  a  que  hay  pirdida  de  información. 
Por  otra  parte, si se utilizan  demasiados  intervalos, no se logra el  ob- 
jetivo de  la  síntesis. La mejor  guía  en  relación  con  lo  anterior,  así 
como para  otras  decisiones  que  deben  tomarse al agrupar los datos, es 
el conocimiento  que se tenga  de ellos. Puede  ser  que se hayan  deter- 
minado  con  anterioridad los  intervalos de clase, como  en  el  caso  de . 
las tabulaciones  anuales,  cuando se conservan los intervalos de clase 
de  años  anteriores  con  fines  comparativos.  Quienes  deseen  una  reco- 
mendación  sobre  este  aspecto,  pueden  consultar  una  fórmula  dada 
por Sturges.*  Esta fórmula es k = 1 + 3.322  (logion),  donde k repre- 
senta  el  número  de  intervalos  de clase y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM el  número  de valores en el 
conjunto  de  datos  bajo  consideración. La respuesta  obtenida  aplican- 
do la regla de Sturges no  debe  considerarse  como aefinitivab sino  sólo 
como  una  guía.  El  número  de  intervalos  de clase, especificado  por 
este regla, debe  aumentarse o disminuirse,  según  convenga  en  benefi- 
cio  de  una  presentación clara. 

Por ejemplo,  supóngase  que se tiene  una  mruestra  de  275 observa- 
ciones que se desean  agrupar.  En la tabla B del  apéndice, se encuentra 
que  el  logaritmo  de  base 10 de  275  es  2.4393.  Aplicando la fórmula 
de Sturges se obtiene  un valor de k = 1 + 3.22(2.4393)  9.  En la 
pr5ctica,  otras  consideraciones llevarían a utilizar 8 ( o  menos) o qui- 
z¿í 10 (o más)  intervalos  de  clase. 

Otra cuest ih   que debe  decidirse se refiere a la amplitud  de 10s in- 
tervalos de clase. Aunque  a veces es imposible,  los  intervalos  de  clase 
deberían, en  general,  tener  lamisma  amplitud.  Esta  amplitud  puede de- 
terminarse  dividiendo  el  recorrido  entre k, el  número  de  intervalos  de 
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clase.  Simb6licarnente, la amplitud  del  intervalo  de clase está dada 

Por 

R 
k 

w’ = ~- ( 1.41) 

donde R (el recorrido) es  la diferencia  entre la observación más pe- 
queíía y más grande en el conjunto  de  datos.  Como regfa general, este 
procedimiento  proporciona  una  amplitud  tan  grande que no es conve- 
niente  utilizarla.  Una vez m&, debe aplicarse el  buen juicio y seleccio- 
nar una  amplitud  (por  lo  común  próxima  a la obtenida  por la ecua,ci6n 
1.4.1 ) que sea más conveniente. 

Ejemplo 1.4.1 

La tabla  1.4.1 muestra  los  pesos  en  onzas  de  tumores malignos extir- 
pados  del  abdomen  de 57 personas.  Para  tener  una  idea  del  número 
de intervalos  de  clase que  deben  utilizarse,  puede aplicarse la regla de 
Sturges  para  obtener 

k = 1 + 3.322(10g57) 

= 1 + 3.322(1.7559) 

S 7  

Tabla 1.4.1 Pesos, en  onzas,  de los 

tumores  malignos  extirpados  del ab- 

domen  de 57 personas. 

68 65 12  22 
63 43 32 43 
42  25 49 27 
27 74 38 49 
30 51 42 28 
36 36 27 23 
28 42 31 19 
32 28 50 46 
79  31 38 30 
27 28 21 43 
22 25 16 49 
23 45 24 12 
24 12 69 
25 57 47 
44 51 23 
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Divídase ahora el recorrido  entre  7 para tener  una idea  acerca de 
la amplitud  del  intervalo  de clase. Se tiene  que 

Resulta  evidente que ser6 más conveniente  utilizar  una  amplitud 
de 10 para  el  intervalo  de clase, lo que, asimismo, tendrá m5s signifi- 
cado  para el lector.  Pueden  construirse  ahora los intervalos.  Dado que 
el valor mis  pequeño  en la  tabla 1.4.1 es 12 y el más grande  79, pue- 
den  empezarse  los  intervalos con 1 O y terminarse con  79.  Esto  da los 
intervalos  siguientes: 

10-19 
20-29 
30-39 
40-49 
50-59 
60-69 
70-79 

Puede  apreciarse que hay siete de  estos  intervalos, el número su- 
gerido por la regla de Sturges. 

La determinación  del  número  de valores que caen  en cada  inter- 
valo de clase consiste  simplemente en  observar los valores uno  por 
uno y colocar una pequefia  marca  a un lado  del  intervalo  apropiado. 
Cuando se hace esto, se tiene la tabla 1.4.2. 

Tabla 1.4.2 Distribución  de  frecuencias  de los pesos  (en on- 
zas) de los tumores  malignos  extirpados  del  abdomen  de 57  
personas. 

Intervalo de  clase Frecuencia 

10-19 "Y 5 
20-29 -uí? & I f  .7w iiii 19 
30-39 -i#f #N- 10 
40 -49 M 4" ili 13 
50-59 i i i i 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
60 -69 i i i i  4 
70-79 i i 2 

- 

Total 57 
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Una tabla  de  este  tipo se conoce como di.stuibucidn de  jrecuell- 
cias. Esta  tabla  muestra la forma  en la que los valores de la variable se 
distribuyen  entre los  intervalos de clase especificados.  Consultándola, 
puede  determinarse la frecuencia  con la que  ocurren los valores den- 
tro  de  cualquiera  de  los  intervalos de clase que se muestran. 

'4 veces puede ser útil  conocer la proporción (m9s que el número) 
(!e valores q u e  caen  dentro  de un determinado  intervalo de clase. Esta 
información se obtiene  dividiendo el número  de valores del  intervalo 
de clasc entre el n6mero  total  de valores. Por  ejemplo, si se desea co- 
nocer la proporci6n c k  valores entre 3 0  y 39, inclusive, se divide l O 
entre  57 y se obtiene.  18. Así, se dice que 1 0 de  57 ó 10/57 ó .18  de los 
valores están  entre 3 0  y 39. Multiplicando .18 por 100 da el porcen- 
taje de valores entrc  30 y 39. Puede  decirse entonces  que el 18  por 
ciento  de los 57 valores están  entre 3 0  y 39. A la proporción cle valo- 
res que  caen  dentro  de  un  intervalo  de clase se  le da el nombre  de fre- 
cuencia  relativa de ocurrencia  de  los valores en ese intervalo. 

Para determinar la frecuencia de los valores cpe  caen dentro  de 
dos o más intervalos de clase, se obtiene la suma  del  número  de valo- 
res  clue caen dentro  de los intervalos de clasc de  inter&. Asimismo, si 
se desea conocer la frecuencia relativa de la ocurrencia de los valores 
que  caen  dentro  de  dos o más intervalos  de clase, st: suman las fre- 
cuencias relativas corrcspondientes. PuedenacztnzuZarse  las frecuencias 
y frecuencias relativas para  facilitar la obtención  de  información ac'er- 
ca de la frecuencia o frecuencia relativa de los valores dentro  de  dos o 
más  intervalos  de clase contiguos. La tabla  1.4.3  muestra los datos  de 

"" __-- --- -- "" ~~ 

Tabla 1.4.3 Frecuencia,  frecuencia acumulada. frecuencia relativa y frecuencia 
relativa acumulada  para el ejemplo 1.4. l .  

Frecuencia 
Intervalos  Frecuencia  Frecuencia relativa 
de clase Frecuencia acumulada relativu ucumulada 

10-19 5 5 .OX77 .O877 'O - 29 19 24 ,3333 .42 1 0 
30 39 10 34 ,1754 ,5964 
40 '44 13 47 .22x 1 .8245 
5 0  59 4 51 ,0702 .S947 

60- h', 4 55 ,0702 .9649 
70  79 2 57 .035.1 i .O000 

Total 57 1 .o000 
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la tabla 1.4.2 junto  con las frecuencias acumuladas, las frecuencias 
relativas y las frecuencias relativas acumuladas. 

Supóngase que se tiene  interés  en la frecuencia  relativa  de los va- 
lores  entre 40 y 69. Se utiliza la columna  de la frecuencia  relativa  acu- 
mulada  de la tabla 1.4.3 y se resta  .5964  de .9649, obteniéndose .3685. 

El histogrurnu. Puede  representarse  gráficamente  una  distribución 
de  frecuencias (o una  distribución de frecuencias  relativas)  en la for- 
ma  de  un histograma, como se muestra  en la figura 1.4.1. Al construir 
un  histograma, los  valores de la variable en  consideración  constituyen 
el eje horizontal,  mientras  que  el eje  vertical  tiene  como escala a la 
frecuencia (o frecuencia  relativa, si se desea)  de  ocurrencia. Por en- 
cima  de  cada  intervalo  de clase sobre el eje horizontal  se  levanta  una 
barra  rectangular, o celda,  como  a veces se  conoce,  de  modo  que su 

Frecuencia -4 
20 

19.5 39.5 .. 59.5 79.5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X :  

Figura 1.4.1 Histograma de 10s pesos (en onzas) de los tumores rna- 
lignos extirpados  del  abdomen  de 57 personas. 
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altura  corresponda  con la frecuencia  correspondiente. Las celdas de 
un histograma  deben  quedar  unidas y, para  iograrlo,  deben  tomarse en 
cuenta  los  límites  verdaderos  de los  intervalos  de  clase  para  evitar  que 
queden  espacios  entre las  celdas de la grifica. 

El nivel de  precisión  que se observa  en  datos  reportados  quc se 
miden  sobre  una escala continua  indica  cierto ord:n de redondeo. El 
orden  del  redondeo refleja  las  preferencias persorlslcs de quien  hace 
el reporte o las limitaciones  del  instrumento de tnedicijn utilizado. 
Cuando se construye  una  distribuci6n  de  frecu-nciss a p a r ~ i r  de los 
datos,  los  límites  del  intervalo  de clase  reflejan por lo general el gra- 
do de  precisión  de los datos  en  bruto.  Esto se ha  hecho en  el ejemplo 
que se ha  utilizado. Sin embargo, se sabe  que  algunos de los valores que 
caen  dentro  del  segundo  intervalo  de clase por  ejemplo, si se  midieran 
con  precisión,  quizá  serían  poco  menores  que 20 y que  algunos se- 
rían  un  poco  mayores  que 29. Considerando la continuidad  finda- 
mental  de la variable y  suponiendo  que los datos se redondearon 
hasta el número  entero mAs próximo,  es  conveniente  pensar  que 
19.5 y 29.5 son los zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlimites verdaderos de  este  segundo  intervalo. 
Entonces,  se  toman los límites  verdaderos  para  cada uno de los inter- 
valos de clase, como se muestra  en la tabla 1.4.4. 

Si se traza  una gráfica utilizando  estos  límites  de clase como la 
base de  los  rectángulos, no  quedarán  espacios y se tendrá el histogra- 
ma  que se muestra  en la figura 1.4.1. 

Nótese  que  a  cada  observación se  le asigna una  unidad  del  área  del 
histograma.  Dado  que  se  tienen 57 observaciones, el histograma cons- 
ta de  un  total  de 57 unidades.  Cada  celda  posee  una  cierta  proporción 
del  área  total,  dependiendo  de la frecuencia.  Por  ejemplo, la segunda 

Tabla 1.4.4 Datos de la tabla 1.4.2 que 
representan  IO^ límites de clase verda- 
deros. ____ 

Limites  de clase 

verdaderos Frecuencia- 
*” 

‘(55-19.5 5 
19.5--29.5 19 
29.5-39.5 10 
39.s49.5 13 
49.5-59.5 4 
59.5-69.5 4 
69.5-79.5+\ 2 

- ” 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Datos  agrupados: la distribución de  frecuencias 29 

celda  contiene  diecinueve  cincuentisieteavos  (19/57)  del  área.  Esto, co- 
mo ya se vio, es  la frecuencia  relativa  de  ocurrencia de los  valores entre 
19.5 y 29.5. A partir de esto, se ve que las subáreas  del  histogranla, 
definidas por las celdas,  corresponden  a las frecuencias  de  ocurrencia  de 
los  valores entre los límites  de las áreas de la escala horizontal. La razón 
de  una  subárea  particular  al área total  del  histograma equivale a la fre- 
cuencia  relativa di: ocurrencia de los valores entre  los  puntos  corres- 
pondientes  sobre el eje horizontal. 

Elpol igom de frecuencius. Una  distribuciijn de frecuencias  puede 
representarse  grrificamente aun en otra  forma, es  decir, por  medio 
de  un poligono de frecuencias. Para  trazar  un  polígono de  frecuencias, 
se hace una ma.rca primero  en  los  puntos  medios  de la parte  superior 
de  cada  una de las barras que  representan los intervalos  de  clase so- 

19.5 39.5 59.5 79.5 

Figura 1.4.2 Pciígono de frecuencias. Pesos (en  onzas) de los tumores malignos 
extirpados del abdomel; de 57 personas. 
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bre  el eje horizontal  de la  grrifica, como la que se muestra  en la figura 
1.4. l .  La altura  de las barras  de  un  determinado  punto  corresponde  a 
la frecuencia  del  intervalo  de clase pertinente.  Uniendo los puntos  por 
líneas  rectas se obtiene el polígono  de  frecuencias. La figura I .4.2 es 
el polígono  de  frecuencias  para los datos  del  ejemplo 1.4.1. 

Nótese  que  el  polígono se lleva hasta  el  eje  horizontal  en los ex- 
tremos  hasta los puntos  que  serían los puntos  medios si hubiera  una 
celda adicional en cada exti-eI1lo del histograrna correspondiente.  Esto 
permite  que el área total  quede incluida. El Area total  bajo el polígo- 
no de  frecuencias equivale al área bajo el histograma. La figura 1.4.3 
muestra el polígono  de  frecuencias  de la figura 1.4.2 sobrepuesto so- 
bre el histogranla de la figura l  .4.1. Esta  figura permite ver, para el 
mismo  conjunto  de  datos, la  relación que existe  entre las dos formas 
gráficas. 

16 - 

- 
14 - 
- 

12 - 
- 

10 - 
- 

8 -  

- 
6 -  
- 

4 -  

- 
2 -  

9.5  29.5  49.5  69.5 

19.5  39.5  59.5  79.5 

Figura 1.4.3 Polígono de frecuencias e histograma para el ejemplo 1.4.1. 
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Ejercicios 

1.4.1 Los siguientes  valores  son  los niveles de glucosa en  sangre  ex- 
traída  a 100 niños  en  ayunas: 

56 61 57 77 62 7 5  63 55 64 60 
60 57 61 57 67 62 69 67 68 59 
65 72 65 61 68 73 65 62 75 80 
66 61 69 76 72 57 75 68 81 64 
69 64 66 65 65 76 65 58 65 64 
68 71 72 58 73 55 73  79 81 56 
65 60 65 80 66 80 68 55 66 71 
72 73 73 75 75 74 66 68 73 65 
73 74 68 59 69 55 67 65 67 63 
67 56 67 62 65 75 62 63 63 59 

Trace: 
a) Una  distribución  de  frecuencias. 
b )  Un histogama. 
e )  Una distribución  de  frecuencias relativas. 
d )  Un polígono  de  frecuencias 

1.4.2 Utilizando  los  datos  de la tabla  1.3.1,  trace: 

a)  Una  distribución de frecuencias. 
b )  Una  distribución  de  frecuencias  relativas 
cJ Un  histogama. 
d )  Un  polígono  de  frecuencias. 

1.4.3 Los siguientes  valores  son  las  calificaciones  obtenidas en una 
prueba  de inteligencia por un  grupo  de  niños  que  participaron 
en un experimento: 

Número 
del 
niño 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

.Vúrnero 
Califi- del 
cación niño 

114 16 
115 17 
113 1x 
112 19 
113 20 
132 21 

~ _ _ _ _  

Calif i- 
cación 

90 
89 

106 
104 
126 
127 

Número 
del 

niño 

31 
32 
33 
34 
35 
36 

Ca lifi- 
cación 

137 
120 
138 
111 
100 
116 

Nú mero 
del 

niño 

46 
47 
48 
49 
50 
51 

Ca 1 ifi- 
cación 

118 
110 
1 OS 
134 
118 
114 
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Trace: 
a )  Una distribucibn  de  frecuencias. 
b )  U n a  distribuci6n de fi-xuencias relativas. 
c) Un histogama. 
d )  U n  polígono de frecucncias. 

1.4.4 A setenta y cinco empleados de  un  hospital general se les pidió 
que realizaran cierta  tarea. Se registró el  tiempo  en  minutos  que 
requirió  cada  empleado  para  terminar su tarea. Los resultados 
son los clue se muestran  a  continuación. 

Tiempo 

i 
2 
3 
4 
5 
0 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
1 6 

1.3 
1.5 
1.4 
i .5 
1.7 
1 .o 
I .3 
1.7 
1.2 
1 .x 
1.1 
1 .o 
1.8 
1.6 
2. 1 
2. i 

Aiú m e w  
del 

empleudo 

26 
27 
28 
'9 
30 
3 1 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 

" ~ 

Número 
del 

cm v leado 
Tiempo 

I. .. 7 9  

2.3 
2.6 
i. 7 8  

2.1 
2.3 
2.4 
2.0 
2.8 
2.2 
2.5 
? O  

3.0 
7.9 
2.5 
3.6 

-. 

51 3.2 
52  3.0 
53 3.4 
54 3.4 
55 3.1 
56 4.5 
57 4.6 
58 4.9 
59 4.1 
60 4.6 
61 4.2 
62 4.0 
63 4.3 
64  4.8 
65 4.5 
66 5.1 
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Ntimero 
I____ ____”____ ” 

NGrnero Número 

del ‘I”iemp0 del  Tiempo del Tiempo 
empleado  empleado __ ___ empleado 

17 2.1 42 3.1 67 5.7 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

2.1 
2.4 
2.9 
2.7 
2.3 
3.8 
2.0 
2.7 

43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

3.5 
3.7 
3.7 
3.4 
3.1 
3.5 
3.6 
3.5 

68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 

S. 1 
5.4 
5.7 
6.7 
6.8 
6.4 
6.0 
6.1 

A partir de estos datos, trace: 

n) Una  distribucien  de  frecuencias. 
h )  Una distribucihn de  frecuencias relativas. 
c )  Un histograma. 
d )  Un polígono de frecuencias. 

1.4.5 La siguiente tabla muestra  el  nilmero  de lloras que durmieron 
45 pacientes de u n  hospital  después  de la administración de 
un cierto anestésico. 

7 10 12 4 x 7  3 8 5  
12 I 1  3 8 1 1 13 10 4 
4 5 5 8 7 7  3 2 3  
8 13 1 7 17 3 4 5 5  
3 1 17 10 4 7  7 11 8 

A partir  de  estos datos, trace: 

a )  Una  distribucibn de frecuencias. 
b )  Una distribuci6n de frecuencias  relativas. 
c> Un  histograma. 
d )  Un psiigono de  frecuencias 

1.4.6 Los sipientes valores son el  n6mero  de  bebes  nacidos  durante 
un ano en 60 hospitales de una comunidad. 
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30 55  21 45 56 48 45 49 32 57 47 56 
37 55 52 34 54 42 32 59 35 44 24 57 
32 26 40 28 53 54 29 42 42 54 53 59 
39 56 59 58 49 53 30 53 21 34 28 50 
52 57 43 46 54 31 22 31 24 24 57 29 

A partir  de  estos  datos,  trace: 

a )  Una distribución  de  frecuencias 
b )  Una  distribución  de  frecuencias relativas. 
c )  Un  poligono  de  frecuencias. 

1 .S MEDIDAS DE TENDENCIA  CENTRAL ~___._____ 

Aunque la distribucidn  de  frecuencias  tiene varias aplicaciones,  hay 
muchos casos que  requieren  otros  tipos  de  resúmenes  de  datos. Lo 
que se necesita en muchos  casos  es la habilidad  para  resumir los datos 
por  medio  de sólo unas  cuantas medidas  descriptivas. Lasmedidas des- 
criptivas  pueden  calcularse a partir  de los datos  de  una  muestra o di: 
una población. Para  diferenciarlas, se tienen  ías  siguientes  definicio- 
nes: 

1. lina nzedida  descsiplivn calculada a partir clc los du:os de una 

2. IJna me&& descsiptivcr calculada a partir de 20s &tos d c  u m  po- 
muestra se conoce como estadística. 

blucicin se c o m w  como parámetro. 
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personas  tiene en mente  cuando se habla  del  “promedio”. El adjetivo 
aritmética  distingue  a  esta  media  de  otras  que  pueden  calcularse. Da- 
do  que en  este libro  no se estudian  estas  otras medias, no debe  haber 
motivo  alguno de  conf  sión  si se menciona  simplemente como media 
a la  media  aritmética.  media se obtiene  sumando  todos  los valores 
en una  población o muestra  y  dividiendo  el  valor  obtenido  entre  el 
número  de valores que se sumaro  ara  obtener la edad  media  de  la 
población  de  los 100 pacientes  re  entados en  la tabla  1.3.1, se ha- 
ce lo siguiente: 

& 

Los tre.s puntos en el numerador  representan los valores que  no se 
muestran  con el fin de  ahorrar  espacio. 

Será conveniente generalizar  si  es  posible el procedimiento  para 
obtener la media y representar  dicho procedhiento  por medio  de 
una  notación mAs compacta. Se empezará por designar ala variable alea- 
toria  de  inter&  por  medio  de la letra  mayúscula X. En el presente ejem- 
plo, sea X la variable  aleatoria,  edad. Los valores  específicos  de  una 
variable  aleatoria se designarin  por  medio  de la letra minhcula x. Pa- 
r a  distinguir un valor de  otro, se agrega un subindici: a la x y se con- 
sidera que  dicho  subíndice se refiere al primer, segundo y  tercer ua- 
lor, y así sucesivamente.  Por  ejemplo,  de la tabla  1.3.1 se tiene  que 

x, == 10, x2 = 22,. . . , y Y1*0 = 49 

En  general, un vhior típico  de  una varjahle  zleatoria se designará por 
xi y cl valor fin:d, en  una  población finita di: valores, por XN I Por ÚI- 

timo, se utilizari la letra griega p para  representar l a  media  de  la  po- 
blnci6n. Puede ahora  escribirse la f r jmula  genlcral para la media  de 
~ l n a  poBlaci6n finita  como sigue: 
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el contexto, resulta obvio cuáles valores deben  sumarse, se clrnitirin 
los símbolos arriba y abajo de 2. 

Cuando se calcula la media  para una muestra de valores, se sigue 
cl procedimiento que acaba  de describirse, con algunas  modificacio- 
nes en la n.otación. Se utiliza x para designar la media  de la muestra 
y n para  indicar el n6rneru de valores de l a  muestra. La media de l a  
muestra se expresa  entonces como 

n 

Supbmgase que se tiene  una  muestra quc consta  de las siguientes 
cinco (n  = 5) observaciones de la tabla  1.3.1,  Sustituyendo  los  datos 
de la 

Obscmacicin Ohservacibn 
dc ic poblacibn de 11 muestra 

muestra en la ecuación 1 S.2, se tiene  que 

La media  aritm2tica posee ciertas  propiedades,  algunas  deseables 
y otras no  tan deseables. Estas propiedades  incluyea las siguientes: 

1.  Unicidad. Para un  determinado  conjunto  de datos, existe m a  y 

2. Simplicidad. Ida media aritmética cs f6cil de comprender y f a d  
s61o una  media  aritmética. 

de calcular. 
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3.  Dado  que  todos  y  cada  uno  de los valores de un  conjunto  de da- 
tos  intervienen en el  cálculo  de la media,  ésta es afectada  por  cada 
valor. Por  lo  tanto,  los valores extremos  influyen en  la  media y, 
en algunos  casos,  pueden  alterarla  tanto que resulta  inconvenien- 
te  como  una  medida  de  tendsncia  central. 

Como ejemplo de  qué  tanto  pueden  afectar  los valores extremos 
a la media,  considérese  la  situación  siguiente.  Supóngase que se inves- 
tiga a los  cinco  médicos  que  ejercen  en  cierta  área  con  el fin de  deter- 
minar sus honorarios  para  cierto  trimite. Supóngase que  reportan  estos 
honorarios:  $15,  $15,  $15.50,  $15.50  y $80. Seencuentraquelosho- 
norarios  medios  para los cinco  médicos son de $28.20, un valor que 
no es muy  representativo  del  conjunto  de  datos  como  un  todo. El Único 
valor atípico  ha  tenido  el  efecto  de  inflar la media. 

Mediana. L a  mediana  de  un  conjunto  finito  de valores es aquelva- 
lor  que  divide  al  conjunto en dos  partes iguales  tales que el número 
de valores  iguales a la mediana o mayores que ella es  igual al número  de 
valores  iguales a ella o menores  que ella. Si el número  de  valores es 
impar, la mediana será  el  valor que está  en  medio,  cuando  todos  los 
valores se han  arreglado  en  orden de  magnitud.  Cuando el número  de 
observaciones es par,  no se tiene  una sola  observación en medio,  sino 
dos.  En  este caso, se toma la mediana como la media  de  estas dos ob- 
servaciones de  en  medio,  cuanto  todas las  observaciones  se  han  dis- 
puesto  en  el  orden  de su magnitud. 

Para  ilustrar  esto,  encuéntrese la mediana  de  los  datos  de  la  tabla 
1.3.2.  Aqui,  los  valores ya están  ordenados,  de  modo  que  sólo se ne- 
cesita  encontrar los dos valores de en medio.  Estos  son  los  números 
de observación 50  y  5 1. Los valores  son 36 y 37 y,  por  lo  tanto, la 
mediana es (36 + 37)/2 = 36.5. 

Obtengase ahora la  mediana de la muestra  que  consta  de  los valo- 
res 10, 54, 21, 33 y  53. Arreglando estos  valores de  acuerdo a su  or- 
den  de  magnitud, se tiene la secuencia 10,  21,  33, 53 y 54.  Dado que 
éste  es un  número  impar  de valores,  la mediana es  el  valor de en  me- 
dio, o sea, 33. 

Las propiedades  de la mediana  incluyen las siguientes: 

l .  Unicidad,  Como  ocurre  con la  media, sólo existe una mediana pa- 

2. Simplicidad. La mediana  es fácil de  calcular. 
ra u n  determinado  conjunto  de  datos. 
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3. No es  afectada  tan  drásticamente  por los valores  extremos  como 
lo es  la  media. 

La moda La moda  de  un  conjunto  de valores cs aquel valor que 
ocurre  con mis  frecuencia. Si todos los valores son distintos, no hay 
moda;  por  otra  parte,  un  conjunto  de valores pued,;. [mer  más de 
una  moda. Una vez más,  observando los datos  de la tabla  1.3.2, se 
encuentra  que  7,  el  cual se presenta  cinco veces,  es el valor que  ocu- 
rre con  más  frecuencia, y es  por lo tanto la moda. 

Como ejemplo  de  un  conjunto  de valores que t i m e  más  de  una 
moda,  considérese un laboratorio  con 10 empleados  cuyas  edades son 
20, 21, 20, 20,  34,  22,  24,  27, 27 y '27 años.  Puede  decirse  que  estos 
datos  tienen  dosmodas, 20 y 27. Lamuestraque  tengalosvalores  1 O, 2  1, 
33, 53 y 54 no  tiene  moda,  ya  que  todos  estos  valores son distintos. 

La moda  puede  utilizarsepara  describirdatos  cualitativos.  Por ejem- 
plo,  supóngase  que  los  pacientes que se atendieron en una  clínica  de 
salud  mental  durante  un  determinado  año  recibicron  uno  de los si- 
guientes  diagnósticos:  retraso  mental,  síndrome  cerebral  orginico, 
psicosis,  neurosis y alteración  de la personalidad. El diagnóstico que 
ocurriera  con  más  frecuencia  en el grupo  de  pacientes se llamaría diag- 
nóstico  modal. 

Ejercicios 

1.5.1 Los siguientes  valores son los niveles de glucosa en sangre  ex- 
traída  a 10 niños en ayunas. 

Nú m e m  Vulor Nxímero Vulor 
" "_ 

56 6 65 
62 7 65 
63 8 68 
65 9 7 o 
65 10 7 2  

____~ " 

" 

Calcule: 

a) La media, 
b )  La mediana. 
c)  La moda. 
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1.5.2 Los siguientes  valores  son  los  pesos de  una  muestra  de  10  ani- 
males experimentales  sometidos  a  una  operación  quirúrgica. 

Núrn  ero Peso (kg)  Número  Peso(kg) 

1  13.2 6 14.4 
2  15.4 7 13.6 
3 13.0 S 15.0 
4  16.6 9  14.6 
5  16.9 10  13.1 

Encuentre: a> La media. 

b )  La mediana. 

1.5.3  Quince  pacientes  que  realizaron visitas  iniciales a  un  departa- 
mento  sanitario  municipal  recorrieron las siguientes  distancias: 

1 5 8 6 
2 9 9 13 
3 11 10 7 
4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 11  3 
5 12  12  15 
6  13  13  12 
7 12  14  15 

15 5 

~~ 

EIlcuentre: a) La media  de la  distancia recorrida  por  estos  pacientes. 
b )  L a  mediana  de la  distancia  recorrida. 

I S.4 Una muestra  de  once  pacientes  admitidos  para  diagnóstico y 
evaluación en  una sala psiquiátrica  recientemente  abierta en un 
hospital  general,  tuvieron  las  duraciones  siguientes de su inter- 
nación: 

Nú mero Duración  del  Nhnero  Duración  del 
- in ternado  (dias)  internado  (días) 

29 
14 
11 
24 
14 

6  14 
7 28 
e 14 
9 18 

10  22 
11 14 
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Encuentre 

u )  La duración  media  de la internaci.iw !>ara estos pacienies 
b )  La mediana. 
c) L a  moda. 

1.5.5 A veinte  pacientes  en el ala de convalescencia ci:; wn hospital 
general  se les permitió  que eligieran mtre  cuatro t ipos de  carne 
para la comida, Sus  elecciones  fueron 13s siguiel-tcs:  pollo, pes- 
cado,  pescado,  hígado, pollo, polio, torta  de  carric :7oilo, pesca- 
do,  torta  de  carne,  hígado,  pescado,  torta  de c m ~ ~ >  pollo, pollo, 
pollo,  hígado,  pescado,  torta  de  carne,  pollo. 

2,Cuál fue la elección  modal? 

La dispersirin de  un  conjunto de observaciones se reficre a l a  variedad 
que exhiben  los  valores  de las  observaciones. Si todos los valores  son 
iguales, no hay  dispersión; si no todos son iguales, hay dispersibn en 
los datos. La magnitud de la  dispersibn  puede  ser  pcqueha,  cuando los 
valores, aunque  distintos,  estin  próximos  entre si. Si los valores  están 
ampliamente  desparramados, la dispersión  es  mayor.  Otros  tkrminos 
que se utilizan  corno sincinimos de dispersibn son los de variacicin y 
discminacidn. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

El recorrido. Una  forma  de  medir la variacihn en un conjunto  de 
valores  es  calcular  el recorrido. El recorrido es la diferencia que oxis- 
te  entre  el  valor  menor  y  el  mayor  de  un  conjunto  de  observaciones. 
Si se denota el recorrido por R ,  cl valor  mayor por "xI. y e l  menor 
por xs, el  recorrido se calcula como sigue: 

(1.6.1) p " y " y , - .  L S 

Utilizando los datos  de la tabla 1.3.2, se tiene que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M -= 89 -- 1 = 88 

La utilidad  del  recorrido  es  limitada. El hecho de q u e  sQlo to- ,ne en 
cuenta dos valores,  hace que sea una  medida pobre dc $ 3  tliqpersibn. 
La ventaja  principal  de  utilizar el recorrido es la  srncilicr_ c.i!culo. 
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La varianciu. Cuando los  valores  de  un  conjunto  de c;bsr.rraciones 
están  muy  pr6ximos  a su media, la dispersión es menor  que  cuando es- 
t i n  distribuidos  sobre un  amplio  recorrido.  Dado que esto  es  cierto, 
intuitivamente  seria  interesante  el hecho de  que se pudiera  medir la 
dispersión  con  respecto a la diseminación de los  valores  en  torno  a su 
media. Dicha medida se reAiza en lo quc se conoce  corno variancia. 
Para  calcular l a  varjanc.ia, se resta l a  media  de  cada  uno  de  los  valores, 
se  elevan  al cuadrado las  diferencias y, a  continuación, se suman.  Esta 
suma  de las desviaciones de los  valores de su media (elevadas a l  cua- 
drado) se divide entre el tamatio  de la muestra,  menos l ,  para  obtener 
la variancia.  Suponiendo  que S* es la variancia de  la  muestra, el pro- 
cedimiento  puede escribirse simbólicamente  como sigue: 

( I  .6.2) 

1506.8 
4 

- - - - 376.7 

La razón  de  dividir  entre n - 1 ,  en lugar de n, como  podría  haberse 
esperado, es por la consideración  tebrica  conocida  como grados de 
libertad. Al calcular la variancia, se dice  que  tiene n - 1 grados de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAli- 
bertad. Se razona como sigue. La suma  de las desviaciones de los 
valores respecto  a su media  es igual a  czro,  como  puede  demostrarse. 
Entonces, si se conocen los valores  de n -- 1 de las desviaciones  respec t o  
a la media, se conoce  el  n-esimo,  ya  que  este  queda  automáticamente 
determinado  debido  a la necesidad de  que los n valores  tengan  conlo 
suma  cero. El concepto  de los grados  de  libertad se estudiará  de nuc- 
vo posteriormente.  Los  estudiantes  que  esten  interesados  en  aprender 
nllis sobre  el  tenla  en  este  momento,  deben  consultar el artículo escri- 
to por Walker.' 

Cuando el nimero de  observaciones  es  grande,  pucde  resultar tc- 
dioso el uso de la ccuacibn I h . 2 .  La fónnula  siguiente  puede ser menos 
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incómoda,  especialmente  cuando se utiliza una calculadora de escri-. 
torio o una  port5til. 

Cuando  se calcula la  variancia de  una  población  de valores, se siguen 
los procedimientos  esbozados  en los párrafos anteriorcs. cxcepto que 
se divide entre N, en lugar de entre N - l .  Si se denota por u2 a l a  va- 
riancia de una  población  finita: las fórmulas que la definen y clue faci- 
litan su cálculo,  rcspectivamente, so11 las siguientcs: 

( 1.6.4) 

La variancia representa uaidades cuadradas y ,  por lo tanto; nc es 
una  medida  de dispersión  apropiada cuando se desca expresar  este 
concepto  en  términos de las ui?idades origjnales. Par2 obte!wunn rnc" 
dida de  dispersih  en las unidades originales, simplemenre se toma la 
raiz cuadrada de l a  variancia. El resu?tado se conoce  como dcsviació~z 6 

esfindar. En  general, la  desviación cstindar  de  una mues!.ra esti dada 
por la expresión: 

(1.6.6) 

La desviación estandar  de  un3  población  finita se obtiene  calculando la 
raíz  cuadrada  de l a  cantidad  resultante  de la ecuación 1.6.4. 

El coeficiente  de variacidn. La desviación  estándar es fitil como 
una  medida  de variación dentro  de un determinado  conjunto  de  datos. 
Sin embargo, cuando se desea comparar la dispersión en dos conjun- 
tos de  datos,  el  comparar las dos desviaciones  estándar puede  conducir 
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a  resultados ilógicos. Puede  ser  que las dos variables que  intervienen 
se midan  en  unidadw  distintas.  Por  ejemplo,  es  posible  que se desee 
saber,  para  una  cierta  población, si los niveles de colesterol en el sue- 
ro,  medidos  en  mg  por  100  ml,  son mas variables que el peso delcuer- 
PO, medido  en  kilogramos. 

Además, aun  cuando se utilice la misma  unidad  de  medición, las 
dos  medias  pueden  ser  bastante  distintas. Si se  compara la desviación 
estándar  de  los pesos de  niños  de  primer  año  de  primaria  con  la des- 
viación estándar  de los pesos de jóvenes  de  primer  año  de  secunda- 
ria,  puede  encontrarse  que fa desviación  estándar  de  estos  últim, o s  es 
numéricamente  mayor  que la de  los  primeros  debido a que los pro- 
pios pesos  son  mayores y no  porque la dispersión sea mayor. 

Lo que se necesita  en  situaciones como ksta es una  medida  de va- 
riacibn  relativa,  más que una de  variación  absoluta.  Dicha  medida se 
encuentra  en el coeficiente dP variución, que expresa la desviación es- 
tándar  como  un  porcentaje  de la media. La fórmula  está  dada por la 
expresión: 

( I  6 . 7 )  

Puede  apreciarse  que,  como la media y la desviación estándar  se 
expresan  en la misma  unidad  de  medición  esta  unidad se anula al calcu- 
lar el  coeficiente  de  variación. Lo que se tiene  entonces  es  unamedida 
que  es  independiente  de la unidad  de  medición. 

Supóngase que  dos  muestras  de  personas  del  sexo  masculino  pro- 
porcionan  los  resultados  siguientes. 

Muestra 1 Muestra 2 

Edad 25 años 1 1  años 
Peso medio 12.5 kg 40 kg 
Desviación estándar S kg 5 kg 

La comparación  de las desviaciones estándar  podría llevar a  con- 
cluir  que las dos  muestras  poseen igual  variabilidad. Sin embargo, si 
se calculan los coeficientes de variación  para  los  individuos de 25 años 
de  edad se tiene  que: 
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Ejercicios 

1.6. I Con base en el ejercicio 1.5.1, cdcule: 

c; )  El recorrido. 
b j Ida variancia, S' . 
c)  L a  dcsviación estándar, S 

1.6.2 Con base en el ejercicio 1.5.2. calcule: 

u 1 El recorrido. 
b )  La variancia, s2 . 
c j La dcsviacicin estándar, s. 
d j  El coeficiellte  de  variación. 

I .6.3 Con base en  el  ejercicio 1.5.3, calcule: 

a) E! recorrido. 
6) 1-3 variancia. S'. 
c )  L a  desviación  cstcindar, s .  

d )  El coeficiente de variacicin. 

1.6.4 Con base en  cl  ejercicio 1.5.4, calcule: 

a )  El recorrido. 
h )  La variancia, s 2 .  

c> La desviación  estjnclar, s. 

d )  El coeficiente de variaci6n. 
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I .7 MEDIDAS DE ‘TENDENCIA CESTRAL CALCULADAS 
A PARTIR DE DATOS AGRUPADOS I I  

Una vez que se han  agrupado  los  datos,  es  posible que se desee calcu-, 
lar  alguna de las medidas  descriptivas, como la media y la variancia. 
Con f ~ e c ~ m ~ i a ,  un  investigador no tiene acceso a los datos en bruto 
en  los que cs t i  interesado, pero tiene  una  distribucibn  de  frecuencias. 
Los datos suelen  publicarsz =.n l a  fonna  de  una  distribucibn de frz- 
cuencias sin que vayan  acompafíados de  una lista de los valores  indi- 
viduales o medidas  descriptivas.  Quienes  estén  interesados  en  una 
medida di: tendencia  central o una  medida  de dispersión  para  estos 
datos,  deben cak:ularla por si mistnos. 

Cuando se ag;rupan los datos, las obsen7aciones individ.uales pierden 
su identidad.  0bse.rvando  una  distribucibn  de  frecuencias  puede  deter- 
minarse el n ~ í ~ n e r o  de  observacioncs que caen dentro  de los diferentes 
intervalos de clase. pero I-IQ pueden  deternlinarse los valores  reales. 
Debido  a  esto,  deben  plantearse  ciertas  hipbtesis acerca de los valores 
cuando se calcu’le una  medida descriptiva  a partir  de  datos  agrupa- 
dos. Como consecuencia de estas  suposiciones,  los  resultados  obte- 
nidos son 5610 aproximaciones  de los valores  verdaderos. 

r La medio ccrlculada a partir de datos cagmpados. Al calcular l a  me- 
dia  a partir de datos agrupados, se supone que todos los  valores clue 
caen dentro  de un  determinado  intervalo  de clase se localizan en el 
punto medio del  intervalo. El punto  medio  de un  intervalo dl: clase S(: 

, obtiene  calculando la  media de. los límites  superior c inferior  delinter- 
valo. El punto  medio del primer intervalo de clase de la  distribuci6n 
que se muestra en l a  tabla 1.4.3 equivale  a (1 O + 19)/2 = 20/2 = 3 4 5 ,  

Los puntos  medios  de los intervalos de clase sucesivos pueden en” 
. contrarsr:  sumando l a  arnpljrud  del  intervalo  de clase al punto  medio 

anterior. El punto medio 4.d segundo intervalal de clase de la tabla 
1.4.3, por $ejemplo, eqtlivale H 1 a.5 f 10 = 24.5. 

Para encontrar 13 media. se multiplica  cada  punto  medio  por la 
frecuencia. correspondiente, se suman  estos  productos y se divide  en- 
tre la suma de las frecuencias. Si los datos  rcprsentan  una  muestra 
de observaciones, el  cálculo de l a  media  puede mostrarse sirnb6lica- 
mente corno: 

x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fd l ? l i f l  
T’ 

y == L...”. 
i - . l  

k 11.-.1) 
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donde k = el n6mero de  intelvalos de clase, m i  = el punto medio del 
i-6simo intervalo de clase y fi = la frecuencia  del i-ésinlo intervalo de 
clase. 

Cuando se calcula la media a partir de  datos agrupados, resulta 
conveniente  preparar  una ta3la de  trabajo como 13 tabla l . 7 . i ,  clue 
se ha  preparado para los datos  de l a  tabla 1.4.3. 

Ahora puede  calcularse la media. 

El cilculo de una media  a  partir  de  una  poblacihn  de  valores agru- 
pados en 
la m i m a  

un  número  finito  de  clases, se lleva a cabo exactame~rte en 
form a. 
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encontrando  el  intervalo  de clase que  contenga el valor n/2.  Con base 
una vez mhs en los datos  del  ejemplo 1.4.1 con fines  ilustrativos,  re- 
cuerdese que se tienen 57 observaciones. El valor  de n/2  es 28.5. Ob- 
servando la tabla I .4.3  se ve que los  dos  primeros  intervalos  de clase 
comprenden  24  de las observaciones, y que  34 de ellas  están compren- 
didas  en  los  tres  primeros  intervalos  de  clase. El valor de la mediana, 
por  lo  tanto, esth en  el  tercer  intervalo  de clase. Está en  algún punto 
entre 29.5 y 39.5 si se consideran  los  límites  de clase  verdaderos. La 
pregunta  ahora  es:  ¿Qué  tanto  debe avanzarse en este  intervalo  antes 
de llegar a la mediana? Bajo la premisa de  que los  valores  están  distri- 
buidos  uniformemente  a  lo largo de  todo el intervalo,  parece  razonable 
que se debe avanzar una  distancia igual a (28.5 -- 24)/1 O de l a  distan- 
cia total  del  intervalo  de clase debido a que, despuCs de alcanzar  el 
límite  inferior  del  intervalo  de clase que  contiene  a la mediana, se ne- 
cesitan 4; observaciones  más, y hay un  total  de  10  observaciones en 
el  intervalo.  El  valor de la mediana equivale entonces al  valor del lí- 
mite  inferior  del  intervalo  que  contiene  a la mediana, m8s 4.5110 de 
la amplitud  del  intervalo. Para los datos  de la tabla  1.4.3, se tiene que 
elvalor  de  lamediana es de 29.5 + (4.5/10)(10) = 34. 

En general,  la  mediana puede calcularse a  partir  de  datos  agrupa- 
dos  mediante la siguiente  fórmula: 

donde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALi = (el límite  inferior  verdadero  del  intervalo  que  contiene :i la 
mediana, U i  = cl limite  superior  verdadero  del  intervalo  que  contiene 
a la mediana, J = el nlimero de  observacionesque  aún  faltan  por alcan- 
LW z l a  mediana  una ve2 que sc ha alcanzado el límite  inferior  del 
intervalo que conSi~ne a la mediana y fj = la frecuencia del intervalo 
que contiene a la  nediana. 

La moda: datos agrupados. Se ha definido la moda  de  un  conjun- 
lo de  vxlores como el valor que ocun-t: con mhs frecuencia.  Cuando se 
designa 13 moda  de  dai-os  agrupados, se refiere por lo  general a 13 cla- 

se rnodal, donde l a  clase modal es e! inte.rvalo de clase con la  frccucn- 
cia mhs alta. En el  ejemplo I .4.1 la clase modal  sería la  segunda clase, 
20-29: o bien, 13.5-?,9.5, utilizando los límites  de clase  .verdaderos. Si 
debe especificarse un  s610 valor  para !a moda de datos  agrupados, se 
toma c:amo el \Tutlt~> medio -?e !a clase modal. En el presente e.jernpio, 
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este es 24.5. La suposici6n que se hace es que  todos ins valores  del i ra-  
tervalo caen  en  el  punto  medio. 

AI calcular l a  vuiarxia y la  desviaci6n estiindar a partir de datos agrw 
pados, st: supone que todos los valores que caen  dentro  de un  detenni-. 
nado intervalo de clase se localizan en el puntomedio delintervalo. Se 
recordará qu.: esta es l a  flip5tesis que se plante6  al  calcular la media 
y la moda. Entonces, la variancia de  una mwstra  está dada por 1 3  ex- 
presión: 

donde los símbolos tienen las dei'iniciones dadas  en l a  ecuación 1.7. I .  
En ocasiones puede  preferirse utilizar la  siguiente fórmula  de cdlcu- 

lo de l a  vasiancia de la muestra: 

don& 

La fórmula para deikir a u2 es la misma que para S ' ,  e,xcepto 

q u e  p sustituye  a x y el denominador es 2 11. La f6nnula para  calca- 

lar zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5' tiene a N X en 61 denominador, en lugar de n(n  - 1). 
Se ejemplificar6  el cáiculo de la variancia y de  l a  desviacibn están- 

dar,  utilizando  tanto la f6rmula que las define como la fórmula compu- 
iscional, empleando I c x  datos  de l a  tabla 1.4.3. Para hacerlo, resultar% 
útil  otra tabh  de  trabajo  como la tabin 1 .??.l. 

k 

i = 1  
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Dividiendo el total  de la columna 6 entre el total de la columna 3 ,  
menos 1, se tiene  que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

La desviacih  estandar es 

S = J238.3459 = 15.44 

Si se utiliza  la  fórmula  de cdlculo de la ecuación 1.8,2, se tiene  que: 

57(89724.25) - (2086.5)2 = 238,3459 
s2 = 

57(56) 

Ejercicios 

En  los  siguientes  ejercicios,  considere  a  los  conjuntos  de datos  como 
muestras. 

1.8.1 Véase  el  ejercicio 1.4.1 y encuentre: 

a) La media. 
b )  La mediana. 
c )  La clase modal. 
d )  La variancia. 
e) La desviación estándar. 

1.8.2 Véase el  ejercicio 1.4.2 y encuentre: 

a) La media. 
b )  La mediana. 
c )  La clase modal. 
d )  La variancia. 
e) La desviación estándar. 
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1.8.3 Véase el ejercicio 1.4.3 y encuentre: 

a) La media. 
b )  La mediana. 
c) La clase modal. 
d)  L a  variancia. 
e) La desviación estándar. 

1.8.4 Véase el ejercicio 1.4.4 y encuentre: 

a) La media. 
b)  La mediana. 
c) La clase modal. 
d )  La variancia. 
e) La desviación  estándar. 

1.8.5 Véase el ejercicio 1.4.5 y encuentre: 

a) La media. 
b )  La mediana. 
c) La variancia. 
d )  La desviación estándar 

1.8.6 Véase el ejercicio 1.4.6 y encuentre: 

a) La media. 
b )  La mediana. 
c) La variancia. 
d )  La  desviación estándar. 

1.9 LAS COMPUTADORAS Y EL ANÁLISIS 
BIOESTADÍSTICO 

El uso generalizado relativamente  reciente  de las computadoras  ha  te- 
nido  un  tremendo  impacto  sobre la  investigacibn de las  ciencias de la 
salud  en  general y en el análisis bioestadístico  en  particular. La ne- 
cesidad  de  llevar a  cabo largos y tediosos cálculos aritméticos como 
parte  del análisis estadistico  de  datos  perdura  sólo  en la memoria  de 
aquellos investigadores y profesionistas  cuyas  carreras  precedieron  a 
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la llamada  “revolución de las computadoras”. Las computadoras lle- 
van a  cabo  un  mayor  número de  cálculos  más rápidos y mucho más 
precisos que los que  pueden  efectuar los  especialistas humanos. El 
uso  de las computadoras ha permitido  que los investigadores dediquen 
más tiempo al mejoramiento  de la calidad de los  datos en bruto  y  a 
la interpretación  de los resultados. 

Existen  programas de  computadora  grabados  que  permiten llevar 
a cabo  más  procedimientos  estadísticos  descriptivos  e  inferenciales 
que los que el  investigador  promedio  puede  necesitar. Algunos “paque- 
tes”  de  procedimientos  estadísticos  que se  utilizan  ampliamente  son 
los  siguientes: BMDP: Biomedical  Computer SPSS Statis- 
tical Package zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfor the Social  Sciences,4 The IMSL L i b ~ a r y , ~  Minitab6 
y el SAS.’ En un  artículo,  Dixon v Jennrich’  describen 38 paquetes 
de  programas  estadísticos  distinto;  Dan  información  respecto  a las 
máquinas  en las  cuales  pueden  anali-arse  los  programas,  requerimien- 
tos  del  núcleo  de  memoria,  terminología  de  los  programas,  documenta- 
ción  disponible y otras  fuentes de  inf0rmació.n. Los cálculos  de  muchos 
de  los  ejercicios de  este  libro  pueden  efectuarse  mediante los progra- 
mas de  estos  y  otros  paquetes  de  programas  estadísticos. 

En  particular, la computadora es una  herramienta  útil  para calcu- 
lar  medidas  descriptivas y  construir varias distribuciones  a  partir  de 
grandes  conjuntos  de  datos. El uso de una  computadora evita la nece- 
sidad de  utilizar las fórmulas  de  datos  agrupados  de las  secciones 1.7 y 
1.8 cuando se dispone  también  de Ins datos en bruto. 

Los programas  estadísticos  difieren  respecto  a sus requerimientos 
de  información, sus formatos  de salida y los cálculos  específicos que 
llevarán a cabo. El lector  que desee  utilizar  una  computadora para 
obtener las  soluciones a los  ejercicios de  este  libro  debe  conocer  los 
programas que  pueden utilizarse en su centro  de  cómputo para de- 
terminar,  ante  todo, si hay un programa que  efectúe los cálculos 
requeridos.  Una vez que se ha encontrado el programa  apropiado, 
sus requerimientos  de  información  deben  estudiarse  primero cui- 
dadosamente  antes  de  incorporar los datos  de los  ejercicios a la 
computadora.  Por  último,  debe  estudiarse el formato  de  información 
de  salida del  programa a fin de  que  pueda hacerse la correcta  inter- 
pretación  de  los  resultados.  Quienes  hayan  estudiado  un lenguaje de 
computación  pueden,  en  algunos casos,  desear  escribir  sus propios  pro- 
gramas de  computadora para  aplicarlos a  los ejercicios. 

La utilidad de las computadoras en las ciencias de la salud no está 
limitada al análisis estadístico. Quien esté  interesado  en saber más acer- 
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ca del  uso  de las computadoras en biología,  medicina  y  otras  ciencias 
de la  salud,  debe  consultar los  libros  escritos  por K r a ~ n o f f , ~  Ledley,” 
Lindberg,” Sterling y Pollack12 y  Tay10r.l~ 

Los avances  generales en el  uso  de  las  computadoras  en biología, 
medicina y otros  campos  relacionados se reportan  en varias revistas 
dedicadas  al  tema.  Algunas  de estas  revistas son las de Computers in 

Biology  and  Medicine,  Computers  and  Biomedical Research, Infer- 
national Journal zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAof Bio-Medical Computing,  Computer Programs in 
Biomedicine y Computers and Medicine. 

l .  1 O RESUMEN 

En  este  capítulo se ha  definido  a la estadística  como  un Area de es- 
tudio  que  trata  de la recolección y descripción de  datos  y  obtención 
de inferencias. AI principio del capítulo se incorporó  un vocabulario 
basic0 de  estadística.  Se  explican  varios  procedimientos  estadísticos 
descriptivos. Estos  procedimientos  incluyen la organización de los  da- 
tos  por  medio  del arreglo ordenado, la distribución  de frecuencias,  la 
distribución  de  frecuencias relativas,  el  histograma y el polígono  de 
frecuencias. Se describen  los conceptos  de  tendencia  central  y varia- 
ción,  junto  con los métodos  para calcular sus  medidas  más  comunes: 
media,  mediana,  moda,  recorrido,  variancia y desviación estAndar. Los 
conceptos  y  métodos se presentan  de  manera  que sea posible  el  ma- 
nejo  tanto  de  datos  agrupados  como  de  no agrupados. 

Preguntas y ejercicios  de  repaso. 

1. Explique qué se entiende  por  estadística descriptiva. 
2. Explique  qué se entiende  por inferencia  estadística. 
3, Defina: 

a) Estadística 
b )  Bioestadística 
c) Variable 
d )  Variable cuantitativa 
e )  Variable  cualitativa 
f )  Variable  aleatoria 
g) Población 
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h )  Población  finita zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i) Población  infinita 
j )  Muestra 
k )  Variable  discreta 
I) Variable continua 

4. ¿Qué  es un arreglo  ordenado? 
5. Defina y  compare las características  de la media,  mediana  y  moda. 
6. ¿Cuáles son las ventajas y limitaciones  del  recorrido como  una 

7. ¿Qué  es una  distribución  de  frecuencias? 
8. es una  distribución  de  frecuencias  relativas? 
9. Explique la diferencia  que  existe  entre  una  estadística  y  un  pará- 

10.  Explique la razón de utilizar n - 1 para  calcular la variancia de la 

1 l .  ¿Par2 qué se utiliza  el  coeficiente  de  variación? 
12. ¿Para quC se utiliza la regla de  Sturges? 
13. ¿QuC es un histograma? 
14. ¿Qué  es un  polígono  de  frecuencias? 
15. ¿Qué suposiciones  dcben  hacerse  al  calcular la media  a  partir  de 

datos  agrupados?;  ¿cuáles  respecto  a la mediana?; ¿cuáles  respec- 
to  a la variancia? 

medida  de  dispersión? 

metro. 

muestra. 

16. ¿Qué se entiende  por el término límites de clase verdaderos? 
17. Describa, a  partir  de su campo  de  estudio,  una  población  de  datos 

donde sea  irtil el conocimiento de la tendencia  central y la disper- 
sión.  Obtenga los valores  sintkticos  reales o realísticos de dicha 
poblacibn  y  calcule la media,  mediana,  moda, variancia y desvia- 
ción  estándar  utilizando las técnicas  para datos  no agrupados. 

18.  Reúna  un  conjunto de datos reales O realísticos  a  partir  de su cam- 
po de  estudio  y  construya  una  distribución de  frecuencias,  una 
distribución  de  frecuencias relativas, un histograma y un polígo- 
no de  frecuencias. 

19. Calcule  la  media,  mediana,  clase  modal,  variancia y desviación 
esthndar  para  los  datos  del  ejercicio 10 utilizando las  técnicas 
para  datos agrupados. 

20. Encuentre  un  artículo  de  una revista de su campo  de  estudio en 
el  cual se haya  calculado  alguna  medida  de  tendencia  central y 
de  dispersión. 

21. En un  estudio disefíado  para  investigar la efectividad de un anes- 
tésico  local  potencial, varias dosis se administraron 3 1 j anima- 
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les de  laboratorio.  Se  hizo un registro  de la duraci6n (en minutos) 
de la respuesta. Los resultados  fueron los  siguientes: 

Número  del Duración de 

animal la respuesta 

~~ 

1 31 
2 14 
3 19 
4 17 
5 34 
6 25 
7 17 
8 35 

Número  del 
animal 

Duración de 

la respuesta 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

22 
20 
32 
19 
27 
11 
23 

Calcule la media,  mediana, variancia y desviaci6n estindar  para es- 
tos  datos  de la muestra. 

22. La siguiente  tabla muestra  el  consumo  diario  de grasas (en  gramos) 
de  una  muestra  de  150  hombres  adultas  en  un  pais  en vias de de- 
sarrollo. Haga una  distribución  de  frecuencias y un  histograma 
para los  siguientes  datos.  Calcule  la media,  mediana, variancia y 
desviación estindar. 

22 62 77 84 91 102 117 129 137 141 
42 56 78 73 96 105 117 125 135 143 
17 69 82 93 93 100 114 124 135 142 
20 77 81 94 97 102 119 125 138 142 
46 89 88 99 95 100 116 121 131 152 
63 85 81 94 93 106 114 127 133 155 
51 80 88 98 97 106 119 122 134 151 
52 70 76 95 107 105 117 128 144 150 
68 79 82 96 109 108 117 120 147 153 
67 75 76 92 105 104 117 129 148 164 
62 85 77 96 103 105 116 132 146 168 
53 72 72 91 102 101 128 136 143 164 
65 73 83 92 103 118 127 132 140 167 
68 75 89 95 107 111 128 139 148 168 
68 79 82 96 109 108 117 130 147 153 
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23. Los siguientes  valores  son los niveles de  hemoglobina (g/ 1 O0 ml) 
de 10 niños  que  reciben  tratamiento  para  anemia  hemolítica: 

9.1 8.3 
10.0 9.9 
11.4 9.1 
12.4 7.5 
9.8 6.7 

Calcule la media,  mediana,  variancia y desviación estándar  de  esta 
muestra. 

24. Veinte  mujeres  postmenopáusicas  a  quienes se les había  practica- 
do  histerectomía  durante su período  de  premenopausia  recibieron 
una  terapia  diaria de estrógeno  sintético  durante  cuatro meses. 
Después de  dicho  tratamiento, se  registraron los siguientes  valores 
de  estrógeno: 

61 58 54 54 
81 56 81 75 
61 80 92 59 
63 83 71 58 
82 92 69 94 

Calcule la media,  mediana,  variancia y desviación estándar  de esta 
muestra. 

25. La siguiente  tabla muestra la distribución  de  edades de casos de 
una  cierta  enfermedad  reportada  durante  un  año en un  estado par- 
ticular. 

Edad Número  de casos 
____" 

5-14  5 
15--24  10 
25 -34  20 
35  -44 22 
45 - 54  13 
55-64 5 

Total 75 

Calcule la media,  mediana.  variancia y desviación estándar de esta 
muestra. 
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2 
Algunos  conceptos básicos de 

probabilidad 

2.1 INTRODWCCI~N 

La teoría  de la probabilidad proporciona la base para la inferencia 
estadística. Sin embargo,  esta  teoría,  que es una  rama  de las mate- 
máticas,  no es el  tema  principal  de  este  libro y,  como  consecuencia, 
sólo se estudian  aquí sus conceptos  fundamentales. Los estudiantes 
que deseen  dedicarse a  este  tema  deben  consultar los libros  sobre 
probabilidad  de Bates,' Dixon,* Mosteller y colaborado re^,^ Earl 
y colaborado re^,^ B e r m a ~ ~ , ~  Hausner,6  y Mullins y R o ~ e n . ~  También 
encontrarán  útiles los  libros sobre estadística matemritica de  Freund,' 
Hogg y Craig' y  Mood, Graybill y Boes.' o Para quienes  estén in  tere- 
sados  en la historia  de  la  probabilidad, se les recomiendan los  libros 
de  Todhunter"  y David."  Por ejemplo,  en  este  último se encuentra 
que  el  primer  matemitico  que calculó correctamente  una  probabilidad 
teórica  fue  el  italiano  Girolamo  Cardano,  quien vivi6 de  1501  a 1576. 
Los objetivos  de  este capítulo  son  ayudar al estudiante  a  adquirir 
alguna  habilidad  matemática  en el área  de la probabilidad  y  ayudarle 
a  comprender los conceptos  más  importantes. El progreso  logrado  a 
lo largo  de  estas líneas  contribuirá  en gran medida al éxito  que tenga 
el estudiante  en  comprender los procedimientos  de inferencia estadis- 
tica que se presentan  posteriormente  en  este  libro. 

El concepto  de  probabilidad no es extraño  para q i e n e s  trabajan 
en las ciencias de la  salud, y suele encontrarse  en la comunicación co- 

g -1 {j, ;! (3 1 
61 

." . 
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tidiana.  Por  ejemplo,  puede  escucharse  decir  a un  mkdico que  un 
paciente  tiene  un 50% de  probabilidad  de  sobrevivir  a  una  cierta 
operación.  Otro  médico  puede  decir  que  está  un 95% seguro  de que 
un  paciente  tiene  una  determinada  enfermedad.  Una  enfermera de 
salud  pública  puede  decir que nueve de  diez  veces un  cierto  cliente 
cancelará una  cita. Así, se tiene la costumbre  de  medir la probabi- 
lidad  de  ocurrencia  de  algún  evento  por  medio  de  un  número  entre 
cero y uno.  Cuanto más probable sea el evento, más próximo  estará 
el número  a  uno; y cuanto  menos  probable sea el  mismo,  más  pr6xi- 
mo estará el número  a  cero. Un evento  que  no  puede  ocurrir  tiene 
una  probabilidad  de  cero y otro  que  con seguridad  ocurre  tiene  una 
probabilidad  de uno. 

2.2 DOS PUNTOS DE VISTA DE LA PROBABILIDAD: 
OBJETIVO Y SUBJETIVO _________ - 

Hasta  hace muy  poco  tiempo, la  probabilidad  era  concebida por los 
estadísticos y matemáticos  sólo  como  un  fenómeno objetivo deriva- 
do  de  procesos  objetivos. 

El concepto  de probabilidad objetiva puede  caracterizarse aún 
más bajo los títulos  de  1) probabilidad clásica, o a priori y 2) el  con- 
cepto de  probabilidad de frecuencia relativa, o a  posteriori. 

El estudio clásico de la probabilidad  data  del siglo XVII y del  tra- 
bajo  de  dos  matemáticos, Pascal y Fermat.''3 l 2  Gran  parte  de  esta 
teoría se desarrolló  a  través de los intentos  por resolver los problemas 
relacionados  con los juegos  de  azar,  como  el  lanzamiento de los dados. 
Los ejemplos  de los juegos  de  azar  ilustran  muy  bien los principios 
que  intervienen en la  probabilidad clásica.  Por ejemplo, si  se  lanza un 
dado  no cargado de seis  lados, la probabilidad de  que se observe un 1 es 
igual  a  1 /6 y  es la misma  para  las otras  cinco caras. Si se elige al  azar 
una  carta  de  una baraja normal  bien  barajada, la probabilidad  de  ele- 
gir una de corazones  es  de 13/52. Las probabilidades como Cstas se 
calculan  por  el  proceso  de  razonamiento  abstracto. No es  necesario 
lanzar un  dado o tomar  una  carta  para  calcular  las  probabilidades  an- 
teriores.  En  el  lanzamiento  del  dado se dice que es igualmente  proba- 
ble observar  cada uno de los seis  lados  si no existe  razón  en  favor  de 
alguno  de  ellos.  Asimismo, si no existe  razón  en  favor de la elección 
de  una  carta en particular de una baraja, se dice que es igualmente 
probabie  tomar  cada  una de las 52 cartas.  Puede  definirse la probabi- 
lidad  en el sentido clásico de la manera  siguiente. 
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Definicih 

Si un  evento  puede ocurrir en N maneras mutuamente exclusivas 
e  igualmente  probables y si m de  éstas posee  una característica, 
E, la probabilidad de ocurrencia de E es igual a m/N. 

Si se lee P ( E )  como “la probabilidad  de E”., la definición  anterior 
puede  expresarse  como 

P(E)  = - 
m 
N 

(2.2.1) 

La aproximación  de la frecuencia relativa  a la probabilidad  de- 
pende  de la repetición  de  algún  proceso y de la capacidad  para  contar 
el  número  de  repeticiones,  así  como  del  número  de veces que  ocurre 
algún  evento  de  interés. En  este  contexto, la probabilidad  de observar 
alguna  característica, E,  de  un  evento,  puede  definirse  de la manera 
siguiente. 

Definicibn 

Si algún  proceso se repite un gran número  de veces, n, y si  algún 
evento  resultante con la característica E ocurre m veces, la fre- 
cuencia relativa de ocurrencia de E,  m/n, será aproximadamente 
igual a la probabilidad de E. 

Para expresar  esta  definición  en  forma  concreta, se escribe 

P ( E )  = - 
m 
n 

Sin embargo,  debe  tenerse  en  cuenta 
m/n es sólo  una  estimacibn  de P ( E ) .  

(2.2.2) 

que,  estrictamente  hablando, 

A principios  de la década  de 1950. L. J. Savage13 dio  un  impulso 
considerable  a  lo  que se conoce  como  concepto  “personal”  de Ia pro- 
babilidad. Este punto  de vista  sostiene que la probabilidad  mide la 
confianza  que  tiene  un  determinado  individuo en la veracidad de  una 
proposición  particular.  Este  concepto no se basa en  la  repetición  de 
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algún  proceso. De hecho,  aplicando  este  concepto de probabilidad, 
puede evaluarse la probabilidad  de  un  evento que sólo  puede  ocurrir 
una  vez, por  ejemplo,  la  probabilidad  de  que se encuentre  una  cura 
para  el  cáncer  en  los  próximos  1 O años. 

Aunque  el punto  de vista  subjetivo  de la probabilidad  ha  recibido 
una gran atencibn desde  hace  ya  varios años,  no  ha sido  completa- 
mente  aceptado  por los estadísticos  con  orientaciones  tradicionales. 

2.3 PROPIEDADES ELEMENTALES DE LA 
PROBABILIDAD ___.____~_. 

En 1933, el enfoque  axiomático de la probabilidad  fue  formalizado 
por  el  matemático ruso, A. N. Koln~ogorov. '~ La base de este  enfoque 
esta  englobada  en  tres  propiedades, a partir  de las cuales se construye 
un sistema  completo de la teoria de la probabilidad  mediante  el  uso 
de la lógica matemática. Las tres  propiedades son las  siguientes: 

1. Dado  algún proceso ( o  experimento)  con n resuEtados mutua- 
mente  excluyentes  (llamudos  eventos), E, ,  E,, . . . , E,, a la 

probabilidad  de  cualquier  evento. Ei, se le asigna un  número no 
negativo. Es decir, 

(2.3.1) 

En otras  palabras,  todos los eventos  deben  tener  una  probabilidad 
mayor o igual a cero,  lo  cual es  un  requisito  razonable  en  vista de la 
dificultad  de  concebir  una  probabilidad  negativa. En concepto clave 
en el enunciado de  esta  propiedad  es el concepto de  los  resultados 
mutuamente  excluyentes. Se dice que dos  eventos  son  mutuamente 
excluyentes si no pueden  ocurrir  simultáneamente. 
2. La suma  de las probabilidades  de  todos los resultados mutuamlnte 

excluyentes es igual a I .  

(2.3.2) 
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Esta  es' la propiedad  de exkaustividad y se  refiere  al  hecho  de  que 
el observador  de  un  proceso  probabilistic0  debe  tomar  en  cuenta  to- 
dos los eventos posibles y, cuando se toman  todos  juntos, su probabi- 
iiciad total es de I f  El requisito de  que los eventos sean mutuamente 
excluyentes se satisface especificando  que los eventos E l ,  E,,  . . , , 
E, no se traslapan. 
3 ,  Considérense  dos  eventos cualesquiera mutuamente  excluventes, 

Ei y Ej. La probabilidad de que ocurra Ei o Ej es  igual a la suma 
de sus probabilidades  individuales. 

P(E ,  o E j )  = P(E, )  + P(E,) (2.3.3) 

Supbngase  que los dos  eventos  no  fueran  mutuamente  excluyen- 
1 tes, es decir,  supóngase  que  pueden  ocurrir al  mismo  tiempo. Al inten- 

t3r  calcular la probabilidad  de ocurrencia de Ej o Ej ,  se descubriría 
el problema del  traslape y el  procedimiento se volveria bastante  com- 
plicad o. 

Antes  de aplicar  estas  ideas  para  calcular la probabilidad  de  un 
evento,  resulta  dtil revisar algunas ideas básicas de l a  teoría  de  con- 
juntos y las técnicas  de  conteo. Estos temas se tratan  en las  siguientes 
dos secciones. 

2.4 TEORÍA DE CONJUNTOS Y NOTACIÓN DE 
CONJUNTOS  (NOCIONES BÁSICAS)- 

George  Cantor (1 845-1 918)  introdujo la teoría  de  conjuntos  a fines 
del siglo pasado.  Esta  teoría es una  herramienta  matemática  de gran 
utilidad  en  muchas  ramas  de las matemáticas,  incluyendo  la  probabi- 
lidad.  Debido  a  esta  razón, la teoría  de  conjuntos se expone  en  el 
presente  capítulo. Sin embargo,  sólo se cubrirli un  mínimo  de sus 
conceptos básicos. Los libros de Breuer,15 Stol1ll6 y Maher,I7  entre 
otros,  pueden  consultarse para un  estudio más completo. 

17:1 conjunto es un grupo de objetos definidos y dlstintos. Los 
objetos que constituyen un conjunto se conocen  como elementos o 
miembros del  conjunto. Se utilizarán  letras  nlayusculas  para  designar 
un  conjunto. 

Un conjunto  puede describirse en cualesquiera de las siguientes 
formas. 

). 
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l .  Enumerando  todos los elementos  del  conjunto. 
Ejemplos: 

Conjunto  Todos los elementos del conjunto 
A = {paciente  nilmero 1 ,  paciente  número 2, paciente  número 3 } 
B = {medicamento A, medicamento B, medicamento C, medica- 

C = {animal  1,  animal 2, . . . , animal n } zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
D = {Sra.  Perez,  Srita.  Vázquez,  Sr.  González,  Srita.  Gutiérrcz } 

mento D} 

2. Describiendo el tipo  de  elementos  que  constituyen el conjunto. 
Ejemplos: 

Conjunto Tipo de  elemento 
A = {todos los pacientes en estado  crítico  del  cuarto piso} 
B = {todos los medicamentos  utilizados  en  cierto  experimento} 
C = (todos los animales  utilizados  en  cierto  experimento} 
D = {todas  las  enfermedades  de salud  pública  empleadas  en cier- 

ta  clínica} 

A continuacióa se dan  algunos  conceptos  adicionales  relaciona- 
dos  con  los  conjuntos. 

1, Un conjunto  unitario es  un conjunto  formado  por  un solo ele- 
mento. 

2. Un conjunto  que  carece  de  elementos se conoce  conlo conjunto 
vacío o conjunto  nulo, y se designa por el  símbolo 4. 

3 .  El conjunto de todos los elementos  por el que se tiene  inter&  en 
una  discusión  dada se conoce  como conjunto universal. Este  con- 
junto se designa por medio  de la letra  mayúscula U. 

4. Si el conjunto A contiene  uno o más  elementos  del  conjunto B ,  
y si todo  elemento  de A es un elemento  de l?, entorlces se dice 
que A es  un subconjunto de B. 

5. Por definición, el conjunto  vacío  es  un  subconjunto  de  cualquier 
otro  conjunto. 

6. Dos  conjuntos son iguales si, y sólo si, contienen  los  mismos ele- 
mentos. 
L.as siguientes  son  algunas  operaciones  útiles  con  conjuntos.  Don- 

de sea conveniente, las  diversas  relaciones que hay entre  los conjuntos 
se ilustrarán por  medio  de u n  artificio  conocido  como diagrama de 
Venn, el  cual  representa un conjunto  como una porción  de  un plano. 
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l .  La unión de dos  conjuntos, A y E ,  es otro conjunto y consta  de 
todos los elementos  que  pertenecen  a A o a B ,  o tanto a A como 
a B .  Se utilizará  el  símbolo U para  designar la unión  de  dos con- 
juntos. 
Ejemplo: supóngase que en  una  clínica  de salud mental,  los casos 

asignados  a una  trabajadora social constan  de los  pacientes A ,  donde 

A =: {pacientes  1, 2, 3, 4, 5,  6} = todos los pacientes  asignados 
que  están  recibiendo  terapia por medio  de  medicamentos 

y el  conjunto de los pacientes B ,  donde 

B =T {pacientes 2, 4, 7, 8, 9, 10, 11 1 = todos los pacientes 
asignados que  están  recibiendo  psicoterapia  de  grupo 

La uni6n de  estos  dos  conjuntos  puede escribirse como 

A U B =  { I ,  2 ,3 ,4 ,  5,  6, 7 ,8 ,  9, IO, 11)  =todoslospacientes 
asignados que  están  recibiendo  terapia  mediante 
medicamentos,  psicoterapia, o ambas. 

Se dice que los dos  conjuntos, A y B son IZO ajenos cuando  tienen al  
menos un elemento  en  común. En este  caso, los elementos  comunes 
son los pacientes 2 y 4. 

En la figura 2.4.1 se muestran los tres  conjuntos,  utilizando dia- 
gramas  de  Venn.  Nótese  que A U B es el Area total  sombreada  en  el 
recthguio  de la derecha. 

A B A U B  

Figura 2.,4.1 Unibn de  dos conjuntos no ajenos. 
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A B A U B  

Figura 2.4.2 Unión de dos conjuntos ajenos. 

Si dos  conjuntos  no  tienen  elementos en común se dice que  son 
ajenos. Por ejemplo,  supóngase que el 10 de  mamo  de  1983 fue- 
ron  admitidos  a  un  hospital general 15 pacientes,  de los cuales 10 
tenían más de 30 años y 5 menos  de 30  años  de  edad.  Defíname los 
siguientes  conjuntos: 

A = (todos  los  pacientes  dz  más  de 30 años  admitidos  el 

B = {todos los pacientes  de  menos  de 30  años  admitidos 
10  de  marzo  de  1983) 

el 1 O de  marzo  de 1983) 
A CI B = (todos los pacientes  admitidos el 1 O de  marzo de 1983) 

Aquí, 10s conjuntos A y R son  ajenos, puesto  que un paciente  no 
puede  tener, al mismo  tiempo,  menos  de 3 0  años y más de 30 añosde 
edad. La unión de dos  conjuntos ;zienos se muestra  en la  figura 2.4.2. 

2. La interseccicin de dos  conjuntos, A y B ,  es otro  conjunto, y 
consta  de  todos 10s elementos qui: están  tanto  en A como el? B .  
Se utilizará el sirnbolo fl para  designar a la intersección  de  dos 
conjuntos. 

En  el  ejemplo  anterior,  que se refiere a los pacientes  de  una cli- 
nica de salud mental, la intersección  de los conjuntos A y B consis- 
tiría  de todos los pacientes  que  están  recibiendo  tanto la terapia 
mediante  medicamentos  como la psicoterapia  de  grupo, es decir, i o s  
pacientes 2 y 4. En la notacibn  de  conjuntos,  esto se escribe como 
A n B = (todos los pacientes  que e s t h  rccibiendo tanto la terapia 
mediante  medicamentos  como la psicoterapia  de  grupo). Em la  figura 
2.4.1, A f' B se muestra  como el  irea doblemente  sombreada, qlle 
representa el traslape de lcrs conjuntos A y R.  
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Figura 2.4.3 Diagrama de Venn mostrando los conjuntos A y A7 

El  ejemplo de los pacientes  admitidos  a  un  hospital  general el 
1 O de  marzo de 1983 ilustra  el  hecho  de  que la intersección de dos 
conjuntos  ajenos  es el conjunto  vacío. 

3. Si el conjunto A es un  subconjunto  del  conjunto universal, U, el 
complemento de A es otro  subconjunto  de U y consta  de los ele- 
mentos  de U que  no están  en A .  El complemento  de A se  designa 
como A. 

Supóngase que  de 50 mujeres  que  están  recibiendo  cuidado pre- 
natal  privado, 4 tienen sangre tipo AB. Si se designa a las 50 mujeres 
como el conjunto universal, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU, y al subconjunto  de 4 con sangre tipo 
AB como el conjunto A ,  entonces el complemento  deA es  el conjunto 
2 que  consta de  las 46 mujeres que  tienen algún otro  tipo  sanguíneo. 
El complemento  de  un  conjunto se muestra en la figura 2.4.3. 

Ejemplo 2.4.1 

Con  frecuencia, es útil  poder  identificar  a  los  conjuntos y subconjun- 
tos  representados  por  medio de datos  tabulados  cruzados,  como  en la 
tabla 2.4.1, que  muestra al personal  técnico y profesional  de  un 
grupo de hospitales,  tabulado  por  edad y categoría  de  trabajo. De- 
nótese el nilmero  de  elementos de un  conjunto,  por  decir el conjunto 
A ,  como n ( A )  y utilicese la notación  de  conjuntos  para  identificar 
algunos  de los subconjuntos  definidos en la tab!a. 

En la tabla 2.4.1, los  conjuntos A al A ,  constan  del  personal 
que  pertenece  a los grupos  especificados  de  edad y los  conjuntos 
B1 al B9 constan  del  personal  que  pertenece a las categorías especi- 
ficadas de trabajo.  Pueden  especificarse  otros  conjuntos  utilizando 
los conceptos de  intersección,  unión y complemento. Por ejemplo, 
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Tabla 2.4.1 Empleados profesionales y técnicos de un grupo de  hospitales, clasi- 
ficados por edad y categoría  de  trabajo. 

A l  - 4 2  A 3  A4 

Categoría de trabajo <25  26-30  31-35 > 35 Total 

MBdicos 
Servicios de laboratorio  clínico 
Servicios de dietas 
Servicios de registros médicos 
Servicios de enfermería 
Farmacia 
Tecnología radiológica 
Servicios terapéuticos 
Otros servicios profesionales 
y tkcnicos 

O 5 25 75 105 
20 30 35 35 120 

3 6 6 10 25 
7 15 8 12 42 

200 375 442 203 1220 
1 12 8 3 24 

4 10 19 12 45 
5 25 15 10 5 5  

20 35 50 25 130 

Total 260 513 608 385 1766 

el  conjunto B 1  n A 4  consta  de los médicos  que  tienen  más  de  35 
aAos de  edad,  y n(B,  n A 4 )  = 75. El conjunto B ,  U A ,  consta  del 
personal  de  laboratorio  clínico o del  personal  que  está  entre ].as eda- 
desde  26y30añosoambos,yn(Bz U A , ) =  120+513-30=603.A1 
calcular n(B,  U A , ) ,  tiene  que  restarse el número (30), quienes son 
el  personal tanto  de  laboratorio  clínico  como el que está  entre las 
edades  de  26 y 30 años,  ya  que se ha  contado  dos veces, o sea,  está 
incluido  tanto  en el número  120  como  en  el 5 13. El complemento 
de A 4 ,  z4, consta  de  todo  el  personal  de  35  años  de  edad o menos 
y n(A4)= 1766 - 385 = 1381. 

Ejercicios 

2.4.1  La  siguiente  tabla muestra los pacientes  admitidos a un hos- 
pital  psiquiátrico  durante  un  año. Los datos  están  tabulados 
por diagnóstico y edad. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Técnicas  de  conteo:  permutaciones y combinaciones 71 

Edad (años) 

Az  A3 A4 A s  A6 A I  
Al 1 5 a  2 5 a  35a  45a 5 5 a  65y 

Diagnóstico <15 24  34 44 54 64 mayores Total 

B1 Reacción O O O 7 27 20 4  58 

psicótica 
involucional 

maniático 
depresiva 

frenia 

psiconeuróticas 

al alcohol 

l a s  drogas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

52 Reacción O 1 1 4  9 5 4 24 

8 3  Esquizo- 5  90 140 160 103 44 7 549 

8 4  Reacciones O 26 44  47 29 13 3 162 

5s Adicción O 7 41  77 68 26 5 224 

B6 Adicción  a O 2 2  4 2  2 1 13 

Total 5 126 228 299 238 110 24 1030 

Con  base  en la tabla  anterior,  explique  con  palabras los siguientes 
conjuntos y dé  el  número  de  pacientes en cada uno de ellos: 

2.5 TGCNICAS DE CONTEO: PERMUTACIONES 
Y COMBINACIONES "" 

En  est,a  sección se presentan  algunas  técnicas  litiles  para  contar  el 
número de  eventos que satisfacen  algún conjunto de  condiciones. 
Estas  técnicas  son  útiles  para  calcular la probabilidad  de un  evento, 

I cuando  es  grande  el  número  total de  eventos  posibles. 

Fuctoriales. Dado el entero  positivo n ,  el producto  de todos I q  
números  enteros  de n a 1 se conoce  como factorial de n y se escribe n! 
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Los siguientes son algunos  ejemplos  de  factoriales: 

y, en general, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M !  = M ( , l  " 1 ) ( M  - 2)(n - 3 ) .  . . . ' 1 

Por definición, O! = l .  Debe  observarse tarnbikn que 

lo! = l o . ' ) !  

S! = 5 ' 4! 

u !  = ?](U - l ) !  

Ejemplo 2.5.1 

Por  medio  de los factoriaics,  pueden  contestarse las preguntas refe- 
rentes al número de formas en que  pueden  disponerse  unos  objetos 
en  línea.  Por  ejemplo, supbngase que se tienen  cuatro  recipientes  de 
medios  de  cultivo,  cada  uno  de los cuales  está  inoculado  con  un orga- 
nismo  distinto. ;En cuántas  formas  distintas  pueden  colocarse en 
línea sobri: un estante?  La  respuesta es 4! = 4.3.2.1 = 24 formas. 
Una  gráfica,  conocida  como diagrama arborescente,  resulta útil para 
imaginar  las  posibilidades.  Desígnese a las posibilidades como la pri- 
mera, segunda, tercera y cuarta  posiciones y a los cuatro  medios  por 
A, B, C y D. El diagrma arborescente  de l a  figura 2.5.1 represerita 
los arreglos posibles. 

Permutaciones. Una permutación es  un  arreglo  ordenado de ob- 
jetos. 

Los 24 arreglos  de los medios  de  cultivo  que se muestran  en la 
figura  2.5.1 son las  permutaciones  posibles  de  cuatro  objetos  toma- 
dos los cuatro a l a  vez. A veces pueden  tenerse  más  objetos  que posi- 
ciones  por  llenar.  Supóngase  que,  en el ejemplo  anterior, s61o se t i m c n  
dos  posiciones  disponibles  en  el  estante. ¿De cuántas  maneras distin- 
tas  pueden llenarse estas dos posiciones uti!izando ios CLiLitr<> i n e d i o s  
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Formas de Formas de Formas de Formas de Cantidad de 
llenar la pri- llenar la segun- llenar la  ter- llenar  la cuzr- arreglos 

mera posici6n da posicidn cera posici6n t a  posicidn 

A / C-------B 
"D 

D 1 

C 2 

D 3 

B 4 

C 5 

B 6 

D 7 

C 8 

D 9 

A 10 

C 11 

A 12 

D 13 

B 14 

D 15 

A 16 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
B 17 

A 18 

C 19 

E 20 

C 21 

A 22 

B 23 

A 24 

Figura 2.5.1 Diagrama arborescente que muestra los arreglos posibles de cuatro 
objetos colocados en l ínea. 

de cultivo? Para contestar esta pregunta,  debe  determinarse el nú- 
mero de pennutaciones  posibles de cuatro  objetos  tomados dos a l a  
vez. Se  tienen  cuatro  objetos, 4. E,  C o D, con los  cuales se puedc 
llenar la primera  posición.  Una vez que  se  ha  llenado la primera 
posicihn, se tienen sólo tres ob.jt.tos, con los cuales puclde llenarse 
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Formas de llenar la Formas de llenar la 

primera  posicibn segunda posici6n 

B 

A -  C 

"-----D 

C-"B 
"A 

"-----D 

A 

D- B 

C 

Cantidad de 

permutaciones 

10 

11 

12 

Figura 2.5.2 Diagrama arborescente que muestra las permutaciones zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAck cuatro 
cosas tomadas  dos  a la  vez. 

la  segunda  posición.  Una vez más, utilicese un diagrama arborescente 
(figura 2.5.2) para  ilustrar la situación. 

En la figura 2.5.2 se puede  ver  que  hay 4.3 permutaciones  po- 
sibles  para  cuatro  objetos  tomados  dos  a la vez.  Desígnese por n al 
número  de  objetos  distintos  de  los  cuales se  va a  obtener  un  arreglo 
ordenado y por r al número  de  objetos  en  el arreglo. El número  de 
dichos  arreglos  ordenados  posibles se conoce  como  el  número  de per- 
mutaciones  de IZ objetos  tomados r a  la vez y puede escribirse como 

P,. En  general, se tien.: que 

.P, = n(n - l ) ( n  - 2)  ' . ' (I1 - r + 1) (2.5. I ) 

También  puede evaluarse .P, por  medio  de  una  fracci6n  que COITI- 
prende  factoriales  como sigue: 
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Desarrollando la ecuación 2.5.2 se tiene  que: 

n ( n -  l ) ( n - 2 ) . . . ( n - - r +  l ) ( r z - r ) ( n - r -  1 ) . " 1  

( n  - r ) (n  - r - 1)  . . . 1 
p = _ ~ _ _ _ _ _ _ " _ _ _  

n r  
- 

El denominador y los términos del  numerador  más allá de (n - 

Considérese  la  evaluación  de  las permutaciones  mediante  otro 
r + 1) se anulan,  quedando  el  otro  miembro  de la ecuación 2.5.1. 

ejemplo. 

Ejemplo 2.5.2 

En un  departamento  de  sanidad  municipal se tienen  cinco  oficinas 
adyacentes  que van a  ser  ocupadas  por  cinco  enfermeras, A, B, C, D 
y E. ¿De cuántas  maneras  distintas  pueden asignarse las enfermeras 
a las oficinas? La respuesta se obtiene  evaluando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5P5, de  modo  que 
se tiene: 

Supóngase que  hubiera seis enfermeras,  de las cuales cuatro se 
fueran  a asignar a cuatro oficinas  adyacentes. E11 este  caso,  es nece- 
sario  determinar  el  número  de  permutaciones  de seis cosas tomadas 
cuatro  a la vez, de  modo  que se tiene  ahora  que 

Combinaciones. Una combinación es  un  arreglo de objetos sin 
importar su orden. El número  de  combinaciones  de n cosas tomadas 

r a la  vez  se escribe como 
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En la figura 2.5.2 las  perrnutaciones  dc  cuatro cosas tomadas  dos 
a la vez consistieron  de los 12 arreglos  siguientes: 

AD 

RA 

BC 

BD 

C A  

CB 

CD 

D A  

DC' 

Nótese  que, en l a  l ~ s t a  anterior,  hay varias parejas de arreglos que 
son  semejantes,  excepto  por el orden en el que aparecen las letras. 
Pueden  ordenarse  estas  parejas  para  obtener 

4B A C  AD RC RD CD 

En ciertos casos, es posihle c l ~ l t '  no se desee establecer  una distin- 
cibn  entre el arreglo AB y el arrcglo B A ,  por  ejemplo. Es posible que 
se desee considerarlos como el mismo subconjunto, en cuyo caso se 
dice que el orden no cuenta y a estos arreglos se les da el nombre de 
combinaciones.  Aunque et1 el ejemplo  de los medios de  cultivo se tie- 
nen 12 pcrmutaciones, sólo se tienen seis combinaciones.  En  otras 
piabras ,  se tienen dos pernlutaciones por cada combinacih. En 
general, se tendrán Y! pern1utacionc.s por cada  combinación de ?I cosas 
tornadas Y a la vez. o, diciCndolo dc otra  manera, en general, se ten- 
dril1 r !  veces tantas permutaciones c m ~ o  combinaciones, Es decir, 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Técnicas de  conteo:  permutaciones y combinaciones 77 

(2.5.31 

Si se resuelve la ecuacibn 2.5.3 para , se tiene  que i:) 

Volviendo  a  escribir el  numerador de acuerdo  con la ecuación 2.5.2, se 
tiene la  fórmula  para  el nimero de  combinaciones de IZ cosas  toma- 
das r a la  vez: 

(2.5.4) 

St. demostrará  ahora  que  cuando se utiliza la ecuación 2.5.4 para 
obtener e1 número  de  combinaciones  de  cuatro cosas tonladas dos 
a l a  vez, se tiene  un  valor de seis: 

Como un ejemplo más, suyhgase  qut? un jefe  de  terapia  de grupos 
de una  clínica de  enfermos  mentales  tiene 10 pacientes,  de los cuales 
debe  formar  un  grupo  de S-is. ¿.Cuántas combinaciones  de pacien- 
tes son posibles'? Se encuentra que l a  respuesta  esta  dada por el si- 
guiente  desarrollo: 
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Permutaciones de objetos que  no son todos  distintos. Al estudiar 
las penxutaciones, se ha considerado el caso  donde  todos los objetos 
que  están  permutándose  son  distintos.  En  algunos casos, en  un con- 
junto  de  objetos  que van a permutarse  pueden tenerse uno o más 
subconjuntos  de  objetos  que  no son  distinguibles.  Surge  ahora la prr- 
gunta de cuhntas  pemutaciones son posibles  bajo estas circunstan- 
cias. Parece lógico que  el  número sea menor  que  cuando  todos los 
objetos son  distintos. 

Ejemplo 2.5.4 

Considérese lo anterior  respecto al  caso de las cinco  enfermeras, A, 
B, C, D y E, a quienes se les van a asignar oficinas  adyacentes.  Supón- 
gase que  dos de las enfermeras desean quc sus oficinas se pinten  de 
blanco,  dos  de amarillo y la cnferrncra  rcstante dcsea que SU oficina 
se pinte  de verde. ¿Cuantas secuencias de  colores son posibles? Se 
supone que, con  respecto al color, las dos  oficinas blancas no  son 
distinguibles, así corno tambiCn las de  color amarillo. Las secuencias 
posibles de col.ores para las cinco  oficinas  adyacentes  son las siguientes: 

BBAAV 
BBAVA 
RBVAA 
BVBAA 
VBBAA 
BAB,11' 
BABVA 
BAVBA 
BVABA 
VBABA 

ABBAV 
ABBVA 
ARVBA 

VABBA 
BL4A5Y 
B n A V  B 
HAVAB 
BVAAB 
VBAAB 

,1,VTIBA 

Como  puede verse, hay 30 secuencias  posibles. Si cada enfermera 
hubiera  deseado  un  color  distinto, de modo que, con  respecto al  
color,  todas las oficinas  fueran  distintas,  habrían zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5P5 = 5!  = 120 
secuencias  posibles de  colores. 

Supóngase que los dos blancos  son  distinguiblcs, pur  decir,  que 
uno sea blanco  mate; y que los amad los  son tarnbien  distinguiblcs, 
por dccir, que uno sea oscuro y el otro  claro. Sc jndicar6n ahora Las 
difercncias por medio  de  subindices,  de la  rrmxra siguiente: B1, B 2 ,   A l ,  
A ? .  Puede  tomarse  cualquiera  de las secuencias  dadas anteriormente 
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y  obtener  tres secuencias  adicionales,  permutando los subindices. 
Esto se hace permutando los dos  subíndices  para el blanco,  mientras 
que los amarillos no se alteran. Se  tienen 2! de esas permutaciones. 
Pueden  obtenerse 2! secuencias  adicionales  permutando  los  subindices 
de los amarillos,  dejando  los  blancos  inalterados.  Dado  que sólo hay 
un  verde, no tiene que considerarse su efecto  sobre el número de  per- 
mutaciones,  simplemente notando  que hay l! permutaciones  del 
Único verde. Sin embargo, si hubiera dos verdes que  pudieran  distin- 
guirse,  tendrían  que  tomarse  en  cuenta las 2! pernmtaciones posi- 
bles  resultantes.  Considérese  ahora la primera  secuencia  e  ilústrese 
lo  anterior. Las cuatro Secuencias  posibles, cuando  puede  distinguirse 
entre  los  blancos  y amarillos,  son  las  siguientes: 

Como  puede hacerse esto  para  cualquiera  de  las 30 secuencias  ante- 
riores, se  ve que hay 30*2! .2! - l !  = 120 secuencias cuando  todos los 

objetos son distintos.  Por  supuesto,  esto equivale a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5Y5 = 120, resul- 
tando lo que se encontró  anteriormente. 

si se hace ,p, 1, 1 1 2 , . . . , B k  igual al número de secuencias  distingui- 
bles que  pueden  formarse  a  partir  de n objetos  tomados y2 a la vez, 
cuando n son de  un  tipo, n 2  son de un segundo  tipo, . . . y nk son 
de un  k-ésimo tipo, y n = n + n 2  + . . . 4- nk , pueden generalizarse 
los resultados  anteriores  escribiendo 

Si se resuelve  para , P, I ,  *,. .. , se tiene  que 

(3 .53)  
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Utilizando  conlo  ilustración el! ejemplo  que se est5  tratando, se tie- 
ne  que 

j! 120 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
:,p7 = 2= = 30 

2!2!1! 4 

que es el núnlero de  secuencias  enumeradas  anteriormente. 

Ejemplo 2.5.5 

Considérese ahora  otro  ejemplo.  Supóngase  que el departamento  de 
servicio de  alimentos de ur! hospital  está  sirviendo,  en  cierto  día,  dos 
verduras  blancas,  dos  verdes y dos amarillas.  ;Cuántos  arreglos  dis- 
tinguibles de estas  verduras  pueden  hacerse  en la línea  de servicio si 
lo Único que  interesa es  distinguir  a  las  verduras  según su color? 
Utilizando l a  ecuaci6n 2.5.5, se encuentra  que la respuesta  es 

Se tiene un importante caso  especial de l a  ecuación 2.5.5 cuando 
sólo están  presentes dos tipos  de  objetos,  es  decir,  cuando Y son de 
un tipo y TZ - r son de  otro  tipo. En este  caso, se tiene  que 

(2.5.6) 

A partir  de  esto se observa que el nilmero de permutaciones dis- 
tintas  de n cosas, de las  cuales Y son  de un tipo y n - Y son de otro, cs 
igual al núnlero de coinbinaci0ne.s dc n cosas distintas,  tomcdas Y a 
la  vez. 

Ejercicios 

2.5.1 Evalúe lo siguiente: 

0) t,P: 
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g, (S) (;) 

2.5.2 Una  enfermera  de salud  pública  está preparando  un  programa 
para  una  reunión  con señoras embarazadas.  Tiene  que  cubrir 
cuatro  temas y puede  hacerlo  en  cualquier  orden, 

a) ¿Cuántos  programas  distintos  puede  preparar? 
b )  Supóngase  que  en  el  último  minuto se da cuenta  que  tiene 

tiempo sólo  para  desarrollar tres  temas.  ¿Cuántos progra- 
mas  distintos  puede  presentar si considera que los cuatro 
tienen la  misma  importancia? 

2.5.3  Para la comida,  en  un  hospital  un  paciente  puede elegir una  de 
cuatro carnes, dos  de  cinco vegetales :y uno  de  tres  postres. 
¿Cuántas  comidas  distintas  puede elegir el paciente si seleccio- 
na el número especificado de  cada  grupo? 

2.5.4 Un fisioterapeuta, al planear su horario del día, encuentra  que 
tiene  que realizar  siete  actividades ese dia. 

a) Si puede realizar esas actividades  en el  orden  que  desee, 
;,cuintos  horarios  distintos  puede  preparar? 

b )  Si decide  tomar la tarde  libre,  de modo que sólo tiene tiem- 
po para tres  de sus actividades, icuántos  horarios  puede 
preparar? 

2.5.5 Un educador  en  asuntos  de sanidad  tiene  tres  carteles  para 
exhibirlos  uno  junto al otro en la pared  del  vestíbulo  de  un 
centro  de  salud. ¿En cuántas  formas  distintas los puede dis- 
poner? 

2.5.6  Supóngase  que  en  cierto  laboratorio se tienen  cuatro  trabajos 
que  deben realizarse en  una  tarde  particular y que  hay  cinco 
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personas  para llevarlos a  cabo.  ¿En  cuántas  formas  pueden 
asignarse las cinco  personas a los cuatro  trabajos? 

2.5.7 Un investigador  tiene  cuatro  medicamentos  que desea poner  a 
prueba,  pero sólo cuenta  con los suficientes  animales  experi- 
mentales  para  probar  tres  de esos medicamentos.  ¿Cuántas 
combinaciones  de  medicamentos  puede  poner a prueba? 

2.5.8 t in  educador  en  asuntos  de  sanidad  ha  conseguido la partici- 
pación  de  cuatro  dirigentes  de una comunidad  (dos  hombres y 
dos  mujeres)  en un programa  de mesas redondas. ¿En cuántas 
formas  puede  distribuir  a los  dirigentes  en  una  sola  línea  frente 
a la audiencia, si  la única  distinción que desea  tomar  en  cuenta 
entre ellas es  respecto a su sexo? 

2.5.9 A ocho  animales  de  laboratorio se les ha  administrado  cierta 
droga;  tres  con  el  tipo A, tres  con el tipo B y dos con  el tipo 
C.  Cada  animal  debe  colocarse  en  una  de ocho jaulas  adya- 
centes  para su observación. Si los animales sólo pueden  distin- 
guirse  según  el tipo de  fármaco  que  recibieron,  ;cuántos  arreglos 
distintos son posibles? 

2.6 CALCULO DE LA PROBABILIDAD DE UN EVENTO 

Ahora se aplicarán los conceptos y técnicas  de las secciones  anterio- 
res  para  calcular  las  probabilidades de eventos  específicos.  Conforme 
se  necesiten, se irdn presentando  ideas  adicionales. 

Ejemplo 2.6.1 

Con fines  ilustrativos,  se  utilizará  el  ejemplo  2.4.1 y los datos  dados 
en la  tabla 2.4.1. Supóngase que se elige un  empleado al azar de 
todos  los  empleados  que se presentan, ¿cuál  es la probabilidad  de  que 
esta  persona  tenga 25 años  de  edad o sea más  joven? Se considerará 
que la probabilidad  de seleccionar  a  cualquier empleado es igual  a 
la  probabilidad  de  seleccionar  a  cualquier otro, y se define la proba- 
bilidad  de interés  como el nimero  de resultados  favorables dividido 

9 
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entre el número  total  de  resultados posibles. Entonces, la respuesta  a 
la pregunta es 

Probabilidad  condicional. En  ocasiones,  el conjunto  de  “todos los 
resultados posibles” puede  constituir  un  subconjunto del conjunto 
universal.  En otras palabras,  la población  de  interés  puede disminuir 
por algún conjunto  de  condiciones  no aplicables  a la psblaci6n  total. 
Cuando se calculan  las probabilidades  con  un  subconjunto  del  con- 
junto universal como  denominador, el resultado es una probabilidad 

condicional. 
Puede  ilustrarse  el  concepto  de la probabilidad  condicional utili- 

zando  nuevamente la  tabla  2.4.1.  Supóngase  que se tiene  interés  en 
calcular la probabilidad  de  que  un  empleado  seleccionado al azar  de 
los  1,766  empleados sea médico.  Esta  es  una  probabilidad  incondi- 
cional,  ya  que  no se han  establecido  condiciones  sobre  el  conjunto 
de todos los resultados posibles y se calcula de la manera siguiente. 

J Z ( B ~ )  - 105 
n(b)  1766 

P ( B , )  =, - ” = .O6 

Empero,  supóngase  que se reduce el conjunto  de  todos los  resul- 
tados posibles a  aquellos  empleados  que  tienen  m&  de 35 años  de 
edad  (conjunto PI4) .  Ahora, ¿cuál  es  la probabilidad  de  que  un  em- 
pleado sea médico  dado  que se elige al azar del conjunto  de  emplea- 
dos  que  tienen  más  de 35 años? En la tabla  2.4.1 se  observa  que  hay 
385 miembros  del  conjunto A 4 ,  empleados  con más  de 35 años 
de  edad. Se observa  también  que,  de  este  número,  75  de ellos son 
médicos y que  estos 75 son  el  número  de  miembros del conjunto 
B 1  n A 4 .  Asi, se encuentra  que la respuesta  a la pregunta  es 
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La línea vertical en P(B, ] A 4 )  se lee “dado”. 
Puede  obtenerse la probabilidad P(B, / A 4 )  de  otra  forma.  Supón- 

gase que se dividen  el numerador y denominador  entre n(U), el  nú- 
mero  en  el  conjunto universal,  el número  total de  empleados.  Esto  da 

El numerador  de  esta filtima  expresión  es  la  probabilidad  de  que un 
empleado elegido  al  azar de  entre  todos  los  empleados sea médico y 
tenga  más de 35 afios de  edad, y puede escribirse como P(Bl n A 4 ) .  
El denominador es l a  probabilidad  de que un empleado elegido  al 
azar  tenga mis  de 35 años de edad, y puede escribirse como P(A4).  
La expresión  completa  puede  escribirse  como 

Este  resultado sugiere la siguiente  definición  general  de  probabili- 
dad  condicional. 

La  probabilidad  condicional de A, dado B, es iguaI a la probabi- 
lidad de A n B, dividida entre la probabilidad de B, siempre que 
la probabilidad de B no sea cero. Es decir, 

(2.6.1) 

Cuando se pregunta  cuál es la probabilidad  de  que un empleado 
elegido  al  azar de  entre  todos los empleados  (tabla 2.4.1) tenga más 
de 35 años  de  edad, se está  hablando  de  una probabilidad marginal. 
Esta  probabilidad  marginal  proporciona  el  denominador  de la proba- 
bilidad  condicional  antes  mencionada, P(BI / A 4 ) .  El interés se centra 
en  una  probabilidad  asociada  a  un  total  marginal y se descarta  cual- 
quier  otro  criterio de  clasificación. Al calcular 
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P(&) = = .2180 

está implícita  una  falta  de  interés  en la  clasificación B .  Asimismo, si 
se tiene  interés  en la probabilidad  de  que  un  empleado elegido  al azar 
sea médico,  por  ejemplo, se calcula  esta probabilidad  utilizando el 
total marginal, 105, y se pasan  por  alto las  clasificaciones de  edad. 

Entonces,  en general, puede decirse que  cuando se ignoran  uno 
o más  criterios  de  clasificación  al  calcular  una  probabilidad,  la  proba- 
bilidad resultante se conoce  como probabilidad marginal. 

Obsérvese  ahora  el  numerador  de P(B, ( A 4  >. Este  numerador es 
la probabilidad  de  que  sucedan conjuntamente B ,  y A 4 ,  es  decir, 
es la condición  de ser simultáneamente  médico  y  tener  más  de 35 
años  de  edad. Ya se  ha señalado  que si dos  eventos, A y B ,  no  pueden 
ocurrir  simultáneamente, es decir, si A n B = $, entonces A y B son 
mutuamente  excluyentes.  Utilizando la tabla  2.4.1  se  observa que 
para  este  conjunto  particular  de  empleados,  los  eventos  de  ser  médico 
y  de 25 años  de  edad o menos  son  mutuamente  excluyentes,  dado 

La tercera  propiedad  de la probabilidad  dada  anteriormente afir- 
ma que la probabilidad  de  ocurrencia  de  uno  u  otro  de los eventos 
mutuamente  excluyentes es igual a la suma  de sus probabilidades 
individuales. Entonces,  en el ejemplo  en  cuestión, se encuentra  que la 
probabilidad  de ser médico o de  25  años  de  edad o menos  es 

que B~ n A~ = 9. 

"- - 
P ( B , )  + P ( A , )  = M + #& = .O6 + .15 = .21 

¿Qué  sucede si dos  eventos  no son mutuamente  excluyentes? 
Este caso  es cubierto  por  lo  que se conoce  como la regla de  adición, 
la  cual  se enuncia  a  continuación. 

Definicidn 

Dados  dos  eventos A y B, la probabilidad de  que  el  evento A o 
el  evento B, o ambos ocurran es igual a la probabilidad de  que et 
evento A ocurra, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmás la probabilidad de  que  el  evento B ocurra, 
menos la probabilidad de  que  ambos  eventos ocurran simultá- 
neamente. La regla de  adición  puede escribirse como 

P ( A  u B)  = P ( A )  + P(B) - P ( A  n B)  (2.6.2) 
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Utilícese una vez más la tabla  2.4.1 y calcúlese la probabilidad  de 
que  un  empleado elegido  al azar sea médico, tenga más de 35 años 
de  edad o ambas  cosas. 

Nótese  que los 75  empleados  que  son  médicos y tienen  más  de  35 
años de  edad  están  incluidos tanto  en los 105  que  son  médicos  como 
en los 385 que  tienen más de 35 años  de  edad.  Dado  que, al  calcular 
la probabilidad,  estos  75 se han  sumado  dos veces  en el numerador, 
tienen  que restarse una vez para eliminar el  efecto  de  duplicación o 
traslape. 

Otra regla Otil para  calcular la probabilidad  de un evento es la 
regla de mttltipkicación. Esta regla es sugerida por la definición  de 
probabilidad  condicional y la ecuación 2.6.1 : 

Puede volver a escribirse la ecuación 2.6.1 para obtener 

La ecuación 2.6.3 expresa  que la probabilidad  de  ocurrencia 
conjunta  de los eventos A y B es igual a la probabilidad  condicional 
de A dado B veces la probabilidad  marginal de B. 

Para  ilustrar  esto,  utilicese la ecuación  2.6.3 para encontrar la 
probabilidad  de que u n  empleado elegido al azar de  todos los emplea- 
dos sea médico y tenga rn l is  de  35  años  de edad. 

Por  supuesto,  esto  concuerda  con lo que  puede  cdcularse direc- 
tamente a partir  de la tabla  2.4.1,  aí  formar la razón dr l  número  de 
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resultados favorables, 75, respecto  del  número  total  de  resultados 
posibles, 1766. 

Obsérvese una vez más  la  ecuación  2.6.3. 

Supúngase  que el hecho  de  que se dé  el evento B no tiene efecto 
alguno  sobre la probabilidad  de A .  En otras  palabras,  supóngase  que 
la  probabilidad  del  evento A es  la  misma, ocurra o no el evento B. 
En  tal  caso, P(A [ B )  = P(A ) y se  dice que A y B son eventos  indepen- 
dientes. 

Ejemplo 2.6.2 

Ilústrese  el concepto  de  independencia  por  medio  del  ejemplo si- 
guiente. En cierto  grupo  de  estudiantes  de  secundaria,  que  consta 
de 60 muchachas y 40  muchachos, se observa  que 24 muchachas 
y 16 muchachos  usan  anteojos. Si se elige al azar  un  estudiante 
(muchacho o muchacha)  de  este  grupo, la probabilidad  de  que use 
anteojos, P ( A ) ,  es 40/100 ó .4. ¿Cuál es la probabilidad  de  que el 
estudiante elegido  al azar use anteojos,  dado  que  el  estudiante es 
un  muchacho?  Utilizando la fórmula  para calcular una  probabilidad 
condicional, se encuentra  que  ésta  es 

Así, la información  adicional  de  que el estudiante sea un  muchacho 
no altera la probabilidad  de  que use anteojos, y P ( A )  = P(AIH).  Se 
dice que los eventos  de ser  un muchacho y usar anteojos  son  inde- 
pendientes para  este grupo.  Puede  demostrarse  también  que  el  evento 
de usar anteojos, A , y no ser un  muchacho, H ,  son  también  indepen- 
dientes,  como sigue: 
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¿Cual  es la probabilidad  de que  ocurran  conjuntamente  los even- 
tos  de usar anteojos y ser  un muchacho?  Utilizando la regla dada  en 
la ecuación 2.6.3, se tiene  que 

pero,  dado  que se ha demostrado  que los eventos A y H son  indepen- 
dientes,  puede  reemplazarse P(A IH) por P ( A )  para obtener 

P(A n H )  = P(A )P(H) 
- 40 40 
- (id (100)  
= .16 

Entonces,  en  general,  cuando  dos  eventos, A y B ,  son indepen- 
dientes, y ni P ( A )  ni P(B)  son  iguales  a cero, la probabilidad  de que 
ocurran  conjuntamente  es igual al  producto  de sus  probabilidades 
individuales. Es decir, 

si 
P(A n B )  = P ( A ) P ( B )  

P(’1) # o, P(B)  # o 

(2.6.4) 

Antes  de  concluir  esta  sección,  resulta  apropiado  tener en cuenta 
lo siguiente. La probabilidad  de  un  evento A es  igual  a  1  menos la 
probabilidad  de  su  complemento, 2, por lo que 

P(A)  = 1 - P ( A )  (3.6.5) 

Esto se deduce  de la tercera  propiedad de la probabilidad,  ya  que 
el  evento A y su complemento, A ,  son  mutuamente  excluyentes. 

Ejemplo 2.6.3 

Supóngase que  de 1,200 admisiones  a un  hospital  general  durante 
cierto  periodo, 750 son  admisiones  privadas. Si se designa  a  éstas 
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como el conjunto A ,  entonces 2 es igual a 1,200  menos 750, o sea, 
450. Puede hacerse el cálculo 

P ( A )  = 750/1200 = .625 

Y 

P ( A )  = 450/1200 = .375 

y ver que 

P ( 3 )  = 1 - P ( A )  

.375 = 1 - .625 

.375 = .375 

Ejercicios 
. -. . . . . . -. - 

2.6.1  Con baye en el  ejercicio 2.4.1, calcule: 

2.6.2 La siguiente  tabla muestra los primeros 1,000 pacientes  admi- 
tidos  a  una  clínica  de niÍíos  con retraso  mental  según su cla- 
sificación por  diagnóstico y s u  nivel de inteligencia.  Para  este 
grupo,  encuentre: 

a) P(A3 n B4 1. 
b )  La probabilidad  de  que  un  paciecte  escogido al azar  tenga 

c) La probabilidad  de  que  un  paciente  escogido al azar sea no 

d )  La probabilidad  de  que  un  paciente  escogido  al  azar  tenga 

e) La probabilidad  de  que  un  paciente tenga retraso  profundo, 

retraso severo. 

retrasado o dudoso. 

retraso  profundo y síndrome  de  Down. 

dado  que  tiene  el  síndrome  de  Down. 
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Nivel de retraso mental 

Clasificación A 

Por No ' 4 2  ' 4 3  ' 4 4  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAS ' 4 6  

diagnóstico  retrasado  Profundo  Severo  Moderado  Benigno  Dudoso Total 

B 1 Lncefdlo- 33 38 S 7  114 103 55 400 
pat ías 

de Down 

cere bra1 
congénito 

mcntal de 
causa 

dcsconocida 

Bz Sindrome 2 4 34  88 2 1  S 160 

B3 Defccto 10 2 6 6 6 0 30 

B 4  Retraso 0 O 9 36 62 35 142 

R5 Otros 161 0 8 16 Y 75 268 

Total 206 44 114 260 206 170 1000 

2.6.3 En un  grupo  de 502 personas se determinó  que la distribución 
de los grupos sanguíneos  era la siguiente: 

Grupo  sanguíneo Número 

O 
A 
B 

AB 

226 
206 
50 
20 

Total 502 

Si se elige al  azar  una  persona de este  grupo,  ¿cui1 es la proba- 
bilidad  de que tenga  el  grupo  sanguíneo: 

u )  O? b )  A? c) B? d )  AB? 

2.6.4 Supóngase que  cuando los datos  del ejercicio 2.6.3 se clasifi- 
can por  sexo  quedan  en la forma  siguiente: 
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Sexo 

Grupo sanguineo  Masculino Femenino Totd 

O 113 113 226 
A 103 103 206 
B 25 25 50 

AB 10 10 20 

Total 25 1 25 1 502 

Para  este  grupo  de personas, ¿podría decirse que  el  sexo  y el 
grupo  sanguineo  son  independientes?  Demuestre lo anterior 
calculando las probabilidades  apropiadas. 

2.6.5 Si  la probabilidad  de ser zurdo  en  cierto  grupo  de  personas 
es  de .05, ¿cuál  es  la probabilidad  de ser derecho  (suponiendo 
que  no  hay  ambidiestros)? 

2.7 RESUMEN - 

En este  capítulo se presentaron algunas de las  ideas y conceptos 
básicos de la probabilidad. El objetivo  ha  sido  lograr  una  “percep- 
ción”  suficiente  de la materia,  de  modo  que  puedan  comprenderse 
y apreciarse con  más  facilidad los aspectos  probabilísticos  de la infe- 
rencia estadística. 

Preguntas y ejercicios de repaso 
- ” 

l .  Defina  lo  siguiente: 

a) Probabilidad j )  Eventos  mutuamente  excluyentes 
b )  Probabilidad objetiva g) Independencia 
c) Probabilidad  subjetiva 12) Probabilidad  marginal 
d )  Probabilidad  clásica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ) Probabilidad conjunta 
e )  El concepto  de j )  Probabilidad  condicional 

probabilidad  como 
frecuencia relativa 
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2. Nombre y explique las tres  propiedades  de la  probabilidad. 
3. LQué es un  conjunto? Dé tres  ejemplos  de  conjuntos. 
4. Defina lo siguiente: 

a) Conjunto  unitario d )  Subconjunto 
b )  Conjunto  vacio e)  Conjunto  ajeno 
c) Conjunto universal J') Complemento 

5. 2,Bajo qué  condición se considera que  dos  conjuntos  son iguales? 
6. Defina y dé  un  ejemplo  de la unión  de dos conjuntos. 
7. Defina y dé  un  ejemplo  de la intersección  de  dos  conjuntos. 
8. ¿,Qué es  un  diagrama  de  Venn? 
9. Defina  e  ilustre  lo  siguiente: 

a) Factorial d )  La regla de  adición 
b )  Permutación e )  La regla de  multiplicación 
c )  Combinación 

10. El conjunto C consta  de los ciudadanos  de  una  cierta  ciudad  que 
votaron  a favor de la fluoración  del agua. El conjunto zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD consta 
de  los ciudadanos  de la misma  ciudad  que  tienen  niños  en  edad 
preescolar.  Defina: 

a ) C U D  C) c 
b ) A  n D d )  

1 1 .  A 100 mujeres casadas  se  les preguntó  que especificaran qué  tipo 
de  método  de  control  de la natalidad  preferían. La siguiente  tabla 
muestra las 100 respuestas  obtenidas clasificadas con base en el 
nivel educativo  de la entrevistada. 

Nivel  educativo 

Método  de Escuela de 

control  de segunda 
la natalidad  enseñanza ( A )  Universidad ( B )  Postgrado (C) Total 

S 15 8 7 30 
T 3 7 20 30 
V 5 5 15 25 
w 10 3 2 15 

Total 33 23 44 1 O0 
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Especifique el  número  de  miembros  de  cada  uno  de los  siguientes 
conjuntos : 

12. Una trabajadora social  en asuntos  psiquiátricos  tiene 10 pacientes 
a quienes va a  visitar  en una  semana. Los pacientes  constan  de 
tres  alcohólicos,  cuatro  adictos  a las  drogas, dos  pacientes esqui- 
zofrknicos y un  maniac0  depresivo.  ¿Cuántos arreglos de visitas 
distintos  puede  preparar la trabajadora social si desea  distinguir 
entre los pacientes  sólo  con base en su diagnóstico? 

13. Cierto  departamento  de  sanidad  municipal  ha recibido 25 sclici- 
tudes  de  empleo para una plaza que  existe para una  enfermera 
de  salud  publica. De las  aspirantes,  diez  tienen  más  de 30 aAos de 
edad y quince  tienen  una  edad  inferior  a  este valor. S610 17 de las 
aspirantes  tienen el grado  de  bachillerato y 8 el  grado  de  maestría. 
De las que  tienen  una  edad  inferior  a los 30 años, seis tienen el 
grado  de  maestría. Si se hace  al  azar  una  selección  de  entre esas 
25 aspirantes,  ¿cuál  es 12 probabilidad  de  que sea seleccionada una 
aspirante  de  más  de 30 aiios o que tenga  el grado  de  maestria? 

14. La siguiente  tabla muestra  1,000  estudiantes  de  enfermería clasi- 
ficadas  según las calificaciones que  obtuvieron  despuks  de  un 
examen  de  admisión y el  prestigio de la escuela  de  segunda 
enseñanza  en la cual se graduaron,  como lo constató  un  grupo 
de profesores. 

Prestigio  de la escuela  de  segunda  enseñanza 

Deficiente Promedio Superior 
Calificación (Dl (Pl (S! Total 

Baja ( B )  1 o5 60 
Media ( M )  70 175 
Alta (A) 25 65 

5 5  220 
145 390 
3 O0 390 

Total 200 300 500 1,000 
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a) Calcule  la  probabilidad  de que una  aspirante  seleccionada  al 
azar  de  este  grupo: 

l .  Haya obtenido una baja calificación  en  el examen. 
2. Se haya  graduado  en  una escuela superior  de segunda en- 

señanza. 
3. Haya obtenido  una baja calificación en  el  examen  y se haya 

graduado  en  una escuela superior  de  segunda  enseñanza. 
4. Haya obtenido una baja calificación  en  el  examen dado 

que se graduó  en una  escuela superior  de  segunda  enseñanza. 
5 .  Haya obtenido  una  alta calificación  en el examen o se haya 

graduado  en  una escuela superior  de  segunda  enseñanza. 

b )  Calcule las siguientes  probabilidades: 

1 S.  Si la probabilidad  de  que  una  enfermera  de salud  pública  encuen- 
tre  a  un  paciente  en su casa es de .7, ¿cuál  es la probabilidad (su- 
poniendo  que  existe  independencia)  de  que  despues  de  hacer 13 
visita en dos casas encuentre  en ellas a  ambos  pacientes? 

16. La siguiente  tabla muestra  el  resultado  de 500 entrevistas  con- 
cluidas durante una encuesta para estudiar las opiniones  que  tienen 
respecto al aborto legalizado los residentes  de  cierta  ciudad. Los 
datos  están clasificados  también por el rirea de la  ciudad en la que 
se hizo la encuesta. 

Resultndo 

Area  de 
la ciudad A favor ( F )  En contra ( Q )  Indecisas (R) Total 

A 1 o0 20 
B 115 5 
D S o 60 
E 35 50 

5 125 
5 125 

15 125 
40 135 

Total 300 135  65 500 
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a )  Si se elige al  azar  una de las entrevistas de las 500 efectuadas, 
¿cuál es la probabilidad  de  que: 

l .  El entrevistado estuviera  a  favor del  aborto  legalizado? 
2. El entrevistado estuviera en  contra del aborto legalizado? 
3 .  El entrevistado estuviera  indeciso? 
4. El entrevistado viviera en  el  área A ?  B? zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD? E? 
5 .  El entrevistado  estuviera a  favor  del aborto legalizado dado 

6. El entrevistado estuviera  indeciso o que viviera en  el  área D? 
que vive en  el  área B? 

b )  Calcule las siguientes probabilidades: 
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Distribuciones de probabilidad i 

T 

En el capítulo  anterior se introdujeron los conceptos básicos de  pro- 
babilidad,  así  conlo los métodos  para calcular la probabilidad de un 
evento. En esrc capítulo se desarrollarán estos  conceptos y se investi- 
garán las formas para calcular la probabilidad  de un evento  en  condi- 
ciones  un  tanto m& complejas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.2 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE 
VARIABLES DISCRETAS"-__ ____.___ 

Para ,mpezar el  estudio  de las distribuciones  de  probabilidad, sc con- 
siiicrari l a  clisrribuci6n de  probabilidad  de una variable discreta, que 
puede definirsc como sigue: 
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Tabla 3.2.1 Distribución de probabilidad del número de 
niños por familia en una población de 50 familias. 

.Y Frecuencia  de  ocurrencia  de .x 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
3 

10 

Ejemplo 3.2.1 

Una enfermera  de  salud  pública  tiene a su cargo 50 familias. Cons- 
trfiyase la distribucihn  de  probabilidad  de X ,  el  número de niños  por 
familia para est.3 población.  Esto  puede  hacerse  con una  tabla  en la 
que,  en  una  columna, x. se enumeren  los valores  posibles  que  tome 
X ,  y, en  otra  column,%, P(X = x ) ,  la probabilidad  con la  que X toma 
un valor  particular, x. Esto se ha hecho en la tabla 3.2.1. 

Alternativamente,  puede  presentarse  esta  distribución  de  probabi- 
lidad  en la forma  de  una  gráfica,  corno  en la figura 3.2. l .  

En  la figura 3.2.1, la longitud  de  cada  barra  vertical  indica la pro- 
babilidad  para el valor de x correspondiente. 

En  el  presente  ejemplo se observará que  todos los  valores de P(X = 
x) son  positivos,  que  todos  son  menores  que 1 y su suma es igual a 1. 
Estos  no  son  fenómenos peculiares de  este  ejemplo  particular,  sino 
son  características  de  todas las distribuciones  de  probabilidad  de va- 
riables  discretas.  Pueden  darse  entonces las dos  propiedades esenciales 
siguientes  de  una  distribución  de  probabilidad  de  una  variable dis- 
creta: 

(1)  0 I P ( X  = S )  5 1 

( 2 )  C P ( X  = S )  = 1 
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Probabilidad 

10/50 - 

9/50 -- 

8/50 -- 

7/50 -- 

6/50 i 
I 

5/50 1 

o 7 2  I 
Figura 3.2.1 Representación gráfica de la distribución  de  probabilidad  del númc- 
ro  de niiios por familia para una población de 50 familias. 

El lccfor observará tambien  que  cada  una  de las probabilidades 
de la tabla 3.2.1 es la frecuencia relativu de ocurrencia del  valor cn- 
rrespondiente dc X .  

Dispomendo  de su distribución  de  prohabilidad,  pueden hacerse 
proposiciones  de  probabilidad  referentes a l a  variable  aleatoria X.  Su- 
póngase que la  enfermera,  con las SO familia a su  carp^, elige aleataria- 
mente  una  de las familias con  el fin de visitarla. ;,Cuál es la probabilidad 
de  que la familia  tenga tres nifios? En la tabla 3.2.1 se observa que la 
respuesta e5 4/50 =.O& es  decir, P ( X  = 3 )  = .08. ¿Cuál es la  probabili- 
dad  de que la familia elegida al azar tengd tres o cuatro  niños? Para 
contestar  esta  pregunta se aplica la regla de  adición.  Dado que la pro- 
babilidad de tres  niiios es .O8 y la probabilidad  dt.  cuatro e5 .18, ¡a 
probabilidad  de elegir una familia que tenga  tres o cuatro nifios es de 
.O8 + . I  8 = .26. Esto puede  expresarse  de  manera mis concreta COMO 

Distribuciones ammuhias. A veces resulta mis conveniente  traba- 
jar  con la distp.ibucicirz de probabilidad  acumulada de una variable 
aleatoria. La distribución de probabilidad  acumulada  para l a  varia- 
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Tabla 3.2.2. Distribución de probabilidad  acumulada del 
número de niíios por familia en  una población de 50 fa- 
milias. 
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3. ¿Cui1 es la probabilidad  de  que  una familia  elegida  al azar  te 
entre 3 y 6 niños,  inclusive? Lo  que  se  necesita es P(3 5 X 5 j, 

que es igual a P(X _< 6) - P(X < 3) .  La probabilidad  de  que X t. i 

menor o igual a 6 es la probabilidad  acumulada  hasta X = 6  6 4 1/50 
.82;  y la probabilidad  de  que X sea menor  que 3 es la probabilidad 
acumulada  hasta X = 2 ó 1 1/50 = .22. Asi, se observa que  P(3 5 X 

La distribución  de  prababilidad  dada en l a  tabla  3.2.1 se  desarro116 
con base  en la experiencia actud, y encontrar  otra variable  siguiendo 
esta  distribución  seria  una  coincidencia. Sin embargo, las distribucio- 
nes  de  probabilidad  de  muchas variables de interlCs pueden  determinar- 
se o suponerse  con base en  consideraciones  teórjcas.  En las siguientes 
secciones se estudian  en  detalle  tres  de  estas  distribuciones  teóricas 
de  probabilidad, a saber, la binomial, la de Poissorl y la normal. 

" < 6) = .82 - .22 .60. 

3.3 ~~4 DISTRIRUCI~N BINOMIAL 

La distribucibn bimvnial es  una  de las distribuciones  de  probabilidnd 
que se encuentra con mhs  frecuencia  en la estadistica  aplicada. L a  

distribución se obtiene a partir  de L I ~  proceso  conocido  como ensayo 
de Bernoulli, e,n honor  del  matemitico  suizo  James Bernoulli (1 654- 
17051, quien hizo contribuciones  importantes en  el campo  de la pro- 
babilidad  incluyendc,  en  particular, la distribucibn  binomial.  Cuando 
un  solo  ensayo  de algún proceso o experimento  puede  conducir  sólo 
a uno de dos  resultados  mutuamente  excluyentes.  tales  cam0  muer- 
to  o vivo, enfermo o sano, masculino o femenino, el ensayo se cono- 
ce como  ensayo de Bernoulli. 

Una secuencia  de  ensayos  de  Bernoulli forn-la un proceso de Ber- 
noulli en las siguientes  condiciones. 

1 .  Cada ensayo  conduce  a  uno  de  dos  resultados posibles, mutuamen- 
te  excluyentes.  Uno de  los  resultados  posibles se denota  (arbitra- 
riamente)  corno  éxito y el otro  como  fracaso. 

2. La probabilidad de éxitQ,  denotada por p ,  permanece  constante 
de ensayo a ensayo."-La  probabilidad de&~caso, 1 - p ,  se deno- ---x* 
ta por q. 

3. Los ensayos SOT: independienjes, es decir,  el  resultado  de  cualquier 
ensayo  particular no es  afectado  por  el  resultado  de  cualquier  otro 
ensayo. 

~~ ~ ~~ _" ~. 
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Ejemplo 3.3.1 

Se tiene  interés  en  poder  calcular la probabilidad  de x exitos  en n 
ensayos  de Bernoulli. Por  ejemplo,  supóngase  que  en  cierta  población, 
e1 52 por  ciento  de  todos los nacimientos  registrados  son  varones. Es- 
to se interpreta  en el sentido  de  que la probabilidad de un  nacimiento 
registrado  de  varón  es  de .52. Si, de  esta  población,  se  seleccionan al 
azar  cinco  registros  de  nacimientos,  ¿cuál  es la probabilidad  de  que 
exactamente  tres  de los registros  sean  de  nacimientos de  varones? De- 
sígnese  la  ocurrencia  de un registro de nacimiento  de  un  varón  como 
"éxito"  y  agréguese que  esta  es  una  designación  arbitraria  para  fines 
de  claridad y conveniencia,  y  que no refleja  una  opinión  referente  a 
los méritos  relativos  de los nacimientos  de  varones  contra los de niñas. 
Se designara como  éxito  a la ocurrencia  de  un  registro  de  nacimiento 
de  un varón,  dado  que  están  observindose  los  registros de nacimien- 
tos de  varones. Si se estuvieran  observando  los  registros  de  nacimientos 
de niñas,  éstos se designarían  como  éxitos y los  registros  de  naci- 
mientos  de  varones  como fracasos. 

Resulta  también  conveniente asignar un valor de 1 a  un  éxito  (re- 
gistro  de  nacimiento  de  un  varón) y un valor de O a un fracaso (regis- 
tro  de  nacimiento  de  una  niña). 

El proceso  que  finalmente  resulta  en  un  registro de nacimiento se 
considera como  un  proceso  de Bernoulli. 

Supóngase que los cinco  registros  de  nacimientos  seleccionados 
dieron la siguiente  secuencia  de  sexos: 

ILIFMMF 

En forma  codificada,  esto se escribiría como 

10110 

Dado  que la probabilidad  de  un  éxito se denota  por p y la proba- 
bilidad de  un fracaso por q,  la probabilidad  de la secuencia  anterior 
de  resultados se encuentra  por  medio  de la regla de multiplicación 
como 

P(1,0, 1, 1, O) = P Y P P 4  = $ P 3  

La regla de  multiplicación  es  apropiada  para  calcular  esta  probabili- 
dad,  ya  que se desea encontrar la probabilidad  de  un varcin, una nifía, 
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un  varón,  un varón y  una  niña,  en  este  orden o, en otras  palabras, la 
probabilidad  conjunta  de los cinco  eventos.  Para  que  se  entienda me- 
jor,  se  han  utilizado  comas, en  lugar de la notación  de  intersección 
para  separar  los  resultados  de los eventos  en el enunciado  de la 
probabilidad  anterior. 

La probabilidad  resultante  es la de  obtener la secuencia  específica 
de  resultados en  el orden  mostrado. Sin  embargo, no se tiene  interés 
en el orden en que se  presenten  los  registros  de los nacimientos  de va- 
rón  y  niña  sino,  por  elcontrario,  como  ya se ha  señalado,  en la proba- 
bilidad  de que se presenten  exactamente  tres  registros  de  nacimientos 
de varón  de  los  cinco  registros  elegidos  al  azar.  En  lugar  de  ocurrir en 
la  secuencia  antes  mostrada  (llámese  secuencia  número l),  tres  éxitos 
y dos fracasos podrían  ocurrir  también en  cualquiera de las  siguientes 
secuencias  adicionales: 

Número 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Secuencia 

11100 
1001  1 
11010 
1 1 O01 
10101 
o1 110 
O01 11 
O101 1 
o1 101 

Cada una  de estas  secuencias tiene la misma probabilidad  de  ocu- 
rrir,  y  esta  probabilidad es igual a q 2 p 3 ,  la probabilidad  calculada  pa- 
ra la primera  secuencia  ya  mencionaila. 

Cuando se extrae  una sola  muestra  de  tamaño  cinco  de la pobla- 
ción  especificada,  sólo se obtiene  una  secuencia  de  éxitos y fracasos. 
La pregunta se convierte  ahora  en la de  ¿cuál es la probabilidad  de 
obtener la secuencia  número 1 o la secuencia  número 2. . . o la secuen- 
cia número 1 O? Por la regla de  adición, se sabe  que  esta  probabilidad 
es igual a la suma  de las probabilidades  individuales. En el  presente 
ejemplo, se deben  sumar los  diez  valores de q 2 p 3  o, lo  que es  equi- 
valente  multiplicar q 2 p 3  por diez.  Ahora se puede  contestar la pre- 
gunta  original:  ¿cuál es  la probabilidad, en una  muestra  aleatoria de 
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tamaño 5 ,  extraída  de la  población  especificada. de otwrvar  tres kxi- 
tos (registro  de  nacj~nierrto de un  var6n) y dos fracasos  (registro de 
nacimiento  de  una  niña)?. Dado que en la poblacibn, p = .52.  y = ( 1  
-17) = ( 1 - . 5  S) = .48 la respuesta  a la pregunta es 
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Tabla 3.3.1 L a  distribución  binomial. 

Número  de  kxitos,  x Probabilidad, f(.v I 

o 

1 

2 

I I  

1. f (x)  2 O para  todos los m1orcs reales de x. Esto se deduce  del he- 

cho d e  que tanto zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM corno p son n o  negativo:; y. por lo tanto , 

p x  y (1  - p)"- -  x son todos no negativos y. en consecuencia, SI] 

producto es mayor o igual a cero. 
2. X f ( x )  L- 1 .  Sc ve q ~ ~ e  esto es cierto si se reconoce que (;) q " - X  

p x  es igual a [ ( I  - p )  +p]" = I n  = 1, el dcsarrollo binomial cono- 
cido. Si sc rlesaIrolla el binornio ( q  + p)"  , se ticnc que 

(3 

Si se comparan los tCrminos del desarrollo  anterior,  termino por tGr- 
mino, con la f(x1 d e  la tabla 3.3.1, se  observa que,  tkrmino por 
tkrmino son equivalentes, ya que 
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Ejemplo 3.3.2 

Como  otro ejemplo  del uso de la distribución  binomial,  supónga- 
se que se sabe  que, el 30 por  ciento  de los ciudadanos  de  cierta  pobla- 
ción  son  inmunes  a alguna enfermedad. Si se  selecciona una  muestra 
aleatoria  de  tamafio 10 de  esta  poblacibn,  ¿cuál es la  probabilidad de 
que  contenga  exactamente  cuatro  personas  inmunes? Se toma la pro- 
babilidad de  una  persona  inmune  como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 .  Utilizando la ecuación 
3.3.1 se  tiene  que 

= - - ( . I  17649)(.0081) 
: O !  

4!6! 

= ,2001 

El cálculo  de  una  probabilidad  utilizando la ecuación 3.3.1 puede 
ser una  tarea un tanto  tediosa si el tamafio de la muestra es grande. 
Afortunadamente, se han  tabulado las probabilidades  para  valores 
distintos  de YE, p y x, de  modo  que  sólo es  necesario consultar  una  ta- 
bla apropiada  para  obtener la probabilidad  deseada. La tabla  C  del 
apkndice es una  de las muchas  tablas  de  este  tipo  que  existen. Esta 
tabla da la probabilidad  de  que x sea menor o igual a algún  valor es- 
pecificado. Es decir,  dicha  tabla  da las probabilidades  acumuladas de 
x = O hasta  algún  valor especificado. 

Se ilustrará  el uso de  dicha  tabla  utilizando  el  ejemplo  anterior 
donde se deseaba  encontrar la probabilidad  de  que x = 4 cuando M = 

1 O y p = .3.  Haciendo  acopio  del  conocimiento  de las distribuciones 
de probabilidad  acumulada  de la sección anterior, se sabe queP(x = 4) 
puede  encontrarse  restando P(X 3) de P(X 5 4). Si en la  tabla se 
localiza p = .3 para YE = I O, se encuentra  que P(X 5 4) = .M97  y 
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P(X 5 3) = .6496.  Restando el último  del  primero se obtiene  .8497 - 
.6496 = .2001,  que  concuerda  con el cálculo  realizado  a  mano. 

Obsérvese una vez más  el  ejemplo  de  los  registros  de  nacimientos. 
El  objetivo  era  determinar  la  probabilidad  de observar exactamente 
tres  registros  de  nacimientos  de  varones  cuando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn = 5 y p = .52. Para 
utilizar la tabla,  primero se localiza y1 = 5. Sin embargo, se observa que 
la tabla no  contiene  un valor  para p = .52. Reflexionando  un  poco  uno 
puede  convencerse  de  que es posible  obtener lo:; resultados  deseados 
si se vuelve a  plantear la pregunta  como sigue: icuál  es la probabilidad 
de  observar  exactamente  dos  registros  de  nacimientos  de nirias si  la 
probabilidad  de  registro  de  nacimiento  de  un  niña  es  de .48 y n = 5? 

Puede localizarse p = .48 en la tabla  para II = 5, y se obsrrva yuc 
P(X _< 2 )  = S 3 7 5  y P(X _< 1) = .2135. La  resta  da .5375 - .2135 =L 

.324, que  coincide  con  el  valor  obtenido  anteriormente. 
Con  frecuencia, se tiene  interés  en  determinar las probabilidades, 

no  para valores  específicos  de X, sino  para  intervalos  como  la  proba- 
bilidad de  que X esté  entre,  por  decir algo, 5 y 10. Se ilustrará to 
anterior  con  un  ejemplo. 

Ejemplo 3.3.3 

Supóngase  que se sabe  que en cierta  población  el 10 por  ciento 
de  sus  habitantes  padece  de  daltonismo. Si de  esta  población  se  extrae 
una  muestra al azar  de 25 personas,  utilícese la tabla  C  del  apéndice 
para  encontrar  la  probabilidad  de  que 

1 .  Cinco o menos  sean dalthicas.  

Solución. Esta  probabilidad es un valor de la tabla. No se necesita 
adición o sustracción  alguna. P(X _< 5) = .9666. 

2. Seis o más sean daltónicas. 

Solución. Este  conjunto  es el complemento del conjunto especifi- 
c a d o e n l , p o r l o q u e P ( X ~ 6 ) = 1 - P ( X ~ 5 ) = I - . 9 6 6 6 = . 0 3 3 4 .  

3. Entre seis y nueve,  inclusive,  sean  daltónicas. 

, Solución. Esto se encuentra  restando l a  probabilidad  de  que X 
sea menor o igual a 5 de l a  probabilidad  de  que X sea menor o igual a 
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b )  Se encuentren  tres o m;is personas  con la característica  de 

c) Se encuentren menos de  tres. 
a') Se encuentren  exactamente  cinco. 

interés. 

3.3.2  En una población  grande, c1 16  por  ciento  de los miembros  son 
zurdos. En u n a  muestra al azar dc  tamaño 10 encuentre: 

a )  L a  probabilidad  de que  exactamente dos sean zurdos. 
bj ( " ( X 2  2). 
c )  P ( X <  2). 
d )  P(1 4). 

3.3.3  Supóngase  que se sabe que la  probabilidad de recuperscitn  de 
cicrt'l enfermedad es de .4. Si 15 personas contraen l a  enfermc- 
dad  (considkrese esto  conlo una  muestra  alcatoria),  ¿,cui1 es Ia 
probabilidad  de que 

a) Tres o más st' recuperen? 
h 1 Cuatro o más? 
c>  Cinco o mis? 
dl Menos dc tres'! 
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Haightl h a  preparado u n  catálogo  bastante  extenso  de  dichas aplica- 
ciones. 

Si x es el número  de  ocurrencias  de algún evento a! azar en  un in- 
tervalo de  tiempo o espacio ( o  algún volumen  de  materia), l a  probabi- 
lidad de  que x ocurra  está  dada  por la expresión 

La letra griega X (lambda) se conoce  como  parametro  de l a  distribu- 
ción y es el  número  promedio d e  veces que ocurre e1 evento al azar 
en el intervalo ( o  volumen). El símbolo e es la constante  (hasta cua-. 
tro decimales) 2.7 183. 

Puede  demostrarse que f ( x )  2 O para  cada .Y y que f ( Y )  1 ,  de 

modo que la distribución satisface los requisitos  para  una  distribucibn 
dc  probabilidad. 

X 

El proceso de Poisson. Se ha visto que la distribución  binomial re- 
sulta  de  un  conjunto  de  suposiciones acerca de un proceso  fundamen- 
tal que  proporciona  un  conjunto  de  observaciones numéricas. Este 
también es el caso de la dlstribuci6n  de Poisson. Las siguientes pro- 
posiciones  describen Io que se conoce como proceso de Poisson. 

1. Las ocurrencias  (frecuencias)  de los cventos son independientes. La 
ocurrencia  de un  evento en un  intervalo*  de  espacio o tiempo no 
tiene  efecto alguno sobre la probabilidad de una segunda ocurren- 
cia del ever~io en el misrno i l ltervalo o en  ccalquier  otro. 

2. Teóricamente, debe ser posjblc u n  nílmero  infinito  de  ocurrencias 
del evento til el intervalo. 

3. La probabilidad  de  que se presente  una sola vez el  evento  en  un de- 
terminado  intervaío es proporcional  a la longitud del  intervalo. 

4. En  cualquier porci6n infinitesimalmente  pequeña del intervalo, se 
rechaza la probabilidad (te que el evento sc presente más de una vez. 

Una característica  interesante  de la distribución  de Poisson es el 
hecho  de que la media y la variancia son iguales. 

La distri'ouci6n de Poisson se utiliza cuando se hacen  registros de 
eventos o eatidades que están  distribuidos  al  azar  en  espacio o tiem- 

* Para  una  mejor  comprensibn, el proceso  de  Poisson sc wrudia en t&rminos de  Intervalos, 
aunque  quedan  implicitas  otras  unidades  como e! volumen di. materia. 
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PO. Puede esperarse que  cierto  proceso  obedezca  a la ley de  Poisson, 
y  con esta  suposición pueden calcularse  las probabilidades  de  que se 
presen.ten eventos o entidades  dentro  de  alguna  unidad  de espacio o 
tiempo.  Por  ejemplo,  suponiendo  que la distribución  de algún  parási- 
to  entre los  miembros  hospederos individuales  sigue la ley de Poisson, 
se puede  calcular,  conociendo el parámetro X, la probabilidad  de  que 
un  hospedero  seleccionado al azar  tenga x número  de  parásitos. En un 
capítulo  posterior se aprenderá  qué decisión tomar si  es  posible  la  su- 
posición  de que  un  proceso especificado obedece  a la  ley de Poisson. 

Con el  fin  de  ilustrar  el  uso  de la distribución  de  Poisson  para cal- 
cular probabilidades, considérese el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.4.1 

" Q El dministrador  de  un  hospital,  que  ha  estado  estudiando las ad- 
misi s diarias de  emergencia  durante  un  período  de varios años,  ha 
llegado a la conclusión  de  que  están  distribuidas  de  acuerdo  a la ley de 
Poisson. Los registros  del hospital revelan que,  durante  este  período, 
las  adrnisiones de  emergencia  han  sido,  en  promedio,  de  tres  por d í a  
Si el  administrador  está  en  lo  cierto al  asumir  una  distribución dé Poi- 
sson,  encuentre la probabilidad  de  que 

l .  En cierto  día  ocurran  exactamente  dos  admisiones  de urgencias. 

Solucibn.  Considérese  que X es  igual a 3 y que X es una variable 
aleatoria  que  denota el número  de  admisiones  diarias.de enrergen- 
cia. Entonces, si X sigue la distribución  de Poisson,  se tiene  que 

e -  332  p(x L1 2) = f(2) = - 

2! 

" .050(9) 
- ~~ ~ 

2 . 1  

= .225 

La tabla D del apéndice  da los valores de ex.  

2. En un  día  particular  no  haya  admisión  de urgencias. 
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1 

3 .  En un día  particular scan admitidos tres e cuatro casos dc urgen- 
cias. 

So'lucibn. Dado q u c  los dos eventos son r ~ ~ u t u a ~ n e n t e  cxcluyen- 
tes, se utiliza la regla de adici6n para obtener 
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2. La siguiente muestra  que se tome  contenga  exactamente  tres orga- 
nismos. 

Solución. 

P ( X  = 312) = P ( X  5 3) - P ( X  5 2) = ,857 .- .677 = ,180 

3. L a  siguiente muestra  que se tome  contenga  más  de  cinco organismos. 

Solución.  Dado  que el conjunto  de más de  cinco  organismos  no 
incluye a cinco,  se  está  pidiendo la probabilidad  de  que  se obser- 
ven  seis o más  organismos.  Esta  se  obtiene  restando la probabili- 
dad de observar cinco o menos  organismos  de l .  Es decir, 

Ejercicios 

3.4.1  Supóngase  que se sabe  que  en  cierta  irea  de  una gran ciudad el 
número  promedio  de  ratas  por  manzana es de cinco. Suponien- 
do  que el número  de  ratas sigue una  distribución  de Poisson, 
encuentre la probabilidad  de  que  en  una  manzana seleccionada 
al  azar: 

” 

a) Haya exactamente  cinco  ratas. 
b )  Haya  más de  cinco  ratas. 
c )  Haya menos  de  cinco  ratas. 
d )  Haya entre  cinco y siete  ratas,  inclusive. 

3.4.2  Sup6ngase  que  durante  un  período  de varios afios el  número 
promedio  de  muertes  debidas  a  cierta  enfermedad  no  contagio- 
sa ha sido  de diez. Si el  número  de  muertes debidas  a estaenfer- 
medad sigue la distribución  de Poisson,  ¿cuál es la probabilidad 
de  que  durante el año  que  transcurre: 

a) Mueran  exactamente  siete  personas  debido  a la enfermedad? 
b )  Mueran  diez o más  personas  debido  a la enfermedad? 
c )  Nadie  muera  debido  a  la  enfermedad? 

3.4.3 Si el número  promedio  de  accidentes graves por aAo en una  fá- 
brica grande  (donde el número  de  empleados  permanece cons- 
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tante) es de  cinco,  encuentre la probabilidad  de  que  en el año 
en  curso: 

a) fiaya  exactamente siete accdentes. 
b )  Ocurran  diez o más accidentes. 
e )  No haya  accidentes. 
d )  Haya menos  de cinco  accidentes. 

,r- 

E n  un  estudio  de la efectividad  de  un  insecticida  sobre  cierta 
especie de  insecto,  una gran extensión de tierra  fue  rociada. 
Posteriormente se examinó el área para  buscar  insectos vivos 
seleccionando al azar  cuadrados y contando  el  número  de  in- 
sectos vivos por  cuadrado. Las anteriores  experiencias  habían 
demostrado  que el número  promedio  de  insectos vivos por cua- 
drado  despuis  de la aspersión  era de 0.5. Si el  número  de insec- 
tos vivos por  cuadrado sigue una  distribuci6n  de Poisson,  ¿cuál 
es la probabilidad  de  que  un  cuadrado  seleccionado  contenga: 

a)  Exactamente  un  insecto vivo? 
b )  Ningún insecto vivo? 
e )  Exactamente  cuatro  insectos vivos? 
d )  Uno o más insectos vivos? 

3.5 DISTRIBUCIONES  CONTINUAS DE PROBABILIDAD--" 

Las distribuciones  de  probabilidad  consideradas  hasta  ahora, la bino- 
mial  y  la  ds-Psissog,son  distribuciones de variables  discretas.  Ahora, 
se estudiarán las distribuciones  de  variables  aleatorias  continuas. En 
el capítulo 1 se  setialó que  una variable continua  es  aquella  que  pue- 
de  tomar  cualquier valor dentro de un intervalo  especificado  de valo- 
res asumidos  por la variable.  En  consecuencia, entre  cualquiera  de  los 
dos valores  asumidos por  una variable continua,  existe  un  número  in- 
finito  de valores. 

Para comprender  mejor la naturaleza de la distribución  de  una va- 
riable  aleatoria  continua, considérense los  datos  de la  tabla l .4. l y  la 
figura  1.4. l .  En la tabla se tienen 57 valores de la variable aleatoria, 
que  corresponden  a  los  pesos  en  onzas  de  tumores malignos. El histo- 
grama de la figura 1.4.1 se construyó  localizando  los  puntos especifi- 
cados  sobre  una  línea  que  representa la medida  de  interés  y  levantando 

- "" 
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una  serie de  rectángulos,  cuyos  anchos  fueron las  distancias entre  dos 
puntos especificados sobre la línea y cuyas  alturas  representaban el 
número  de valores de la variable que  caen  entre los dos  puntos especifi- 
cados. Los intervalos  definidos  por  dos  puntos especificados  (consecu- 
tivos)  cualesquiera, recibieron  el  nombre  de  intervalos  de clase. Como 
se indicó  en  el  capítulo 1, las subáreas  del  histograma  corresponden  a 
las frecuencias de  ocurrencia  de  los valores de la variable entre los li- 
mites  de  la  escala horizontal  de  estas  subáreas.  Esto  proporciona  una 
forma  de  cómo calcular  la frecuencia relativa de: ocurrencia  de los va- 
lores  entre  dos  puntos especificados  cualesquiera: simplemente se de- 
termina la proporción del  área total del  histograma  que cae entre los 
puntos especificados. Esto  puede hacerse en  forma  más  conveniente 
consultando las columnas  de  frecuencia relativa o frecuencia relativa 
acumulada  de la tabla 1.4.3. 

Imagínese  ahora  una  situación  en  donde el número  de valores de 
la variable  aleatoria es muy  grande  y  el  ancho  de los  intervalos de'cla- 
se se  hace  muy  pequeño. El histograma  resultar,te  podría verse como 
el que se muestra  en la figura 3.5. l .  

Si se  unieran los puntos  medios  de las  celdas  del  histograma de la 
figura  3.5.1 para  formar ufi polígono  de frecuencias, evidentemente 
se tendría  una figura mucho  más  uniforme  que el polígono  de  frecuen- 
cias de l a  figura  1.4.2. No debe ser  difícil  creer  que,  en  general, a 

r 1 

Figura 3.5.1 Histograma obtenido  de un gran número  de valores e  intervalos  de 
clase pequeños. 
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Figura 3.5.2 Representación grhfica de una  distribucibn  continua. 

medida que el número de  observaciones, YE! tiende hacia el infinito y 
el ancho  de 1.0s intervalos de clase tiende  hacia  cero, el polígono de 
frecuencias se aproxima  a  una curva uniforme  como la que se mues- 
tra  en la figura 3.5.2. Curvas  uniformes  como  ésta son las que se utili- 
zan  para  representar  grificamente las distribuciones  de las  variables 
aleatorias  continuas. Esto tiene algunas  consecuencias  importantes 
cuando se trabaja  con  distribuciones de  probabilidad.  Primero, el 
área total  bajo la  CUT^ es igual a uno, como  lo  fue  con el histograma, 
y la frecuencia  relativa de ocurrencia  de  los  valores  entre  dos  puntos 
cualesquiera sobre el eje de las x es  igual  al  área total  linitada  por la 
curva,  el  eje  de las x y las líneas  perpendiculares  levantadas  en las dos 
puntos sobre el eje de las x. Véase la figura 3.5.3. La probabilidad  de 

a b x 

Figura 3.5.3 Gráfica de una  distribución  continua  que  muestra el área entre a y b. 
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cualquier valor específico de la variable aleatsria es cero. Esto  parece 
lógico,  dado  que  un valor específico está representado  por  un  punto 
sobre el eje de las x y  el área por  arriba  de  un  punto es cero. 

Con un histograma,  como  ya se ha visto, las subáreas  de  inter& 
pueden  encontrarse  sumando las áreas representadas  por las  celdas. 
En  el  caso  de una curva uniforme:  no se tienen celdas, de  modo  que 
debe buscarse un  método  alternativo  para  encontrar las subáreas. Di- 
cho  mktodo lo proporciona el  cálculo  integral.  Para encontrar  el área 
bajo  una curva uniforme  entre  dos  puntos  cualesquiera, a y b, se in- 
tegra la ftknción densidad de a a b. Una finción  de densidad es una 
f6rmula  que se utiliza  para representar la distribución  de  una variable 
aleatcria  continua. La integración  es  el caso límite  de la sumatoria, 
pero  no se llevarán  a cabo integraciones de  ninguna especie, dado  que 
las matemáticas  que  intervienen  están  más allá del  alcance de  este li- 
bro. Como se verá más adelante, para todas las distribuciones  conti- 
nuas  que se consideren  aquí,  existe  una  manera  más fácil de  encontrar 
las áreas  bajo las curvas. 

Aunque  en  esta  sección  ya se dio  por  entendida la definición  de 
una  distribución  de  probabilidad para una variable  aleatoria  continua, 
a  manera  de  resumen se presentará  en  una  forma  más  compacta  como 
sigue. 

Definieibn 

Una fifnción no negativa f(x) recibe el nombre  de  disrribucivn 
w d  (llamada  a veces fy,”d de  probabi- 
lidad) de- la variable aleatoria continua X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs i  el ire.a .total  limitada 
p-or,.su,cupa y el eje  de las x es iguaA.*h. y si la~subárea  bajo la 
curva, limitada por la curva, el eje de las x y las,perpenciiculares 
trazadas e,n ,dos  puntos cualesquiera, a y h. da la probabilidad de 

que X esté entre los puntos a y b. 

3.6 LA DISTRIBUC~ÓN NORMAL.- 

Se ha llegado ahora  a la distribución  más  importante  de  toda la esta- 
dística, la distribución nomal. La fórmula para  esta distribución  fue 
publicada  por‘primera vez por  Abraham De  Moivre (1 667-1 754) el 
12 de  noviembre  de 1733.3 Muchos  otros  matemáticos figuran de 
manera  prominente  en la historia  de la distribución  normal,  incluyen- 
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do a Carl Friedrich  Gauss (1 777-1 855). Con  frecuencia a esta  distri- 
bución se le nombra  como distribucibn gaussiana en  reconocimiento 
a sus contribuciones. 

La densidad  normal  está  dada por la expresión 

En la ecuación  3.6.1 7r y e son,  respectivamente, las conocidas 
constantes 3.141 59 y 2.71828,  que se encuentran  con  frecuencia  en 
las matemáticas. Los dos parámetros  de l a  distribución  son p ,  la me- 
dia? y o? la desviación estándar. Para los  fines que  aquí se siguen, puede 
imaginarse  a p y cr de  una  distribución  normal,  respectivamente, co- 
mo las medidas  de  tendencia  central y de  dispersión,  como se vio en 
el capítulo l .  Sin embargo,  dado  que  una variable  aleatoria  con dis- 
tribución  normal es continua y toma valores entre - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y 4- 00, su  me- 
dia y distribucibn  estándar  pueden  definirse mAs rigurosamente;  pero 
no pueden darse  tales  definiciones sin rzcwrrir al análisis matemático. 
La gráfica  de !a distribuci6n  normal  produce la conocida curva en 
forma  de  campana q u e  se muestra  en la figura 3.6. l .  

Los siguientes puntos son las características  más  importantes  de 
la distribución  normal. 

1. Es simétrica  en torno a su media, p .  Como se muestra  en la figura 
3.6.1, la curva  hacia  cualquiera de los  lados de p es  una  imagen  de 
espejo  de la del  otro  lado. 

2. La media,  mediana y moda  son iguales. 
3.  El área total bajo la curva  arriba  del  eje  de las x es una  unidad  de 

área. Esta característica se deduce  del  hecho  de  que la distribución 
normal es una  distribución  des'probabilidad.  Debido  a la simetría 

u . . ' S i  
. * '  * ' e  

P x 

Figura 3.6.1 Grifica  de  una distribución  normd:. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



La distribución normal 119 

ya  mencionada,  el 50 por  ciento del área  está hacia la derecha  de 
una  perpendicular  trazad8  en la  media, y el 50 por  ciento  restante 
está  hacia la izquierda. 

4. Si se trazan  perpendiculares  a  una  distancia  de  una desviación es- 
tándar  a  partir  de la media,  en  ambas  direcciones, el área  encerrada 
por  estas  perpendiculares,  el eje de las x y la  curva  será aproxima- 
damente  el 68 por  ciento  del área total. Si se  extienden  estos  lími- 
tes  laterales  hasta  una distancia de  dos desviaciones estándar, hacia 
cualquier  lado  de la media, se encerrará aproximadamente el 95 
por  ciento del área, y extendiéndolas  hasta  una distancia de  tres 
desviaciones estándar,  se logrará que  aproximadamente  el 99.7 por 

X 

Jl - 2a Jl p + 20 X 

lb) 

Jl - 3a ir Jl + 30 . x  
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ciento del Brea total  quede  encerrada. Estas  áreas aproximadas se 
ilustran en la figura 3.0.2. 

5. La distribucibn  normal  está  determinada  completamente por los 
parámetros p y u. En otras  palabras, se  especifica una  distribucibn 
normal  distinta  para  cada valor distinto  de p y u.  IAS valores dis- 
tintos  de p trasladan la gráfica de la distribución  a lo largo  del eje 
de las x, como se muestra  en la  figura 3.6.3. Los diferentes  valores 
de u determinan el grado  de  aplanamiento o levantamiento dc la 
grafica de 1.a distribucibn,  como se aprecia  en la  figura 3.6.4. 

La distribución mrrnal unitaria o normal estándar. La última ca- 
racterística  mencionada  de la distribución  normal  implica  que kstn es 
en  realidad  una  familja de  distribuciones en la cual  un  miembro se 
distingue  de  otro  con base en los valores de p y u. El miembro más 
importante  de  esta familia  es la distribución ?zoma1 milaria o normal 
estdndar, llamada asi  porque  tiene  una  media de cero y una desvia- 
ción  .estándar  de uno. Esta  distribución  puede  obtenerse  a  partir de la 
ecuación 3.6.1, haciendo  que p = O y u = 1 .  La variable  aleatoria  que 

Figura 3.6.3 Tres distribuciones  normales  con  diferentes  medias. 

Figura 3.6.4 Tres distribuciones  normales  con  diferentes  desviaciones  estándar. 
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resulta, (x - p)/o,"se designa generalmente  por. la letra z, de modo 
que la ecuacion para  la distribución  normal  unitaria se escribe como 

La gráfica de la distribución  normal  unitaria se muestra  en la fi- 
gura 3.6.5. 

Para encontrar la probabilidad  de  que z tome  un valor entre dos 
puntos cualesquiera sobre el  eje z, por  ejempo z o  y z , debe  encon- 
trarse  el  área  limitada  por las perpendiculares  trazadas  en  estos  puntos, 
la curva y el  eje horizontal. Como se mencionó  anteriormente, las 
áreas bajo la curva de  una  distribución  continua se encuentran  inte- 
grando la función  entre  dos valores de la variable. Entonces,  en el 
caso de la normal  unitaria, para encontrar  el  área  entre zo y zl, se 
necesita  calcular la siguiente  integral: 

Afortunadamente,  no  tiene  que llevarse a  cabo  esta  integración, da- 
do que se cuenta  con  tablas  que  proporcionan los resultados  de  todas 
aquellas  integraciones  que  podrían  ser  interesantes. La tabla F del 
apéndice  es  un  ejemplo  de  estas tablas.  En dicha  tabla se encuentran 
las  áreas bajo la curva  entre - 00 y los  valores de z mostrados  en la 
columna  de la extrema  izquierda  de la tabla. El área sombreada  de 
la figura 3.6.6 representa  el área dada  en la tabla como aquella  entre 
- - y Z = Z " .  

llústrese  ahora el uso  de 13 tabla F por medio dc vatios ejemplos. 

Figura 3.6.5 La distribucibn normal unitaria. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



122 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADistribuciones de probabilidad 

O 20 

Figura 3.6.6 Area dada por la tabla F del apéndice. 

Ejemplo 3.6.1 

Dada la distribución  normal  unitaria,  encuentre el área  bajo la 
curva, por  arriba  del eje z, entre - 00 y z = 2. 

Solución. Será  iltil  trazar  un  esquema  de la distribución  normal 
unitaria y sombrear el 5rea que se desea,  como  en la figura 3.6.7. Si 
se localiza z = 2 en la tabla F y se lee el valor correspondiente en el 
cuerpo  de  dicha  tabla, se encuentra  que  el  área  deseada  tiene  un valor 
de .9772. Esta  5rea puede  interpretarse  de varias maneras:  como la 
probabilidad  de  que  una z seleccionada  al  azar  de la población  de z 
tenga  un  valor  entre - y 2, como la frecuencia  relativa  de  ocu- 
rrencia ( o  proporción)  de  los valores de z entre - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y 2, o bien  puede 
decirse que  el 97.72 por  ciento  de las z tiene  un  valor  entre - 00 y 2. 

Ejemplo 3.6.2 

i,Cuá1 es la probabilidad  de  que  una z seleccionada  al  azar  de la 
población  de z tenga  un  valor  entre -2.55 y + 2.55‘? 

Figura 3.6.7 Distribución  normal  unitaria  que  muestra el área entre -- M y z = 2. 
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Figura 3.6.8 Curva normal  unitaria  que  muestraP(- 2.55 < z < 2.55). 

Solución. La figura 3.6.8  muestra  el  área deseada. La tabla F da 
el área  entre - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y 2.55, la  cual  se encuentra  localizando el 2.5 en la 
columna  de la extrema  izquierda  de la  tabla y ,  a  continuación, diri- 
giéndose  horizontalmente  hasta llegar al valor que se encuentra  en 
la columna  encabezada  por .05. Se encuentra  que  esta área es de  .9946. 
Si se observa  la  figura  que  se  trazó, se  ve que  ésta  es  más del  área  de- 
seada. Se necesita  restar de  .9946 el área  hacia la izquierda  de -2.55. 
Utilizando la tabla F se  verifica que  el  área  a la izquierda  de -2.55 es 
.0054.  Por lo tanto, la probabilidad  deseada es 

P (  - 2.55 < z < 2.55) = ,9946 - .O054 = ,9892 

Supóngase  que se hubiera  deseado  encontrar la probabilidad  de 
que z estuviera entre -2.55 y 2.55, inclusive. La probabilidad desea- 
da se expresa  como P(”2.55 < z < 2.55).  Entonces,  como se señaló 
en 1asecci6n3.5,P(z=z0)=0,P(-2.55 <z <2.55)=P(-2.55 < z  < 
2.55) = .9892. 

Ejemplo 3.6.3 

¿Qué proporción  de valores, z están  entre  -2.74 y 1.53? 

Solución. La figura  3.6.9  muestra  el  área  deseada. En  la ta$la,F se 
encuentra  que el  área entre - 00 y 1.53 es .9370 y que  el área entre 
- 00 y -2.74 es .O03 l .  Para obtener  la  probabilidad  deseada, se res- 
ta .O031 de  .9370. Es decir, 

P( - 2.74 I z S 1.53) = ,9370 - ,003 1 := ,9339 
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Figura 3.6.9 Curva normal  ullitaria que muestra la  proporción  de los valores de z 
entre z = -2.74 y z = 1.53. 

Figura 3.6.10 Distribuci6n  normal  unitaria que muestra P(z 2 2.7 1). 

Ejemplo 3.6.4 

Dada la distribución  normal  unitaria,  encuentre P(z  2 2.7 1 ). 

Solución. El área  deseada se muestra  en l a  figura 3.6.1 O. Se obtie- 
ne el área  hacia la derecha de z = 2.71 restanto el área entre - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y 
2.7 1 de l .  Así, se tiene  que 

Ejemplo 3.6.5 

Dada la distribución  normal  unitaria,  encuentre P(.84 _<z _< 2.45). 

Solución. El área  deseada se muestra en  l a  figura 3.6.1 l .  Se ob- 
tiene  primero  el irea  entre - y 2.45 y, de ésta, st resta el área  en- 
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tre - y .84. En otras  palabras, se tiene  que 

P(.84 5 z 2.45) = P ( z  I 2 . 4 5 )  - P ( z  I .84) 

.9929 - .7995 

=; .1934 

Figura 3.6.11 Curva normal  unitaria que muestra P(.84 5 z 5 2.45) 

Ejercicios 

Dada l a  distribucih  nomal unitaria,  encuentre: 

3.6.1 El lirea bajo l a  curva entre z = O y z = 1.43. 
3.6.2 La prnbabilidad  de que una z seleccionada al  azar tenga  un 

_ _ _ ~  ______""__ 

valor  entre, z = -2.87 y z = 2.64. 

3.6.3. P ( z  2 .55). 

3.6.4. P i .  2 -- ,551 

3.6.5. P ( z  < " 2.33). 

3.6.6. P(r < 2.33). 

3.6.7. P( - t .96 5 z 5 i ,96), 

3.6.8. 1'( "2.58 < z 5 2.58). 

3.6.9. P ( -  1.65 5 2 r: 1.65). 

3.6.10. P(:  = 74). 

Aplicaciones. Aunque su importancia  en  el  campo de la estadísti- 
ca  es  indiscutible,  debe  tenerse  en  cuenta  que la distribución norrnal 
no es una ley a l a  que se apeguen  todas las características  mediblesque 
se presentan  en la naturaleza. Sin embargo, es cierto  que  muchas de 
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esas características  están  distribuidas casi en  forma  de  una  distribu- 
ción  normal.  Suelen  citarse  como  ejemplos la estatura  e  inteligencia 
humanas.  Por  otra  parte, Elverback y colaboradores4 y Nelson y 
colaboradores5  han  señalado  que  muchas  distribuciones  relevantes 
para el campo de la salud no pueden  describirse  convenientemente  a 
traves de  una  distribuci6n  normal.  Siempre  que se sabe  que  una va- 
riable aleatoria  est5  distribuida en forma  aproximadamente  normal o 
cuando se carece de un  conocimiento  completo, se considera  razona- 
ble hacer esta suposición, el estadístico  recibe  una  ayuda  conside- 
rable  en su esfuerzo  por resolver  los problemas  prácticos  relativos a 
esta  variable. 

Existen varias otras  razones  por las que la  distribucibn  normal es 
tan  importante  en la  estadística, y se considerarán  a su debido  tiem- 
po. Pur ahora, véase cómo  pueden  contestarse  algunas  preguntas  sen- 
cillas de  probabilidad  acerca  de variabies  aleatorias  cuando se sabe, o 
se tienen  motivos  para  suponer  que, aI menos, estdn distribuidas  en 
forma  aproxinladamente  normal. 

Ejemplo 3.6.6 

Un fisioterapelxta nota  que las calificaciones  obtenidas  en  cierta 
prueba  de  destreza  manual  están  distribuidas  en  forma  aproximada- 
mente  normal  con  una  media  de  1 O y una desviación estándar  de 2.5. 
Si un  individuo  seleccionado al azar  realiza la prueba,  ¿cuál es !a 
probabilidad de que  obtenga  una  calificacih  de 15 o más? 

Solucibn. Primero  debe  trazarse  un  esquema  de l a  distribución y 
sombrear el área  correspondiente  a la probabilidad  de  interés.  Esto se 
ha  hecho  en la figura 3.6.12. 

il = 10 15  

Figura 3.6.12 Distribución  normal  para  aproximar la distribuci6n  de las califica- 
ciones en  una prueba de destreza manual. 
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Figura 3.6.13 Distribución  normal de las calificaciones  de destreza  manual (x) y 
la  distribución  normal  unitaria (2).  

Si la distribución  en  cuestión  fuera  la  normal  unitaria,  con  una 
media  de O y una  desviación estándar  de 1, podría  utilizarse la tabla 
F y encontrar la probabilidad  con  poco  esfuerzo.  Afortunadamente, 
cualquier  distribución  normal  puede  transformarse en la normal 
unitaria:: @ Lo que  tiene  que hacerse  es transformar  todos los valores de 
X en los correspondientes valores de z .  Esto  significa que la media 
de X debe hacerse O, la media de z .  En la figura 3.6.13 se muestran 
ambas  distribuciones.  Debe  determinarse  que  valor  de z ,  por  decir 
zo, corresponde  a un x de 15. Esto se lleva a  cabo  mediante la siguien- 
te  fórmula: 

7 - - 
i- 

x - P  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CJ 

(3.6.3) 

la cual  transforma  cualquier valor de x en  cualquier  distribución  nor- 
mal  al  valor correspondiente  de z en la distribución  normal  unitaria. 
Para el presente  ejemplo se tiene  que 

Entonces, el  valor de zo que se busca  es 2. 
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Examínense  ahora  estas relaciones  con  más cuidado. Se observa 
que la distancia  desde la media, 1 O, hasta el valor de x de  inter&, 15, 
es de 15 - 1 O = 5, que es  una  distancia  de  dos  desviaciones  estándar. 
Cuando se transforman los valores  de x en valores  de z, la distancia  del 
valor  de z de  interés a partir  de su media, O, es igual a la distancia 
tie1 valor correspondiente  de x a  partir  de su media,  10,  en  mida- 
des  de  desviación estándar. Se ha  visto  que  esta  cltima  distancia es  de 
2 desviaciones estándar. En la distribución z, una desviación estándar 
es igual Ü uno y ,  en  consecuencia, el punto  sobre la escala z localiza- 
do a una  distancia  de 2 desviaciones estándar  de O es z = 2, que 2s el 
resultado  que se obtuvo  utilizando la fórmula. Consu1:mdo l a  tabla 
F, se encuentra que el área  a l a  derecha  de z = 2 es .0228. L a  discu- 
si611 anterior  puede resumirse  corno  sipue: 

Para da:  respuesta a la  pregunta  original, se dice que la probabilidad 
de que un  individuo  seleccionado  al  azar  que realice l a  prueba  obten- 
ga una  calificación  de 1 5  o más es de .0228. 

Ejemplo 3.6.7 

Supóngase que se sabe que los pesos de  cierto  grupo  de  individuos 
están  distribuidos  en  forma  aproxinzadanlente  normal  con  una  media 
de 70 kg y una  desviación estándar  de 12.5 kg. ¿Cuál es la probabili- 
dad  de  que  una  persona  seleccionada  al  azar  de  este  grupo pese entre 
50 y 85 kg? 

SoluciOn. En la figura 3.6.14 se muestra la distribución  de  los pe- 
sos y la distribución z a la cual se transforman  los valores  originales, 
con el fin de  determinar las probabilidades  deseadas. Se encuentra 
que el valor de z correspondiente  a un x de 50 es 

Asimismo, para x = 85 se tiene que 
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Figura 3.6.14 Distrikmción de pesos (x) y la  distribucibn  normal  unitaria corres- 
pondiente (:). 

En la tabla F se encuentra  que el área entre - y -"i .6 es de 
.O548 y que  el area entre -- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y 1.2 es de .8849. El irea deseada es la 
diferencia entre estos valores, .8849 - .O548 = .8301. Para resumir, 
se tiene  que 

= P( -- 1.6 < z 2 1.2) 

= P ( -  x I z 2 1.2) - P ( -  cx: 5 -7 - 1.6) 

= ,8849 - .O548 

= .8301 

Entonces, l a  probabilidad  buscada en la pregunta  original es de .5301. 

Ejercicios 

3.6.1 1 Sup6ngase que las edades en las que se adquiere cierta  enfer- 
nlcdad estin distribuidas  en forma aproximadamente  normal 
con una media de 1 1 .S aAos y una desviaci6n estindar  de 3 
aflos. Un niílo acaba de contraer dicha  enfermedad. ¿Cuál es 
la probabi1i.dad de que el niiio  tenga: 

"..-I_- """ 
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a) Entre 8 112 y 14 1/2 años  de  edad'? 
b )  Más de 10 :\ños de  edad? 
c)  Menos de i 2? 

3.6.12 En los  estudios  dactiloscópicos,  una  importante  característica 
cuantitativa es el número  total  de  surcos  para los 10 dedos  de 
un  individuo. SupOngase que los niuneros totales de surcos 
de los individuos de  cierta  población  están  d~stribuidos  en 
forma  aproximadamente  normal  con una media  de 140 y  una 
desviación es thdar  de SO. Encuentre la probabilidad  de  que 
un  individuo  sdeccionado al azar  de  dicha  población tenga un 
número  de surcos: 

a) Be 200 o más 
h )  Menor de 1 00. 
c) Entre 100 y 200. 
d )  Entre 200 y 250. 

3.6.13 Si las capacidades  de la cavidad craneana  de los individuos  de 
cierta  poblacibn  estan  distribuidas  en  forma  aproximadamen- 
te  normal con una media de 1,400 cc y una desviación  están- 
dar de 125. encuentre !a probabilidad de que una persona 
seleccionada :$I azar de dicha  población  tenga un:* capacidad 
de cavidad craneana: 

a) Mayor de 1,450 cc. 
b )  Men01 dc 1,350 cc. 
c)  Entre  1,300 y 1,500 cc. 

3.6.14  Suphgast:  que la duración  promedio  de la internación  en  un 
hospital  de  enfermedades  crónicas  para  cierto  tipo  de  pacien- 
te  es  de 60 días  con  una desviación estándar  de 15. Si  es lógi- 
co  suponer  una  distribución  aproximadamente  normal  de las 
duraciones  de la internación,  encuentre la probabilidad  de 
que  un  pacicnte  seleccionado al azar  de  dicho  grupo  tenga 
una duración  de  internación: 

a) De más  de 50 días. 
b )  De menos  de 30  días. 
c) Entre 30 y 60 días. 
d )  De más  de 90 días. 
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3.6.15 Si las concentraciones  de  colesterol  total para  cierta  población 
estin distribuidas  en  forma  aproximadamente  normal  con 
una  media  de 200 mg/l00 m1 y una  desviación estándar  de 20 
mg/ 1 O0 ml, txcuentre la probabilidad  de  que un individuo se- 
leccionado al azar  de  dicha  población  tenga  una  concentra- 
ció,  de colesferol: 

a j Entre 180 y 200 mg/l O0 ml. 
h )  Mayor de 225 mg/100 ml. 
c j Menor  de 150  mg/lQO ml. 
d )  Entre  190 y 210  mg/100 ml. 

3.6.16 Dada  una poblacih  con distribución  normal  con  una  media 
de 75  y una  variancia de 625, encuentre: 

En el presente  capítulo se desarrollaron  aún nlBs 109 conceptos  de pro- 
babilidad  descritos en el  capítulo  anterior. Se estudiaron los  concep- 
tos  de variables  aleatorias  discretas y continuas y sus distriSuciorres 
de  probabilidad. En particular, se examinaron con bastante  deralle 
dos  distribuciones  discretas  de  probabilidad,  la  binomial y la de Poi- 
sson, y una  distribución  continua  de  probabilidad, la distribución 
normal. Se ha  visto en que forma estas dis t r ibuchm tebricas permi- 
ten hacer  cicrtas  afirmaciones  de  probabilidad acerca de ciertas varia- 
bles  aleatorias  que son de  inter& para e1 profesional  en salud  pública. 

Preguntas y ejercicios de repaso 

1. ¿Que cs una variable aliatoria  discreta? De tres  ejemplos  que scan 

2. ¿Qué es una  variable  aleatoria continua? D i  tres  ejemplos  de  in- 
de interiis  para el profesional  en  salud  pública. 

terés  para el profesional  en  salud  pública. 
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3. Defina la distribución  de  probabilidad  de  una variable aleatoria 

4. Defina l a  distribución  de  probabilidad  de  una variable aleatoria 

5. ¿Qué es una  distribución  de  probabilidad  acumulada? 
6. ¿Qué es un  ensayo  de Bernoulli? 
7. Describa la distribucibn binomial. 
8. Dé un ejemplo de una variable aleatoria que siga una  distribución 

9. Describa la  distribución  de Poisson. 

discreta. 

continua. 

binomial. 

10. Dé un ejemplo de  una variable aleatoria que siga una  distribuida 

1 l .  Describa la distribucih normal. 
12. Describa la distribucih normal  unitaria y diga cómo se U T I '  L~ Iza en 

la estadística. 
13. Dt: un ejemplo de un3 variable aleatoria  que  est&,  al menos, distri- 

buida  en f o r m i  aproximadamente  normal. 
14. Utilizando 10s datos del ejemplo  anrerior,  demuestre el uso  de la 

distribucitn normal unitaria para contestar las preguntas de  pro- 
babilidad relacionadas con l a  variabie seleccionada. 

: S .  El mktodo habitual dt, ellselianza dc una destreza  parricular de 
c1:idado d e  si  rn3mo para personas con retrzso mental ds eficaz 
e n  el S O  por cic.nto d t  i s c  c w x  Se ensayci u n  nuevo  mgtodo  en 
1 0  p:rso~~as. Si el r~u:"vo método no es mejor quc  el cst6ndar, 
lcuuiil es la probabilidsd dt: que siete o rniis personas  aprendan di- 
cha destreza'? 

16. L o s  regjstros del personal de 1111 hospital  grande  muestrxl  cpe el 
1 O por  ciento  de los empleados de administracibn y manienimiento 
renuncian dentro del afio posterior n su contratacikn. Si I O  nue- 
\cos ernplesdcjs han sido contralados  recientemente: 

de  acuerdo a la ley de Poisson. 
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a) exactamente  de  lo? 
b )  menor  de  cinco? 
c) de  cinco o más? 
d) entre  tres  y  cinco, inclusive? 
e )  menor  de  siete,  pero  mayor  de 4? 

18. En promedio,  dos  estudiantes  por  hora  acuden  a la  sala de prime- 
ros  auxilios de  una escuela  primaria. 

a) ¿Cuál  es  la  probabilidad de  que  durante  una  hora  determina- 
da  tres  estudiantes  acudan  a la sala de primeros  auxilios? 

6) ¿Cuál es la probabilidad de  que  durante una  hora  determina- 
da  dos o menos  estudiantes  acudan  a la sala de primeros 
auxilios? 

c) ¿,Cuál es la probabilidad de  que  entre  tres  y  cinco  estudiantes, 
inclusive, acudan  a  la sala de primeros  auxilios  durante  una 
hora  determinada? 

19. En promedio,  cinco  fumadores pasan por la esquina de  cierta ca- 
lle  cada  diez minutos. ¿Cuál  es  la  probabilidad de  que  durante  un 
período  de diez minutos el número  de  fumadores  que  pasan  por 
esa esquina  sea de 

a) seis o menos? 
b )  siete o más? 
c) exactamente  ocho? 

20. En  cierta  área  metropolitana  hay un  promedio  de  un  suicidio  por 
mes. ¿Cuál es la probabilidad de  que  durante  un  determinado 
lncs el número  de  suicidios sea 

21 

a) mayor  de  uno? 
b )  menor  de  uno? 
c)  mayor  de  tres? 

El coeficiente  intelectual  de  individuos  admitidos  a  una escuela 
estatal  para  retrasados  mentales  muestra  una  distribución  aproxi- 
madamente  normal  con  una media de 60 y  una desviación  están- 
dar  de 1 O. 

a) Encuentre la proporción  de  individuos  con un coeficiente in- 

b )  i,Cuál es  la  probabilidad de  que  un individuo  elegido al azar 

c )  Encuentre P(S0 _ < X  _< 70). 

telectual  mayor  de 75. 

tenga un  coeficiente  intelectual  entre SS y 75? 
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22. Una  enfermera  supervisora  ha  encontrado  que las enfermeras  en 
servicio, en  promedio,  tardan 18 minutos  en realizar una  tarea. Si 
los tiempos  requeridos para concluir la tarea esthn distribuidos  en 
forma  aproximadamente  normzl  con  una desviaciór? estándar de 
3 minutos,  encuentre: 

a) L a  proporción  de  enfermeras  que  concluyen la tarea en me- 
nos de  cuatro  minutos. 

b )  La proporción  de  enfermeras  que  requieren mis de cinco rni- 
nutos para concluir la tarea. 

c )  La probabilidad de  que  una  enfermera, a quien  recientemente 
se  le  ha asignado la tarea,  la  concluya al cabo de tres  minutos. 

23. L a s  calificaciones obtenidas  en  cierta  prueba  de  aptitudes  por es- 
tudiantes  de  enfermería  están  distribuidas en  forma  aproximada- 
mente  normal  con una  media de 500 y una variancia de 10,000. 

a> ¿Qué  proporcicin de calificaciones están por debajo  de 200? 
b )  Una  persona  está a punto  de hacer l a  prueba; icuál es la pro- 

babilidad de  que  obtenga  una calificacibn de 650 o m6s? 
c) 1Qué  proporción de calificaciones esti  entre 350 y 675? 

23. Dada una variable  binomial  con  una  media de 20 !; una variancia 
de  16,  encuentre Y, y p .  

25. Supóngase que una variable X muestra  una  distribucibn  normal 
con  una desviación  estándar de 1 O. Dado que .O985 de los valores 
de X son  mayores  de 70, ¿cuál es el valor medio  de X? 
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Algunas distribuciones muestrales 
importantes 

4.1 I N T R O D U C C I O N ~ - p ~ - . -  

Antes  de  examinar  el  tema  principal  del  presente  capítulo, se revisa- 
rán los puntos  sobresalientes  de lo que se ha tratado  hasta  aquí. En el 
capítulo 1 se hizo énfasis  en la organizacibn  y  resumen  de  los  datos. 
Aquí sc encuentran los conceptos  de  tendencia  central y dispersión, 
y se aprende  cómo  calcular sus medidas  descriptivas.  En  el  capitulo 2 
se estudiaron las ideas  fundamentales  de la probabilidad y em el  capí- 
tulo 3 se consideró  el  concepto  de  una  distribución  de  probabilidad. 
Estos  conceptos  son  fundamentales  para  comprender la inferencia 
estadística, el tema  que  abarca la mayor  parte  de  este  libro. 

El  presente  capítulo sirve de  enlace  entre el material  estudiado, 
que  es  esencialmente  de  naturaleza  descriptiva, y la mayoría  de los 
temas  restantes,  que se han  seleccionado  del  área  de la inferencia 
estadística. 

4.2 MUESTRE0 ALEATORIO SIMPLE - ~ ~ _ _ _ . . .  

En  términos  generales,  existen  dos  tipos  de  muestreo, el muestreo 
prohahilístico y el muestreo no prohahilístico pero,  en  este  texto. se 
estudiará sólo el  primero. La razón  es que tínicamente  para  el mues- 
treo  probabilístico  existen  procedimientos  estadísticamente seguros 
que  permiten  inferir,  a  partir de l a  muestra  extraída, la poblaci6n  de 
interés. 
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Definición 

Una muesstra probabilistica es una  muestra  extmldu de una  poblu- 
cibn  de tal manera que todo miembro  de esta última tenga una 
probabilidad conocida  de estar incluido  en la muestra. 

De cualquier pobiac ib  finita  de  tamaño N ,  puede  extraerse  un 
cierto  número  de  muestras  distintas  de  tamaño n .  (Se hace esta  afir- 
mación bajo la hipbtesjs d e  que N es lo suficientementc grande  como 
para  garantizar el muestrec. Como regla: por  razones obvias, las po- 
blaciones  pequeñas  no sc muestrean,  sino  que se estudia la población 
completa). 

Definición 

Si se extrae  una  muestra  de  tamaño n de  una  población  de tama- 
Ti0 N ,  de tal manera que cada muestra  posible de  tamaño n tenga 
la misma  probabilidad de ser seleccionada, la muestra recibe el 
nombre  de muestra aleatoria simple. 

La mecrinica de  extraer  una  muestra  que satisfaga la definición 
di: una  muestra  aleatoria  simple se conoce  colno muestreo aleutorio 
simple. 

Más adelante se demostrar5 e! procedimiento  del  muestre0 alea- 
torio  simple,  pero,  primero, se considerará  el  problema  de si se mues- 
trea cot1 reemplazo o sin reemplazo. Cuando se utiliza  el  muestreo 
con reemplazo,  cada  miembro  de 13 poblacion  está  disponible  para 
cada  extracci6n.  Por  ejemplo, supóngase que se extrae,  una  muestra 
de una  población  de  paSentes  antiguos  de  un  hospital,  conlo  parte  de 
u n  estudio  de  duración  de la internacibn.  Supóngase  que  el  muestreo 
comprende la selecci6n  de  una  muestra  tomada  de los expedientes 
dcl  departamento  de  archivo m6dico de  los  pacientes  dados de alta. 
En ei mucstreo con reemplazo se procedería  como sigue: se  seiec- 
ciona u n  expediente para formar  parte  de l a  muestra, se registra la 
duración  de la internación y S:: regresa el  expediente  ai  estante. El  ex- 
pediente está nuevamente  en la “població:~” y puede ser tomado  una 
ve;! más cn alguna  ocasión  subsiguiente, en  cupo caso: la duración  de 
la internacibn se registrará  otra vez.  En  el muestreo sin reemplazo, 
cl  expediente  extraído  no se regresaría al estante  después de haber 
registrado la  duraci6n de l a  internacicin.  sino que se separaría  hasta 
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que se extrajera la muestra  completa.  Siguiendo este  procedimien- 
to,  un  expediente  dado  aparecería  en la muestra sólo una vez. Como 
regla, en la práctica,  el  muestre0 siempre se realiza sin reemplazo. 
Posteriormente, se explicará  el significado y las consecuencias de es- 
to, pero  primero se vet2 cómo se selecciona una muestra  aleatoria 
simple. Con  el fin de  asegtmr  una  verdadera  aleatoriedad, se  necesi- 
tará seguir algim procedimiento  objetivo.  Evidentemente, se deseará 
evitar el uso  del  criterio  propio  para  decidir que miembros  de l a  po- 
blación constituyen  una  muestra  aleatoria. 

Ejemplo 4.2.1 

Una  manera  de seleccionar una  muestra  aleatoria simple es  utilizar 
una  tabla  de  nilmeros  aleatorios  como la que se muestra  en l a  tabla G 
del  apkndice.  Supóngase  que la población  de  interés  consta  de los 
150 valores de  concentración  de  azúcar  en sangre que se h a  extraído 
en  ayunas y que se indican  en l a  tabla 4.2.1. 

Se desea extraer  de  esta  pobfacihn,  una  muestra  aleatoria simple 
de  tamaño 10, utilizando  los  números  aleatorios  de l a  tabla G. Como 
primer  paso, se debe localizar un punto  de  partida  aleatorio  en l a  ta- 
bla. Esto  puede hacerse en varias formas,  una  de las cuales es quitar 
l a  vista de la página, mientras st: toca  con la punta  de  un  lápiz. El 
punto  de  partida  aleatorio  es  el  dígito  más  próximo al punto  donde 
el lápiz tocci  la  piigina. Supóngase  que, siguiendo  este procedimiento, 
se llegó a  un  punto de partida  aleatorio  en l a  primera  página de la  

tabla G, en la interseccibn  del renglón 21 y la columna 28. El dígito 
en  este  punto es 5. Dado  que se tienen 150 valores  para elegir, pueden 

'utilizarse sólo los números  aleatorios del 1 al  150. Resultarh conve- 
niente seleccionar números  de  tres  dígitos:  de  modo que  sean elegibles 
sólo los  números  del 001 al S SO. El primer  nimero  de  tres  dígitos, 
empezando  en  el  punto  de  partida  aleatorio, es el 532, un  número  que 
no puede  utilizarse. Se  rt'corre  la tabla  hacia  abajo y se pasan los nú- 
meros 196, 372, 654 y 928 hasta llegar al  137,  un  número  que  puede 
utilizarse. El 1374simo valor de la tabla 4.2.1 es 92, el primer valor 
de la muestra.  En la  tabla 4.2.2 se han  registrado  el  número  aleatorio 
y la  concentración  de  azúcar  en sangre correspondiente. Se han regis- 
trado los números  aleatorios  para  que se  vea cuáles  fueron los selec- 
cionados.  Dado  que se desea  una  muestra sin reemplazo, no se desea 
incluir  dos veces el valor de  un  mismo  individuo.  Procediendo  en la 
forma  que  acaba  de describirse, se  llega a los nueve números aleato- 
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Tabla 4.2.2 Muestra de 1 0 concentraciones de azúcar  en 
la sangre que se ha extraído,  obtenida  de los datos de  la 
tabla  4.2.1. 

Nzirnero Número  del  individuo 

aleatorio err la rnuestru Concenrracibn - 
137 1 92 
114  2 108 
028 3 108 
085 4 102 
018 5 93 
042 6 85 
053 7 90 

108 8 93 
144 9 88 
126 10 106 

rios  restantes y sus correspondientes  concentraciones  de  azúcar  en 
sangre que st: nruesfran en l a  tabla 4.2.2. N6tese  que  cuando sc llega 
al  fin de la columna, se avanza simplf.:mente tres ciígitos hasta el O28 
y hacia arriba de la columna.  También p ~ t d o  haberse  empezado por la 
parte d c  arriha de dicha  columna con cl nilmero 369. 

Así. S? E M  extraido una  muestra  aleatoria  simple, de tamaño 10, 
dl: una pohlaci6n de tamaño 150. En todo  estudio  futuro, siernprc 
que se uti i ice el t&rmilmo de muestra aleatoria simple, se entenderi que 
la rnueslra se extrajo en  esta forma o en  otra equivalente. 

Muchas de Ins conputadoras mhs comunes tienen capacidad pa- 
ra  generar nilnneros aleatorios. Como alternativa  para  utilizar tablas 
impresas de nismeros  aleatorios, los investigadores  pueden  utilizar 
compt1t:;doras para obtener los nimeros aleamrim  que  desean. En 
rd i t i ad ,  los n13n.~rcss "aalealo~ios" dados por Ia mayoría dc las coxnyu- 
tadcras son de hecho, ntimerm pseudoaleatorios debido a que san el 
resultado d, una fbrmula deteminística. Sir1 emb:,rgcr, como F ish -  

man' Io h a  sefialado:  parece ser que d íchos níimeros sirven satisfinc- 
tsriarneute para muchos dc !ns fines pr5cticos. 
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4.2.2 Obtenga  una  muestra  aleatoria  shpli:  de  tamaño 5 de los da- 
tos de la tabla I 3.1, 

L a  distrifruci¿)n de todos los valorns posibles que puede tomar nl- 

gunu estadística, calculuc-los a partir de muestras del mismo tamcAo 

extraidas al azar de la misma poblución, se CoIIoce como ciistri- 
bución muestral de cslz estadistica. 

i i' 

Las  distrihiiciones  rnuestrdles pueden construirse  empíricamente 
cuando se obtienen  de  una  poblacih  finita,  discreta. Para construir 
una disrribucibn  muestral, se hace lo siguiente. 

l .  De una  población  finita de tamaño l'v, se extraen al azar todas ias 

2. Se calcula Ia estadistica  de i p ~  ter& para  cad:^ muestra. 
3 .  Se enlistan en una column;i ;os diferente.  valores obsemados de la 

estadística y en otra c o l ~ t n r ~ a ,  la  frecuencia  corrtspondiente de 
ocurrencia de cada gno de esos valores. 

muestras  posibles  de tamafiu 2. 

La  construcción real de u n a  distribución  de rnuestreo es una  tarea 
formidable si l a  población  es  de un tamafio  apreciable. y es imposible 
si la población es infinita. En dichos caso$, pueden  obtenerse  aproxi- 
maciones  de  las  distribuciones  muestrsles tomando  un gran número 
de muestras  de un determinado  tamarlo. 

En general, se tiene inter& cn conocer  tres cosas ac:erca de  una 
determinada  distribución  muestral: SL! media, s u  variancia y su fL:r- 
ma  funcional  (cómo se ve cuando se construye su griifica). 

Es bien conocida la dificultad  para  construir ~ ! n a  distribución 
muestral  de  acuerdo  con IGS pasos dados  líneas  arriba,  cuando la  po- 
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blación  es  de un  tamaño  apreciable.  Puede  plantearse  también un 
problema  difícil  cuando se considera la construcción  de  una distri- 
buci6n  muestral si l a  población  es  infinita. Lo mejor  que  puede ha- 

cerse experimentalmente  en  este caso  es aproximar la distribucibn 
muestral  de  una  estadística. 

Estos  dos  problemas  pueden evitarse por  medio  de las matemáti- 
cas. Aunque  los  procedimientos  que  intervienen son incompatibles 
con el nivel matemático  de  este  texto. las distribuciones  muestrales 
pueden  deducirse  matemáticamente. El lector  interesado  puede  con- 
sultar  uno  de los muchos  textos  de  estadística  matemática,  corno  por 
ejemplo,  el ds Hoe12 y de  Anderson y Bancroft". 

En las  secciones  siguientes, se estudian  algunas  de las  distribucio- 
nes  muestrales  que se encuentran  con más frecuencia. 

a 4.d DISTRIBUCI~N DE LA MEDIA DE LA MUESTRA _ _ _ ~ -  

Una  importante  distribución  muestral  es l a  distribución  de la  media 
de l a  muestra. Se verá cómo  podría  construirse  esta  distribución  mues- 
tral  siguiendo los pasos  esbozados  en Ia seccibn  anterior. 

Ejemplo 4.4.1 

Supbngase  que se tiene  una  población  de  tamaiio N =  5 que cons- 
ta  de las edades  de  cinco  niños,  pacientes  externos  de  un  centro de 
enfermedades  mentales.  Las  edades  son  las  siguientes: x ,  = 6, x2 = 8: 
x3 = 10, x4 = 12 y x5 = 14. La media, p ,  de esta población,  es igual 
a Z x j / N  = 1 O y l a  variancia 

Se calculará  otra  media  de  dispersión  como sigue 

Esta  cantidad se utilizará  otra vez en  el  capítulo  siguiente. Se extrae- 
rán  de  esta  población  todas  las  muestras  posibles  de  tamafio zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM = 2. 
Estas  muestras,  junto  con sus medias, se muestran  en la tabla 4.41. 
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______"".".."_I"__".~ "" 

Tabla 4.4.1 Todas las muestras posibles de  tamaño n = 2 obtenidas  de 
una  población de tamaño M = 5. Las muestras por  arriba o por  debajo 
de la diagonal resultan  cuando  el  muestreo  es sin reemplazo. Las me- 
dias de las muestras  están  entre  paréntesis. 

Segunda extraccibn 
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!(X, 

6 

5 

4 

3 

1 

1 

C 

Tabla 4.4.2 Distribución  muestral de x calculada a 

partir de las muestras  de la tabla 4.4.1. 
_ _ " ~ _ _ _ I " ~ - ~  _I 

.Y 
- 

Frecuencia  Frecuencia relativa 

1,'25 
2/25 
3/25 
4/25 
5/25 
4/25 
3/25 
2/25 
1/25 

Total 25 25/25 

Distribucián de la poblacián 

Distribucibn muestral de 7 

Figura 4.4.1 Distribución  de la población y distribución muestral de X. 
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ra la  media,  a l a  cual se denotará  por p 7 ,  de la distribución  muestral. 
Para  hacerlo, se suman las 25 medias  de las muestras y se divide entre 
25. Así, se tiene que 

Se observa con interés  que l a  media de la distribuciiin  muestra1 

Finalmente, se calcula la variancia de Y, que se denotará  por u Z 2 ,  
de Y tiene  el  mismo valor que la media  de la  población original. 

como sigue: 

Se observa que la variancia de la distribución  muestral no  es igual 
a la variancia de la poblacibn. Sin embargo,  resulta  interesante  obser- 
var que la variancia de la distribución  muestrai e,s igual a la variancia 
de la población  dividida  entre  el  tamaño  de la muestra  utilizada  para 
obtener la distribución  muestral. Es decir, 

La raíz  cuadrada  de l a  variancia de la distribucibn muestral,fi:2 = 
u/@, se conoce  como error estándar de la media o,  simplemente, 
error estándar. 

Estos  resultados no son  coincidencias, sino ejemplos  de las carac- 
terísticas  de las distribuciones  muestrales  en general, cuando  el mues- 
treo es con reemplazo o cuando se realiza a  partir de una población 
infinita. Para  generalizar, se distingue entre  dos  situaciones: mues- 
treo  a  partir  de  una  poblacibn  con  distribución  normal y a  partir  de 
una  población  que  no  presenta  distribución  normal. 

Cuando  el  muestre0 es a  partir de una  población  con  distribución 
normal, la distribución  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAla media  de la muestra tendrá las si- 
guientes  propiedades: 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Distribución zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde la media  de la muestra 147 

1. La  distribución  de Yserá normal. 
2. La media, px, de la distribución  de Tserá igual a la media  de 

3.  La variancia, ox 2 ,  de la distribución  de TTserá igual a la varian- 
la población  de la cual se extrajeron las muestras. 

cia de la población  dividida  entre el tamaño  de la muestra. 

Para el caso  en el  que el  muestreo se realice a  partir  de  una PO- 

blación que  no tiene  distribución  normal, se utiliza  un  importante 
teorema  matemático  conocido  como teorema  del  limite  central, La 
importancia  de  este  teorema  en la inferencia  estadística  puede resu- 
mirse  en el siguiente  enunciado. 

Dada una  población  de  cualquier  forma  funcional no normal  con 
una media, p, y variancia finita, 02, la distribución  muestral  de X, 
calculada a partir  de  muestras de  tamaño n de  esta población, 
estará distribuida en forma  aproximadamente  normal  con  media 
p y variancia o2 in, cuando  el  tamaño  de la muestra-es grande. 

Nótese  que  el  teorema  del  límite  central  permite  muestrear a par- 
tir  de  poblaciones  que  no  presentan  distribución  normal  con  una ga- 
rantía  de  aproximadamente los mismos  resultados que se obtendrian 
si la  población  tuviera  distribución  normal,  siempre que se tome una 
muestra  grande. 

La importancia  de  esto será evidente  después, cuando se apren- 
da  que  una  distribución  muestral  con  distribución  normal  es  una  he- 
rramienta  muy  importante  en la inferencia  estadística. En el caso 
de la media  de la muestra, se tiene la seguridad de  que la distribucibn 
muestral está al menos  distribuida  en  forma  aproximadamente  nor- 
mal  bajo tres  condiciones: 1)  cuando se hace el muestreo  a  partir  de 
una  población  con  distribución  normal; 2) cuando se hace  el mues- 
treo  a  partir  de  una  población  que  no  muestra  distribución  normal 
y la muestra es grande y 3) cuando se hace  el  muestreo  a  partir  de 
una  población  cuya  forma  funcional se desconoce  en tanto  que el 
tamaño  de la muestra es  grande. 

La pregunta lógica que surge en  este  punto es: ¿qué  tan  grande 
debe ser la muestra  para  que  pueda aplicarse  el teorema  del  límite 
central? No existe  una  respuesta  firme y rápida,  debido  a que el  ta- 
maño de la muestra  depende  del  grado  de  no  normalidad  presente  en 
la  población.  Una regla empírica señala que,  en la mayoría  de las si- 
tuaciones  prácticas,  resulta  satisfactoria  una  muestra  de  tamaño 30. 
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Además, se hace mucho  mejor la aproximación hacia ia normalidad 
de la distribucibrl  muestra1 de, 3, a  medida que aumenta el tamaño dr 
la muestra. 

Los  resultados  anteriores se han dado bajo la premisa de que e1 
muestreo  es con reemplazo, o bien, que las muestras st' han extraído 
de poblaciones  infinitas. En general, no se rnuestrea  con reemFlazo 
y, en  muchas  situaciones  pricticas,  es  posible que sea necesario rnues- 
trear  a  partir  de u n a  población  finita;  de  aquí  que sea necesario  fami- 
liarizarse con el comportamiento  de la distribución muestra1 de la  
media de la muestra bajo estas  condiciones.  Antes  de  hacer  cualquier 
afirmación  general, obskrvense de  nuevo los datos  de la  tabla 4.4.1. 
Las  medias  de las muestras que se obtienen  cuando el ntuestreo es 
sin reemplazo son aquellas  que  están arriba de la diagonal, que  son 
las mismas  que estan debajo  de l a  misma si  se ignora el  orden  en que 
se hicieron l as  observaciones. Se observa que hay I O rnuestrzs posibles. 
En general, cuando sc extraen sin reemplazo  muestras  de  tamaño IZ 

a partir  de una población finita  de tamafio 3 y se ignora el orden en  
el que  fueron  extraidos los valores de l a  muestra, e! nimero de mues- 
tras  posibles  está  dado  por la combinación de N cosas, tomadas y2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB 

la vez. En  el  presente  ejemplo se tiene  que 

La media  de las 1 O medias  de las muestras es 

Se observa una vez Inis que la media  de la distribucibn  rnuestral es 
igual a la media  de la población. 

La  variancia de esta  distribución  de  muestreo  es: 

y se observa que, en esta ocasión, la variancia de la distrjbucihn de 
muestreo  no es igual a la variancia de la población dividida entre 
el tamaño de la muestra, ya que op2 = 3 # 812 = 4. Sin ernbargo, 
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existe  una  interesante  relación que se descubre al multiplicar u* 112 
por (N - n) / (N - 1). Es decir, 

g2 N - n  8 5 - 2  
I1 I v - 1 - 2  4 

= 3  

Est$ resultado  muestra  que, si se multiplica la variancia de la distribu- 
ción  muestral,  que se obtendría si el  muestreo  fuera  con  reemplazo, 
por el factor (N -. n) / (N - l) ,  se obtiene el valor  de la variancia de la 
distribución  muestral  que  resulta  cuando  el  rnuestreo  es sin reempla- 
zo.  Pueden  generalizarse estos  resultados  con el  siguiente enunciado. 

Cuando se muestrea sin reemplazo a partir de una  población fini- 

ta, la distribución  de  muestreo  de Y tendrh  media p y variancia, 

u2 N - 11 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n N - 1  

_ . -  

Si el tamaño  de la muestra  es  grande, se  aplica el teorema  del  li- 
mite  central,  y la distribución  de  muestreo  de  Kestará  distribuida  en 
forma  aproximadamente  normal. 

El factor (N - n ) / ( N  - 1) se conoce  como  corrección  por  pobla- 
ción  finita y puede  ignorarse cuando  el  tamaiio  de la muestra  es pe- 
queño  en  comparación  con  el  tamaño  de la población.  Cuando la 
poblaci6n es mucho mhs grande que la muestra, la  diferencia  entre 
o2 /n  y (o2 /n)[(N - n) / (N - I)]  será despreciable.  Supóngase que una 
población  está  formada  por  10,000  observaciones y que  una  muestra 
de esta  población  consta  de 25 observaciones; la corrección por PO- 

blación  finita sería igual a  (10,000 - 25)/(9999) = .9976. Multiplicar 
a2 / n  por .9976 es  casi  equivalente  a  multiplicar por  l .  La mayoría  de 
los que hacen  cálculos  estadísticos no utilizan  la  corrección por  po- 
blación finita  a  menos  que la muestra  contenga  más  del 5 por  ciento 
de  las  observaciones  en la población. Es decir, la corrección por PO- 
blaci6n finita se ignora por  lo  general  cuando n/N < .05). 

Aplicaciones. Como se verá en  los  capitulos siguientes, el  cono- 
cimiento y comprensión  de  las  distribuciones  muestrales  sera  un 
requisito necesario  para comprender los conceptos  de la  inferencia 
estadística. La aplicación  más  sencilla  de la distribución  muestral  de 
la  media  de l a  muestra es al calcular la probabilidad  de  obtener  una 
muestra  con  una  media  de alguna  magnitud  especificada.  Se  ilustra- 
rá lo anterior  con  algunos ejemplos. 
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Ejemplo 4.4.2 

Supóngase  que se sabe que,  en  cierta gran  poblacibn  formada  por 
personas, la longitud  craneal  está  distribuida en forma casi normal 
con  una  media  de  185.6  mm y una desviación estándar de 12.7  mm. 
;Cu# es la probabilidad de  que  una  muestra  aleatoria  de  tamaño 10 
de esta  población tenga una  media  mayor  de 1?0? 

Solución. Se sabe que la muestra  bajo  consideración es una  de 
todas las muestras posibles de  tamaño 10 que  pueden  extraerse  de la 
población,  de modo  que la media a kd cual conduce es una  de  las Y 
que  comprenden la distribución  muestral de 7 que,  teóricamente, 
podría derivarse de  esta  población. 

Cuando se dice que la población  ?stá  distribuida  en  forma casi 
normal, s,e supone  que, para todos los  fines prácticos, la distribución 
muestra1  de Ymostrará  una  distribución  normal. Se sabe  también  que 
la media y la desvjación  estíindar de la distribución  muestral  son igua- 
les. respectivamente,  a 185.6 y 1 2 . 7 / 0  = 4.02. Se 
supone que l a  población  es  grande  respecto  a la muestra,  de  modo 
que puede ignorarse la corrección  por poblaciirn finita. 

En el capitulo :mrerior sc aprendió  que, siempre que se tiene  una 
variable, aleatoria con distribucicin normal,  puede  transformarse fácil- 
mente  en la distribución  normal  unitaria. L a  variable aleatoria es aho- 
ra F, l a  media de su distribucih es p j i ,  y su desviación estándar es 
u2 = u/fi Modificando  apropiadamente la fórmula  dada  con  ante- 
rioridad, se  llega a la f6rmu!a siguiente  para transformar la distribu- 
ción  normal  de X en la distribución  normal  unitaria. 

(4.4.1 i 

La  probabilidad que da  respuesta  a la pregunta  formulada  está repre- 
sentada  por el área  a la derecha  de i= 190 bajo la curva de !a distri- 
bucihn  muestral.  Esta área es igual  al área a la derecha  de 

190 -- 185.6 4.4 
4.02 4.02 

7 - ~ "" ~~ "" - ". _ -  - 
~ = 1.09 

Consultando la  tabla  normal  unitaria, se encuentra q;le el Brea a la 
derecha de 1 .O9 es .1379; en  consecuencia. se dice q ~ ~ t :  iz probabili- 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADistribución de la media  de la muestra 1 5 2  

dad  de  que  una  muestra  de  tamaño 10 tenga  una  media  mayor  de 
190 es  de .1379. 

Ea figura 4.4.2 muestra la  relación que existe  entre la población 
original, la  distribución  muestral de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3? y la distribución  normal uni- 
taria. 

Figura 4.4.2 Distribución  de la población,  distribución  muestral y distribución 
normal  unitaria,  ejemplo 4.4.2. a)  Distribución de la población. 6) Distribu- 
ción  muestral de 2 para  muestras  de tamaAo 10. c) Distribución  normal  unitaria. 
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Ejemplo 4.4.3 

Si la media y la desviación estándar  de  las  concentraciones  de 
hierro  en  el Suero de hombres  sanos son, respectivamente,  de  120 y 
15 microgramos por 100 ml, ¿cuál  es la probabilidad de que una 
muestra al azar de SO I;ombres  normales  proporcione una media en- 
tre 1 15 y i 25 microgramos  por 1 O0 mi'! 

Soluci6n. No se especifica la forma  funcional  de la pobIaci6n de 
concentraciones  de  hierro  en  el  suero,  pero  dado  que se tiene ana  
muestra  de  tamaño  mayor  de 30, se utiliza  el  teorema  del  limite  cen- 
tral y se transforma la distribución  muestra1  resultante de X cot: dis- 
tnbución casi normal (la cual  tiene  una  media  de 120 y una desviacirjn 
estándar  de 15/,/m = 2.12)  en  la  normal  unitaria. L a  probabilidad 
que se busca es: 

Ejercicios 

4.4. I Sapóngase  que se sabe  que los salarios por  hora  de  cierto  tipo 
de  empleados  de  un  hospital están distribuidos en forn~a casi 
normal  con  una rnedia y una  tiesviaci6n estándar  de  $4.50 y 
6.50, respectivamente.  Si se selecciona  una  muestra al  azar de 
tamaíío 16 de  esta  población,  encuentre la probabilidad  de  que 
la media  del salario por hora para la muestra  sea: 

(I) Mayor  de  $4.25. 
b )  Entre  $4.25 y $4.75. 
c )  Mayor  de  $4.80. 
d )  Menor  de  $4.20. 

4.4.2 Se ha encontrado  que,  despues  de  un  período de entrenamien- 
to, el  tiempo  medio  que  requieren  ciertas  personas  impedidas 
para rea!izar una  tarea  particular  es  de 25 segundos con una 
desviacibn estándar  de 5 segundos.  Suponiendo  una  distribu- 
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cion  normal de los tiempos,  encuentre l a  probabilidad  de que 
una  muestra  de 25 individuos proporcione  una  media: 

a) De 26  segundos O más. 
b )  Entre  24 y 27  segundos. 
c )  De 26 segundos o menos. 
d)  Mayor  de 22 segundos. 

4.4.3 Si las concentraciones  de  ácjdo  úrico en hombres  adultos y 
normales  están  distribuidas  en  forma casi normal  con  una me- 
dia y una desviación estándar de 5.7 y 1 rng por  ciento, respec- 
tivamente,  encuentre l a  probabilidad  de que una  muestra  de 
tamaño 9 proporcione  una  media: 

a) Mayor de  6. 
b )  Entre 5 y 6. 

c j  Menor  de 5.2. 

4.4.4 Para  cierto  sector  grande de una poblacicin,  en un afio determi- 
nado,  supóngase  que  el  nimero  medio  de  dias  de  incapacidad 
es  de 5.4 con  una desviación estándar  de 2.8 días. Encuentre 
l a  probabilidad  de  que una muestra al  azar  de tamaíio 49 de 
dicha población tenga una  media: 

a) Mayor  de  6  días. 
h )  Entre 4 y 6  días. 
c )  Entre 4 112 y 5 112 días. 

.- " 

4.4.5  Dada  una  población  con  distrihuci6n  normal  con  una  media 
de 100 y una desviacibn estándar  de 20, encuentre las siguien- 
tes  probabilidades  basadas  en  una  muestra de tamaño 16: 

4.4.6  Dados p = 50, u = 16, n = 64, encuentre: 
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c)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPp- < 47). 
d )  P(49 < P < 56) .  

4.4.7  Supóngase  que  una  población consta. de los siguientes  valores: 
1 ,  3, 5 :  7, 9. Construya la distribución muestra1 de X en base a 
muestras  de  tamaño 2 seleccionadas sin reemplazo.  Encuentre 
la media  y la variancia de la distribución  muestral. 

4.4.8 Utilice los  datos  del  ejemplo  4.4.1  para  ccnstruir la  distribución 
muestral  de X en base a  muestras  de  tamaño 3 seleccionadas 
sin reemplazo.  Encuentre la media  y la variancia de la distribu- 
ción muestral. 

Con frecuencia, el interés  de  una investigación  está centrado en dos 
poblaciones.  Específicamente,  puede ser que  un investigador desee 
saber algo  acerca de  la  diferencia  entre las medias  de dos poblaciones. 
En una investigación, por  ejemplo,  puede ser que  un investigador de- 
see  saber si es  razonable  concluir que las medias  de  dos  poblaciones 
son distintas. En otra  situación,  el investigador puede desear conocer 
la  magnitud  de la diferencia  entre las medias  de  dos  poblaciones.  Un 
grupo de  mkdicos  investigadores, por  ejemplo,  puede desear saber si 
la concentración  media  de  colesterol  en el suero es mayor  en  una po- 
blación de  oficinistas  sedentarios  que en  una  población  de  trabaja- 
dores. En caso de  que los investigadores  lleguen a la  conclusión de que 
las medias  de las poblaciones son distintas, es posible que deseen sa- 
ber qué  tanto  difieren. El conocimiento  de la distribución  muestral  de 
la diferencia  entre  dos  medias es útil  en 

Ejemplo 4.5.1 

Suphgase  que se tienen dos  grupos  d 

investigaciones  de este  tipo. 

e  individuos,  uno  de  los gru- 
pos (grupo 1 )  ha experlmentado alguna  afección que se considera 
está asociada al retraso  mental  y el otro  grupo  (grupo 2 )  no ha e x p c  
rirnentado dicha afección. Se supone  que la distribucibn de las califi- 
caciones  de  inteligencia en cada uno de los dos  grupos  muestra  una 
distribución casi normal  con  una desviacibn estándar de 20. 
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Supóngas2  además que se toma  una  muestra  de  15  individuos  de 
cada  grupo y, para  cadamuestra, se calcula  la  calificación  media de in- 
teligencia con  los  siguientes  resultados: TI = 92 y X2 = 105. Si no 
existe  diferencia  entre  los  dos  grupos  con  respecto  a sus verdaderas 
calificaciones  de  inteligencia,  ¿cuál  es la probabilidad  de  observar 
esta  gran  diferencia  entre  las  medias  de las muestras? 

Para  contestar  esta  pregunta se necesita  conocer la naturaleza  de 
la distribución  muestra1  de la estadística  pertinente, la diferencia en- 
tre las medias  de dos muestras, Y, - SS;. Nótese que se busca una 
probabilidad  asociada  a la diferencia  entre las medias  de  dos mues- 
tras,  en  lugar  de  una sola  media. 

Aunque  en la práctica no se intentaría  construir la distribución 
de  muestreo  deseada,  puede  formarse  una  idea  conceptual  de  la  ma- 
nera  en la que  podría hacerse cuando  el  muestreo se hace  a  partir 
de  poblaciones  finitas. Se empezaría  por  seleccionar,  del  grupo 1, 
todas las muestras  posibles  de  tamaño  15 y calcular la media  de  cada 

muestra. Se sabe que  habría (y;) de  dichas  muestras,  donde N ,  es  el 

tarpaño del grupo y n l  = 15. Asimismo, se selcccionarfan  todas  las 
muestras  posibles  de  tamaño 15 del  grupo 2 y se calcularía la media 
de  cada  una  de  dichas  muestras. Se tomarían  entonces  todas  las pare- 
jas  posibles  de las medias  de  las  muestras,  una  del  grupo 1 y una  del 
grupo 2, y se obtendría la diferencia. La tabla  4.5.1  muestra  los re- 
sultados al aplicar  este  procedimiento.  N6tese  que  los  números  fuera 

Tabla 4.5.1 Tabla de  trabajo para construir la distribución de la diferencia  entre 
las  medias  de dos muestras. 

Muestras  Muestras  Medias  de  Medias  de  Todas las diferencias 
del  del las muestras ¡as muestras  posibles  entre las 

grupo I grupo 2 del grupo 1 del  grupo 2 medias 

- 
n l l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn 12 x1 1 z12 xll -zl* 
n21 n 2 2  x2 1 x2 2 x11 - x22 

- - 

n?l  n32 X31 5 2  
- - 

xll x32 
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Figura 4.5.1 Gráfica  de l a  distribución muestrai de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2, -- X? cuando no existe 
diferencia entre las medias de las poblaciones.  Ejemplo 4.5 . l .  

de 10s paréntesis  de ¡a última  línea  de  esta tabla no son exponentes, 
sino indicadores  del  grupo 1 y del  grupo 2, respectivamente. 

Lo que se desea encontrar es la distribución  de las diferencias 
entre las  medias de las muestras. Si se  grafican las diferencias de !as 
muestras  contra su frecuencia  de  ocurrencia, se obtendría una  distri- 
buci6n  normal con una  media igual  a pl  - p 2, l a  diferencia  entre las 
medias  reales de los  grupos o poblaciones y una variancia igual  a 
( 0 1  Inl ) + (u 22 In d.  

Para  el presente  ejemplo, se tendría  una  distribución  nortnal  con 
una  media  de O (si no existe  diferencia  entre las medias  reales de las 
poblaciones) y una variancia de [(20)2/25] + [(20)’/lS] = 53.33. L a  
gráfica de la distribución muestra1 se muestra  en  la figura 4.5,l .  

Se sabe que  esta  distribución  normal  puede  transformarse en l a  
distribución  normal  unitaria  por  medio  de la modificación  de  una 
fórmula  aprendida  con  anterioridad. La nueva fórmula es la siguiente: 

El sirea bajo la curva de Fl - :U, que  corresponde a la probabili- 
dad que se busca  es  el  área a la izquierda  de sl;; - X, = 92 - 105 = 
- 13. El valor de z que  corresponde  a - ! 3 ,  suponiendo que no exis- 
te  diferencia  entre las medias de las poblaciones,  es 
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Consultando ia tabla F, se encuentra  que  el  área  bajo la curva  normal 
unitaria a la izquierda de - I .78 es igual  a .0375. Como  respuesta a 
la pregunta  original se dice que, si no existe  diferencia  entre las me- 
dias  de las poblaciones, l a  probabilidad  de  obtener  una diferencia 
entre las medias  de las muestras  tan  grande o mayor  que 13 es de 
.0375. 

El procedimien to que se acaba  de seguir  es  válido incluso  cuando 
los tarnafios de las muestras, n y n 2, son distintos  y  cuando las va- 
riancias  de las poblaciones, o1 y u 2 2 ,  tienen  valores distintos. Los 
resultados  teóricos sobre los cuales se basa este  procedimiento  pue- 
den r e sumhe  como sigue. 

D a d a  dos pnblncio?zes con distribución  normal,  con medias 

p1 y p y variancias o 21 Y u 22,  respectivamente, la distribucicin 
muesfrul de la diferencia X, - X, entre las medias  de  muestras 
Mependientes  de tmnaño n,  y n ?, extraidas  de estas  poblacio- 
nes, mtresf~a una distribución normal con  media p1 _1. y y va- 
~-iar)cia (U. l / n ,  j + (a 22  ;X & 

Mrrestren de pohiaciottes no normales. Muchas  veces un investiga- 
dor se ergi'rerita a uno u otro  de los problemas  siguientes: la necesidad 
de I )  muestrear a partir de  poblaciones no  distribuidas  normalmente, 
o bien, 2)  rnuestrear a partir  de  poblaciones  cuyas formas funcionaies 
se desconocen. Una solución  a  estos  problemas  es  tomar  muestras 
grandes, dado que  cuando los tarnafios de las muestras  son  grandes, se 
aplica el teorema  del  límite  central y l a  diferencia  entre las dos me- 
dias  de las muestras está distribuida  en  fornla casi normal,  con m a  
nedia  igual a g l  - ,u y uni: variancia de (ol / n ,  ) + (o 22 /n  2). Para 
encontrsr entonces las probabilidades  asociadas  a valores especificos 
de la estadística, el procedimiento  sería el mismo  que  el  dado  ante- 
riormente, cuando el muestre0 se hace a partir  de  poblaciones  con 
distrihuci6n  normal. 

Supbngase que se ha  estsblecido  que,  para  cierto  tipo  de  cliente, 
la dtlrrrciim media de una. visita domiciliaria  realizada  por  una  enfer- 
mera es de 45 minutos,  con  una dcsviación estándar de 15  minutos 
y ,  qrle para un segundo  tipo  de  cliente, la visita domiciliaria  media 
es de 30 mimtos,  con una desviación estándar  de 20 minutos. Si una 
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enfermera visita a l  azar a 35 clientes  del  primer  tipo y 40 del  segundo 
grupo? 2,cuál es l a  probabilidad  de  que la duración  media  de la  visita 
difiera entre 10s dos  grupos  por 20 minutos o más? 

Solución. No se menciona la forma funcional  de las dos pobla- 
ciones,  por lo que se wpone  que  esta  característica se desconoce, o 
bien,  que las poblaciones no muesiran  distribución  normal. Dado que 
los tamafios  de las muestras son  grandes  (mayores  de 30) en  ambos 
casosI se hace uso de los resultados  del  teorema  del  limite  central 
para responder a la pregunta  formulada. Se sabe que l a  diferencia en- 
tre las medias  de las rn~~estras  tiene  una  distribución casi normal,  con 
las siguientes  media y variancia : 

El área bajo la curva de X-, - X2 que se busca  es aquella a la derecha 
di: 20. El valor cvrrespondiente de z en la distribución  normal uni- 
taria  es 

En la  tabla F se encuentra  que el 5rea a l a  derecha  de z = 1.23 es 
de 1 - .8907 = . I  093. Se dice entonces  que la probabilidad  de que 
las visitas a l  azar  de la enfermera  conduzcan a una  diferencia  entre los 
dos grupos, tan  grande o mayor  que 20 minutos, es de . I  093. L a  cur- 
va de X ,  - x 2  y la curva normal unitaria  correspondiente se mues- 
tran  en la figura 4.5.2. 

- 

Ejercicios 

4.5.1 Un investigador se siente  inclinado a creer  que los niveles de 
vitamina A en el hígado de dos  poblaciones de personas  mues- 
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tran,  en  cada  una,  una  distribución  normal. Se supone  que las 
variancias  para las dos  poblaciones  son las  siguientes: 

Población 1 : o I 2  = 19,600 

Población 2: = 8100 

;Cuál es la probabilidad  de que una  muestra a l  azar  de  tamaño 
1 S de la primera  población  y  de 1 O de la segunda  proporcionen 
un valor de XI - X, mayor  que o igual a 50 si no existe  dife- 
rencia  en las medias  de las poblaciones? 

4.5.2 En un estudio  de los  gastos  anuales por familia para  el  cuidado 
general  de l a  salud, se investigaron  dos  poblaciones  con los re- 
sultados  siguientes: 

Población 1 : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn, = 4 0 ,  x1 = $346 

Población 2: n,  = 35. X, = 300 

Si se sabe  que las  variancias de las dos poblaciones  son o1 = 
2,800 y u22  = 3,250, ¿cuál es la probabilidad  de  obtener re- 
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Ejemplo 4.6.1 

Suphngase q u t  se habe que .=II cierta  pobla~.ión de personas, .O8 
de  sus habitarites son dalt6nicos. Si se designa la proporci6n d e  la 

poblacihn por p ,  puede decirse m este ejemplo que p .O$. Si se se- 
leccionan al azar I50 inciividuos de esta  poblacicin, jcu6l es la proba- 
bi!idad de  que :a propcrcih  de Ins que son daltónicos sea tan grande 
como . I  S'.' 

Para contxtar esta pn:gur.ta, se ncccsita conocer las propiedades 
de la distribucibn muestra1 de la proporcitjn  de la muestra. Se desig- 
narh a la proporcijn de l a  muestra mediante el símbolo p .  

El lector  reconocer5 la semejaanza que existe  entre  el  presente 
ejemplo y los presentados  en la secciSn 3.3, que  trataron de l a  dis- 
:ribución bjnomial. AdelnAs, l a  variable daltonismo es binomial, dado 
que un  individuo  puede clasificarse GI> una u otra. de  dos  categorias 
rnutwmlentr excluyente,, c!a:timico y no cialtbnico. En la seccibn 
3,3 ,  se dio zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAia misma  informaci6n y se pidiS encontrar el rnímero con 
la  carxteristica  de inter& naientras cluc aquí está pidihdose la pm- 
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porcibn en la muestra  que  posee la característica  de  inter&.  Con  una 
tabla lo  suficientemente  grande de probabilidades  binomidles,  como 
la tabla C? podría  determinarse la probabilidad  asociada  con  el nú- 
mero  correspondiente  a la proporción  de  interés. Como se verá más 
adelante,  esto  no será  necesario,  ya que se cuenta  con  otro  procedi- 
miento  que,  en  general,  es más conveniente  cuando los tamaños de 
las muestras  son  grandes. 

La ctistribución muestral  de la proporcih de una  muestra se ob- 
tendría  expcrimentalrnente  en la misma forma que se sugirió en al 
caso  de la media  aritrnktica y la diferencia  entre  dos  medias. De la PO- 
blación, que se supoae es finita, se tomarían  todas las muestras posi- 
sibles de un determinado  tamaño y, para  cada  muestra, se calcularía 
la proporciin  de la muestra, p. Se prepararía  entonces  una  distribu- 
ción de frecuencias de p enumerando los diferentes valores de  junto 
con sus frecuencias de ocurrencia.  Esta  distribución  de  frecuencias 
(así como la distribucibn  de  frecuencias relativas correspondientes) 
constituiriall l a  distribución  muestral  de 13. 

Cumdo ::I tamaño  de la muestra es grande, la distribucibn  de las 
proporciones de la mueslra  es  aproximadamel?,te  normal,  en  virtud 
del teortma  del  límite  central. La media  de l a  distribución, p ~ ,  es 
decir, el promedio  de  todas las proporciones de la  muestra posibles, 
seri igual a la proporción real de la población, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp ,  y la variancia de la 
distribución, a@', será igual a p (  1 - p ) / n .  

La pregunta  que surge  ahora es: iquC tan  grande  tiene que  ser  el 
tamaño du la muestra  para  que sea vhlido el uso de la aproximación 
normal? Un criterio  ampliamente  utilizado es que  tanto np  como 
n ( l  - p )  deben  ser  mayores  que S ,  y se sujetar6  a  esta regla en  este 
texto. 

Se esti ahora en condiciones  de  contestar a la pregunta  referente 
al  daltonismo  en la  muestra  de 150 individuos  de  una poblacicin en la 
que .O8 son dalthicos.  Dado  que np y n(1 - p )  son mayores  que 5 
( 1  50 X .O8 = 12  y 150 X .92 = 138), puede decirse que, en este  caso, 

mr;rt:jtra ~ n a  distribución casi normal  con  una  media pp = p  = .&3 y 
OF' = p ( l  - p ) / n  = (.08)(.92)/150 = .00049. La probabilidad que se 
busca es el área  bajo la curva  de f i  que  está  a la derecha  de . I  5. Esta 
Area es igual ai  área  bajo la curva normal  unitaria a la derecha  de 
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Se ha llevado a  cabo la transformación  hacia la distribución  normal 
unitaria  en la forma  habitual: z se encuentra  dividiendo la diferen- 
cia entre  un valor de la estadística y la media,  entre  el  error  estin- 
dar.  En la tabla F se encuentra  que el área a la derecha  de z = 3.15 
es 1 - .9992 = .0008. Puede  decirse entonces  que la probabilidad de 
observar fi  > .15 en  una  muestra al azar  de  tamaño n = 150 de  una 
poblaci6n en la que p .O8 es de .0008. De hecho, si  se extrajera 
una  muestra  así, la mayoría  de las personas la consideraría un even- 
to  raro. 

La aproximación  normal  puede  mejorarse  mediante la corrección 
por  continuidad, un  artificio que hace un ajuste  debido  a que se está 
aproximando  una  distribución  discreta  mediante  una  distribución  con- 
tinua.  Supóngase  que x = nfi, el  número  en la  muestra  con la caracte- 
rística  de  inter&  cuando la proporción  es p .  Para  aplicar la corrección 
por  continuidad, se calcula 

O 

13.6.2) 

donde q = 1 - p .  La corrección  por  continuidad no produce  una 
gran diferencia  cuando n es grande. En el  ejemplo  anterior, nb = 
1 SOC. 15) = 22.5 y 

y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP@ 2 ,151 = 1 - .9987 = .0013, un resultado no muy  distinto  del 
obtenido sin la corrección  por  continuidad. 

Ejemplo 4.6.2 

Supóngase que se sabe que en cierta  poblacjón  de  mujeres. el 90 
por  ciento  de 13s que entran  a su tercer  trimestre  de  embarazo ha 
tenido algun cuidado  prenatal. Si se extrae  una  muestra al  azar de ta- 
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maño 200 de  esta  población,  ¿cuál  es la probabilidad  de  que la pro- 
porción  de la muestra  que  haya  tenido algún cuidado  prenatal sea 
mayor  que .85? 

Soluci6n.  Puede  suponerse  que la distribución  muestra1  de p 

muestra  una  distribución casi normal  con pg = .90 y up2 = (.1)(.9)/ 
200 = .00045. Se calcula 

El Brea a la izquierda de - 2.36 bajo la curva nonnal  unitaria  es  de 
.00?1.Porlotanto,P@<.85)=P(z<-2.36)=.0091. 

Ejercicios 

" 

4.6.1 Si, en una  población  de  adultos, . I5  están  sometidos  a a l g h  
Cipo de dieta, ;cuál  es la probabi1ida.d de  que  una  muestra  al 
azar  de  tamaño 100 dé  una  proporción  de  aquellos  que se en- 
cuentrall a dieta: 

_ ~ " . _ _ _ " . -  

a )  Mayor  que o igual a .20? 
E )  Entre . I  0 y .207 
c )  N o  mayor  de  .12? 

4.6.2 En  cierta  ciudad se observa que al  20 por  ciento  de las  famjlias 
tienen por lo menos  un  miembro  que  sufre  de algbn malestar 
debido a la contaminacibn  atmosf2rica. Una muestra  al  azar  de 
150 familias dio fj = .2?. Si el valor del 20 por  ciento es  correc- 
to, ;,cu,il es la probabilidad  de  obtener una proporción  de la 
muest ra  así o mayor? 

4.6.3 En tina muestra  al  azar  de 7-5 adultos, 35 dijeron que considc- 
r2n q w  el cáncer  mamario  es  curable. Si, en l a  población  de la 
cual se extrajo la nluestra? la proporción real de quienes  pien- 
san que dicho tipo de cáncer  puede  ser  curado  es d e  .55 ,  icuhl 
es la probabilidad de obtener una proporción de la  muestra  tan 
pequefia o mepor clac la obtenida  en  esta  muestra? 

4.4.4 Se sabe que el medicamento  estándar  utilizade  para  tratar  una 
cierta  enfermedad  ha  resultado ser  eficaz  en  un  lapso  de  tres 
dias en el 75  por ciento  de los casos en  los que se utiliz6. Al 
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evaluar la eficacia de un nuevo  medicamento  para trat,rr Is mis- 
ma enfermedad, se le dio a 150 personas que la padecían. Al 
término de 10s tres días, se habi;;n rxupersdo 97 permnas. 
Si el nuevo mectlcarnento es tan eficaz como el est8ndar. i,cu5I 
es la probabilidad de observar esta  pequeña proyurciBn de  re- 
cuperación:' 

4.6.5 Dada una yoblaci6n en l a  que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp = .6 y m a  muestra  alcatoria 
de esta pobtxi6ri d e  taxtlaiio 1 OO. encuentre. 
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en la forma  descrita  en la sección 4.5 para obtener la distribución 
muestral  de la diferencia  entre dos medias. 

Dadas dos  poblaciones  suficientemcntc  pequenas, se podrían 
extraer dc la población 1, todas las muestras  aleatorias  posibles d s  
tamaño n 1  y calcular,  a  partir  de  cada  conjunto  de  datos  de la mues- 
tra, la proporción de la muestra, . De  la población 2,  se podrían 
extraer  independientemente  todas las muestras  aleatorias  posibles 
de tarnaAo y12 y calcular, para  cada c ~ n j u n t o  de  datos  de la muestra, 
la proporción d:: la muestra, ,gZ. Se calcularían las diferencias  entre 
todos los  pares  posibles de proporciones  de las  muestras,  donde  un 
miembro de cada  par- tenía  un valor de y cl otro un valor de f i 2 .  

La distribuci6n  muestral  de la diferencia  entre las proporciones  de las 
muestras  consistiría  entonces  de  todas  las  diferencias  existentes  acom- 
pañadas de sus frecuencias (o frecuencias  relativas)  de  ocurrencia.  Para 
poblaciones  grandes,  finitas o infinitas,  podria  aproximarse la  distri- 
hui611  muestral de  la  diferencia  entre las proporciones  de las mues- 
tras  tomando  un gran número de  muestras  aleatorias  independientes 
y procediendo en la forma  anteriormente  descrita. 

Ejemplo 4.7.1 

Sup6ngase que la proporci6n de personas que consumen,  mode- 
rada o intensamente,  drogas ilegales de una poblacibn,  grupo l ,  es de 
.50, mientras  que  en  otra  población,  grupo 2. la proporción  es  de .33. 
¿Cui1 es la probabilidad  de que muestras  de  tamaAo 100, extraídas 
de  cada  una  de  las  poblaciones,  tengan  un  valor  de f i l  - b2 tan  grande 
corno .30? 

Se supone que la distribución  muestral dt: - f i2  es  casi nor- 
m a l  con  media 

,ua, -c iz  = .50 - .33 = .17 
y variancia 

= .O0471 1 

El Area que  corresponde  a la probabilidad que :;e busca  es  el área  bajo 
la curva  de - j j 2  a la derecha  de .30. Pasando  a la distribucih 
normal  unitaria se tiene que 
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Al consultar la tabla F, se encuentra  que  el área  bajo la curva normal 
unitaria  que  está  a la derecha  de z = 1.89 es  de 1 - .9706 = .0294. 
Entonces, l a  probabilidad  de observar  una diferencia  tan  grande  como 
.30 es .0294. 

Ejemplo 4.7.2 

Se sabe que  en  cierta  población  de  adolescentes, el 10 por cien- 
to de los muchachos  son  obesos. Si  la misma  proporción  de  mucha- 
chas de dicha población  son  obesas,  ¿cuál es la probabilidad  de  que 
una  muestra al azar  de  250  muchachos y 200 muchachas dB un valor 
d e o ,  - j j 2  >.06? 

Se supone  que la distribución  muestra1  de - - p 2  es casi normal. 
Si la proporci6n  de individuos  obesos es la  misma  en los dos  grupos, 
la  media  de la distribución será O y la  variancia 

= ,00081 

El área de  interés bajo la curva de - - p 2  es la que se encuentra a la 
derecha  de .O6. El valor correspondiente  de z es: 

.O6 - O - - ~ 

1 -  = 2.11 
\;:doox1 

Si  se consulta la tabla F, se encuentra  que el área a la derecha de 
z = 2.1 1 es de 1 - .9826 = .0174. 

Ejercicios 

4.7.1 En cierta  población  de  niños  con  retraso  mental, se sabe que la 
proporción de los que  son  hiperactivos  es  de .40. Se extrajo 
una  muestra al azar  de  tamaño  120  de  esta  población y otra  de 
tamaño 100 de  otra  población  de nifios con el mismo prob1e.- 
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ma. Si  la proporción  de  niños  hiperactivos es  la misma  en  am- 
bas poblaciones, ¿cuál es la probabilidad  de  que la muestra 
proporcione  una  diferencia  de - j j 2  de  .16 o más? 

4.7.2 Se tienen bases  para suponer  que  en  cierta  zona  de  una  gran 
ciudad,  el 40 por  ciento  de las casas están  en  malas  condicio- 
nes.  Una muestra  al  azar  de 75 casas de  esta sección y 90 casas 
de  otra secci6n dieron  una  difzrencia  de f i l  - fi2 de .09. Si no 
existe  diferencia  entre las dos  zonas  en la proporción  de casas 
en  mal  estado, ¿cuál es la probabilidad  de observar una dife- 
rencia como  esta o mayor? 

4.8 RESUMEN 

Este capítulo  trata  del  muestreo y de las distribuciones  muestrales. 
Se define el muestreo  aleatorio  simple, el tipo  de  muestreo básico 
para l a  inferencia  estadística, y se explica  un  procedimiento  para  ob- 
tener  este  tipo  de  muestra. Se introduce el concepto  de  distribución 
muestra1 y se estudian las  siguientes distribuciones  muestrales  impor- 
tantes: 

l .  La distribuci6n  de la media  de  una  sola  muestra. 
2. La distribución  de la diferencia  entre las medias  de  dos  muestras. 
3. L a  distribución  de la proporción  de  una  muestra. 
4. La distribución  de la diferencia entre las proporciones  de  dos 

muestras. 

Se recalca  la importancia  de  estos  aspectos y se insiste  en que el 
lector se asegure de  que los  ha comprendido  antes  de  que  continúe 
con  el  siguiente capítulo. 

Preguntas y ejercicios de repaso 

1 .  ¿,Cuáles son los dos  tipos  de  muestreo? 
2. ¿Por  qué  no se estudia  en  este  texto el muestreo  no  probabilístico? 
3 .  Defina o explique los  siguientes términos: 

a) Muestra  probabilística. 
b )  Muestra  aleatoria  simple. 
c) Muestre0 con reemplazo. 
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d )  Muestre0 sin reemplazo. 
e )  Distribucibn  muestral. 

4. Explique  c6mo  puede  conformarse  una  distribucibn mueso-ai a 
partir  de  una  poblaci6n  finita. 

5. Describa la distribucilin  muestral  de la media de t:na muestra 
cuando el muestreo se hace con reemplazo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 partir d e  una pobla- 
ción con distribucibn  normal. 

6. Explique  el  teorema  del  linllte  central. 
7. ¿En qué  forma djflcr? la dlstribu.cibn muestra1 52 la media de 

l a  muestra, cumdo el muestreo es sin reemplazo. <I:: la distribu- 
ción muestral obtenida cuando el rnuzstreo es con !-c-c~npi:!zo? 

8. Describa la  distribucibn rnbestral de la  diferencia entre las me- 
dias de dos mvstras .  

9. Describa la distribución muestra.! de la  psoporcibn de la muestra 
cuando se extraen  muestras  grandes. 

10. Describa la  djstribueicin  muestra1 (le la diferencia entre las medias 
de dos muestras  cuando  extraen  muestras  grandes. 

1 1. Explique  el  procedimier;io  que seguiria para ob twr r  la distribu.- 
ciSn muestral de la diferencia entre Iss proporciorlc:, C;:: iss muestras 
basada en muestras  grandes  obtenidas de una pobixi0n flnita. 

12. Sup6ngase que se sabe q u e  el tiempo de respuesta a un estimuio 
particular en  individuos  sanos cs una variabIe aleatoria COKI distyi.. 
buci6n normal. con ~ n : t  media de 15  segundos y una variancia dt 

16. ;Cuál es l a  probabilidad  de  que t;~?a muestra a l  a a r  de i t i  

individuos tenga un tiempo me~l io  de respuesta de 1 2  s~.gundos 
o más? 

13. Cierta empresa tiene 3JlOO empleados.  Durante  un aiio recic:nte., 
el monto rrledio por empleado  debido ;t costos médicos  persona- 
les fue  de 531 .SO. y la Gesviación cstándar  de $6.00. i+Cs~,il es la 
probabilidad de que m a  muestra aleatvria simple de .:6 :.mp1 -a- 
dos proporcione una  media  entre $30 y $33? 

14. Sup6ngase que se sabe que en  cierta  población de adictos a l as  
drogas la  durgci6n media  de abuso e9 de 5 afios > 1.l desviaciiin 
estdndar  de 3 años. ;Cual es la praba.bilidad de C ~ I I C '  una m u e ~ ~ a  
al  azar de 36 individuss dc dicha poblaciiin  proporL*tor;r u x j .  d u -  
raci6n  nledla de abuso mtre 4 y 6 arios? 

15. Suy6ngase q a c  el consumo medio diario  de proteins; para ci2rtcm 
pnblaci6n es de 12.5 g. y que para otra  poblaci6n l a  n-lzdia e s  L!C 

100 g. Si l d , w  v a t o ~ s  diarias de consumo de pr~tci! l : . s  t!;: ;.~n:b&s 
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poblaciones  presentan  una distribucicin normal  con  una desviación 
estándar  de 15 g, ¿cuál es la probabilidad  de  que  muestras a l  azar 
e  independientes  de  tamaño 25 de cada  poblaci6n  proporcionen 
una  diferencia  entre las medias de !as muestras  de I 2  o menos? 

16. Supóngase que dos  medicamentos,  que se supone sinen para  re- 
ducir 01 tiempo  de  respuesta a cierto  estirnulo,  están  siendo  estu- 
diados por cierto  labor&:torio. El investigador está inclinado a 
creer  que los tiempos  dc  respuesta,  después de la admkistracicin 
de los dos medicamentos,  presentan una distribución  normal  con 
iguales vxiancias de .60. Como parte de Ia cvaluncihn de ambos 
medicamentos, el A va a administrarse a 1 5  personas 3;' el r a d i -  
camenlo B a 1 2  personas. Al investigador le gnstaria salicr entre 
qué valores estaria  el 95 por  ciento  central de todas las diferen- 
cias  entre, las medias  de lar niuestras si dichos  medicamentos son 
igualmente  eficaces y s i  el  experinlerito se repitiera un gran nime- 
r o  de veces utilizando  estos tamafios de las muestras. 

17. Supóngase que se sabe  que la concerlt!.aciOn di: all?h%na cn el 
suero  en  cierta  población de individuos  presentd una distl ihucih 
norms1  con  una  media de 4.2 gi l  O0 m 1  y una  desviación estindar 
de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS .  Una nauestra a l  azar  de  nueve de esos individuos  sometidos 
a una dosis  diaria de cierto  estzroide  oral proclqjo una  concentra- 
ción media de  albúmjna  en el suero d~ 3.8 g/; GO d .  En base a 
estos  resultados, l es  probable  que el esteroide ora1 disminuya la 
concentrsción  de  albúmina en e l  srm-o? 

18. Un estudio l.levado a  cabo en una gran área metropolitana revel6 
que, entre los estudiantes de segunda enseiiama, el 35 por ciento 
de  ellos  ílabia  fumado,  en  una  u  otra ocasibn, mariguana. Si, (?E 

un3 muestra  al  azar  de T SO de esos estudiantes, sólo 40 admitie- 
ron  haber Fumado alguna vez la mariguana, ¿qué concluiría  usted? 

19. El sesenta  por  cienf.> de los empleados de  una grarr empresa fdta-  
ron a su trabajo  debido  a  enfermedad  tres o mis dias el último 
año. Si se extrae urra rnuestra  aleatoria  simple dc 1 SO de dichos 
empleados,  icu6l es la probabilidad de que la proporción  en la 
muestra  de los que  faltaron  a  su  trabajo  tres o más días  debido 
a enfermedad  est6  entre .50 y .6S? 

20. Una trabajadora sociril especiaiizada en  problemas  psiquiátricos 
piensa que  tanto en la comunidad A como en la comunidad S l a  
proporción de adolesccnles quc wfrcn de algún problema ~ ~ ~ e t ~ t a l  
c'r cmocional es  de 2 0 .  Et\ una  rnuestra de I50  adolescentes de l a  

comunidad A. I f  de ellos tuvieron  algunos de estos problema!:. 
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21. 

mientras  que  en  una  muestra  de 1 O0 de l a  comunidad B: el  nilmero 
fue  de  16. Si lo  que piensa la trabajadora social es  acertado, 2,cu;il 
es la probabilidad  de  tener  una d.iferencia tan grarzde como la ob- 
servada entre  estas dos muestras? 
Se supone  que  dos  medicamentos, A y B, son igualmente  eficaces 
para  disminuir el nivel de  ansiedad  en  cierto  tipo  de  persona  alte- 
rada  emocionalmente. Se supone  que la  proporci6n de personas 
en  las que los medicamentos  son  eficaces es de .80. A una  mues- 
tra  aleatoria  de 1 O0 personas  alteradas  emocionalmente se les dio 
el  medicamento A y 85 de  ellos  experimentaron  una  disminución 
en su nivel de  ansiedad. El medicamento B fue  efectivo en 105  de 
una  muestra  aleatoria  independiente  de 150 individuos con tras- 
tornos  emocionales. Si ambos  medicamentos  son, en realidad, 
igualmente  eficaces  como se pensó, ¿cuál es la probabilidad  de 
obtener  una  diferencia en las proporciones de ¡as muesi.ras tan 
grande que o más grande que l a  observada? 
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5 
Estimación 

s. I INTRODUCCI~N - ___ ~"___ 
Ahora  se  estudiará la estimaciljn, la primera  de las dos Breas generales 
de la inferencia  estadística. La segunda irea general, la prueba de hipó- 
tesis, se estudia en  el  siguiente  capitulo. 

En el capítulo 1 se definió la inferencia  estadistica  como el proce- 
dimiento  por  medio  del  cual se llega a decisiones  acerca  de un gran vo- 
lumen  de  datos  examinando sólo una  pequeña  porci6n de  ellos. Más 
específicamente, el gran  volumen de datos, y la pequeiia porci611 de 
ellos,  a los que se  hace  referencia  en  dicha  definición  son  una  población 
y una  muestra  extraída  de  ella,  respectivamente.  Esto  conduce al si- 
guiente  enunciado de definición  de la inferencia  estadística. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definición 

La  inferencia  estadistica es el procedimiento  por meclio del cualse 
llega a inferencias acerca de una población  con base en los resulta- 
dos  obtenidos  de una muestra  extraída  de esa población. 

El proceso  de  estimación implica  calcular,  a  partir  de los datos  de  una 
muestra,  alguna  estadística  que se ofrece  como  una  aproximación  del 
parámetro  correspondiente de la población  de la cual se extrajo la 
muestra. 

La explicación de las razones  en que se funda la estimaci6n en el 
campo  de las ciencias de la salud se apoya  en la suposici6n de que quie- 

171 
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dos de  muestre0  apropiados). Só10 cuando la  población  objetivo y la 
poblaciiin muestreada  son la misma,  pueden  utilizarse  procedimientos 
de  inferencia  estadística  para llegar a  conclusiones  acerca  de la pobla- 
ción  objetivo. En caso de  que  ambas  poblaciones sean  distintas, el 
investigador puede llegar a  conclusiones  acerca  de la poblacicin objetivo 
sólo en base a  consideraciones no estadisticas. 

Supóngase,  por  ejemplo,  que un investigador  desea  estimar la efec- 
tividad de un m2tcxio para tratar la artritis  reumatoide. E.a población 
objetivo  consta  de  todos los pacientes que sufren  esta  enfermedad. No 
es práctico  extraer una muestra  de  esta  población. Sin embargo, el 
investigador puede  extraer una  muestra de todos los pacientes  con 
artritis  reumatoide de alguna  clínica  específica.  Estos  pacimtes  consti- 
tuyen la población  muestreada y, si se uiilizan métodos  de  muestre0 
apropiados,  pueden  hacerse  inferencias  sobre  esta  población  mues- 
treada  en base a la información  de la muestra. Si el investigador desea 
hacer  inferencias  acerca d“e todos los pacientes con artritis  reumatoide, 
debe  confiar  en los medios no  estadísticos para hacerlo.  Quizá el inves- 
tigador  sepa que la poblacihn  muestrehda es similar,  respecto  a  todas 
las características  importantes, a la población  objetivo. Es decir, es po- 
sible que el investleador  scpa que la  edad, sexo, severidad de la enfer- 
medad,  duraci6n  de  desarrollo de Csia, etc., son similares. Y con base 
en  este  conocimiento, el investigador puede ya extrapolar sus descubri- 
micntos  a la población o’qjetivo. 

En muchos casos, la po’ulaci6n muestreada p la pnblaci6n  objetivo 
son  idénticas y, cuando esto ocurre, las infercneias  en  torno  a la pobla- 
ción  objetivo  son directas. Sin embargo, el investigador debe  estar 
consciente de que vste no siempre  es el caso, a fin  de que no caiga en 
el  error  de h x e r  inferencias  err3neas  acerca de un2 población que di- 
fiere de la  que ha sido  muestreada. 

Muestras aleatorias y no akeararias. En los ejemplos y ejercicios 
de este  libro, se supone  que los datos c p :  van 3 analizarse  provienen de 
muestras  aleatorias. La estricta validez de los procedimientos  estadís- 
ticos  estudiados  depende de esta  suposicion.  En  muchos  casos,  en las 
aplicacioces  del mundo real, es imposible o no resulta  práctico  utilizar 
m1estra.s verdaderamente  aleatorias. En expzrimentos COI: animales: 
por ejemplo, los investigadores suelen utilizar los animales  con que 
cuentan o su propia  raza de crianza. Si los investigadores  tuvieran 
que  depender  de  material  seleccionado ai XL:-jr. se Ilevaría a cabo  muy 
posa  investigacih  de  este  tipo. Una  vez n;kis, las consideraciones no 
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estadísticas  juegan  un  papel  en el proceso de generalización. Los in- 
vestigadores pueden  afirmar  que las muestras  realmente  utilizadas 
equivalen  a  muestras  aleatorias  simples, dado  que  no hay  razón  para 
pensar que  el  material  verdaderamente  utilizado no es  representativo 
de la  población  de la cual se desean  hacer  inferencias. 

En  muchos  proyectos  de investigacibn  en  el  área de la salud, se 
utilizan  muestras  de  conveniencia  y  no  muestras  aleatorias.  Puede  ser 
que los investigadores  tengan que confiar  en el personal  voluntario o 
en  personas  disponibles,  como  los  estudiantes  de  su  clase. Una vez 
más, debm hacerse  generalizaciones con base en consideraciones no 
estadísticas. Sin embargo, las consecuencias  de  dichas  generalizacio- 
nes pueden ser Cítiles o pueden  ir  desde  erróneas  hasta  desastrosas. 

En  algunos  casos  puede  introducirse  aleatoriedad  en  un  experi- 
mento  aun  cuando los individuos  disponibles  no  sean  seleccionados al 
azar  de  alguna  población  bien  definida. Al comparar  dos  tratarnien- 
tos,  por  ejemplo,  a cada individuo puede asignársele al azar uno u otro 
de Los tratamientos. Las inferencias  en  tales  casos  se  aplican  a  los  tra- 
tamientos y no a los individuos;  en  consecuencia,  dichas  inferencias 
son válidas. 

5.2 m*rmvALo DE CONFIANZA PARA LA MEDIA DE 
UNA P0BL.ACIION _ _ _ ~ _ _ _ _  

Supóngase que un investigador  desea estimar la media de alguna pobla- 
ción COI! distribucihn  normal.  Extrae una  muestra al azar de  tamano 
n de la población y calcula X, que utiliza  como  una  estimación  pun- 
tual de p. Aunque esta estimación  de p posee  todas la cualidades di: 
un buen  estimador, se sabe  que,  debido  a los caprichos  del  muestreo. 
no  puede esperarse que X sea igual a p .  

Por 10 tanto,  seria  mucho más  significativo estimar y mediarite un 
intervalo  que de  alguna forma  muestre la  magnitud  probable de p .  

Pa.ra obtener.  dicha  estimación  de  intervalo,  debe  aprovecharse lo 
que se sabe acerca de las  distribuciones  de  rnuestreo. En el presente 
caso, dado que se tiene  interés  en la media de la muestra  corno est;- 
inador  de l a  media  de  una población,  debe  recordarse lo que se sabe 
ácerca de. la  distribuci3n  muestral de la media de la muestra. 

En el capitulo  anterior se aprendió  que si el muestreo se realiza 
a partir  de  una  población  con  distribucibn  normal, la distribución 
muestral  de la media de la muestra  presentará  una distribution normal 
con UIM media I-1, igual a l a  media  de la población, p ,  y una  variancia 
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torno a  la ,u desconocida.  Aproximadamente  el  95  por  ciento  de  estos 
intervalos  tendrían  centros  que caen dentro del  intervalo f 20, en 
torno a ,u. Cada uno  de los  intervalos  cuyos  centros caen dentro  de 
2 0 ~  de p contendrían  a p. Estos  conceptos se ilustran  en la figura 
5.2.1 . En la figura 5.2.1 se observa que X , X 3  y ;Y4 caen dentro  del in- 
tervalo 20, en torno a ,u y,  en consecuencia,  los irltervalos 20,- alre- 
dedor  de  estas  medias  de las muestras  incluyen  el valor de p. Las 
medias de las muestras X2 y x 5  no caen dentro  del  intervalo 20, en 

torno a Y 10s intervalos 20, en torno a ellas no incluyen  a p. 

- 

Ejemplo 5.2.1 

Supóngase que  un investigador,  interesado  en  obtener  una  estimación 
del nivel promedio  de alguna  enzima  en  cierta  poblaci6n humana,  toma 
una  muestra  de 10 individuos,  determina el nivel de la enzima  en ca- 
da  uno  y calcula la media  muestra1 X = 22. Supbngase que se sabe 
además  que la variable de  interés  presenta  una  distribución  aproxima- 
damente  normal  con  una variancia  de 45. Un intervalo  de  confianza 
de  aproximadamente  el 95 por  ciento para p esti  dado  por 

Examínese la composición de esta  estimación  de  intervalo.  Contiene 
en  su  centro la estimación  puntual de p. Se reconoce al 2 como  un valor 
de la distribucibn  normal  unitaria  que  dice dentro de  cuántos  erro- 
res  estánilar  están  aproximadamente el 95  por  ciento  de  los valores 
posibles de X. Este  valor  de z se conoce como coeficiente de confia- 

bilidad. El último  componente, 0, es el error  estándar, o desviación 
estándar,  de la distribución  de  muestreo de X. En general, entonces, 
una  estimación  de  intervalo  puede  expresarse  como  sigue: 

estimador f (coeficiente de  confiabilidad) X (error  estándar)  (5.2.1) 

En  particular,  cuando  el  muestreo se realiza a  partir de una  distri- 
bución  normal  con variancia conocida,  una  estimación  por  intervalos 
para ,u puede expresarse como 

- 
.Y I Z ( ,  ~ * ? ,G ,  (5.2.2) 
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¿Cómo se interpreta el intervalo  dado  por  5.2.2?.  En  el  presente  ejem- 
plo,  donde el  coeficiente  de  confiabilidad  es  igual  a 2, se  dice que, al 
repetir  el  muestreo  aproximadamente  el  95  por  ciento de los intervalos 
construidos  mediante  5.2.2  incluirán la media  de la población.  Esta 
interpretación se basa  en la probabilidad  de  ocurrencia  de  diferentes 
valores de X. Puede  generalizarse  esta interpretación si se designa el 
irea  total baJo la curva de X,  que  queda  fuera  ael  intervalo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1.1 +_ 20, 
como (Y y el área dentro del  intervalo  como  1 - a y puede darse la si- 
guiente interpretación probabilística de 5.2.2. 

En el muestreo  repetido, a partir de una  población  con  distribu- 
ción  normal, el 100 (1  - a )  por cimto  de  todos los intervalos de 
la forma 51 It_ z( . (u ,2  )oz incluirán,  a la larga, la media  de la 
población, p. 

La cantidad  1 - a, en  este caso .95, se conoce  como coeficiente  de 
confianza y el  intervalo X f z ( ~  . ( u , 2 ) ~ x  se conoce  como intervalo 
de  confianza para p. Cuando (1 - a )  = .95, el  intervalo  recibe  el  nom- 
bre de intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para p. En el  presente 
ejemplo, se dice que se  tiene el 95  por  ciento  de  confianza  de  que la 
media  de  la  población esté  entre  17.76 y 26.24.  Esto se conoce  como 
la interpretación prúctica de 5.2.2. En general,  puede  expresarse 
como sigue. 

Se  tiene el lOO(1 - a) por  ciento  de  confianza  de  que el intermlo 

tinico calculado, x * z(1 . al2 )u,, contenga la media  de la p o -  
blación, p. 

En  el  ejemplo  dado  aquí  podría  preferirse,  en lugar  de 2, el valor 
más  exacto  de z ,  1.96,  que  corresponde  a un coeficiente  de  confianza 
de .95. El  investigador  puede  utilizar  cualquier  coeficiente  de  confian- 
za que  desee, y los  valores que se utilizan  con  más  frecuencia  son .90, 

.95 y .99. 

Ejemplo 5.2.2 

UE fisioterapeuta desea estimar,  con  el 99 por  ciento  de  confianza, la 
media  de  fuerza  máxima  de  un  músculo  particular  en  cierto  grupo  de 
individuos. Se inclina  a  suponer  que  los  valores  de  dicha  fuerza  mues- 
tran  una  distribución  aproximadamente  normal con  una  variancia  de 
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144. Una muestra  de  15  individuos,  quienes  participaron  en  el  expe- 
rimento,  proporcionaron  una  media de 84.3. En la tabla F, el valor 
de z que  corresponde  a un coeficiente  de  confianza de .99 es de 2.58. 
Este  es  el  coeficiente de confiabilidad.  El  error  estándar es de 

ox -g/fl= 3.10 
7 

El intervalo  de  confianza del 99'por  ciento  para p es entonces, 

84.3  2.58(3.10) 

84.3 8.0 

76.3, 92.3 

Se dice que se tiene  el  99  por  ciento  de  confianza de que la media  de 
la población  esté  entre  76.3  y  92.3  ya  que, al repetir el muestreo,  el 
99  por  ciento  de  todos los  intervalos  que  podrían  construirse  en la for- 
ma. que acaba de  describirse  incluirían  a la media de la población. 

Muestre0  a  purtir de  poblaciones  no normules. No siempre  será 
posible o prudente  suponer  que la población  de  interés  muestra  una 
distribución  normal. Gracias al  teorem?  del  límite  central,  esto no 
será un  problema si puede seleccionarse  una  muestra lo  suficiente- 
mente  grande. Se ha  aprendido  que,  para  muestras  grandes, la distri- 
bución  muestral de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj;: presenta  una  distribución  aproximadamente 
normal sin importar  cómo  está  distribuida la población  original. 

Ejemplo 5.2.3 

F,n un estudio  del flujo de  pacientes  a  través  de  las  oficinas  de  médi- 
cos  generales, se encontró  que, en promedio,  una  muestra de 35 pacien- 
tes  llegaban 17.2 minutos  tarde  a las citas. Una investigación  previa 
había  demostrado  que la desviación estándar  era  de 8 minutos  apro- 
ximadamente. Se tuvo la sensación que la distribución  de la población 
no era  normal. ¿Cuál  es  el  intervalo  de  confianza  del 90  por  ciento para 
p ,  la cantidad  de  tiempo  promedio verdadera de llegada tarde a las 
citas?. 

Dado  que  el  tamaño  de la muestra es bastante  grande  (mayor  de 
30) y se conoce la desviación estándar  de la población, la situación se 
aproxima al teorema  del  límite  central  y se supone  que la distribución 
muestral  de X presenta  una  distribución  aproximadamente  normal. 
Utilizando la tabla F, se encuentra  que el  coeficiente de  confiabilidad, 
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que corresponde 3 LEI 

1.645 si se interpola. 
modo que el intervain 

coeiiciente  de  confianza  de .90, se aproxima  a 
14 error  estándar es dc uy Q% .= i .35,  de 
de confianza  del 90 por  ciento para p es 

1'7.2 2 I .64511.75) 
I ?  .2 2 2.2 
15,O. 19.4 

Ejercicios 

5.2.1 En un  experimento  diseñado para cstimar el nilmero  prorncdio 
de  latidos  por  minuto  del  corazbn para cierta  población,  en las 
condiciones del experimento, sc encoxtr6 que el nGmero pro- 
medio de latidos  por  minuto para 49 personas era de 90. Si  
resulta  lógico suponer  que esos 49 pacientes  constituyen una 
muestra  aleatoria y que ia poblaci6n está distribuida  normalmen- 
te,  con  una desviaciOn estindar d e  1 O .  encuentre: 

"" .. ~" .. ~. - .. . "~ ~~~. .. ~ ~ ~ ." ~~ "- 

n )  El intervslo dc confianza  del 90 por  ciento para p .  

b )  El intervalo  de  confianza del 95 por  ciento para zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp. 

c)  El intervalo tie confianza del 99 por ciento para p. 

a )  El  intervalo de confianza  del 90 por  ciento para p.  

b)  El intervalo de confianza del 95 por- ciento para 1-1. 
c)  El intervalo de confianza  del 99 por ciento para p . 

5.2.3 En un estudio  de l a  duraciór! de hospitalización realizado 
por varios hospitales  en cooperacibn? se extrajo al  azar  una 
muestra  de 64 pacientes con Glcera péptica de una lista de 
todos los pacientes  con esta enfermedad  admitidos alguna vez 
en los hospitalas y se determinb,  para  cada  uno, su duración  de 
hospitalizaci6n por admisión. Se encontró  que la duraci6n media 
de  hospitalizacibn  fue de 8.25 días. Si se sabe que la desviacihn 
estrindar de la pob!ación es de 3 días,  cncuentre: 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Intervalo  para la diferencia entre las medias  de  dos  poblaciones 181 

a) El intervalo  de  confianza  del 90 por  ciento  para p .  

b )  El  intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para p .  
c )  El  intervalo  de  confianza  del 99 por  ciento  para p .  

5.2.4 Una muestra  de 1 O0 hombres  adultos  aparentemente  normales, 
de  25  años  de  edad,  mostró  una  presión sistólica sanguínea  me- 
dia de  125. Si se tiene la sensación  de que la desviación estándar 
de la población  es  de 15,  encuentre: 

a) El  intervalo  de  confianza  del 90 por  ciento  para p .  

b )  El intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para p .  

5.3 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA 

DIFERENCIA  ENTRE LAS MEDIAS DE 
DOS POBLACIONES 

A veces surgen  casos  en los  que se tiene  interés  en  estimar la diferencia 
entre la  media de  dos  poblaciones. A partir  de cada  población  se  ex- 
trae  una  muestra  aleatoria  independiente y,  de los  datos  de  cada  una, 
se  calculan  las  medias  de las muestras Xl y X,, respectivamente.  En 
el capítulo  anterior se aprendión  que el estimador X, - X, propor- 
ciona  una  estimación  insesgada  de p1 - p 2 ,  la diferencia  entre las 
medias de ].as poblaciones. De lo expuesto  en el capítulo 4, se  sabe 
también  que,  dependiendo  de las condiciones, la distribución  muestra1 
de X, - x, puede  presentar al menos  una  distribución  aproximada- 
mente  normal,  de  modo  que en muchos casos se utiliza la teoría  per- 
tinente  a las distribuciones  normales  para  calcular  un  intervalo  de 
confianza  para p1 - p 2 .  Ilústrese ahora  primero  para el  caso donde el 
muestre0 se realiza a  partir  de  una  distribución  normal y luego  para 
el  caso donde no puede hacerse la suposición  de  poblaciones  con  dis- 
tribución  normal. 

Ejemplo 5.3.1 

En un  hospital  grande  para el tratamiento de retrasados  mentales, 
una  muestra  de  12  individuos  con  síndrome  de Down proporcionó  una 
concentración media  de ácido  úrico  en  suero  de X, = 4.5 mg/100 ml. 
En un  hospital  general, se encontró  que una muestra  de  15  individuos 
normales  de  la  misma  edad y sexo  tenía  un valor medio  de X, = 3.4. 
Si resulta  lógico  suponer  que las dos  poblaciones  de  concentraciones 
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presentan  una  distribución  normal  con  variancias iguales a 1 , encuentre 
el  intervalo  de  confianza del 95 por  ciento  para p1 - p2. 

Para una  estimación  puntual  de p1 - pz , utilícese 

En la  tabla F se encuentra  que  el  coeficiente  de  confiabilidad  que  co- 
rresponde  a .95 es de l .96. El error  estándar  está  dado  por la expresión 

El intervalo de confianza  del 95 por  ciento es entonces 

1.1 2 1.96(.39) 

1.1 2 .x 
.3. 1.9 

Se dlce que se tiene el 95 por  ciento  de  confianza de  que la diferencia 
real, p1 - pz ~ esté entre .3 y 1.9, porque, a l  repetir el muestreo,  el 95 
por  ciento  de  los  intervalos  construidos  de  esta  manera  incluirían la 
diferencia  entre las medias  reales. 

Muestreo a partir de poblaciones no normales. La construcción  de 
un intervalo  de  confianza  para la diferencia  entre la media  de  dos  po- 
blaciones,  cuando  el  muestrco se realiza a partir de poblaciones no  nor- 
males, se lleva a  cabo en 'la mima  forma  anterior si los tamafios de las 
muestras, n 1  y n 2 ,  son grandes. XJna vez más, este es un  resultado  del 
teorema del limite  central. 

Ejemplo 5.3.2 

El ingreso medio familiar  de  una  muestra  de 75 pacjentes  admitidos a 
un  hospital A fue  de X I = $6,800, mientras  que  el  promedio  basado 
~ J I  una  muestra  de 80 pacientes  de  un  hospital B se encontr6 como 
x = $4,450. Si las desviaciones estándar  de las poblaciones  son 
" 

u,  = $600 y u2 = $500, 

encuentre el intervalo  de  confianza  del 99 por ciento  para p L  - p 2 ,  la 
diferencia  entre las medias  de  ambas  poblaciones. 
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La estimación  puntual  de pl - p 2  es 

- 
X 1 - K2 $6,800 - $4,450 = $2,350. 

Utilizando la  tabla I;, se encuentra  que  el  coeficiente  de  confiabilidad 
es de  2.58. El error  estándar es de 

El intervalo  de  confianza  del 99 por  ciento es 

$2350 ?2.58(89) 

$2350 t_ 230 

$2120,52580 

Este  intervalo  se  interpreta  en las formas  habituales. 

Ejercicios 

5.3.1  En  un  estudio  en el que se utilizaron  niíios  retrasados  educa- 
bles, 1 1 niños y 10 niñas,  después  de  un  año  de  enseñanza 
académica  combinada  con  terapia, se les calificó  en relación  con 
sus logros. La calificación  media para los niños  fue  de X, =67.0 
y para  las  niñas, de 55, = 6  1.5. Si es lógico suponer  que las  ca- 
lificaciones para  niños  semejantes bajo circunstancias similares 
muestran  una  distribución  normal  con desviaciones estándar  de 
u, = 1 1  y uz = 10,  encuentre: 

a )  El intervalo  de  confianza  del 90 por  ciento para PI - p 2 .  

b j El intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para pl - p2. 
c)  El intervalo  de  confianza  del 99 por  ciento para p1 - p2.  

5.3.2 Una muestra  de 10 niñas de doce  años  de  edad y una  muestra 
de 10 niños  de  doce  años  también  proporcionaron las estaturas 
medias  de X, = 151.9  centímetros y X, = 148.6  centímetros, 
respectivamente.  Suponiendo  distribuciones  normales  de las 
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estaturas con (rl  = 5.1  ccntímetros  y u2 = 7.6 centímetros,  en- 
cuentre: 

u )  El intervalo de confianza  del 90 por  ciento para p1 -- p 2 .  

b )  El intervalo  de  confianza  del 95  por  ciento para p ,  - p2. 

c)  El  intervalo  de  confianza  del 99 por ciento  para pl - p 2 .  

5.3.3 Una muestra di: 100 pacientes con la enfermedad A, admitidos 
a  un  hospital  de  enfermedades  crónicas,  permanecieron en el 
hospital,  en  promedio, 35  días.  Otra  muestra  de 1 O0 pacientes 
con la enfermedad B permanecieron,  en  promedio, 28 días. Si 
las variancias de  ambas  poblaciones  son,  respectivamente,  de 
100 y 225, encuentre: 

a )  El intervalo  de  confianza  del 90 por  ciento para pA - pB.  

b )  El intervalo  de  confianza  del 95  por  ciento  para p A  -- p B .  
c )  El intervalo  de  confianza  del 99  por  ciento  para pA -~ p B .  

5.4 INTERVALO DE CONFIANZA  PARA  LA 
PROPORCION DE UNA  POBLACION 

Muchas cuestiones dc interés para quien  trabaja  en  el  campo  de la 
salud se  relacionan  con la proporción  de las poblaciones. ;,Qué 
proporción  de  los  pacientes  que  rcciben  un  tipo  particular de trata- 
miento se recupera?. ;Qué proporc ih   de  alguna población  tiene  cier- 
ta enfermedad?. ¿Qué proporción d e  una  población es inmune a cierta 
enfermedad?. 

Para estimar la proporción de una  población se procedz en la 
misma forms que cuando se estima la media  de  una  población. Se 
extrae una muestra  de la población  de  interés y se calcula su prc'por- 
cibn, 'G. Esta  proporci6n  de l a  muestra se utiliza como el estimador 
puntus1 de la proporción  de la población. Se obtiene  un  intervalo  de 
confiariza a travCs de la fórmula  general: 

estimador -e (coeficiente  de  confiabilidad) X (error  eslántlar) 
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se cumple  esta  condición,  el  coeficiente  de  confiabilidad es  algún va- 
lor  de z de la distribución  normal  unitaria. Se  ha visto que el error 
estándar es  igual a OF = dp( 1 - p ) / n .  Dado  que se desconoce p ,  que 
es el parámetro  que se está  tratando  de  estimar,  debe  utilizarse p 
como una estimación. Así, se estima O; por  medio  de d@(l - P ) / n ,  
y el intervalo  de  confianza  del lOO(1  - a) por  ciento de p está  da- 
do  por 

(5.4.1) 

A este  intervalo  se le dan  interpretaciones  tanto  probabilísticas  como 
prácticas. 

Ejemplo 5.4.1 

Se llevó a cabo  una  encuesta  para  estudiar las prácticas  de  salud 
dentales y las actitudes  de  cierta  población  urbana de adultos. De los 
300  adultos  entrevistados,  123  de  ellos  dijeron  que se sometían regu- 
larmente a una revisión dental  dos veces al año. 

La mejor  estimación  puntual de la proporción  de la población 
es p = 123/300 = .41. El tamaño  de la muestra y la estimación  de p 

son de  magnitud  suficiente como para  justificar el uso de la distribu- 
ción  normal  unitaria  para  construir  un  intervalo de  confianza. El coe- 
ficiente de  confiabilidad  que  corresponde  a  un nivel de  confianza  de 
.95, por  ejemplo, es de 1.96 y la  estimación  del  error  estándar, u;, es 

d@(l - 3) /n  =d.41(.59)/300 = .028. El intervalo  de  confianza  del 
95 por  ciento  para p ,  con base en estos  datos  es 

.41 F 1.96(.028) 

.41 -t- .o5 

.36. .46 

Se dice que, se tiene el 95 por  ciento  de  confianza  de  que la propor- 
ción  verdadera, p ,  esté  entre  .36 y .46 ya que, al repetir el muestreo, 
el 95 por  ciento  de los  intervalos  construidos  en la forma  del  presente 
intervalo  incluirían a la p verdadera. 

Ejercicios 

5.4.1 Un encargado  del  archivo de expedientes  médicos  extrajo al azar 
una muestra  de 100 expedientes  de  pacientes  y  encontró  que 
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en  el 8 por  ciento  de  ellos, la  carátula  tenía, al menos,  un  de- 
talle de  información  que  contradecía a la demás  información 
que  aparecía  en  el  expediente.  Construya los intervalos  de 
confianza  del 90, 95 y 99 por  ciento  para la proporción ver- 
dadera  de los expedientes  que  contienen  dichas discrepancias. 

5.4.2 Una encuesta,  que  condujo a una  muestra  aleatoria  de 150 
familias en  cierta  comunidad  urbana, reveló que,  en el 87 por 
ciento  de los casos, por lo menos  uno  de los miembros de la fa- 

milia tenía alguna forma  de  seguro  relacionado  con la salud. 
Construya los intervalos  de  confianza  del 90,95 y 99 por  ciento 
para p ,  la proporción verdadera de familias en la comunidad  con 
la  característica  de  interés. 

5.4.3.  En  un  estudio  diseñado  para  conocer la relación entre  cierto 
medicamento y cierta  anomalía  en los embriones  de  pollo, se 
inyectaron  con el medicamento 50 huevos  fecundados al cuar- 
to  día de incubación. En el vigésimo día  de  incubación se exa- 
minaron los embriones  y se observó la presencia de la anomalía 
en 12 de ellos.  Encuentre los intervalos de confianza  del 90, 95 
y 99 por  ciento para p .  

5.5 INTERVALO DE CONFIANZA  PARA LA 
DIFERENCIA  ENTRE  LAS PROPORCIONES 
DE DOS POBLACIONES - 

Con  frecuencia se tiene  interés  por  conocer la  magnitud  de la diferen- 
cia entre las proporciones  de  dos  poblaciones.  Por  ejemplo, es  posible 
que se desee comparar  hombres y mujeres: dos  grupos  de  edades, dos 
grupos  socioeconómicos o dos  grupos  de  diagnósticos  respecto a la 
proporción  en  que  poseen alguna característica  de  interés. Un estima- 
dor insesgado puntual  de l a  diferencia  entre las proporciones  de  dos 
poblaciones lo proporciona la diferencia  en las proporciones  de las 
muestras, ~- f i 2 .  Dado que, como ya se ha visto, cuando n l .  y n 2  
son grandes  y las proporciones de las poblaciones no están  demasiado 
pr6ximas a O 6 a 1 , se aplica el teorema  del  límite  central y puede  utili- 
zarse la teoría  de la distribución  normal para obtener los intervalos 
de confianza. El error  estándar  de la estimación  puede  encontrarse 
mediante la expresión 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Intervalo para la diferencia de proporción  de  dos  poblaciones 187 

dado  que se desconocen las proporciones  de las poblaciones. Un in- 
tervalo  de  confianza  del 100( 1 - a) por  ciento  para p1 - p 2  está 
dad9  por 

Este  intervalo  puede  interpretarse  desde  el  punto  de vista tanto  pro- 
babil  ístico  como  práctico. 

Ejemplo 5.5.1 

Doscientos  pacientes  que  sufrían  de  cierta  enfermedad  fueron  di- 
vididos al azar  en  dos  grupos iguales. Del primer  grupo,  quienes  recibie- 
ron  el  tratamiento  estándar, 78 se  recuperaron  en  un  plazo  de  tres 
días. De los otros 100, quienes  fueron  tratados  mediante  un  nuevo mC- 
todo, 90 se  recuperaron al cabo  de  tres  días  también. Los médicos 
desearon  estimar la diferencia  verdadera  en las proporciones  de  quie- 
nes se recuperaron  en  tres  días. 

La  mejor  estimación  puntual  de  la  diferencia  entre las proporcio- 
nes  de las poblaciones  esD1 - I j 2  = .78 - .90 = .12. El  intervalo  de 
confianza  del 95 por  ciento para p 1  - p 2  es 

(.78)(.22) (.90)(.10) 
100 1 O0 

~ .. " -" - 

(.78 - .90) 2 1.96 /--- + 

- .12 1.96(.05) 

-.12 k .10 

- .22. - .o2 

Se dice  que se tiene el 95 por  ciento  de  confianza  de que la dife- 
rencia  verdadera  esté  entre .O2 y .22, ya  que se sabe que, al repetir  el 
muestreo,  aproximadamente el 95 por  ciento  de los  intervalos  que  pue- 
dan  construirse de la manera  que  acaba  de  describirse  incluirán  a la 
diferencia  verdadera. 

Nótese que los signos  negativos sólo reflejan  el hecho  de  que se 
obtuvieron  mejores  resultados al utilizar  el  nuevo  método.  Podría ha- 
berse construido  también el intervalo  en  torno  a F2 - p ,  , en  cuyo ca- 
so los puntos  extremos  del  intervalo  habrían  sido  positivos. \ 
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Ejercicios 

5.5.1 De una  muestra  de 1 SO personas,  seleccionada de  los  pacientes 
que se admitieron  en  un  hospital  grande  durante  un  periodo  de 
dos aiios, 129  de  elios  tenían  algin  tipo  de seguro de  hospitali- 
zación.  En una n w s t r a  dr: 160 pacientes seleccionados en for- 
ma similar,  de un segundo  hospital, 144 de  ellos  tuvieron  algún 
tipo  de seguro de  hospitalización.  Encuentre los intervalos  de 
confianza  del 90, 95 y 99 por  ciento  para la  diferencia  real  en 
las proporciones  de  las  poblaciones. 

5.5.2 En  una  encuesta  conducida  en  dos  secciones  de un Brea metro- 
politana  grande, se obtuvieron  los  siguientes  resuhados respec- 
to a la prejión  sanguinea  anormal. 

-- -~ ~~ .~~~ "" ~~ " " "" 

Nhmcro de personas  Número  de  anormales 
Area seleccionadas  en la selección 

1 200 
I 250 ? 

20 
38 

Construya los intervalos de confianza  del 90,95 y 99 por  ciento 
para la diferencia  entre las proporciones  de las dos  poblaciones. 

5.5 .3  En  un  estudio  diseñado para conocer los efectos  secundarios  de 
dos medicamentos,  a S O  animales se les dio el medicamento A 

y a  otros SO 5e les dio el medicamento B. De los S O  que. recibieron 
el medicamento A ,  1 1  de  ellos  mostraron  efectos  secundarios 
no deseables,  mientras que 8 de los  que  recibieron el m e d '  1ca- 
nlento B reaccionaron  en  forma similar. Encuentre los intervalos 
de  confianza  del 90, 95 y 99 por  ciento  para pA - p s .  

1 ; n  las seccioncs 5.2 y 5.3 se describieron  los  procedimientos para 
construir los intervalos cíc confianza para la  media  dc  una  población 
y la djferencia  entre las mcdias de dos poblaciones. Se recordari  que 
estos  procedimientos  requieren  del  conocimiento  de las variancias 
cle las  poblnciones, a partir t lc las cualcs se extraen las muestras. Puede 
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parecer un tanto  extraño  que se tenga conocimiento d e  Ir?, variarlcia 
de l a  poblacibn y no se conozca el valor de la Inedia de la publacihn. J k  
hecho, es común,  en  situaciones como las que se h a n   p r r s e n t a d ~ ~  que 
se  desconozca tanto la variancia como l a  media de !a poblacicirl. k t s  
situación  presenta  un  problema  respecto  a I:1 construcci6n  de los inier- 
valos de confianza.  Por  ejemplo, aun cuando la estadística  presenta 

11na distribución  normal  cuando la poblacibn  también e s t i  distribui- 
da en forma  normal, y una  distribución  aproximadamente  normal 
cuando n es  grande, sin importar la forma  funcional  de la poblaciiw, 
no  puede  utilizarse  este  hecho  debido  a  que se desconoce o. Sin em- 
bargo no est6 todo  perdido y l a  solución más 1rigic;a al problema es 
la siguiente.  Para  sustituir  a u>  se utiliza la desviaci6n estrindar de la 
muestra, S = d m 2  / ( n  - 1). Cuando cl t a m a ~ o  de la ml;cstra 
es grande,  por  ejemplo  mayor  que 30, la confianra en S como una apro- 
ximación  de u es por Io general  sustancial, por lo que se justifica l a  
utilizacibn de la  teoría  de la distribucii~n normal para construir los 
intervalos  de  confianza  de 1a.s medias  de  las poblacioncs o las difcren- 
cias cntre ellas. En  tal  caso, se procede como se indic6 c n  las sccL-.iones 

Cuando se tienen  muestras  pequcfias, es mprrscindible  encontrar 
un  procedimiento  alternativo  para  construir  intzrvalos de confiallza. 

Como resultado  del  trabajo  de W .  S. escrito bajo el seu- 

d6ninlo  de "Student", se dispone  de  una  alternativa,  conocida  colno 
distribucicin t d e  Student, que por io general se abrevia como JiStri- 
bucicin t .  

"-I_ 

s.2 y 5.3. 

L a  can  tidad 
c 

S 4 p j  t="  ~ 

Y il 
~ 

sigue esta  distribución. La distribwirjn t t i em las siguientes propie- 
dades. 

1 .  Tiene una media de O. 
2. Es sirnktrica en torno a la media. 
3.  E n  general,  tiene  una variancia mayor de 1 ,  pero &a tiende a 1 a 

medida  que  aumenta el tamaño dc la muestra. 
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4. La variable t va de - 03 a + m .  

5. La distribución t es en realidad  una  familia de distribuciones, y a  
que se tiene  una  distribución  distinta  para  cada  valor muestra1 
n - 1 ,  cl divisor utilizado  para  calcular s2.  La figura 5.6.1 mues- 
tra las distribuciones t que  corresponden  a  varios valores de  grados 
de  libertad. 

6. Comparada ctm ¡a distribución  normal, la distribucibn t es menos 
puiltiaguda e11 el centro y tjene colas  más  altas. En la figura 5.6.2 
se compara la distribucíon t con la distribucibn  normal. 

7. La distribución t se aproxima  a la distribución  norrnal  a  medida 
que YZ - 1 se aproxima al infinito. 

La distribucibn t ,  al igual que la distribución  normal  unitaria, se 
ha tabulado  ampliamente. Una tabla as1 se da en  la  tabla W del apén- 
dice. 

' a i W G r a d o s  de libertad = 5 

Figura 5.6.1 Distribución t para  diferentes valores de  grados  de  libertad, 

"- 
- Distribución normal 

Distribución f 

Figura 5.6.2 Comparación de las distribuciones  normal y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf. 
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Se recordará  que la cantidad n - 1 utilizada  para  calcular la va- 
riancia  de la muestra se conoce  como los grados  de  libertad;  por lo 
tanto, se dice que  existe  una  distribución t distinta  para  cada valor de 
los  grados  de  libertad, y como se verá,  deben  tomarse  en  cuenta los 
grados  de  libertad  cuando se utilice la tabla  de la distribución t .  

El  procedimiento  general  para  construir  intervalos  de  confianza 
no se ve afectado  por  tener  que  utilizar la distribución t en lugar de la 
distribución  normal  unitaria. Se utilizari  aún la relación  expresada  por 

estimador f (coeficiente  de  confiabilidad) X (error  estándar) 

Lo que es diferente  es la fuente  del  cocficiente  de  confiabilidad. 
Se obtiene  ahora  a  partir  de  la  tabla de  la distribución t en lugar de 
la tabla  de la distribución  normal  unitaria. Para  ser más específicos, 
cuando se rnuestrea  a  partir de una  distribución  normal  cuya  desvia- 
ción  estándar, u, se desconoce, estd dado  por la expresión 

el intervalo  de  confianza  del l0OCl - a) por ciento pera la rnedia de 
la población, p .  

Nótese  que  un  requisito  para  el  uso válido de la distribución t es 
que la muestra  debe ser extraída  de  una  distribución  normal. Sin em- 
bargo, la experiencia ha demostrado  que  pueden  tolerarse desviaciones 
moderadas de este  requisito,  Como  consecuencia, la distribución t se 
utiliza  incluso  cuando  se sabe que la población  original se desvía de la 
normalidad. La mayoría de  los  investigadores  requieren el supuesto  de 
que, al menos,  pueda  sostenerse  una  hipótesis  de  una  población  con 
distribución  en  forma  de  montículo. 

Ejemplo 5.6.1 

Se hicieron  determinaciones  de amilasa en  suero  de  una  muestra 
de  15  personas  aparentemente  normales. Dicha muestra  proporcionó 
una  media  de 96 unidades/l00 m1 y una desviación estándar  de 35 
unidades/100  ml. Se desconocía la variancia  de la población.  Puede 
utilizarse 18 media  de la muestra, 96, como  una  estimación  puntual 
de la media  de la población,  pero,  dado  que se desconoce  la desviación 
estándar  de la población,  debe  suponerse  que  los valores de la pobla- 
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ción están al  menos distri!)uidos en forma  aproximadamcntr ilormal 
antes  de  construir cn intervalo  de  confianza  para p. Suphngase q;;c 

dicha suposicihn resulta razonable y que se desea  un  intervaio de c w n -  
fianza  del 95 por ciento. Se tienz el estimador: 37, y e1 error estAndar 
es S/* =: 3 5 / 6 5  := 9.04. Ahora se neceslta encontrar el coeficicnte 
de  confiabilidad, el valor dc, I asociado  a L I ~  coeficiente de confianza 
de .95 y rl ~ 1 L- 14 grados de libertad.  Dado que un intervalo de con- 
f ianza del 95 por  ciento d q j a  .O5 del Area bajo Ia curva de t igualmcnte 
dividida  entre las dos cc)ixs, se necrsita el valor de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf a la derecha del 
cual se  encuentra ,025 del Area. En la tabla H se localiza l a  columna 
encabezada por I 9 7 5 .  t s f c  cs el valnr  de t a la  izquierda  del  cual esti 
.975 del Area bajo l a  curva. I3 área  a la derecha  de  este valor es igual al  

deseado ,025. Se localiza ahora el núniern 14 en l a  colur:~na  de Los gra- 
dos  de  libertad. El valor de l a  interseccihn  del  renglón  marcado  con eÍ 
mimero 14 y la columna  encabezada por t es el t buscado. Se en-  
cuentra y w  estc valor de  í, que  es el coeficitntc de c o n f i a ~ i d a c t ,  es de 
2.1448.  Ahora sc construye el intervalo de confianzs del <)5 por ciento 
C O ~ O  sigue: 
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tras, que sc calculan a  partir  de  las  dos  muestras  independientes, como 
estitnaoio1lcs de lo mismo,  la  variancia  comiln. Parece  lógico entonces 
que esto  debe  capitalizarse,  de alguna manera,  en el análisisen  cuesti6n. 
Esto es prccisamente lo que se hace y se obtiene  una estimación  man- 
comunad~~ de  ia variancia comím.  Esta  estimacjón  mancomunada se 
obtiene  calculando el promedio  ponderado  de las  variancias de las 
dos truesfras. La variancia de  cada  muestra se pondera  por  sus  grados 
de 1ibert::d. Si los tamafios de las muestras  son iguales, este  promedio 
ponderado resrrlra ser la  media aritmética de las variancias de las dos 
muestras. Si los tamaños  de las dos  muestras son distintos,  el  promedio 
ponderado  aprovecha la informacih adicional  proporcionada por l a  
mueqtra mayor. La estimación  mancomunada  está  dada  por la f6rmula: 

(5.6.2) 

R1 crror estándar  de la estimación,  entonces,  está  dado  por 

p el. intervalo de confianza del 100( 1 - a) por  ciento  para p,  -~ p2 

está dado pos 

(5.6.3) 

Pi1 número de grados  de  libertad  utilizado  para  determinar el valor de 
t ,  que se aplica  al  construir el intervalo, es de Y L ~  4- n2 --- 2, que es el 
denominador de la ecuación 5.6.2. Este  intervalo se interpreta  en la 
forma  habitual. 

C'ornv Il~lstración,  utilicese el  ejemp:o 5.6.1 y supoqaase que 
irpzrte de las personas  aparentemente  normales, se hicieron  también 
las detcrmirlacionrs  de la amilasa en suero en una muestra indepen- 
diente, de 22 personas  hospitalizadas.  Supbngase que la media y l a  des- 
viacis11 eslindar  de  este  grupo son, respectivamente,  de 120 y 40 
urr.idadcs~100 mi. Iks ig rme  a las 1s personas  normales  colno  grupa 
2. La estimaci6n d c  punto  de ,ul - ,u2 es dz 120 -- 96 = 24. 
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Para  encontrar un intervalo de confianza, supóngase que 1a.s dos 
poblaciones  en estudio presentan una distribución  normal y que sus 
variancias son iguales. E i  primer paso es obtener  una  estimaci6n  man- 
comunada  de l a  variancia comQn como sigue: 

14(35)' + 21(40)2 
.'j 2 =: - .. . = 1450 

15+22": !  P 

El intervalo de confianza del 95 por  ciento  para p, -- p2 es como 
sigue : 

110 sigue una  dlstribución t con tzl + n 2  - 2 grados  de  libertad  cuan- 
do las variancias de las poblaciones son distintas. Una forma de soiu- 
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cionar el prcblelrla es utilizar  un  valor  modificado  para los grados  de 
libertad. 'lina f6rmula  conveniente  para  hacerlo es  la dada  por Dixon 
y Massey' Como sigue: i? 

(5.6.4) 

Si se verifican las hipótesis  de  normalidad, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt' está  distribuida  aproxima- 
damente como t COI: los  grados de libertad  calculados  mediante l a  
ecuación 5.6.4, El intervalo  de  confjanza  de 100( 1 - a) por  ciento 
para p ,  -. p2 está dado  entonces  por la expresióli 

(5.6.5) 

El valor rrumc'rim dc los grados  de  libertad  calculados a psrtjr de ki 
ecuación 5.6.4 puede no ser un entero. En este  caso, por l o  generalre- 
sulta :onvenier!te ut.ilizar e1 valor más pr6ximo de gQ' dado  en Irt ta'clja 
de l a  distribuciijn t .  

El interwlo  obtenido  rnediante  este método se hfrrpreta en la for- 
habitual.  pzro dcbe tenerse  presente que  dicho int.ervd9 es sólo 

aproximado. 

Ejemplo 5.6.3 

Se estur?;O 1 3  actividad  total del compiemento  serológico (C, 
en 20 personas  aparentemente sanas y 1 O personas  enfermas. Se obtu- 
vieron 10s siguientes  resultados: 

F cnferrnas 10 62.6 33 .% 
Normales 20 47.2 10.1 - 11_.____- 1" 

Los investigadores  ten ian  razón ai pensar  que las poblaciones  muestrea- 
das  estaban  distribuidas  en  forma  aproximadamente  normal,  pero st, 
reht.lsaban a suponcr que las  variancias de las dos  poblaciones  descono- 
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cidas  eran iguales. Encuentre el intervalo  de  confianza del 95 por  ciento 

La estimaci6n puntual para p1 - p2 es de 62.6 - 4'7.2 = 1.5.4. El 
para P I  - -  ~2 . 

valor  modificado de los grados de libertad está dado por ia exprcsi6n 

El valor de t que corresponde a un coeficiente  de  confianza  de .95 Y 
11  grados  de libertad es de 2.3010, y el intervalo de confiarnza aproxi- 
mado del 95 por cielito para p1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp 2  es 

Eiexcicios 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Ira distribución t 197 

5.6.4 

5.6.5 

5.6.6 

vamente.  Suponiendo  una  población  con  distribuci6n  normal, 
encuentre los intervalos de confianza. del 90. 95 y 99 por  ciento 
para la media de  la  población  a  partir  de la ciial se obtuvo la 
muestra. 
Una muestra  de 16 nifías de diez años de  edad  proporcionó un 
peso medio  de  35.8 kg y  una desviacibn estándar  de 6 kg, res- 
pectivamente.  Suponiendo  que  existe  normalidad,  encuentre 
los  intervalos  de  confianza  del 90, 95 y 99  por  ciento  para p. 

Con  referencia  a los ejercicios  5.6.3 y 5.6.4,  supóngase  que las 
variancias de las  poblaciones  son  iguales.  Construya  los  interva- 
los de  confianza  del 90, 95 y 99  por  ciento  para  la  diferencia 
entre las medias  de las dos  poblaciones. 
Las mediciones del diámetro transversal  del corazón  de  hombres 
y mujeres  adultos  dieron  los  siguientes  resultados: 

Tamario de 
__ 
X S 

Grupo la muestra (Centímetros)  (Centímetros) 

13.21 1 .o5 
1 1 .o0 1 .o1 

Suponiendo  poblaciones  con  distribución  normal y con varian- 
cias iguales, construya  los  intervalos de confianza  del 90, 95 y 
99 por  ciento  para p m l  -- p 2 .  

5.6.7  Veinticuatro  animales de laboratorio  con  deficiencia  de vitami- 
na D se dividieron  en dos grupos iguales. El grupo  1  recibió un 
tratamiento  consistente  en  una  dieta  que  proporcionaba la vita- 
mina D. El segundo  grupo  no  fue  tratado. Al th-mino  del  período 
experimental,  se  hicieron  las  determinaciones  del calcio en  sue- 
ro,  obteniéndose los siguientes  resultados: 

Grupo  tratado: X = 1 1.1 mgl100 ml, S = 1.5 
Grupo  no  tratado: X == 7.8 mg/100 ml, S = 2.0 

Suponiendo  poblaciones  con  distribución  normal y con  varian- 
cjas iguales, construya los intervalos de confianza  del 90,  95 y 
99 pur ciento  para la diferencia  entre las  medias  de  las  pobla- 
ciones. 
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5.6.8 A dos grupos de niííos se les hicieron  pruebas de  agudez:! c icua! .  
El grupo 1 estaba  formado  por 11  nillos que recibit:ron cuxlacios 
di: l a  salud por paste de medicos privados. La calii'icacibn media 

para este  grupo  fue  de 26 con una desviació:! estrindar ctc 5 .  E¡ 
segurldc grupo, cjtle incluía  14 nifios que  recibieron cuiilarlos tclc 
la salud  por parte  del  departamento  de salud púhiica. t l iV() XiIILL 

calificacibn promedio  de  21  con una desviación cstár:dar d c  h .  

Suponiendo  poblaciones  con  dlstribucibn rlorlna! y con val i m -  
cias iguales, enanentre los intervalos de  confianza tiel 90, i35 4 
99 por  ciento para p1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp 2. 

5.6.9 L a  duraci6n prmwdio de  internación  de  una ~nuc>~-,ira dC: 2G 1x1- 
cientes datios de sita de un hospital general fue dc siete t l i : t i  c m  
una desviacicin estándar  de  dos días. I J m  muestra de 2.1 ; xc l c . :~ -  

tes dados de alta  de un hospital dz er:fennec!des L ' T ~ I ~ ~ C . ~ ! : ;  ~ U I V ,  

una  duraci6r; promedio de internación de 3 0  día:, LQII I.CJG. des-  
viacicin est l indx de 1 O días. Suponiendo  poblaciones m i l  distri-. 
buci6n nornlai y <on variancias distintas, rncuel;ire el j n t ~ w a l o  
d e  confianza del 95 por ciento para la diferenci:~ cntre i3:; IIIC-  

dias de a1:lbas poblaciones. 
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intervalo  de  confianza, se ve que la amplitud  del  intervalo  está  deter- 
minado  por la magnitud  de  la  cantidad. 

(Coeficiente de  confiabilidad) X (error  estándar) 

ya  que la amplitud  total  del  intervalo es el doble  de  esta  cantidad. 
Para un  determinado  error  estándar, el aumento  de  confiabilidad 
significa un coeficiente  de  confiabilidad  mayor. Sin embargo,  un 
coeficiente  de  confiabilidad  mayor,  para un error  estándar  fijo, 
produce  un  jntervalo  más  amplio. 

Por  otra  parte, si se fija el coeficiente  de  confiabilidad, la única 
forma  de  reducir la amplitud del  intervalo es reducir el error  estándar. 
Dado que el error  estándar  es igual a  o/Q'ñy  como u es una  constan- 
&e,  la  única  forma  de  obtener  un  error  estándar  menor es tomar  una 
muestra  grande.  1Qué  tan  grande  debe  ser la muestra?.  Esto  depende 
del  tamaño  de u, la desviación estándar  de la poblaci6n  del  grado desea- 
do  de confiabilidad  y  la  amplitud del intervalo  deseado. 

Supóngase  que se desea un  intervalo  que se extienda d unidades 
hacia  uno u otro  lado del estimador.  Puede escribirse. 

d = (cccficiente  de  confiabilidad) X (crror  estándar) (5.7.1) 

Si  el muestrco va a ser con  reemplazo  a  partir de  una  población  infinita 
o a partir  de una población  que sea lo  suficientemente  grande  corno 
para  poder  ignorar la corrección por  poblaci6n  finita, la ecuación 
5.7.1 queda  como 

la cual,  cuando se resuelve  para n ,  da 

(5.7.3) 

Cuando el muesireo se realiza  sin reemplazo a partir de una  población 
finita, se requiere la corrección  por  población  finita y la ecuación 
5.7.1 queda  como 

(5.7.4) 
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La  cual, cuando sc resudvc para n, da 

1 .  

2. 

3. 

Ejemplo 5.7. I 
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Supóngase que al nutri6logo le gustaría un intervalo de, aproxi- 
madamente 10 unidades  de  amplitud, es decir, le gustaria q u e  s u  
estimacibn  estuviera  dentro de cinco  unidades  aproxinladamente res- 
pecto  del  valor real en  cualquier  dirección. Supcingase tarnbien que f e  
decide  por  un  coeficiente de cmnfianza de .95 y que,  con base en SU ex- 
periencia el nutrjólogo siente  que la  desvjacibn  estándar  de la pcblación 
es quizá de aproxtimc~tlamente 20 gramos. El estadístico  tiene  ahora  la 
información  necesdlia p a 2  caicular ei tar~iaiio di: la muestra: z = 1.96, 

u = 20 y d = 5 .  Sup(in;;ase que l a  ?oblaci6n de inter&  es  grande, de 
modo que el estadístico pwcle ignorar la corrzccih por poblacibn fi- 
nita y  utilizar la ecuación 5.7.3. Haciendo  las  sustituciones aprcvpiadas, 
se encuentra quc el valor de n cs de 

( 1 .96)'(20jL 
,I := . 

(512 

= 61.47 

Se recornendii  que el nutriólogo  tornara ulla muestra de tamafío  62. 
Al calcular el tamaño dc una  muestra a partir  de las ccuaciones 5.7.3 
6 S .7.5, se redondea a l  nimero  cntero  mayor siguicnte si los cálculos 
dan un númzro que no sea un  entero. 

Ejercicios 
" ~ 

5.'7.1 

5.7.2 

El administr:3dor de u11 hxpi ta l  desea estimar eí peso  de 10s 
bebes nacidos en SII tiospital. ¿Curin grande  debe tomarst' una 
muestra de los registros de nacimientos si 121 administrador desea 
un  intervalo  de  confianza del 99 por  ciento que tenga 500 g 
de ampiltud? Supóngase quc resulta  razonable  estimar  a u C O ~ Q  

500 g i,QuC tamafio de muestra se requiere si sr: baja el  coefi- 
ciente  de ~onf ianza  hasta .95?. 
El director  de la secci6n de  control de la  rabia dcl departamento 
de  salud pDblica de una ciudad desea obtener una muestra de los 
registros de dicho  departamento acerca. de las mordidas  de 
perro  reportadas duran:e el aíío  anterior, para estimar l a  edad 
media de las personas  mordidas. Desea un  intcva1o de corifianza 
del 95 por ciento, est8 ~(mt'orme  con  que d = 2.5 y con base en 

estudios anteriores CSljJil i!  q u e  la  desviación CsEándar de 15 p ~ -  
blncibn es dc casi 15 :1ños. ,Cuán grande debe tornarse la 
muestra'?. 
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muestra piloto y calcular  una  estimación para utilizarse  en  lugar  de p 

en la fórmula  para zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlz.  alguna:^ veces, el  investigador  tendrá alguna 110- 

ción  de  un  límite  superior  para p tq~ae pueda utilmrse en la fórmula. 
Por ejemplo, si se desea estimar la proporcibn  de alguna población que 
tenga una cierta  condicirjn, es posible que sc  crea que  l a  proporc ih  
verdadera no puede  ser  mayor,  por  decir algo, que  2 0 .  Se sustituye 
entOnces p por .30 en In f h m u  la para E.  Si es i~nposible llegar :I una 
mejor  estimación,  puede  hacerse  que p sea igud a .5 y resolver para n. 
Dado que p = .S en l a  frjrmula  es el que d a  el mixinlo valor de n ,  este 
procedimiento  dari una  muestra lo suficientemente grancii: para la con- 
fiabilidad y la amplitud del inter~ialo  deseados. Sill e ~ ~ ~ b i l r g o , p ~ r d , :  :m 

rnis grande  de lo necesario y resulta en que sc toma Lij>Ll mues?r:: 11:;s 

costosa que si se  dispusiera d e  una mejor  estjmacihn dc 1) .  l i l t . ,  procc- 
dimicnto debe  utilizarse s A l o  si se es incapaz ric 11ega1 a una rnc~.jor c's- 

timacibn de p .  

Ejemplo 5.8.1 

St. est6 planeando una encuesta con el fin d c  deienninar q u d  pro- 
porción  de  familias  en  cierta ürea son nl6dicarnetli:e indigcntcs. Se cree 
que la proporción  no puede ser  mayor clue 3 5 .  S,e desea un intervalo 
de confianza  del 9.5 por  ciento  con d = .05. ;,Que ta~naiio de mues- 
tra  de  familias  debe  seleccionarse?. 

Si puede  ignorarse l a  corrección  por población finita, se tiene quc 

Ejercicios 

S. 8.1 IJn epidemiólogo desea saber qué proporcicin de adultos que vi- 
ven en una Area metropolitana  grande riencn  el s i b t i p c ?  aj; tiel 
T:irus B de l a  hepatitis.  Determine el tamaf1o  de muestra que se 
requeriría para estimar l a  proporci6n verdader;1 ce rcma  :I un .O.? 
con un intervalo  de confianza dcl 95 por ciento. Iin una Area 
tpetropolitana similar, se rcport6 que l a  progorci6r, de aduItos 
con l a  característica dc inter& fue de .20. Si no se contarn con 
los datos  de  otra rirea metropolitana y no se obtuviera una mues- 
tra  piloto, i,quk tamaffo de l a  muestra st' requeriría? 
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Primera extraccibn 10 

12 18 
14 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 2  18 8 

Si el muestreo se realiza con reemplazo, el valor esperado dc s2 se 
obtiene tomando Ia media de todas las varjancias de las muestras  dadas 
m la tabla 5.9.1. Cuando se ha.cc esto, se tiene que 
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X2 

Figura 5.9.1 Distribuciones  ji-cuadrada  para varios  valores de grados de libertad k 
(F;r~ente: Paul C. Hoe1 y Kzymond J.  Jessen, basic 5Stutlsticsfor Businessand !;CY- 

nDn;ic.s, Wiky- ,  i 971 . Utilizada con autorización). 
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Obsérvese que se cambib el sentido  de Ids desigualdades c~tando 
se tornaron los recíprocos. Si se invicrte e l  o:&n de los fertninos, se 
tiene que 

(5.9. i )  

que  es el interkalo de confianza del I O O i l  - a) por ciento  para 0 % .  Si 
se toma l a  raíz  cuadrada de cada  término de la espIcsi6n 5.9.1, se tiene 
el siguiente inlexvalo de. confianza del 100(1 -~ a) por ciento para u, 
la desviaci6n estindar de l a  poblacibn: 
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pótesis  de la normalidad  de la población, de  la  cual  se extrae la  mues- 
tra, es crítica, y los resultados  pueden  ser  engañosos  si se ignora  dicha 
hipótesis. 

Otra  dificultad  con  estos  intervalos resulta del  hecho  de  que  el es- 
timador  no  está  en  el  centro  del  intervalo de  confianza,  como es el 
caso  con el  intervalo  de  confianza  para p. Esto se debe  a  que la distri- 
bución  ji-cuadrada,  a  diferencia  de la normal,  no es  simétrica. La con- 
secuencia  prictica  de  esto es que el método para  la  construcción  de 
los  intervalos  de  confianza  para 02,  que  se acaba  de  describir, no  con- 
duce a los intervalos  de  confianza  más  cortos  posibles.  Tate  y Nett2' 
dan  tablas  que  pueden  utilizarse  para vencer esta  dificultad. 

Ejercicios 

5.9.1 

5.9.2 

5.9.3 

5.9.4 

5.9.5 

5.9.6 

A cada uno de  los  miembros  de  una  muestra  de 5 1 estudiantes 
de  enfermería se le hizo  una  prueba  estandarizada  para  medir 
su nivel de  responsabilidad. Se obtuvo un valor de s2 =12. Cons- 
truya  los  intervalos  de  confianza  del 95 por  ciento  para u' Y u. 
El recuento de leucocitos de una  muestra d.e 10 hombres  adultos 
con  algún tipo de  leucemia  dio  una  variancia  de 25,000,000. 
Construya los  intervalos  de  confianza  del 95 por  ciento  para 
cr2 y a. 
Se hicieron  determinaciones de la capacidad  vital  forzada  en 
20 hombres  adultos  sanos. La variancia de la muestra  fue  de 
1,000,000.  Construya  los  intervalos de  confianza  del 90 por 
ciento para o2 y o. 
En un estudio  de los tiempos de conducción  del  miocardio, se 
obtuvieron los tiempos de conducción  en  una  muestra de 30 
pacientes  con  enfermedad  de  la  arteria  coronaria. Se encontró 
que la variancia  de la muestra  era de I .03. Construya los inter- 
valos  de  confianza del 99 por  ciento  para o2 y u. 
Una  muestra  de 25 hombres  física y mentalmente  sanos  parti- 
cip6  en un experimento  sobre el sueño en  el  cual se registró  el 
porcentaje  del  tiempo  total  transcurrido  durante el sueño de 
cada uno de  los  participantes  en  cierta  etapa del  mismo. L a  
variancia  calculada a  partir  de  los  datos  de la muestra fue de 
2.25. Construya los intervalos  de  confianza  del 95 por  ciento 
para a2 y o. 
Se hicieron  determinaciones  de  hemoglobina en 16 animales  ex- 
puestos a un compuesto  químico nocivo. Se registraron los 
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siguientes  valores: 15.6, 14.8,  14.4,  16.6, 13.8, 14.0, 17.3, 17.4, 
18.6,  16.2,  14.7,  15.7,  16.4,  13.9,  14.8,  17.5.  Construya los 
intervalos  de  confianza  del  95  por  ciento  para u2 y u. 

5.10 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA RAZÓN LIE LAS 
VARIANClAS DE DOS POBLACIONES CON 
DISTRIBUCI~N NORMAL 

Con  frecuencia se desea  comparar  dos variancias, y una  manera  de 
hacerlo es forrnar  su razcin, o1 ' /u2 ' . Si dos variaflcias son iguales, 
su razcin será  igual  a l .  Por  lo  general, no se conocerin las variancias 
de las poblaciones de interés y, en  consecuencia,  toda  comparación 
que  tenga  que  hacerse  tendri  que basarse en las variancias de las nlues- 
tras.  Para  ser  específicos, es posible que se desee estimar la  razcin de 
las variancias de  dos  poblaciones. Una vez más, dado  que esl-a es una 
forma  de  inferencia,  debe  confiarse  en alguna distribucibn muestral', 
en  esta  ocasión, se utiliza l a  distribución de (sl ' / o l  )/(S, / u2  1 
siempre  que se satisfagan  ciertas  suposiciones. Las suposiciones  son: 
que se calculen s1 ' y s2 ' a  partir de muestras  independientes de ta- 
maños n l  y n 2 ,  respectivamente,  extraídas de dos  poblaciones  con 
distribucibn  normal. 

Si se satisfacen las suposiciones, (sI ' /u, )/(S, /u2 ) sigue una 
distribución  conocida como distribución F. Un estudio  más  completo 
de  esta  distribución se llar6 en un  capitulo  posterior,  pero  nótese  que 
esta  distribución  depende  de  dos valores de  grados  de  libertad,  uno 
que  corresponde al valor n - 1 utilizado al calcular s I 2  y el otro  que 
corresponde al valor ?z2  - 1 utilizado al calcular sZ2 .  Por lo común, 
&tos se conocen  como grados de libertad del  numerador y grados de 
libertad del  denominador. La figura 5.10.1 muestra algunas distribu- 
ciones F para varias combinaciones de los  grados  de  libertad  del  nume- 
rador y del  denominador. La tabla J contiene,  para  combinaciones 
específicas  de  grados  de  libertad y valores de a, los valores de F a la 
derecha  de los  cuales se tiene a/2 del  área  bajo la curva de F. 

Para encontrar el intervalo  de  confianza  del  100( 1 - a) por  cien- 
to para o1 / o2 ' ,  se empezará  con la expresión 

donde Fa/2 y F( - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo1 ,' )son los  valores de la tabla F a la izquierda y 
a la derecha  de  los  cuales,  respectivamente,  está 4 2  del área bajo la 
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1 .o 

0.8 

f ( F )  

0.6 

0.4 

0.2 

0.0 
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5  3.0  3.5 4.0 

F 

Figura 5.10.1 Distribución F para varios grados  de  libertad. (De Documentu Gei- 
gy, Scientific Tables 7a. edición 1970. Por cortesía  de Ciba-Geigy Limited, Basi- 
lea, Suiza). 

curva.  Puede  volver  a  escribirse  el termino  central  de  esta  expresión, 
de modo  que la expresión  completa es 

Si se  divide todo  entre s1 /s2 2 ,  se tiene  que 

Tomando los recíprocos  de  las  tres  términos, da 

y si se  invierte  el  orden, se tiene  el  siguiente  intervalo  de  confianza 
del 100( 1 - a) por  ciento  para u1 /u2 : 

Ejemplo 5.10.1 

(5.10.1) 

Utilícese como referencia el ejemplo 5.6.2 y calcúlese el  intervalo 
de  confianza del. 95 por  ciento  para u1 /a2 2 .  Se tiene la siguiente  in- 
formación: 
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11, = 22, n 2  = 15 

grados de libertad del  numerador = 21 

grados de  libertad  del  denominador = 14 

,sl ' = 1600, .s12 = 1225 

X = .O5 

= ,395 F.,,, = 2.84 

En este  punto  debe hacerse una  laboriosa,  pero  inevitable, divaga- 
ción y explicar  cómo  se  obtuvieron los valores = 2.84  y = 
.395. Primero, se notará  que  en la tabla J no se  tiene  una  columna 
encabezada  por  el  número  21  para los grados de  libertad del nume- 
rador. Se tomó el valor  más próximo, 20. El valor de F' ,97s  en la 
intersección  de l a  columna  encabezada  por  el  n6mero 20 y el renglón 
marcado  por  el  número 14 es de  2.84. Si  se tuviera una  tabla  más  am- 
plia de la  distribución F ,  no hrrbría problema  para  encontrar ; 
simplemente se encontraría  como se encontró Se tomaría el 
valor encontrado en la intersección  de l a  colunma  encabezada  por 
el  n6mero 2 1 y ell renglón marcado  con el 14. Para incluir  todo  per- 
centil  posible  de IT, se tendría  que  hacer  una  tabla  muy larga. Afortu- 
nadamente? sin embargo,  existe  una  relación  que  permite calcular los 
valores menores de los pzrcentiles a  partir  de la tabla  limitada  que 
aquí se da. Se procede como sigue. 

Se intercambian los grados  de libertad del numerador y del denomi- 
nador y se localiza el valor apropiado de F. Para el presente  problema, 
se localiza 2.53, que esta  en la intersección  de la columna  encabezada 
por el número 15 (el va!or más próximo  a los 14 grados  de  libertad  pro- 
puestos) y el renglón marcado COI; el  número 2 l .  Se toma  ahora el 
recíproco de este valor, 112.53 = .395. 

Ahora  puede  obtenerse e! intervalo de  confianza del 9S por  cien- 
to  para u1 /u2 ~ sustituyendo los valores apropiados  en l a  expresión 
5.10.1: 

A  este  intervalo se 
cas apropiadas. 

le dan las interpretaciones proba 
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Los  procedimientos  alternativos para  hacer  inferencias sobre la 
igualdad  de dos variancias cuando las poblaciones  muestreadas  no  tie- 
nen  distribución  normal  pueden  encontrarse  en el libro  de  Daniel.” 

Ejercicios 

5.10.1 

5.10.2 

5.10.3 

5.10.4 

5.10.5 

Se  registraron las concentraciones  de  oxitocina  (picogramos 
por  mililitros)  en  el  líquido  amniótico  de  dos  muestras  de  muje- 
res. La primera  muestra  incluyó  25  mujeres  parturientas  con 
contracciones  de  parto. La segunda  muestra  incluyó  16  mujeres 
sin contracciones  de  parto. Las variancias  de  ambas muestras 
fueron s1 ’ = 40,000 y s2 ’ = 10,000. Construya el intervalo  de 
confianza del 95 por  ciento para la razón de las variancias de las 
dos  poblaciones. 
Se hizo  una  estimación  del  contenido  de  nicotina  en  muestras 
de  orina  de  dos  grupos  de  hombres  adultos. El grupo 1 consis- 
tió  en  25  fumadores  aparentemente  sanos y el grupo  2  en  3 1 
fumadores  con  cáncer  de la  vejiga urinaria.  Las  variancias  de 
las muestras  fueron s1 ’ = 1 .OO y s2 ’ = 3.5.  Construya el  in- 
tervalo de  confianza  del 90 por  ciento  para u2 ’ /ol 2 .  

Se analizaron  estadísticamente los  valores  del índice  de  lati- 
dos del corazón  de  dos  muestras  de  pacientes  que  padecían 
infarto del miocardio. Las variancias de las muestras  fueron 
de  12  y 10. Hubo 21 pacientes  en  cada  muestra.  Construya el 
intervalo  de  confianza del 95 por  ciento para  la razón  de las 
variancias de las dos  poblaciones. 
Treinta  y  dos  adultos afásicos sometidos  a  terapia  del habla 
fueron divididos en  dos  grupos iguales. El grupo 1 recibió  el 
tratamiento 1 y el grupo  2 el tratamiento 2. El análisis estadísti- 
co  de los resultados  de la efectividad de los tratamientos  dio 
las siguientes  variancias: s1 ’ = 8 y s2 ’ = 15.  Construya el in- 
tervalo de  confianza del 90 por  ciento para u2 ’ /al ’. 
Se calcularon las variancias de las muestras para  los  volúmenes 
de  ventilación pulmonar  (ml)  de  dos  grupos  de  pacientes  que 
sufren  del  padecimiento  del  tabique  auricular. Los resultados 
y tamaños  de las muestras  fueron los  siguientes: 

n l  = 3 1 , s 1 2  = 35,000 
n2 = 41, S’’ = 20,000 
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Construya  el  intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para  la 
razón  de las dos variancias. 

5.10.6 Se registraron las respuestas  de  la  glucosa  a la glucosa oral  para 
1  1 pacientes  con la enfermedad  de  Huntington  (grupo 1) y 
13 individuos  de  control  (grupo 2). El análisis estadístico  de 
Ios resultados  proporcionó las siguientes  variancias de las mues- 
tras: s1 = 105 y s2 = 148. Construya  el  intervalo  de  con- 
fianza  del 95 por  ciento  para la razón  de las dos variancias. 

En este  capítulo se estudia  una  de las principales  áreas  de la inferencia 
estadistica: la estimación. Se estudian las estimaciones  puntual y por 
intervalos. Se ilustraron  los  conceptos  y  métodos  implícitos  en la cons- 
trucción de los intervalos  de  confianza  de los siguientes  parámetros: 
medias. la diferencia  entre  dos  medias,  proporciones, la diferencia 
entre  dos  proporciones, variancias  y la razón  de  dos variancias. 

Preguntas y ejercicio.; de repaso 

l .  ¿Qué  es la inferencia  estadística? 
2. ¿Por  qué es la estiinación  un  importante  tipo  de  inferencia? 
3 .  ¿Qué  es una estimacibn  puntual?. 
4. Explique  el  significado cle la característica  de  ser insesgado 
5 .  Defina  lo siguiente: 

a) Coeficiente de confiabilidad 
b )  Coeficiente  de  confianza 
c) Error  estándar 
u') Estimador 

6. Dé  la fórmula  general  para un  intervalo  de  confianza. 
7. Enuncie las interpretaciones  probabilística y prlictica de un inter- 

5. ;Qué uso tiene  el  teorema  del  límite  central en l a  t..;timaci6n?. 
9. Describa l a  distribucibn t .  

valo de  confianza. 

I O .  ¿Cuáles  son las suposiciones que fundamentan el uso de la distri- 
bución t al estimar la media  de  una  sola  poblacibn?. 
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1 l .  ¿Qué es la corrección  por  población  finita?.  ¿Cuándo  puede pa- 
sarse por  alto?. 

12. ¿Cuáles son las suposiciones  que  fundamentan el uso de la dis- 
tribución t ai  estimar la  diferencia entre las medias  de  dos  po- 
blaciones?. 

13. Los análisis de los gases de la  sangre  arterial  de  una muestra  de  15 
hombres  adultos  físicamente activos dieron los  siguientes  valores 
de  PaO, en  reposo: 

75 ,80 ,80 ,   74 ,   84 ,78 ,89 ,72 ,  83, 76 ,75 ,87 ,   78 ,79 ,88  

Calcule el  intervalo  de  confianza del 95  por  ciento para la media 
de la población. 

14.  En  una  muestra  de  140  pacientes  asmáticos, el 35  por  ciento  tuvo 
reacciones  positivas de la piel  al  polvo  de su casa. Construya el in- 
tervalo de  confianza del 95  por  ciento para la proporción  de la 
población. 

15. Se llevó a  cabo  una  encuesta  sobre higiene  industrial  en  un  área 
metropolitana  grande. De 70  plantas  manufactureras de cierto  tipo 
visitadas, 2 1 recibieron  una  mínima calificación en lo que se  refiere 
a las  medidas  de  seguridad.  Construya  un  intervalo  de  confianza 
del 95  por  ciento  para la proporción  de la población  que  muestra 
una  mínima calificación. 

16. Utilícese como referencia el  problema  anterior.  ¿Cuán  grande 
debe ser la muestra para estimar la proporción  de la población  con 
un  intervalo  de  confianza  del 95  por  ciento?. (.30 es la mejor es- 
timación  disponible  de p ) :  

a) Si puede pasarse por  alto la corrección  por  población  finita. 
b ]  Si no se pasa por  alto la corrección  por  población  finita  y 

A7 = 1,500. 

17. EL una  encuesta  dental  conducida  por  un  grupo  de salud dental, se 
les pidió a 500 adultos  que dieran  la razón  de su última visita al 
dentista. De los 220 que  tenían  una  educación  inferior  a la secun- 
daria, 44  señalaron  que  lo  habían  hecho  por  razones preventivas. 
De los restantes 280, quienes  tenían la educaci6n  secundaria o un 
nivel superior,  150  señalaron  que lo habían  hecho  por la  misma 
razón.  Construya  un  intervalo  de  confianza del 95 por  ciento  para 
la diferencia  entre las proporciones  de las dos  poblaciones. 
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18. Un grupo  de investigadores  del  cáncer  de  mama reunió los  siguien- 
tes  datos  en  cuanto al tamaño  de  los  tumores: 

Tipo  de  tumor y1 
- 
X S 

A 21 3.85 cm 1.95 cm 
B 16 2.80  cm 1.70 cm 

Construya  un  intervalo  de  confianza  del  95  por  ciento para la di- 
ferencia  entre la media  de las poblaciones. 

19. Se encontró  que  cierto  medicamento es  efectivo  en el tratamiento 
de las enfermedades  pulmonares en 180 de  los 200 casos tratados. 
Construya  el  intervalo  de  confianza  del  90  por  ciento para la pro- 
porción  de la población. 

20. Setenta  pacientes  con  úlceras  de  estasis  de la pierna  fueron divi- 
didos al azar  en dos grupos  iguales.  Cada grupo  recibió un trata- 
~niento distinto para el edema. AI término  del  experimento, se 
estimó la efcctividad  de los tratamientos  en  términos  de la dismi- 
nucicin del edema  de la pierna,  determinada  por el desplazamiento 
del agm. Las medias  y  desviaciones estándar  de los dos  grupos 
fueron i;;: siguientes: 

A 95 cc 25 
B 125 cc 30 

Construya  un  intervalo de coi1En;lnza del 95  por  ciento  para la di- 
ferencia  entre las medias  de las poblaciones. 

21. Los siguientes  valores  son las concentraciones  de  bilirrubina  en 
suero  de  una  muestra de 1 O pacientes  admitidos  a  un  hospital  para 
el  tratamiento  de la hepatitis. 

20.5, 14.8, 21.3, 12.7, 15.2: 26.6, 23.4, 22.9,  15.7,  19.2 

Construya  un  intervalo  de  confianza del 95 por  ciento para la media 
de la población. 

22. Se determinaron los niveles del  pH de la saliva en dos muestras alea- 
torias  independientes  de  niños  de escuela  primaria. Los niños  de 
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23. 

la muestra  A  no  tenían caries, mientras  que los de la muestra B 
tenían  una  alta  incidencia  de  esta  afección. LOS resultados  fueron 
los  siguientes: 

A :  7.14,  7.11,  7.61,  7.98,  7.21,  7.16,  7.89,  7.24,  7.86,  7.47,  7.82,  7.37, 

B:  7.36,  7.04,  7.19,  7.41,  7.10, 7.15, 7.36,  7.57,  7.64,  7.00,  7.25,  7.19 

7.66,  7.62,  7.65 

Construya  un  intervalo  de  confianza del 90  por  ciento  para  la di- 
ferencia entre las  medias  de  las  poblaciones.  Suponga  que  las va- 
riancias de las poblaciones  son iguales. 
Se  recetó  un  medicamento A a  una  muestra  aleatoria  de 12 pa- 
cientes que  padecían  de  insomnio. Una muestra  aleatoria  inde- 
pendiente  de 16 pacientes  con  el  mismo  problema  recibi6  un 
medicamento B. Los números  de  horas  de sueño experimentadas 
durante la segunda  noche  después  de  que se empezó el tratamiento 
fueron las  siguientes: 

A :  3.5,  5.7,  3.4,  6.9,  17.8,  3.8,  3.0,  6.4,  6.8,  3.6,  6.9, 5.7 

B: 4.5,  11.7,  10.8,  4.5,6.3,  3.8,  6.2,  6.6,  7.1,  6.4,  4.5. 5.1, 3.2,4.7,  4.5,  3.0 

Construya  un  intervalo  de  confianza del 95  por  ciento  para la  di- 
ferencia  entre las  medias  de  las  poblaciones.  Suponga  que las va- 
riancias de  ambas  poblaciones  son iguales. 

REFERENCIAS 

Rejerencias  citadas 

l .  John E. Freund y Ronald E. Walpole, Mathematical  Statistics, 
tercera  edición, Prentice-Hall,  Englewood  Cliffs, N. J., 1980. 

2.  Alexander M. Mood,  Franklin A. Graybill y  Duane C. Boes, In- 
troduction to the  Theory zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAof Statistics, tercera  edición,  McGraw- 
Hill, Nueva York,  1974. 

3.  Taro  Yamane, Statistics: An Introductory  Analysis, segunda 
edición,  Harper & Row, Nueva York,  1967. 

4. W. S. Gosset,  (“Student”),  “The  Probable  Error of a  Mean,” Bio- 
metrika, 6 (1908\,, 1 - 25. 

5. W. V. Behrens,  “Ein Beitrag zu  Fehlerberechnung bei wenige 
Beobachtungen,” Landwirtsschaftliche  Jahrbiicher, 68 (1 929), 
807 - 831. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



218 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEs tima cion 

6. R. A. Fisher,  “The  Comparison of  Samples  with  Possibly Unequal 
Variances,”  Annals of Eugenics, 9 ( I  939),  174 - 180. 

Further  Tables  for  the d Test of Significance,” ,4nn.aZs of’ Euge- 
nics, 11 (1941),  141 - 172. 

8. J.  Neyman,  “Fiducial  Argument  and  the  Theory  of  Confidence 
Intervals,”  Biometrika, 32 (1 94 1 ): 128 - 1 50. 

9. H. Scheffé,  “On  Solutions  of  the  Behrens-Fisher  Problem Based 
on  the  t-Distribution,” T k  .4n.naIs ofnilathematical  Statistics, 14 
(1943), 35 - 44. 

10. ---) “A Note  on  the  Behrens-Fisher  Problem, ” Tlze Annals of 
Mathematical  Statistics, I5 (1944),  430 - 432. 

1 1 .  B. L. Welch, “The Significance of the Differencc  Between Two 
Means  When the  Population Variances Are Unequal,”  Biomeirika, 
29 (1937), 350 - 361. 

12. , “The  Generalization of ‘Student’s’  Problem When Several 
Different  Population Variances Are Involved,” Bionzefrika, 34 

13. Alice A. Aspin,  “Tables  for Use in Comparisons Whose Accuracy 
Involves Two  Variances S, Separately  Estimated,”  Biometrika, 36  
(1949),  290 - 296. 

14. W. I-I. Trickett, B. L. Welch y G. S. James,  “Further Critical Va- 
lues for  the  Two-means  Problem,”  Biometrika. 43 (1956), 
203 - 205. 

15.  William C. Cochran,  “Approximate Significance Levels of the 
Behrens  Fisher  Test,” Biometrics, 20 ( 1  964), 191 - 195. 

16. George W. Snedecor  y William C. Cochran.  Statistical  Methods, 
sexta  edición,  The  Iowa  State University Press, Ames. 196’7. 

17. Wilfred J. Dixon  y  Frank J .  Massey, Jr.,  Introduction  to  Stafisti- 
cal Anulysis,  tercera  edicibn.  McCraw-Hill, Nueva E’ork, 1969. 

18. Edward E. Cureton,  “Unbiased  Estimation of the Stmdard De- 
viation,” The Americun Stalistician, 22 (febrero de 1968) 22. 

19.  John  Gurland  y Ran C. Tripathi, “A Simple Approximatior!  for 
Linbiased Estimation of the  Standard  Deviation,” TIP Anzerican 
Statistician, 2.5 (octubre  de 19’71 ), 30 - 32. 

20. R. F. Tate y C. W. Klett,  “Optimal  Confidence  lntervais for the 
Variance of a  Nornlal  i)istribution,” Journu! of the Anzericafr 
Statistical  Association, 54 (1959 j. 674 -- 68%. 

2 1 ,  Wayne W. Daniel, Applied il‘onpurmnetric Stutistics,  Houghton- 
Mifflin, Boston,  1978. 

7. “--, “The  Asymptotic  Approach  to  Behrens’  Integral w i t h  

(1947),  28 -- 35. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Referencias 219 

Otras  referencias 

l .  H. A. Al-Bayyati, “A Rule of Thumb  for  Determining a Sample 
Size in  Comparing Two Proportions:” Thechnometrics, 13 

2. F.’. F. Ractliffe, “The Effect on the t Distribution of Nonnormality 
in the Sampled  Population?” AppZied Stutistics, 17 (1968), 
42 - 48. 

(1971), 675 - 677. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Pruebas de hipótesis 

6.1 

En el  capítulo  anterior se estudió  un  tipo de  inferencia  estadística, la 
estimación. E I  otro tipo, las pruebas de hipótesis,  es  el  tema  del pre- 
sente  capítulo.  Como  ocurre  con la estimación, el  propósito  de Zus 
pruebas de hipótesis  es  ayudar  al  médico,  investigador o adnzinistra- 
dor u tonzar una decisi6n en tomo a una  población,  examinando  una 
muestra  de ella. La estimación y las pruebas  de  hipótesis no son tan 
distintas  como  puede  parecer  por el hecho  de  que  en la mayoría de 
los  libros  de  texto se dedica  un  capítulo  separado  a  cada  una.  Como 
se  explicará  posteriormente,  pueden  utilizarse  intervalos  de  confianza 
para  llegar a las mismas  conclusiones que se alcanzan  utilizando  los 
procedimientos  de  pruebas  de  hipótesis  que se estudian en este 
capítulo. 

En esta  sección se presentan  algunos de los conceptos básicos 
esmciales para comprender las pruebas  de  hipótesis. Los detalles es- 
pecificos  de  pruebas  particulares se darán en las secciones  siguientes. 

Una hipótesis se define  simplemente  como  una afirmación acerca 
de una o m6s poblaciones. En general,  la  hipótesis se refiere a los par& 
metros  de las  poblaciones  acerca  de  las  cuales se hace la afirmación. El 
administrador  de un  hospital  puede  suponer que la duración  prome- 
dio  de  internación  de los pacientes  admitidos al hospital es de cinco 

221 
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días; una enfermera  de salud  pública  puede  suponer  que  un  determi- 
nado  programa  educativo  hará  que  mejore la comunicación  entre  en- 
fermera  y  paciente;  un  médico  puede  suponer  que  cierto  medicamento 
ser i  eficaz en el 90 por  ciento  de los casos en los que se utilice.  Por 
Erícdio de las pruebas  de  hipótesis, se determina si tales  proposiciones 
son compatibles o n o  con los datos  de que  se dispone. 

Los investigadores  tratan con dos tipos  de  hipótesis: las hipútesis 
de investigacih y las llipdtesis zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcsiadisticas: La hip6tesis  de  investiga- 
ci6n es la conjetura o suposiribn que motiva  ía investigación.  Puedc 
ser el resultado de años  de  observación  por  parte  del  investigador. 
Una enfermera de salud  pcblica,  por  ejemplo,  puede  haber  notado  que 
ciertos  clientes  respondieron  más  rápidamente  a  un  tipo  particular 
de  programa  de  educación  sanitaria. Un médico recordará  numerosos 
casos en los cuales  ciertas  combinaciones  de  medidas  terapéuticas 
fueron mis  efectivas  que  cualquiera  de ellas por  separado. Los pro- 
yectos  de investigacibn  suelen  rm1ltrtr del  deseo  de  tales  profesiona- 
les de la  salud de determinar si sus teorías o sospechas  pueden  ser 
apoyadas o no cuando se someten  a 10s rigores  de la investigación 
científica. 

Las hipótesis  de  investigación conducen  directamente  a  hipótesis 
estadísticas. Las hipótesis  estadísticas se establecen  en  tal  forma que 
puedan ser  evaluadas  a  través  de  técnicas  estadísticas  apropiadas. En 
este  texto las hiphtesis que se estudiarán  son  de  este  tipo. Se supon- 
drá  que las hipótesis  de investigación  para los ejemplos y ejercicios 
ya se han  considerado. 

Por  conveniencia,  las  pruebas  de  hipótesis se presentarán  como 
un  procedimiento  de  nueve  pasos.  Nada hay de  sagrado o má,' oleo res- 
pecto  a  este  formato  particular,  aunque  de  hecho  descompone el 
proceso  en  una  sucesión  lógica  de  acciones  y  decisiones. 

l .  Datos. Debe  comprenderse la naturaleza  de los datos  que  forman 
l a  base de  los  procedimientos  de  prueba,  ya  que  esto  determina la 
prueba  particular  que  debe  utilizarse. Se debe  determinar,  por 
ejemplo, si  los  datos  constan  de  conteos o medidas. 

2. Suposiciones. Corno se aprendió  en  el  capítulo  sobre  estimación, 
suposiciones  distintas  condujeron a modificaciones  de  los  interva- 
los de  confianza. Lo mismo  ocurre  en las pruebas  de  hipótesis:  un 
procedimiento  general se modifica,  depe.ndiendo  de las  suposicio- 
nes. De hecho, las mismas  suposiciones  que  tienen  importancia  en 
l a  estimación  son  también  importantes  en las pruebas  de  hipóte- 
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sis. Se ha  visto que  éstas  incluyen,  entre  otras,  suposiciones  acer- 
ca de la normalidad  de la distribución  de la población, igualdad 
de las variancias e  independencia  de  las  muestras. 

3. Hipcitesix En las  pruebas  de  hipbtesis se trabaja  con  dos  hipótesis 
estad isticas que  deben  enunciarse  cxplícitamente. La primera es 
13 Itipcjtesis que debe probarse. por lo común  conocida  conlo hi-. 
p61e.vir nula, y que se designa por el sinlbolo !io. Esta hipótesis a 
veces se conoce  como hiphtesis de no diferencia, ya  que es una 
proposicih de conformidad  con (o  no  diferencia  respecto  de) 
contlicic:nes verdaderas en la poblaci6n de  interés. En general,  la 
hipjtesis nula se establece  con  el  propósito  expreso de ser  recha- 
zada.  En  consecuencia,  el  complemento  de l a  conclusión que el 
investigador  desea  alcanzar  se  convierte en el enunciado de l a  hipó- 
tesis nula.  En el  proceso  de  prueba, la hipótesis  nula  se  rechaza, o 
bien,  no se rechaza. Si la hipótesis  nula  no se rechaza, se dir5 que  
los datos  sobre los cuales se basa la prueba no proporcionan evi- 
dencia  suficiente  que  provoque el rechazo,- Si el procedimiento 
de  prueba  conduce al rechazo, se concluirá  que los datos  disponi- 
bles no  son  compatibles  con la hipótesis  nula,  pero son apoyo (le 
;&una otra  hipbtesis. Esta otra hipcitesis se conoce  como hipcite- 
SLY niternativa y puede designarse mediante el sirnbolo HA . 
Debe  señalarse que, en  general, ni las pruebas  de  hipótesis ni la 

inferencia  estadística  conducen  a la prueba  de  una  hipótesis,  sino que 
simplemente  indican si  ésta  es  apoyada o no  por los datos  disponibles. 
Por  lo  tanto,  cuando  no es  posible  rechazar una  hipótesis  nula,  no se 
dice que es  verdadera,  sino  que  puede  ser  verdadera.  Cuando se ha- 
bla de  aceptar  una  hipótesis  nula, se tiene  presente  esta  limitación 
y  no se desea comunicar la idea  de que la aceptación  implica la de- 
mostración. 
4. Estadistica  de  prueba. La estadística  de  prueba es  alguna estadís- 

tica que  puede calcularse a  partir  de los datos  de la muestra.  Como 
regla,  existen  muchos  valores  posibles que  puede  tener la estadís- 
tica  de  prueba,  dependiendo  del valor particular  observado  de la 
muestra  particular  extraída.  Como se verá, la estadística  de  prue- 
ba sirve como  un  productor  de  decisiones,  ya  que la decisión de 
rechazar o no la  hipótesis  nula  depende  de la magnitud & la esta- 
dística  de  prueba. Un ejemplo  de  estadística  de  prueba  es la 
cantidad zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S - !¿o 
- 

5"" ~ 

~~ 

o/,/ 11 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



224 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPruebas de hipótesis 

donde p ,  es un valor supuesto  de la media de  una  población.  Esta 
estadística  de  prueba  está  relacionada  con  la  estadística 

La siguiente  es una  fórmula  general  para  una  estadística  de 
prueba  que se aplicará en muchas  de las pruebas  de  hipótesis  que 
se estudian en  este  libro: 

estadística  de  prueba = ___- estadistica  relevante  -parametro supuesto 
error  estándar  de la estadística  relevante 

En el  presente  ejemplo, S es la estadística  relevante, pug el pará- 
metro  supuesto y n/fiel error  estándar  de X ,  la  estadística rele- 
vante. 

5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADistribución de la estad!stica de prueba. Se ha  señalado que la 
clave para l a  infzrencia  estadística es la distribución  muestral. 
Esto vuelve a recordurse cuando se hace  necesario  especificar !a 
distribución  de  probabilidad de la estadística  de  prueba. Por 
ejemplo, la ciistribucibn de la estadística  de  prueba, 

sigue la distribución  normal  unitaria si la hipótesis nula es verda- 
dera  y se satisfacen las suposicioncs. 

6. Reglu de  cltccisibn. Todos los valorcs posibles que la estadística  de 
prueba  puede  tener  son  puntos  sobre  el eje horizontal  de la gri€i- 
ca de la distribucibn  de  tal  estadistica y se dividen en  dos  grupos; 
uno de los grupos constituye lo que se conoce  como regibn d r  
rechuzo y el otro grupo forma la regicin de aceptacicin. Los valores 
de la estadística  de  prueba  que  comprenden la regi6n de rechazo 
son  aquzllos q u e  tienen la menor  probabilidad  de  suceder si ía  
hipótesis  nula es verdadela,  mientras que  los  valores que forman 
13 región de  aceptaci6n son los que tienen mayor  probabilidad  de 
ocurrir si la  hipbtesis nula es  verdadera. La regh de decisi6lr sefíu- 

ia que se rrchacc la hipbfesis YIZLIU s i  el valor de la estadistica de  
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7 .  Estadistica  de  prueba culculada. A partir  de  los  datos  contenidos 
en la muestra se calcula un valor de la estadística  de  prueba y se 
compara  con las regiones  de aceptación  y  de  rechazo  que  ya se han 
especificado. 

8. Decisi6n estndistica. La decisión estadística consiste  en  el  recha- 
zo o no rechazo  de la hipótesis  nula. Se rechaza si el  valor  calcu- 
lado  de la estadística  de  prueba cae en la región  de  rechazo,  y no 
se rechazz si el valor calculado  de la estadística  de  prueba cae 
en l a  región de aceptaciór,. 

9. Cowlusión. Si Ho se rechaza, se concluye  que f l ~  es  verdadera. 
Si no se rechaza I f o ,  se concluye que H, puede ser  verdudera. 
Uno de los propósitos  de las pruebas  de  hipótesis es ayudar  a los 

administradores y clínicos  a  que  tomen  decisiones. En general, la 
decisibn  clínica o administrativa  depende  de la decisión  estadística. 
Si se rechaza la hipótesis  nula, la decisión  clínica o administrativa se 
refleja  por io general,  en  el  hecho  de  que la decisi6n es compatible 
con la  hipótesis  alternativa. En general, se cumple lo opuesto si no 
se rechaza Ir: hipótesis  nula. Sin embargo, 13 decisión  administrativa o 
clínica  puede  tener  atras  formas,  como una  decisión de reunir más 
datos. 

Sin embargo, debe cnfatizarse en este punto  que e1 resultado de 
ia estadistica  de  prueba s6lo es  una  parte de !a evidencia que  influye 
sobre la decision  administrativa o clínica. La decisión esladistica no 
debe  interpretarse C o m o  definitiva, sino que  debe considerarse jun- 
to con toda la demás información import::nte de que disponga p_1 
experimentador. 

Con estos  comentarios generales como base: se discutirfin 3 conri- 
nuacibn  pruebas de hipjtesis  específicas. 

En esta sección se estudia 'la prueba  de  una  hipótesis  en  torno  a la 
media de una población  bajo  tres  condiciones  distintas: 1 )  cuando 
el  rnuestreo se realiza a partir de una  población de valores  con  distri- 
bución n o r n ~ i  y con variancia conocida, 2)  cuan,to  el  muestreo se 
realiza a partir de una  población  con  distribucibn  normal  y con va- 
riancia  desconocida y 3 )  cuando  el  mtlestreo se realiza  a partir  de  una 
poblac3ch que no presenta dislribucih  normal.  Aunque la teoria 
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para las condiciones 1 y 2 depende  de  poblaciones  con  distribución 
normal, es práctica  común  aplicar la teoría  cuando las  poblaciones 
pertinentes  sólo  están  distribuidas  en  forma  aproximadamente  nor- 
mal.  Esto  es  satisfactorio  mientras la desviación de la normalidad sea 
moderada.] 

Muestre0 a partir de poblacioires  con  distribucibn  normal: 
variancias de las poblaciones conocidas. 

Ejemplo 6.2.1 

Varios  investigadores esthn interesados  en l a  concentración  media 
de alguna  enzima en  cierta  población.  Supóngase  que se está plan- 
teando l a  siguiente pregunta:  ¿puede  concluirse  que la concentracih 
media de l a  enzima  en  esta  población es distinta  de 25? 

Con  base en el conocimiento  que se tiene  sobre las pruebas de 
hipótesis., puede  concluirse  que,  la  concentración  media  de la enzima 
es di.stinea de 25 si puede rechazarse  la  hipótesis  nula de  que la me- 
dia es igual  a 25. Utilicese l a  infcnnacibn del ejemplo  5.2.1 y el pro- 
cedimiento de pruebas de hipbtesis en nueve  pasos dado en la sezci6n 
anterior  para  ayudar a los iavestigadores a llegar a una  decisión. 

1. 

2. 

3 .  

Datos. Los datos de que  disponen los investigadores  son las deter- 
minaciones  de la  enzirna  hechas  en una rnuestra de I O  individuos 
de la población  de  interes. A partir  de ~ s t a  muestra, se ha  calcu- 
lado  una  media’dek == 22. 
Suposiciones.. Se supone  que la muestra proviene de  una  pobla- 
ción de concentraciones de la enzirna con distribución  normal y 
con una varian cia conocida  de u’ = 45. 
Hipótesis. La hipótesis que  debe  probarse, o hipótesis  nula, es 
que la concentración media de l a  enzima en la  población  es igual 
9 25. L,a hipótesis  alternativa  es que la concentración  media  de la 
enzima  en la poblaci6n no es igual a 25. Nótese que se está  iden- 
tificando la conclusión que los investjgadores  desean akanzar  con 
l a  hipbtesis  alternativa,  de modo qae si los datos  permiten  el re- 
chazo de la hbótesis mula, su conclusión  tendrá más peso, ya que 
la probabilidad  acompafiante de rechazar  una  hipótesis  nula ver- 
dadera será pequefia. Se t.endrá  la  seguridad de esto asignando un 
valor pequeño zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY, la probabilidad  de  cometer un error  del  tipo 1. 
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que  estos valores  extrm-aos wnstituyan la regidn de  rechazo.  ¿Qué 
tan  extremo  debe  ser  un valor posible de la estadística de  prueba 
para  formar  parte  de la regi6n de  rechazo? La respuesta  depende 
del nivel de  importancia  que se elija,  es decir, la magnitud  de la 
probabilidad  de  cometer  un  error del tipo 1. Supóngase que se de- 
sea que la probabilidad de rechazar l-rna hipótesis  nula  verdadera sea 
de o! = .OS. Dado que la regidn de  rechazo va a  consistir de dos 
partes; .los valores extremadamente  pequeños y los  valores extre- 
madamente  grandes  de la estadística  de  prueba,  parte  de a tendrá 
que asociarse  con los valores grandes y parte  con los valores  peque- 
nos. Parece  razonable  que  deba dividirse 01 en  partes iguales y 
considerar  a a/2 =: .O25 asociado  con los valores extremadamente 
pequeños y a ai2 = .O25 asociado  con los valores extremadamen- 
te grandes. 

¿Qué valor de la estadística  de  prueba  es  tan  grande  que,  cuando 
la hipótesis  nula  es  verdadera,  la  probabilidad de obtener un valor así 
de  grande o mayor es de .025? En otras  palabras, ¿cud es  el valor de 
z a la derecha  del cual está .O25 del  área bajo la distribución  normal 
unitaria?  El valor de z a la  derecha  del  cual  está .O25 del  área es el 
mismo  valor entre - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 y hasta  el  cual  está .975 del área. Se busca 
cn el cuerpo  de la tabla. F hasta que se encuentre 9 7 5  o su valor  más 
prtximo y se leen las anotaciones  correspondientes en el margen 
para  obtener el valor de z. En el  presente  ejemplo, el valor de z es  de 
1.96. Razonando  de manera semejante se llegará a  encontrar -- 1.96 
como el valor de la estadística  de  prueba  tan  pequeño  que,  cuando la 
hipbtesis  nula  es  verdadera, la probabilidad de obtener  un valor así 

-1.96 O 1.96 2 

I " J - ~ ~ - - - Y - - "  

Región de rechazo Regi6n de 
aceptación 

Región de rechazo 

Figura 6.2.1 Kegiones de  aceptación y de rechazo  para  el ejemplo 6.2.1. 
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de  pequeño o menor  es  de .025. La región  de rechazo  consta  enton- 
ces de todos los  valores de la estadística  de  prueba iguales o mayores 
que  1.96 o menores  que o iguales a - 1.96. La región de  aceptación 
consta  de  todos los valores entre  éstos. En la  figura  6.2.1 se muestran 
las regiones de  aceptación  y  de  rechazo. En ocasiones, se da el  nom- 
bre  de valores criticos de la estadística  de  prueba  a los valores de ésta 
que  separan las regiones de  aceptación  y  de  rechazo, y a la región  de 
rechazo se le conoce  como región crítica. 

La regla de decisión  establece que se calcule un valor de la esta- 
dística  de  prueba  a  partir  de los datos  de la  muestra  y que se rechace 
H ,  si se obtiene  un valor  igual a o mayor  que  1.96 o igual  a o menor 
que - 1.96,  y  que se acepte Ho si se obtiene  cualquier  otro valor. El 
valor de a y, en  consecuencia, la regla de decisión,  debe  establecerse 
antes  de  reunir  los  datos. Esto evita que los  resultados  de l a  muestra 
influyan  sobre la decisión que se  va a tomar. Esta  condición de obje- 
tividad es  importantísima  y  debe conservarse en  todas las pruebas. 
7 .  Estadística de prueba  calculada. De la muestra se  calcula que 

8. Decisibn  estadística. Ateniéndose  a  la regla de  decisión,  no se 
puede  rechazar la hipótesis  nula  ya que - 1.4 1 no  est2  en la regi6n 
de rechazo.  Puede decirse que el valor calculado de la estadística  de 
prueba no es  significativo  en el nivel .05. 

9. Conclusión. Se concluye  que 1.1 puede ser igual a 25, y se hace que 
las acciones  administrativas o clínicas  tomadas  estén  de  acuerdo 
con  esta  conclusión 

valores p .  En  lugar de  decir  que  un valor observado de la estadís- 
tica de  prueba es significativo o no, la mayoría  de los autores  que 
escriben  en el lenguaje científico prefieren reportar la probabilidad 
exacta  de  obtener  un valor como  el  extremo o más extremo  que  aquel 
observado si la hipótesis  nula  es  verdadera.  En  el  presente  caso,  di- 
chos  autores  darían  el valor  calculado de la estadística  de  prueba 
junto con la afirmación de  que p = .1586.  Esta  afirmación significa 
que la probabilidad de obtener  un valor tan  extremo  como 1.41 en 
cualquier  dirección,  cuando la hipótesis  nula  es  verdadera, es de  .1586. 
El valor de .  1586 se obtiene  de la  tabla F y es la probabilidad  de  obser- 
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var un  z > 1.41 o unz  < - 1.41  cuandola  hipótesis nula es verdadera. 
Es decir,  cuando H ,  es verdadera, la probabilidad  de  obtener un 
valor de z tan  grande  como o mayor  que  1.41  es  de  .0793,  y la proba- 
bilidad de observar un valor de z tan  pequeño  como o menor  que 
- I .41  es  de  .0793. La probabilidad de que  ocurra cualquiera de estos 
casos, cuando H ,  es  verdadera,  es igual  a la suma  de las dos  probabi- 
lidades individuales, y en  consecuencia,  en el  presente  ejemplo, se 
dice que p = .O793 + .O793 = .1586. La cantidad p se conoce  como 
el valor p de la prueba. 

Definición 

El valor p para zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAla prueba  de  una  hipótesis es la probabilidad 
de  obtener,  cuando Ho es verdadera,  un  valor de la estadistica de 
prueba  tan extremo  como o más extremo  que  (en la dirección 
apropiada) el  calculado en realidad. 

El valor p para una  prueba  puede  definirse  también  como el  valor 
más pequeño  de a para el cual la hipótesis  nula  puede  rechazarse. 

El reporte  de los  valores p como  parte  de  los  resultados  de  una 
investigación proporciona más información al lector  que  afirmacio- 
nes  tales como “la  hipótesis  nula se rechaza  en  el nivel .O5 de signifi- 
cación” o “los resultados  no  fueron significativos en  el nivel .05”. El 
reporte  del valor p asociado  con  una  prueba  le  permite  al  lector  saber 
con  exactitud,  qué  tan  raro o qué  tan  común  es  el valor calculado  de 
la estadística  de  prueba  dado  que Ho es  verdadera.  Pueden  consultar- 
se los  libros  de  Gibbons y Pratt,’ Daniel’ y  Bahn3  para  un  estudio 
mis detallado  del  tema  de los valores p .  

Prueba de H ,  por medio  de un intervalo de confianza. Se sefialó 
en  un  principio  que  pueden utilizarse  intervalos de  confianza para 
probar  hipótesis. En el ejemplo 6.2.1 se utilizó  un  procedimiento  de 
pruebas  de  hipótesis para probar H ,  : p  = 25 contra la alternativa, 
HA : p # 25. No pudo rechazarse H ,  debido  a  que el valor calculado 
de la estadística  de  prueba  cayó  en  la  región  de  aceptación. 

Véase ahora  cómo  podría haberse  llegado a  esta  misma  conclu- 
sión utilizando  un  intervalo  de  confianza  de lOO(1 - a) por  ciento. 
El intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para 1.1 es 
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cluir que p < 25? Esta  pregunta  podria  contestarse  diciendo  que es 
posible llegar a esa conclusih si se rechaza l a  hipótesis  nula de que 
,u > 25. Utilicese ahora el prccedinliento de los nueve pasos para 
llegar a  una decisi6n basada en una prueba  unilateral. 

S. Distribucciiuz de !u estadística de prueba. Veasi: el eJemplo  ante- 
rior. 

6. Regla de decisibn. Sea nuevamente 01 = . O S .  Para determinar  d6nde 
colocar la r e g i h  de  rechazo.  debe  preguntarse  qué  magnitud 
de los  valores  causaria el rechazo  de 1.a hipótesis  nula. Si se ob- 
serva la hipótesis, se ve que los valores pequeños  causarían el 
rechazo y que los valores  grandes tenderían  a  reforzar la hipó- 
tesis  nula. Es de desear que la región de  rechazo est6 donde  están 
los valores pequeños,  en la  cola inferior de la distribución. En 
estc caso, dado  que se tiene una prueba  unilateral, todo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY iri 
en una de las colas de la distribución. Al consultar la  tabla F, 
se encuentra que el valor de z a la  izquierda  del  cual está .Q5 del 
5rea bajo la curva  normal unitaria es de - 1 .@IS. Se especifican 
ahora las regiones de  aceptaclbn y de  redlazo y se muestran en la 
figura 6.2.2. 
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-1.645 O 

--”-J‘ Y 

Región de rechazo Región de aceptación 

Figura 6.2.2 Regiones de aceptación y de  rechazo  para  el  ejemplo 6.2.2. 

Ea regla de decisión  señala que se  rechace H ,  si el  valor  calculado 
de la estadística  de  prueba  es  menor  que o igual  a - 1.645. 

7. Estadística  de  prueba calculada. A partir  de  los  datos, se calcu- 
la que 

8 .  Decisión estadística. No puede  rechazarse la hipótesis  nula  debi- 

9. Conclusión. Se concluye  que la media  verdadera  puede  ser  mayor 
do a  que - 1.41 > - -  1.645. 

que o igual a 25 y  se act i~a en  consecuencia. 

El valor p para  esta prueba es  .0793,  ya  que P(z < - 1.41 ), cuan- 
do H c ,  es  verdadera,  es  de  .0793, valor que se da  en la tabla F cuando 
se determina la magnitud del área  a la izquierda  de -- 1 .I 1 bajo la curva 
normal  unitaria.  Puede  probarse  una  hipótesis  nula  unilateral  por me- 
dio  de un intervalo  de  confianza  unilateral. Sin embargo,  en  este  libro 
no se cubrirá la construcción  e  interpretación de este tipo  de interva- 
lo de  confianza. Se sugiere que el lector  consulte  el  estudio  de  este 
tema  que  hace Daniel4 en su libro. 

Si la pregunta  de los investigadores hubiera  sido:  “¿puede  con- 
cluirse que la media  es  mayor  que 25?” ,  siguiendo  el procedimiento 
de los nueve pasos, se habría llegado a una  prueba  unilateral con toda 
la región  de rechazo  en la cola superior  de la distribución  de l a  prueba 
estadística y 3 un valor de + 1.645. 
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Muestre0 a partir  de una población con distribución  normal: va- 
riancia de la población  desconocida. Como  ya se  ha  sefialado, se des- 
conoce  en general la variancia de la población  en  situaciones reales 
que  comprenden la inferencia  estadística  en  torno  a la  media de  una 
población. El siguiente  ejemplo  ilustra  el  procedimiento  de  prueba 
de  hipótesis  cuando  éste es el  caso. 

Ejemplo 6.2.3 

Varios  investigadores  recolectaron concentraciones  de amilasa en 
suero  de  una  muestra  aleatoria  de  15  personas  aparentemente  sanas, 
Desean  saber si pueden  concluir que la media de la población  de la 
cual  provino  lamuestra  de  determinaciones  de amilasa  en suero  es dis- 
tinta  de 120. Es posible  concluir  esto  si se rechaza la hipótesis  nula 
de  que la media  verdadera  es  igual  a  120.  Esto  sugiere  una  prueba de 
hipótesis  bilateral que se lleva a  cabo  utilizando los ya  conocidos  nue- 
ve pasos. 

1.  

2. 

3. 

4. 

S 

Datos. Los  datos  consisten en  las determinaciones  de amilasa en 
suero  hechas en 15  personas  aparentemente sanas. La media y 
la desviación estándar  calculadas  a  partir  de  la-muestra  son, res- 
pectivamente, 95 y 35  unidades/100  ml. 
Suposiciones. Las 15 determinaciones  constituyen  una  muestra 
aleatoria  de  una  población  de  determinaciones  con  distribución 
normal. Se desconoce la variancia de la población. 
Hipbtesis. 

H O : p  = 120 

H A : p  # 120 

Estadística  de  prueba. Dado que se desconoce la variancia de la 
población, la estadística  de  prueba  es 

Distribución  de la estadística  de  prueba. La estadística  de  prueba 
está  distribuida  como la t de  Student,  con y1 - 1 grados  de  liber- 
tad, si Ho es  verdadera. 
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mún es  utilizar la desviacihn estándar muestra1 como  una estimacicin. , 
Lo razonable es que la muestra  grande,  nwesaria para aplicar el teorema 
del  limite  central,  proporciona una  estimación  satisfactoria  de o. 

Ejemplo 6.2.4 

En una  encuesta  sanitaria  de  cierta  comunidad, se entrevistó  a 
150 personas. Uno de los detalles de la información  obtenida f r ~ c  el 
número de recetas medicas que cada  persona  había  tenido  que  pedir 
durante e! afio anterior.  El  nimero  promedio  para las 150 personas 
fue de 5.8 con  una desviacicin estrindar de 3.1. El ir~vestigador desea 
saber si estos datos proporcionan evidencia suficiente con10 para in- 
dicar  que la media de la población  es mayor  que 5 .  Se dice que los 
daLos proporcionan  tal evidencia si puede  rechazarse la  hiycitesis 
nula de  que la media  es  menor  que o igual a 5.  Puede llevarse a cabo 
l a  siguiente prueba: 

Dado que se desconoce zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5, se utiliza la desviación estandar de la 
muestra COIIIO una  estimación. 

5.  Disfrihución de la esfadisfica dr prueba. En virtud del t" ,orema 
del  límite  central, la  estadistica  de  prueba  muestra  una  distribu- 
ciGn casi nurmal con p = O si H o  es verdadera. 

4. Regla de drcisibu. Sea a = .OS. EI valor crítico  de la estadistica  de 
prueba es de 1.645. Las regiones de aceptaci6n y de  rechazo se 
muestran en  la figura 6.2.5. Se rechaza Ho s i  se calcula 2.2 1.645. 
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7 .  Estadistica de prueba  calculada. 

239 

5.8 - 5.0 .X 
7 -  
4 -  - 

3.l/J"l%¡ .25 
= 3.2 

8. Decisión estadística. Se rechaza H , ,  ya  que 3.2 > 1.645. 
9. Conclusión. Se concluye que el número  medio  de  recetas  pedidas 

por persona  por  ano  para  esta  población  es  mayor  que 5 .  

Si  se hubiera  conocido la variancia  de la población,  el  procedi- 
miento  habría  sido  idéntico  al  anterior,  excepto  que  en  el  denomina- 

A L  
Regi6n de aceptacibn Reyi6n de rechazo 

Figura 6.2.5 Regiones de aceptacibn y de rechazo  para el ejemplo 6.2.4 

dor  de la estadística  de  prueba calculada se habria  utilizado el valor de 
o conocido  en Iugsr del valor muestral. EI valor p para esta  prueba 
es menor  que .O0 1 .  

Dependiendo de Io que los investigadores  deseen csncluir, utili- 
zando los datos  anteriores  podría  haberse realizado una prueba biia- 
teral, o bien,  una  prueba uni'a teral,  con la regióu de rechazo en la 
cola  inferior  de la distribuciór!. 

Ejercicios 

Para  cada uno de los  siguientes  ejercicios, llzve a  cabo el procedimien- 
to  de nueve  pasos  de pruebas  de  hipótesis para ei nivel de significa- 
ción  dado. Calcule el valor p para  cada  prueba. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Pruebes de hipótesis:  media  de una sola población 24 1 

ganismos  aislados posteriormente de  los  tejidos  de  dichos 
anirnales  fue de  6.5  (datos  codificados)  con una  desviación 
estándar  de  .6. ¿Puede  concluirse  a  partir  de  estos datos  que 
la  media de la población  es  mayor  que  6? Sea a! = .OS. 

6.2.7 Una muestra  de 25 estudiantesde  enfermería  de  primer año tu- 
vo una  calificación  media de 77 en  una  prueba  efectuada  para 
medir su actitud hacia el paciente  moribundo. La desviacidn 
estándar  de la muestra  fue  de 10. ¿.Proporcionan  estos  datos 
evidencia suficiente  como  para  indicar, a un nivel de significa- 
ci6n  de .O5 ~ que la media de la poblaci6n es menor  que 80? 

6.2.8 Se llevó  a cabo  un  estudio  sobre  nutrición en un país  en desa- 
rrollo. Una muestra  de 500 adultos  campesinos  reportó  un 
consumo medio  diario  de  calorías  de 1985 con  una desviación 
estándar de 2 1 O. ¿Puede  concluirse  a  partir de estos  datos  que 
la  media  de  la  población  es  menor que 2,000? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. 

6.2.9 Una encuesta  de  100  hospitales  de  tamaño similar  reveló un 
censo  medio  promedio  diario en  el servicio de  pediatría  de 27 
con  una  desviación estándar  de  6.5.  ¿Proporcionan  estos  datos 
evidencia suficiente  como  para  indicar  que la media de la po- 
blación  es mayor  que 25? Sea CY = .05. 

6.2.10 Después de un  programa de ensefianza de supervisión  con du- 
raci6n  de  una  semana  en  un  hospital,  16  asistentes  de  admi- 
nistración  del  hospital  obtuvieron una  calificación  media de 
74 en una  prueba llevada  a cabo  como  parte  de la  evaluación 
del  programa. La desviación estándar muestra1 fue de 12. 
¿Puede  concluirse  a  partir de  estos  datos  que la media de la 
población  es  mayor  que 70? Sea CY = .05. 

6.2.1 1 Se seleccionó  una  muestra  al  azar  de 16  reportes  de emergen- 
cia de los archivos de  un servicio de  ambulancia. El tiempo 
medio  (calculado  a  partir  de los datos de la muestra)  que re- 
qukren Ias ambulancias  para  llegar  a  su  destino  es  de 13 mi- 
nutos. Supóngase que la población  de  tiempos  presenta  una 
distribución  normal  con  una  variancia de 9. ¿,Puede  concluirse 
al  nivel de significación de .O5 que la media de la población 
es mayor  que 10 minutos? 

6.2.1  2 Los siguientes  datos  son  los  consumos  de  oxígeno  (en  ml) 
durante la incubación  de  una  muestra  aleatoria  de  15  suspen- 
siones  celulares. 

14.0, 14.1,  14.5,  13.2, 11.2, 14.0, 14.1, 12.2 
11.1,  13.7.  13.2,  16.0,  12.8,  14.4, 12.9 
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¿,Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente  al  nivel de sig- 
nificación  de .O5 de que la media  de la población no es de 
12 ml? 

6.2.13 Una muestra  aleatoria  de 20 profesores  universitarios  aparen- 
temente  sanos  proporcion6  los siguientes  valores  de  capaci- 
dad  respiratoria  máxima. 

132. 33, 91, 108, 67, 169, 54, 203, [YO. 133 
96. 30, 187, 21,63, 166, 84, 110: 157. 138 

¿Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente  como  para 
concluir  que la media  de la población  es  distinta  de 1 I O ?  
Sea 01 = .01. 

6.2.14 Los siguientes  valores  son  las  presiones  sistdlicas  sanguíneas 
(en mm de Hg) de 12 pacientes  que  experimentan  terapia  con 
drogas  debido  a  que  padecen  de  hipertensión. 

183. 152, 178, 157, 194, 163, 144, 114, 178, 152. 118, 158 

¿Puede  concluirse  en base a  estos  datos  que la media de la 
población  es  menor  que  165? Sea 01 = .05. 

6.3 r PRUEBAS DE H~PÓTESIS: DIFERENCIA ENTRE LAS 
b~~~~~~ DE DOS POBLACIONES 

La prueba  de  hipótesis que  comprende la diferencia  entre la media de 
dos poblaciones se utiliza  con  más  frecuencia  para  determinar si es  ra- 
zonable o no concluir que las dos  son  distintas. En  tales  casos, se prueba 
una o las demás  de las  siguientes  hipbtesis: 

Sin embargo, es  posible probar la hipótesis  de  que la diferencia  es 
igual a,  mayor o igual que, o menor o igual que algún  valor distinto 
de cero. 
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Como se hizo  en  la sección anterior, la prueba  de  hipótesis  que 
comprende la diferencia  entre la media  de  dos  poblaciones se discu- 
tiFá en  tres  diferentes  contextos: 1) cuando el muestreo  es  a  partir 
de  poblaciones  con  distribución  normal y con variancias conocidas, 
2) cuando el muestreo es a  partir  de  poblaciones  con  distribución 
normal y con variancias desconocidas y 3) cuando  el  muestreo es a 
partir  de  poblaciones  que  no  presentan  distribución  normal. 3 

buestreo a  partir  de  poblaciones con distribuci&n  normal: varian- 
cias de las poblaciones  conocidas. 

I 

Ejemplo 6.3.1 

Varios  investigadores  desean  saber si los datos  que  reunieron pro- 
porcionan evidencia  suficiente  que  indique  una  diferencia  en  las  con- 
centraciones  medias  de  ácido  ilrico  en  suero  entre  individuos  normales 
e individuos  con  síndrome  de  Down. Se dice  que  los  datos  propor- 
cionan  dicha evidencia si puede rechazarse la hipótesis  nula  de  que  las 
medias son iguales. Se llega entonces  a  una decisión por  medio del 
procedimiento  de  nueve pasos de las pruebas  de  hipótesis. 

l .  Datos. Los  datos  constan  de  laslecturas  de  ácido  úrico  en  el  suero 
de 12 individuos  con síndrome  de  Down y 15 individuos  norma- 
les. Las medias  son XI = 4.5 mg/1 O0 m1 y X2 = 3.4 mg/l O0 ml. 

2. Suposiciones. Los datos  constituyen  dos  muestras  aleatorias  in- 
dependientes,  cada  una  extraída  de  una  población  con  distribu- 
ción normal y con variancia  igual  a l .  

3 . Hipó tesis. 

Una forma  alternativa  de  enunciar las  hipótesis  es  la  siguiente: 
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4. 

5. 

6. 

7 .  

8. 
9. 

Estadística  de  prueba. 

z =  
(Yl  - S-?) - (PI  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA112) 

." ~~~ t: + !$ 

En  este  caso, el parámetro  supuesto se escribiría más correcta- 
mente  como (pl - p2 >o, donde el subíndice O indica que la dife- 
rencia  es  un  parámetro  supuesto. Sin embargo, para  evitar una 
notación  difícil  de  manejar, se suprime el subíndice  de la fórmu- 
la para la estadística  de  prueba. 
Distribución  de la estadística  de  prueba. Cuando la hipótesis  nula 
es  verdadera, la estadística  de  prueba sigue una  distribución  nor- 
mal  unitaria. 
Regla  de decisión. Sea a = .05. Los valores críticos  de z son f 1.96. 
Se rechaza Ho a  menos  que - 1.96 < Z,alculada < 1.96. Las regio- 
nes  de  aceptacion  y  de  rechazo se muestran  en la figura 6.3.1. 
Estadística  de  prueba  calculada. 

(4.5 - 3.4) - o 1.1 
" 
" 

- " - = 2.52 
\¡A + & .39 

Decisión estadística. Se rechaza H, , ya  que  2.82 > 1.96. 
Conclusión. Se concluye que, con base en  estos  datos,  hay  una 
indicación  de  que las medias no son  iguales.  Para  esta prueba, 
p = .0048? 

d 

-1.96 o 1.96 

RegicSn de rechazo Regi6n de aceptacibn  Regi6n de rechazo 

Figura 6.3.1 Regiones de  aceptación y de rechazo  para el ejemplo 6.3.1. 
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En el capítulo  anterior se calculó el  intervalo  de  confianza  del 95 
por  ciento para p1 - p2 como .3 a 1.9. Dado  que  este  intervalo  no 
incluye  a O, se dice  que O no es  un  candidato para la diferencia verda- 
dera  y se concluye  que la diferencia no es  cero.  Así, se llega a la mis- 
ma conclusión  por  medio  de  un  intervalo  de  confianza. 

Aunque  en  este  ejemplo las  variancias fueron iguales,  este no es un 
requisito  cuando se conocen las  variancias de las  poblaciones, y si hu- 
bieran  sido distintas, se habría seguido el  mismo  procedimiento  de 
pruebas  de  hipótesis. 

Muestre0 a partir  de  poblaciones  con  distribucibn  normal: varian- 
cias de las poblaciones  desconocidas. Como se ha  aprendido,  cuando 
se desconocen las  variancias de las poblaciones,  existen  dos posibili- 
dades. Las variancias de las dos  poblaciones  pueden ser  iguales o bien 
distintas. Se considerará  el  primer caso donde se  sabe, o es  razonable 
suponer  que  son iguales. Cuando se desconocen las variancias de las 
poblaciones,  pero se supone  que  son iguales,  se considera,  con base 
en el capítulo 5, que es apropiado  combinar las  variancias de  las  mues- 
tras  por  medio  de la siguiente fórmula. 

Ejemplo 6.3.2 

Un grupo  de investigadores reunió los datos  de amilasa en  suero 
de  un2  muestra  de  individuos sanos y de individuos hospitalizados. 
Desearon  saber si sería  justificado concluir que las  medias  de las po- 
blaciones  son  distintas.  Desearon  saber también si pueden  rechazar 
la  hipótesis  nula  de  que  son iguales. 

l .  Datos. Los datos  constan  de  determinaciones  de amilasa en sue- 
ro  de n2  = 15 individuos  sanos y n = 22 individuos hospitali- 
zados. L a s  medias  muestrales y las desviaciones estandar  son las 
siguientes: 

X, = 120 unidades/ml, s1 = 40 unidades/ml 
Xz = 96 unidades/ml s2 = 35 unidades/ml 
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2. Suposiciones. Los datos  constituyen dos muestras  aleatorias  in- 
dependientes,  cada  una  extraída  de  una  población  con  distribu- 
ción normal. Se desconocen las  variancias de las poblaciones,  pero 
se supone  que  son iguales. 

3.  Hip6tesis. Ho :pl - p2 = O ,  HA :p l  - p2 # O .  
4. Estadística  de  prueba. 

5 .  Distribución de la estadística  de  prueba. Cuando la  hipótesis  nula 
es verdadera, la estadística de prueba sigue la distribución t de 
Student  con n + n - 2  grados  de  libertad. 

6. Regla de  decisión. Sea Q! = .OS. Los valores críticos  de t son 
4 2.0301, Se rechaza zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH 0  a  menos  que - 2.0301 < f ca lcdada 

< 2.0301. 
7. Estadística  de  prueba culculada. 

8.  Decisión  estadística. No puede rechazarse Hot ya  que - 2.0301 
< 1.88 < 2.0301:  es  decir,  1.88 cae en la región de  aceptación. 

9. Conclusión. En base a  estos  datos,  no  puede concluirse que las 
medias  de las dos  poblaciones  son  distintas. Para esta prueba, 
.1O>p > .OS, ya que  1.6896 < 1.88 < 2.0301. 

Ejemplo 6.3.3 

En  este  ejemplo se ilustra el procedimiento  de  pruebas  de  hipótesis 
cuando se desconocen y son  distintas  las  variancias  de  las  poblacio- 
nes. Se probará la hipótesis  nula  de  que  las  medias  de  las  poblaciones 
son  iguales contra la  alternativa de que  son  distintas. 

l .  Datos. Los datos  constan  de las determinaciones  de la actividad 
total del complemento serológico (CH 1 en 20 personas 
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aparentemente  normales y n 1  = 10 personas  enfermas.  Las me- 
dias muestrales  y las  desviaciones estándar son 

TI = 62.6, S ,  = 33.8 

X2 = 47.2, S*  = 10.1 

2. Suposiciones. Los datos  constituyen  dos  muestras  aleatorias  inde- 
pendientes,  cada  una  extraída  de  una  población  con  distribución 
normal. Se desconocen  y  son  distintas las variancias de las  po- 
blaciones. 

3. Hipó tesis. 

4. Estadística  de prueba. 

5 .  Distribución de la estadística de  prueba. Cuando la hipótesis  nula 
es verdadera, la estadística  de  prueba  está  distribuida  aproxima- 
damente  cono la distribución  de  Student  con los grados  de liber- 
tad  dados  por la ecuación  5.6.4. 

6 .  Regla de  decisión. Sea (Y = .05. El valor de los  grados  de  libertad, 
calculado  mediante la fórmula  5.6.4 es de  10.9,  de  modo  que se 
utilizan 2 2.2010, los  valores críticos  de t para 1 1 grados  de  liber- 
tad. Se rechaza Ho a  menos  que - 2.20 1 O < t'calculada < 2.20 I O. 

7 .  Estadistica  de  prueba calculada. 

4 

8.  Decisión estadística. No puede rechazarse H,, debido  a  que 
- 2.2010 < 1.41 < 2.2010. 
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9. Conclusión. Con base en  estos  datos,  no  puede  concluirse  que las 
medias  de las poblaciones  son  distintas. 

Muestre0  a  partir de  poblaciones  que no presentan  distribución 
normal. Cuando el muestre0 se realiza a  partir  de  poblaciones  que no 
presentan  distribución  normal,  pueden  utilizarse los resultados  del 
teorema  del  límite  central si los tamaños  de las muestras son  grandes. 
Esto  permitirá  el uso de la teoría  normal. Si se conocen las variancias 
de las  poblaciones,  se  utilizan;  pero  si se desconocen, se utilizan  como 
estimaciones las variancias  muestrales, que necesariamente se basan 
en  muestras  grandes. Las variancias de las muestras  no  están  manco- 
munadas, ya que la igualdad de las  variancias de las  poblaciones no es 
una  suposición  necesaria  cuando se utiliza  la  estadística z .  

Ejemplo 6.3.4 

El administrador  de  un  hospital  desea  saber si  la población que 
mantiene  a  un  hospital A tiene  un ingreso  medio  familiar mayor 
que el de la poblacih  que sostiene  a  un  hospital B .  La  respuesta es 
sí si puede rechazarse la hipótesis  nula  de que p1 es  menor que o 
igual a p2, donde p ,  y p2 son,  respectivamente, los parámetros  para 
las  poblaciones  de los hospitales A y B. 

1. 

2. 

3. 

Datos. Los  datos  constan de los  ingresos  familiares  de 75 pacientes 
admitidos al. hospital A y de 80 pacientes  admitidos a l  hospital 
B. Las medias  de las muestras  son XI = $6,800 y .?r, = $5450. 
Suposiciones. Los datos  cnnstituyen  dos  muestras  aleatorias 
independientes, cada una  extraída  de  una  población  que  no mues- 
tra  distribución  normal  y  con desviaciones estándar  de o, = $600 

Hipótesis. 
y 02 $500. 

o, alternativamente: 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Diferencia entre las  medias  de dos poblaciones 249 

4. 

5.  

6. 

7. 

8. 

9. 

Estadística  de prueba. Dado que se tienen  muestras  grandes, el 
teorema  del  límite  central  permite  utilizar conlo estadística  de 
prueba 

Distribución  de la estadística  de  prueba. Cuando la hipótesis  nula 
es verdadera, la estadística  de  prueba  esta  distribuida  aproxima- 
damente  como la normal  unitaria. 
Regla  de decisión. Sea a = .01. Esta  es una  prueba  unilateral 
con  un  valor  crítico  de z igual a 2.33. Se  rechaza Ho si Zcalcutada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 2.33. 
Estadistica  de  prueba  calculada. 

(6800 -- 5450) - O 1350 
i - 7 -  - " _ ~ -  

( 5 0 0 ) 2  89 
- = 15.1 7 

"_ + "~ 

80 

Decisión estadística. Se rechaza Ho ya  que z = 15.17  está  en la 
región de  rechazo. 
Conclusión. Estos  datos  indican  que la  población que sostiene al 
hospital A tiene un  ingreso medio  familiar  mayor  que el de la po- 
blación que sostiene  al  hospital B.  Para  esta prueba, p < .0001, 
ya  que  15.17 > 3.89. 

Ejercicios 

En  cada uno  de los siguientes  ejercicios,  complete el procedimiento 
de nueve  pasos de  prueba  de la hip6tesis y calcule el valor p para  cada 
prueba. 

6.3.1 Setenta  pacientes  que  sufren  de epilepsia se dividieron  al  azar 
en dos  grupos iguales. El grupo A recibió  un  tratamiento  que 
incluia  dosis  diarias  de  vitamina D. El grupo B recibió  el mis- 
mo tratamiento  con la excepción  de que a  este  grupo se le dio 
un  placebo  en  lugar  de la vitamina D. Las medias  del númerc  de 
convulsiones  observadas  durante  el  período  de  tratamiento 
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6.3.2 

6.3.3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pruebas de hipótesis 

en  los  dos  grupos  fueron FA = 15 y X, = 24. Las variancias 
muestrales  fueron zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASA = 8 y sg = 12. ¿Proporcionan  estos  da- 
tos evidencia  suficiente  que  indique  que  la  vitamina D es efec- 
tiva para  disminuir  el  número de convulsiones? Sea Q = .OS.  
Un epidemiólogo desea comparar  dos vacunas  para  la rabia. 
Las personas que previamente  habían  recibido  dichas vacunas 
se dividieron en  dos grupos. El grupo 1 recibió  una  dosis de 
refuerzo  de la  vacuna del  tipo 1 y el  grupo 2 recibió  una  dosis 
de  refuerzo  de la vacuna  del tipo 2. Las respuestas  de los an- 
ticuerpos se registraron  dos  semanas  después. Las medias, 
desviaciones  estgndar y tamaño  de  muestras  para los dos 
grupos  fueron  los  siguientes: 

Grupo  Tamaño  de 
la  muestra S 

1 10 4.5 2.5 
2 9 2.5 7.0 

¿Indican  estos  datos  que  existe  diferencia  en la efectividad de 
las dos vacunas  utilizadas  para  dosis  de  refuerzo? Sea Q = .05. 
Se registraron  los  valores  medios  de la velocidad  de conduc- 
ción  de  un nervio motor  en 10 personas  admitidas al centro 
de  control  de  envenenamientos  de  un  hospital  metropolitano 
con  diagnóstico  de  envenenamiento  con  metilmercurio. Se 
hicieron también  determinaciones  similares  en 15 personas 
aparentemente sanas. Las medias y desviaciones estándar  fue- 
ron las siguientes: 

Grupo  envenenado: 55 6 
Personas normales: 63 5 

-___~ ___ 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique 
que  difieren las medias  de las poblaciones  representadas  por 
las muestras? Sea 01 = .05. 
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6.3.4 Una prueba  diseñada  para  estimar la confianza  en sí mismo se 
aplicó  a 16 niños  crónicamente  enfermos y a 21 niños  sanos. 
Las calificaciones  medias y desviaciones estándar  fueron las 
siguientes: 

x S 

Niños  enfermos 22.5 4.1 
Niños  sanos 26.9 3.2 

¿Puede  concluirse  a  partir  de  estos  datos  que  los  niños  cróni- 
camente  enfermos  tienden,  en  promedio,  a  obtener  menores 
calificaciones en la prueba  que los niños  sanos?  Sea (Y = .05. 

6.3.5 Un investigador  en  enfermería  desea  saber  si  los  graduados  de 
los  programas de  enfermería  a nivel bachillerato y los gra- 
duados  de los programas  asociados  de  enfermería  difieren en 
cuanto  a  las calificaciones  medias obtenidas  con base en  un es- 
tudio de  personalidad.  Una  muestra de 50 graduados  de  bachi- 
llerato  (grupo A) y una  muestra  de 60 graduados  asociados 
(grupo B) proporcionaron las  siguientes  medias y desviacio- 
nes estándar. 

Grupo .x 
I 

S 

A 52.5 10.5 
B 49.6 11.2 

Con  base en  estos  datos,  ¿qué  concluiría el  investigador? 
Sea (Y = .05. 

6.3.6 Una prueba  diseñada  para  estimar  las  actitudes de las  madres 
en  cuanto  a su trabajo y experiencias  de  ejecución se aplicó 
a dos  grupos  de  futuras  madres. El grupo 1 (atendidas)  había 
asistido  a las sesiones sobre  cuidados  prenatales  impartidas en 
el  departamento local de  salud.  El  grupo 2 (no  atendidas) po 
asisti6  a  dichas  sesiones. Los tamaños  de los  grupos y las me- 
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dias y desviaciones estándar  de las calificaciones obtenidas 
en  dicha  prueba  fueron los siguientes: 

Grupo IZ Y 
- 

S 

_________ 

1 15 4.75 1 .0  

2 22 3.00 1.5 

$‘roporcionan estos  datos evidencia  suficiente  que  indique 
que  quienes  fueron  atendidas,  en  promedio,  obtuvieron me- 
jores calificaciones que quienes no  fueron  atendidas? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CY= .05. 

6.3.7 Se hicieron  determinaciones  de las concentraciones  de  cortisol 
en  dos  grupos  de  mujeres  parturientas. A las del  grupo 1 se, 
les practicó  operación cesárea  de  emergencia  después de  ha- 
berles inducido  el  parto. Las del  grupo 2 dieron  a luz  median- 
te  operación cesárea o vía vaginal despues  de presentarse el 
parto  espontáneo. Los tamaños  de los grupos, las concentra- 
ciones  medias de cortisol y las desviaciones estándar  fueron 
los siguientes: 

Grupo IZ 
- 
.Y S 

I 10 435 6 5  

2 12 645 X0 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique 
que  existe  una  diferencia  en las concentraciones  medias  de 
cortisol  en las poblaciones  representadas?  Sea CY = .05. 

6.3.8 Se  midieron las corlcentraciones  de  protoporfirina en dos 
grupos  de  individuos. El grupo 1 consistió cn 50 hombres 
adultos alcollólicos con  sideroblastos  anulares en la médula 
ósea. El grupo 2 consistió  en 40 hombres  adultos  no  alcohó- 
licos aparentemente  normales. Las concentraciones  medias de 
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protoporfirina  y las  desviaciones  estándar  para  los  dos  grupos 
fueron  las  siguientes: 

1 340 250 
2 45 25 

¿Puede  concluirse  con base  en estos  datos  que las concen- 
traciones  de  protoporfirina  son  mayores  en  la  población al- 
cohólica  representada  que  en la poblaci6n  no  alcohólica? 
Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY= .01. 

6.3.9 Un investigador  está  interesado  en  saber si los  niños  prematu- 
ros  con  acidosis  metabóljca  tardía  y  los que  no tienen  dicha 
enfermedad  difieren  en  lo  que  respecta  a las concentraciones 
en la orina  de  cierto  químico. L.as concentraciones  medias, 
desviaciones estándar y tamaño  de las muestras  para  ambos 
grupos  estudiados  fueron los siguientes: 

Infantes  enfermos 35 8.5 5.5 
Infantes  sanos 40 4.8 3.6 

¿Qué  concluiría  el  investigador  en base a  estos  resultados? 
Sea CY = .05. 

6.3.1 O Varios  investigadores  desean  saber  si  pueden  concluir que  dos 
poblaciones  de niños difieren  en  cuanto  a la edad  media  a la 
cual  pudieron  caminar  por sí solos. Se reunieron los datos si- 
guientes (las edades  están  en  meses): 

Muestra  de la población A: 
9.5,  10.5,  9.0, 9.75, 10.0, 13.0, 10.0,  13.5,  10.0,  9.5,  10.0,  9.75 

Muestra  de la poblaci6n B: 
12.5,  9.5,  13.5,  13.75,  12.0,  13.75, 12.5, 9.5, 12.0,  13.5, 12.0, 12.0 

¿Qué concluirían los  investigadores?  Sea CY = .05. 
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6.3. I 1 Veinte  personas  voluntarias se dividieron al azar  en  dos gru- 
pos. L~is  personas  del  grupo A se sometieron  a  un  período  de 
privaci6n  sensorial de 10 dias,  mientras  que las del  grupo B 
sirvieron de  control, Al término  del  período  experimental, se 
registri, la frecuencia  de la onda alfa componente  de  los elec- 
troencef~logramas de las personas. Los resultados  fueron los 
siguientes 

Grupo A :  10.2. 9.5. 1 0 . i .  10.0. 9.8. 10.9. 11.4.  10.8, 9.7, 10.4 

GI-u~QB:  11.0. 11.2. 1 0 . 1 ,  11.4,  11.7,  11.2, 10.8. 11.6. 10.9, 10.9 

2,Proporcionan estos  datos evidencia suficiente  que  indique 
que la privación  sensorial tiene alghn efecto  sobre l a  frecuen- 
cia de la onda  alfa  de las personas? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY =: .05. 

6.4 COMPARACIONES EN PAREJAS 

En el análisis anterior,  referente a la  diferencia  entre las medias de 
dos  poblaciones, se h a  supuesto  que las muestras  fueron  independien- 
tes. Un método  que suele  utilizarse  para  averiguar la  efectividad de 
un  tratamiento o procedimiento  experimental  es el que utiliza obser- 
vaciones relacionadas  que se obtienen  de  muestras no independientes. 
Una prueba  de  hipótesis basada en  este  tipo  de  datos se conoce como 
prueba  de compnwaciones  upareadas. 

Sucede  con  frecuencia  que  no  hay  diferencias reales entre  dos  po- 
blaciones en lo que  respecta  a la variable de  inter&,  pero la presencia 
de  fuentes  extrañas  de variación  provoca el  rechazo  de la hipótesis 
nula  de no diferencia.  Por  otra  parte, las diferencias reales pueden 
también ser enmascaradas  por la presencia de  factores  extraños. 

El objetivo  en las pruebas  de  comparaciones  apareadas  es  eliminar 
un número  máximo  de  fuentes  de variación extraña:  haciendo a las 
parejas  semejantes  con  respecto  a  tantas  variables como sea posible. 

Las observaciones relacionadas o apareadas  pueden  obtenerse  de 
varias formas. Los mismos  individuos  pueden registrarse antes y des- 
pués de  recibir  algún tratamiento.  Camadas  del  mismo  sexo  pueden 
ser asignadas al azar  para  que  reciban algún tratamiento o bien un pla- 
cebo. Parejas de  gemelos o hermanos  pueden ser  asignados al azar 
para  que reciban dos  tratamientos,  de  tal  manera  que  los  miembros 
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de  una  sola  pareja  reciban  tratamientos  distintos. Al comparar  dos 
metodos  de análisis,  el material  que va a  analizarse se divide  en  par- 
tes iguales, de  modo  que  una  de las partes se analice mediante  un  mé- 
todo y la  otra  por  otro  método. O bien, se forman  parejas  combinando 
individuos  respecto  a  alguna  característica,  como por  ejemplo la des- 
treza  en  los  dedos,  que  está  estrechamente  relacionada  con la medi- 
da  de  interés,  digamos, las calificaciones  obtenidas  despues  de algún 
tratamiento  para alguna prueba  que  requiera  manipulación  con los 
dedos. 

En lugar de llevar a  cabo  el análisis con  observaciones  individua- 
les, se utiliza  como variable de  interés la diferencia  entre  pares indi- 
viduales  de  observaciones, 

Ejemplo 6.4.1 

Doce  individuos  participaron  en  un  experimento  para  estudiar la 
efectividad  de  cierta  dieta,  combinada  con  un  programa  de  ejercicio, 
en la reducción  de los niveles de  colesterol  en  suero. La tabla 6.4.1 
muestra los niveles de  colesterol  en  suero  para los 12 individuos al 
principio  del  programa  (Antes) y al  final  del  mismo  (Después). 

Concentrándose  en las diferencias, di,  pueden calcularse  las si- 
guientes  medidas  descriptivas: 

x ( d i  - 2)' n x d i 2  - ( L d J 2  12(10766) - ( - 242)' 
s42 = _ _ ~ ~ -  - - - 

n - 1 n(n - 1) 12(11) 
- - = 535.06 

Nótese  que 6= Z2 - 7, .  

La pregunta  que se plantea  es:  ¿proporcionan los datos la eviden- 
cia suficiente  como  para  concluir  que el programa  dieta-ejercicio  es 
efectivo  en la reducción  de  los niveles de  colesterol  en  suero? Se dirli 
que se tiene  dicha evidencia si  se rechaza la hipótesis  nula  de  que  el 
cambio  promedio  verdadero, &, es  cero o positivo.  Puede llegarse a 
una  decisión  por  medio  del  procedimiento  de nueve  pasos de la prue- 
ba de la hipótesis. 
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1. Datos. Los  datos  constan  de los niveles de  colesterol  en  suero  en 
12  individuos  antes y después  de  un  programa  experimental  de 
dieta-ejercicio. 

Tabla 6.4.1 Niveles de  colesterol en suero para  12  individuos  an- 
tes y después del programa dieta-ejercicio. 
_I_ 

Diferencia 
Coi'esrerol en el  suero  (después-antes) 

Individuo Antes ( X , )  Después ( X , )  4 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 i l  

12 

201 
2 3  1 
32 1 
260 
2'8 
237 
326 
23s 
240 
261 
384 
201 

2 O0 
236 
216 
733 
2 24 
216 
2 96 
195 
201 
'41 
210 
2 09 

- 1  
+ S  
- 5  
- 27 
- 4  
- 21 
- 30 
- 40 
- 33 
- 20 
- 74 
$ 8  

2. Suposiciones. Las diferencias  observadas  constituyen  una  muestra 
aleatoria  de  una  población  con  distribución  normal  de  diferencias 
que pudjeron generarse bajo las mismas circunstancias. 

3 .  Hipótesis. Las hipótesis nula y alternativa  son las siguientes: 

4.  Estadística de prueba. A la luz de las suposiciones,  la  estadística 
de  prueba  apropiada  es 

(6.4.1 ) 
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5. 

6. 

7 .  

8. 

9. 

Una vez más, el  parámetro  supuesto  de la ecuación 6.4.1 se 
especificaria más correctamente  mediante  un  símbolo  como p d o .  

Sin embargo,  de  nuevo,  para  evitar  una  notación  compleja se eIi- 
mina el cero  de la fórmula. 

Aunque,  en  cierto  sentido, se tienen  dos  muestras,  los niveles 
antes y después, no hay  de  qu6  preocuparse  por la igualdad de las 
variancias,  como  con las muestras  independientes,  ya  que la va- 
riable  es la diferencia  entre las lecturas  en  el  mismo  individuo y, 
en  consecuencia, sólo interviene  una variancia. 
Distribución de la estadística  de  prueba. Si la hipótesis  nula  es 
verdadera, la estadística  de  pmeSa  está  distribuida  como la t 
de  Student  con n - 1 grados  de  libertad. 
Regla de  decisión. Sea 01 = .OS. El valor crítico  de t es  de - 1.7959. 
Se rechaza H ,  si la t calculada es  menor  que  el  valor  crítico.  Las 
regiones  de  aceptación  y  de  rechazo se muestran  en la figura 6.4. l .  
Estadística  de  prueba  calculada. 

-20.17 - O -20.17 
l =  

,/53506/12 - 6.68 
" -3.02 

Decisión estadística. Se rechaza Ho , ya  que - 3.02  esta  en  la re- 
gión  de  rechazo. 
Conclusión. Puede  concluirse  que el programa  de  dieta-ejercicio 
es efectivo.  Para  esta  prueba, .O1 > p > .005, ya  que -- 2.718 > 
- 3.02 > - 3.1058. 

--"-J- y 

Regi6n de rechazo Regi6n  de aceptaci6n 

Figura 6.4.1 Regiones de aceptación y de  rechazo para el ejemplo 6.4.1. 
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Un  intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para pd se obtiene  de 
la manera  siguiente: 

- 
Ii -1- q, - 2 : 2 p d  

- 20.1 7 & 2.2010( 6.68) 

-- 20.17 f 14.70 

.- 34.83. " 5.47 

Si en  el análisis de los datos  apareados  se  conoce, la variancia  de las 
diferencias  de la población, la estadística  de  prueba  apropiada es 

(6.4.2) 

Es improbable  que ~ r d  se conozca en la práctica. 
Si no puede  hacerse la suposición de di's distribuidas en forma 

normaí, se utiliza el teorema  del  límite  central si n es grande. En tales 
casos, l a  estadística  de  prueba es la ecuacibn 6.4.2, en la que se ha 
utilizado  a sd para  estmar  a o d  cuande,  como suele  ser el caso, se des- 
conoce  esta Última. 

El uso de la prueba de las comparaciones  apareadas no deja de tener 
sus problemas. Si se utilizan  diferentes  individuos y se les asignan aí  azar 
dos  tratamientos,  puede  resultar  costoso y tardado  tratar de, formar  pa- 
rejas con los indivitluos  con respecto  a  una o más variables importantes. 
Es posible  que se pague aún más, porque el  uso de comparaciones 
apareadas  hace que se pierdan  grados de  libertad. Si 110 se utilizan  ob- 
servaciones  apareadas se tienen 2n - 2 grados de  libertad  disponibles. 
comparados  con 72 - 1 cuando se utiliza este  procedimiento. 

En general, al decidir si  se utiliza o no el  procedimiento  de las 
comparaciones  apareadas  debe  uno guiarse por el aspecto  económico? 
así  como  por ía consideracih  de las ventajas  que se obtienen  en  ter- 
minos  del  control de la variación extraña. 

Eiercicios 

En los siguientes ejercicios, lleve a  cabo cl procedimiento de nue- 
ve pasos de la prueba de la hip6tesis en  el nivel de  importancia especi- 
ficado.  Determine el valor p de  cada  prueba. 
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6.4.1 Diez animsles  de  laboratorio se sometieron  a  condiciones  que 
simulaban  una  enfermedad. Se registró el número  de  latidos 
del coraz,6n por  minuto  antes y después  del  experimento  de l a  
manera  siguiente: 

Latidos por  minuto  Latidos  por  minuto 

A n i m a l  Antes  Después  Animal  Antes Después 
___ .___ 

1 70 115 6 1 00 178 
2 84 148 7 110 179 
3 88 176 8 67 1 40 
4 110 191 9 79 161 
5 I 05 158 10 X6 157 

iProporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique 
que la condicibn  experimental  aumenta  el  número  de  latidos 
del c,orazbn por  minuto? Sea a = .05. 

6.4.2 Se llevó a cabo  un  estudio  para  poner a prueba la  eficacia de 
un nuevo procedimiento  terapéutico  para  mejorar la destreza 
digital  de  ciertas  personas  impedidas. Se utilizaron  veinticuatro 
parejas  de  individuos en el estudio y cada  pareja se form6 c m  
base en el grado  del  impedimento, inteligencia y edad. A uno 
de los  miembros  de  cada  pareja se le asignó al azar  el  nuevo  tra- 
tamiento,  mientras  que  el  otro  miembro de la  pareja  recibi6 
l a  terapia  habitual. Al termino del periodo  experimental, se 
someti6 a cada  individuo  a  una  prueba de destreza en  los de- 
dos,  obteniendose las  calificaciones  siguientcs: 

Pareja  Nuevo 

1 49 
2 56 
3 70 
4 83 
5 x 3  
h 68 
7 84 
8 63 
9 67 

1 o 79 
I 1  X8 
12 4 8 

~- "" 

- -  ". 

Estándar Pareja  Nuevo  Estándar 

54 
42 
63 
77 
83 
51 
ti2 
54 
b2 
711 
82 
50 

. 

13 
14 
15 
16 
I 7  
18 
19 
20 
21 

23 
24 

", zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 7  

." "" 

52 
73 
52 
7 3  
78 
64 
71 
42 
51 
56 
40 
X 1  

41 
67 
57 
70 
72 
62 
64 
44 
44 
42 
35 
73 

. 
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i,Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  para  Loncluir, 
en  el nivel de  importancia  de .05, que l a  nueva  terapia  es mi s  
efectiva  que la estándar? 

6.4.3 Un grupo de 1 S muchachos  de  doce  años  de  edad  fue  medido  por 
dos  enfermeras  distintas. Los resultados  fueron los siguientes: 

Individuo  Enfermera 1 Enfermera ?. Individuo  Enfermera 1 Enfermera 2 

142.9 
i 50.9 
151.9 
158.1 
151.2 
160.2 
157.8 
150. I 

143.0  9  142.1  142.5 
151.5  10  159.9 160.0 
152.1  11  141 .Y 142.0 
158.0  12  140.8  141.0 
151.5  13 147.1  148.0 
160.5 14 143.6  144.0 
158.0 15 139.9 141.0 
150.0 

¿Justifican  estos  datos la conclusión  de  que  existe  cierta dife- 
rencia  en la exactitud  de las dos  enfermeras? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. Ela- 
bore  el  intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para #d. 

6.4.4 Diez jóvenes  de 16 años  de  edad  fueron  medidos ai mornen- 
to  de  levantarse  en la mañana y al  acostarse  en la noche, ob- 
teniendose los resultados  siguientes: 

Estatura  (centfmetros)  Estatura  (centfmetrosj 

Individuo Mañana  Noche  Individuo  Mañana Noche 

1 169.7 168.2 6  168.8 166.5 
2 168.5 165.5 7  169.2 167.4 
3 165.9 164.4 8 167.9 166.3 
4 177.7 175.7 9 1X1.8 179.7 
5 179.6 176.6 10 163.3 161.5 

;Proporcionan  estos datos evidencia  suficiente  que  indique 
que los j6venes  de 16 años  de  edad  tienen  menos  estatura  en 
la noche  que  en Ia mañana?  Elabore  el  invervalo de confianza 
del 95 por ciento  para pd . 
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6.5 rPRUEBA DE LA HIPóTESIS:  PROPORCIdN DE UNA 
SOLA POBLACI~N 

_. - 

La prueba  de  hipótesis  respecto a las proporciones  de  una  población 
se realizan casi en la misma  forma  que  para las medias  cuando se sa- 
tisfacen las condiciones necesarias  para utilizar l a  curva  normal.  Pue- 
den  efectuarse  pruebas  unilaterales o bilaterales,  dependiendo  de la 
cuestión  que se plantee. 

Ejemplo 6.5.1 

En  una  encuesta  de 300 conductores  adultos  de  automóviles, 123 
de  ellos  dijeron que  regularmente  utilizaban  el  cinturón  de  seguridad 
del  asiento.  ¿,Puede  concluirse  a  partir  de  estos  datos  que  en  la  pobla- 
ción  muestreada  la  proporción  de  quienes  utilizan  regularmente  el 
cinturón  de seguridad del  asiento no  es  de .50? 

1 .  

2. 

3 .  

4. 

Datos. Los datos se obtienen  de las respuestas de  los 300 indivi- 
duos,  de los cuales 123 tuvieron l a  característica  de  interés,  es 
decir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAjj = .4 l .  
Suposiciones. La  distribución  muestra1  de ,@ presenta  una  distri- 
buci6n  aproximadamente  normal  de  acuerdo con el  teorema  del 
límite  central. Si N o  es  verdadera, p = . S  y el error  estándar, 
OF = ,,/(.5M.5)/300. Nótese  que se utiliza  el  valor  hipotético  de 
p para  calcular up. Esto se hace  debido a que  toda la prueba 
está  basada  en  la  suposición  de que. la  hipótesis  nula  es  verdadera. 
El utilizar  la  proporción de la muestra, f i ,  para  calcular op  , no 
sería  consistente  con  este  concepto. 
Hipó tesis, 

H o : p  = S O  

H,:p # S O  

Estadística de prueba. 
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5 .  Distribución de la estadística  de  prueba. Si la hipótesis  nula  es 
verdadera,  la  estadística  de  prueba  muestra  una  distribución  apro- 
ximadamente  normal  con  una  media  de  cero. 

6 .  Regla de  decisión. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. Los valores  críticos de z son 
It 1.96. Se rechaza Ho a  menos  que - 1.96 <zcalculada < 1.96. 

7 .  Estadística  de  prueba calculada. 

"~ 

.41 - s o  -.o9 
- ." 

" - - = -3.1 1 

300 

8. Decisión  estadística. Se rechaza H o ,  ya  que - 3.1 I < - 1.96. 
9. Conclusión. Se concluye  que  el 50 por  ciento  de la  población no 

usa regulannente  el  cinturón  de  seguridad  del  asiento.  Para  esta 
prueba, p < .002, ya  que - 3. I 1 < - 3.09.-.' 

Ejercicios 

Para  cada  uno  de  los  siguientes ejercicios, lleve a  cabo  el  procedimien- 
to de  nueve  pasos  de  pruebas  de  hipótesis  al  nivel  de  significación 
designado.  Calcule el valor p para  cada  muestra, 

6.5.1 En  una  muestra  de  1,500  residentes  de  un  barrio  interior  de la 
ciudad,  quienes  participaron  en  un  programa de salud,  125 
pruebas  proporcionaron  resultados  positivos  en  cuanto  a la 
anemia  de células  falciformes.  ¿Proporcionan  estos  datos evi- 
dencia  suficiente  que  indique  que  la  proporción de individuos 
con  dicha  enfermedad  en la población  muestreada es mayor 
que  .06? Sea a = .O5 

6.5.2 Una  muestra  de  100  empleados  de  un  hospital,  los  cuales ha- 
bian  estado en contacto  con sangre o productos de esta,  fue 
examinada  por  presentar evidencia  serológica de  hepatitis B. 
Se  encontró  que  veintitrés  de ellos tuvieron  reacción  positi- 
va. ¿Puede  concluirse  a  partir  de  estos  datos que la proporción 
de  positivos  en la población  muestreada  es  mayor  que .15'? 
Sea o( = .05. 

6.5.3 Antes  del  inicio  de  un  programa  de  inmunización  contra la 
rubeola  en  una  ciudad  metropolitana,  una  encuesta revelb que 
150 integrantes de una  muestra  de 500 niños de primaria ha- 
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bian  sido  inmunizados  contra  esta  enfermedad. i son  estos 
datos  compatibles  con el punto de  vista de  que el 50 por cien- 
to  de los niños de  primaria  de  dicha  ciudad  habían  sido  inmuni- 
zados  contra la rubeola? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALY = .05. 

DE LA HIPóTESIS:  DIFERENCIA  ENTRE 
AS PROPORCIONES DE DOS POBLACIONES 

La prueba relativa a la diferencia  entre las proporciones  de  dos  pobla- 
ciones  que se utiliza  con más frecuencia  es  aquella  en  la que su  dife- 
rencia  es  cero. Sin embargo,  es posible probar  que  dicha  diferencia  es 
igual a algún otro valor.  Pueden  llevarse a  cabo  pruebas  tanto  unilate- 
rales como  bilaterales. 

Cuando la hipótesis  nula  que va a  probarse  es p1 - p 2  = O, esta 
suponiéndose  que  las  proporciones de las dos  poblaciones  son iguales. 
Se utiliza  esto  como  justificación  para  combinar  los  resultados  de las 
dos  muestras y llegar a  una  estimación  mancomunada  de la propor- 
ción  común  supuesta.  Si se adopta  este  procedimiento, se calcula 

donde F, y F2 son,  respectivamente,  el  número  de la primera y se- 
gunda  muestra  que poseen  la característica  de  interés.  Esta  estima- 
ción  mancomunada  de p = p1 = p 2  se utiliza  para  calcular úp1 - I? 2 .  

por lo que la estadistica  de  prueba se transforma  en 

que  está  distribuida  aproximadamente  como la normal  unitaria si la 
hipótesis  nula  es  verdadera. 
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Ejemplo 6.6.1 

En  un  estudio disefíado  para  comparar UTI nuevo tratamiento pari1 
la migraña  con el tratamiento  estándar, 78 de los 100 individuos quz  
recibieron el tratamiento  estándar  respondieron favo!abIell~ente. De 
los 100 individuos  que  recibieron  el  nuevo tratamit'n?c-l, 90 de ellos 
respondieron  satisfactoriamente.  lProporcionan estos datos  evidencia 
suficiente  que  indique  que el nuevo  tratamiento es rnhs efectivo que 
el estándar? La respuesta  es sí si puede  rechazarse I s  hrp6tesis nula 
de  que  el nuevo tratamiento no es mis efectivo clue el estindar. 

El procedimiento  de  prueba  de la hipótesis  para  este  ejemplo 
comprende los siguientes  pasos. 

1. Datos. Los datos  constan j e  las respuestas de  los 1.00 individuos 
al tratamiento  estindar y de las  respuestas  de 100 individuos a l  

nuevo  tratamiento. El número  de  respuestas  favorables  fue, res- 
pectivamente, 78 y 90. Calcúlese ahora fjl = 78!100 =.78, iij; = 

90/ 1 O0 = .90, y 

2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASuposiciones. Se supone que la distribución muestra1 de f12 

presenta u n a  distribucihn  aproximadamente  normai  con una n:c- 
dia p z  --pi < O y un  error  estándar  estimado  de 

cuando la hipbtesis  nula es verdadera y las estimaciones  muestrz- 
les  estan  mancomunadas. 

3. Hipó tesis. 
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4. Estadística  de  prueba. La estadística  de  prueba  es 

5 .  Distribucicin de la estadística de prueba. Si  la hipbtesis nula  es 
verdadera, la estadística  de  prueba est5 distribuida  aproximada- 
mente  como la  normal  unitaria. 

6 .  Regla de  decisión. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. El valor critico  de z es  de 1.645. 
Se rechaza H ,  si la z calculada es mayor que 1.645. 

7.  Estadística  de  prueba calculada. 

8. Decisicin estadística. Se rechaza H ,  ~ ya  que 2.32 > I .645. 
9. Conclusión. Estos  datos  sugieren  que el  nuevo  tratamiento  es mas 

eficaz  que el estándar (p  = .0102)).3 

E,jercicios 

En  cada  uno  de los  siguientes  ejercicios,  utilice  el  procedimiento de 
nueve  pasos de prueba  de la hipótesis.  Determine  el valor p de cada 
prueba. 

6.6.1 Una  muestra de pacientes dados de  alta  dentro  de  los seis me- 
ses despues  de su admisión en un hospital  estatal para problemas 
mentales, y una  muestra  de  pacientes  que  fueron  dados  de  alta 
al cabo  de seis  meses pero  dentro del al30 dt: su admisih,  se 
compararon  con  respecto  a la distancia  a que viven del hospi- 
tal. Los resultados  fueron  los  siguientes: 

Duración  de la 
Nimero  de  personas  que 
viven a más de 20 millas 

hospitalización n del hospital. 

< 6 meses 1 O0 75 
Más de 6 meses 150 90 
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6.6.2 

6.6.3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pruebas de hipótesis 

;Proporcionan  estos  datos evidencia suficiente  que  indique 
que la proporción  de  quienes viven a mks de 20 millas del hos- 
pital  es  distinra  en las dos poblaciones  representadas? Sea Q = 

Un epidemiólogo  en  un  país  en  desarrollo  comparó  una  mues- 
tra  de  90  personas  adultas  que  sufren  de  cierta  enfermedad 
neurológica  con  una  muestra  de 100 personas  de  control  com- 
parables  pero  que no padecen  de  dicha  enfermedad. Se encon- 
tró  que  69  de las personas  que  padecen la enfermedad y 67 
que  servían  de  control  fueron  empleadas  en  labores  de subsis- 
tencia.  ¿Puede  concluir  el  epidemiólogo  a  partir  de  estos  datos 
que las dos poblaciones  representadas  por las muestras  difieren 
con  respecto  a la proporción  utilizada  en  las  ocupaciones  de 
subsistencia?  Sea 01 = .OS. 
Una  muestra  de  niños  de  un  año  de  edad  vistos  en  cierto  grupo 
de  departamentos  de salud durante  un  año se seleccionó  de 
cada uno  de los  dos  grupos  étnicos  predominantes  que  consti- 
tuyen la clientela  de los departamentos. Se obtuvo la siguiente 
información  respecto  a la anemia. 

.05. 

Grupo étnico  Número  en la muestra  Número de  anémicos 

1 
2 

45n 
375 

105 
120 

¿Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente  que  indique 
que  existe  una  diferencia  en  las  dos  poblaciones  con  respecto 
a la  proporción  de  quienes  son  animicos?  Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcy = .05. 

6.7 [PRUEBA DE LA  HIPóTESIS:  VARIANCIA  DE  UNA 
SOLA  POBLACIóN - 

En  la sección 5.9 se estudia  cómo se construye  un  intervalo  de  con- 
fianza  para la variancia de  una  población  con  distribución  normal. 
Los principios  generales  que se presentan en  dicha  sección  pueden 
utilizarse  para  probar  una  hipótesis  en  cuanto  a la variancia  de una 
poblacihn. 
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Ejemplo 5.7.1 

Una  muestra  aleatoria simple de 15 estudiantes  de  enfermería, 
quienes  participaron  en  un  experimento,  hicieron  una  prueba  para 
medir su destreza  manual. La variancia de las observaciones de la 
muestra  fue  de  1,225. Se desea  saber si puede  concluirse  a  partir 
de  estos  datos  que la variarrcia de la población  es  distinta de 2,500. 

1. Datos. Los datos  constan  de las calificaciones obtenidas  en la 
prueba  de  destreza  manual  por  15  estudiantes  de  enfermería. 
Se calculó  que la variancia de la muestra es de S’ = 1,225. 

2. Suposiciones. Los datos  constituyen  una  muestra  aleatoria de 
tamaño  15  de  una  población  con  distribución  normal. 

3. Hipó tesis. 

N, : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO’ = 2500 

H A  : O’ # 2500 

4. Estadística de prueba. 

5. Distribución  de la estadística  de  prueba. Cuando la hipótesis 
nula  es  verdadera, la estadística  de  prueba  está  distribuida  como 
x2 con n - 1 grados  de  libertad. 

6 .  Regla de decisión. Sea cy = .05. Los valores críticos  de x2 son 
5.629 y 26.1 19. Se rechaza Ho a  menos  que  el valor calculado  de 
l a  estadtstica  de  prueba  esté  entre  5.629  y  26.1 19. Las regiones 
de  aceptación  y  de  rechazo se muestran en la figura 6.7. l .  

7.  Estadística de prueba calculada. 

(14)( 1225) 
2500 

x 2  = ~- = 6.86 

8. Decisión  estadística. No se rechaza U ,  ya  que  5.629 < 6.86 < 
26. I 19. 
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9. Conclusicin. En base a estos  datos, no  se concluye  que la variancia 
de la  población no es de 2,500.3 

Aunque  este  fue un ejemplo  de  prueba  bilateral,  pueden  hacerse 
también  pruebas  unilaterales  mediante la modificación 16gica del pro- 
cedimiento  anterior. 

La determinacibxl del  valor p para esta  prueba  es  complicada  por 
el hecho  de  que se trata  de  una  prueba  bilateral y una  distribución de 
muestreo  asimétrica.  Cuando se tiene  una  prueba  bilateral y una  distri- 

--"-J \-----""-, .J L."" 

Regi6n de rechazo Rnyi6n de a c e p t a i 1 6 ~  Reqión de rechazo 

Figura 6.7.1 Regioncs de aceptación 5 de rechazo para e! ejemplo 6.7.1. 

hución de  muestreo  asimdtrica  colno la normal  unitaria o \a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf ,  l)uec?e 
dupiicarse.  como ya se ha  visto. el valor y unilateral. Los problemas 
surpcn cuando se intenta  haccr esto con  una  distribucibn muestra! 
asimktrica, como la distribución  ji-cuadrada. GibboRs y Prat t l  sugic- 
ren que, en  este  caso, se reporte el valor p unjlateral junto con la 
tiirccci6n de la  desviacibn  observada de l a  hipótesis  nula. De hecho, es 

posiblz seguir este  procedimiento  en el caso  de clistribucior?es rnl.1t.s- 
trales  sjmetricas. Sin embargo, lo anterior parece  favorecer la duplica- 
ciOn del valor p unilateral  cuando la prueba  es  bilateral y comprende 
una  distribución muestra1  simktrica. 

Para el prescnte  ejemplo,  puede  reportarse  entonces el valor p 

como  sigue: 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Prueba  de hipótesis: varianciu de una sola población 269 

p > .O5 (prueba  bilateral). Los datos  de la muestra sugieren una 
variancia  de la población  menor  que  2,500,  pero  esta  hipótesis  no 
es apoyada  consistentemente  por la prueba. 

Si ei  problema se plantea  en  términos  de la desviación estándar  de 
la población, se eleva al  cuadrado la desviación estándar  de la muestra 
p se lleva a  cabo la prueba  como se indicó  anteriormente. 

Qercicios 

En  cada uno de los ejercicios  siguientes, lleve a  cabo el procedimiento 
de  prueba  de los nueve  pasos.  Determine  el valorp  de  cada  prueba. 

6.7.1 

6.7.2 

6.7.3 

6.7.4 

6.7.5 

Como parte  de  un  proyecto  de  investigación, se seleccionó una 
muestra  de  25  infantes  nacidos  en  los  hospitales  de  un  área me- 
tropolitana. La desviación estándar  de  los  pesos de  los  infantes 
dl:  la muestra  fue  de  150  gramos.  ¿Proporcionan  estos  datos 
evidencia  suficiente  que  indique  que la variancia de la pobla- 
cion e5 mayor  que 10,000? Sea (Y= .05. 
A cada uno de los integrantes  de  una  muestra  aleatoria  de 30 
estudiantes  de  enfermería,  quienes  participaron  en  un  proyec- 
to de investigación, se les  aplicó  una  prueba  diseñada  para  esti- 
mar su nivel de  pensamiento  creativo.  La desviación estándar 
de las  calificaciones  obtenidas  fue de 11.  ¿Puede  concluirse  a 
partir  de  estos  datos  que la variancia  de la población es menor 
que 400:' Sea (Y = .05. 
Se registraron  los  valores  de  la  capacidad  vital  de  una  muestra 
de  diez  pacientes  con  obstrucción  crónica  en las  vías  respirato- 
rias. La variancia de las  diez  observaciones  fue  de .75. Pruebe 
la hipótesis  nula  de  que la variancia de  la  población  es  de 1 .OO. 
Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. 
Se registraron los valores de  hemoglobina  (en  gramos 96) de 
una  muestra  de  20  niños  que  formaban  parte  de  un  estudio  de 
leucemia  aguda.  La  variancia  de  las  observaciones  fue  de .5. 
¿Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente  que  indique 
que la variancia de la población  es  mayor  que  4?  Sea (Y= .05. 
Una  muestra  de  25  administradores  de  grandes  hospitales  par- 
ticipó en un  estudio  para investigar la naturaleza y grado dc 
frustración y tensión  emocional  asociados  con  el  trabajo. A 

cada  participante se le hizo  una  prueba  con el fin de  esliri3;~r 
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el grado  de  tensión  emocional  que  experimentaba  como resul- 
tado de los deberes y obligaciones  asociados  a su trabajo.  La 
variancia  de los  resultados  obtenidos  fue  de 30. ;Puede  con- 
cluirse a  partir  de  estos  datos  que la variancia de la poblaciBn 
es mayor que 25? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo( = .05. 

6.7.6 En un  estudio en el cual los individuos  fueron I 5  pacientes  que 
sufrían  de la enfermedad  sarcoide  pulmonar, se hicieron detcr- 
minaciones  de 10s gases en sangre. La  vamiancia de los valores de la 
PaO, (en  mm  de Hg) fue  de 450. Pruebe  la hiphresis  nula de  que 
la variancia de la poblac ih  es mayor  que 250. Sea o( z- .05. 

-6.8 PRlJEBA DE LA HLPdTESIS: RAZdN DE LAS 

VARIANCIAS DE DOS POBLACIONES " 

Como se ha visto, el uso  de l a  distribución t para  construir  intervalos 
de  confianza y probar las hip6tesis de la diferencia  entre las m e d i a s  d e  
dos poblaciones  supone  que las variancias de  estas últinlas  so:^ igua- 
les. Como rvgla, las únjcas indicaciones de que se dispone  acerca de las 
magnitudes de las variancias respcctivas son las variancias calculadas a 
partir  de las muestras  extraídas  de las poblaciones.  Sería dcseable sa- 
ber si la  diferencia que,  indudablemente, existir;i entre las variancias 
muestrales es indicativa de una  diferencia real entre ias variancias de 
las poblaciones, o si dicha  diferencia  es  de  magnitud  tal  que  pudiera 
haber  provenido  irnicamentc  del azar, cuando isls variancias de  las po- 
blaciones son iguales. 

Dos métodos de análisis quirnico  pueden  dar los mismos resulta- 
dos en promedio. Sin embargo, es posible que los resultados  obtenidos 
por  medio  de  uno  de los métodos sean más variables que los resulta- 
dos  del  otro.  Sería  conveniente  conrar con algrin método que  permita 
determinar si es probable  que  esto  sea  cierto. 

Estos  son  dos  ejemplos  de los muchos  casos  en los que  el  inter& 
se centra  en l a  cuestión  de si las varimcias  de las poblaciones son 
iguales o no. 

Las  decisiones referentes  a la comparaci6n  de las varisrlcias de 
dos  poblaciones se basan en general en l a  prueba de la razón de vu- 
riancias, que es una  prueba de l a  hip6tesis nula de  que  las variancias 
de dos poblaciones son iguales. Cuando se prueba la hipótesis d e  que 
!as var-iancias de dos poblaciones so11 iguaks, d e  hrctlo se ese2 proban- 
d o  l a  hipbtesis de que su raz6n es iguai a 1, 
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En el capítulo  anterior se aprendió  que,  cuando se satisfacen  cier- 
tas  suposiciones, la cantidad (sl /ol )/(sz /’a2 ) está  distribuida 
como F con y1 - 1 grados  de  libertad  del  numerador y n 2  - 1 gra- 
dos  de  libertad  del  denominador. Si se establece la hipótesis  de  que 
u,  = u z  ’, se supone  que la hipótesis es verdadera y se  anula  en la 
expresión  anterior,  quedando s 1  /s2 , que sigue la misma  distribu- 
ción E La razón s1 ’ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/S*’ se designará por R.V., la razón de Sa va- 
riancia. 

Para  una prueba  bilateral, se seguirá la convención de colocar l a  
variancia  muestra1 más  grande  en  el  numerador y de  obtener  el  valor 
crítico  de F para 4 2  y los  grados  de  libertad  apropiados. Sin embargo, 
para  una  prueba  unilateral,  se  predetermina  cuál  de  las  dos  variancias 
muestrales  es la  que va a  colocarse  en el numerador  a  través  dei  enun- 
ciado  de la hipcitesis nula.  Por  ejemplo,  para la hipótesis  nula  de  que 
u l  < ( 7 2 2 ,  la estadística  de  prueba  apropiada  es R.V. = S ,  j s z 2 .  Se 
obtiene el valor  crítico  de F para a (no  para a/2) y los grados  de Iiber- 
tad apropiados. De modo  semejante, si  la hip6tesis  nula  es o1 2 u2 ’, 
la estadística de prueba  apropiada  es K.V. = sz2/s l  2 .  En  todos Ins  
casos, la regla de decisión es  rechazar la hipótesis  nula si  la R.V. calcu- 
lada es igual a o mayor  que  el  valor  crítico  deF. 

Ejemplo 6.8.1 
.d. 

Una muestra  aleatoria  de 22 estudiantes  de  fisioterapia efectuó l a  
misma  prueba  de  destreza  manual  que las enfermeras  mencionadas 
en el ejemplo 6.7.1. La  variancia  muestra1 de  estudiantes  de  fisiote- 
rapia  fue  de  1,600. Se desea  saber si estos  datos  proporcionan  eviden- 
cia suficiente  para  concluir  que la variancia de las  calificaciones  de 
la  prueba  de  destreza  manual  efectuada  por la población  represen- 
tada  par los estudiantes  de  fisioterapia es mayor  que la variancia de 
l a  población  representada  por  la  muestra  de los estudiantes de en- 
fermeria. 

1.  Datos. Las  variancias  muestrales fueron,  respectivarnentc,  1,600 
y 1,225. 

2. Suposiciones. Los dalos  constitt  yen  muestras  aieatorias indepen- 
dientes,  cada  una  extraída  de  una  poblacibn  con  distrihuci6n  nor- 
mal.  Estas  son  suposiciones  generales  que  deben  satisfacerse  para 
que la  siguiente  prueba  sea válida. 
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3. Hipo tesis. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pruebas de hipdtesis 

4. Estadística de prueba. 

5 .  Distribución de la estadística de prueba. Cuando la hipótesis nula 
es verdadera, ¡a estadística  de  prueba  está  distribuida  como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF con 
n - 1 y n2 - 1 grados de  libertad. 

6. Regla de decisión. Sea QI = .05. El valor crítico  de F ,  encontrado 
en la tabla J, CS de 2.39. N6tese que la tabla J no contiene un re- 
gistro para 21 gradas  de  libertad  del  numerador y, por lo tanto, 
2.39 se obtiene  utilizando 20, el valor más próximo a l  21 en la 
tabla. Se rechaza No si R. V. 2 2.39. Las  regiones de aceptación 
y de rechazo se  muestran en la figura 6.8.1. 

o 

- " ~ ~ - y -  

2.39 I.' 

Región de  aceptacion Región de rechazo 

Figura 6.8.1 Regiones de  aceptación y de rechazo  para el ejemplo 6.8.1 

7 .  Estadística de prueba calculada. 

8 .  Decisión estadística. No puede  rechazarseHo,  ya que 1.3 1 < 2.39, 
es decir, la  razón calculada cae en la regi6n de  aceptación. 
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9. Conclusión. No puede  concluirse  que  las  dos  variancias no sean 
iguales.  Dado que la R. V. calculada  es  de  1.3 1 es menor  que 1.96, 
el  valor p para  esta  prueba  es  mayor  que . 1 O. 

Ejercicios 

En los  siguientes  ejercicios, lleve a  cabo la prueba  de nueve  pasos. 
Determine el vapor p para  cada  prueba. 

- - 

6.8.1 

6.8.2 

6.8.3 

Se analizaron  los valores de  indice  cardiac0  (litros/minuto/MZ ) 
e,n dos  grupos de pacientes despuCs de  practicarles  trasplante 
de la válvula prostética. Los tamaños  muestrales y las  variancias 
fueron las  siguientes: n l  = 16, s12  = 3 . 7 5 , n 2  = 1O,sZ2 = 1.8. 
¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique una 
diferencia  en  las  variancias  de las poblaciones?  Sea a= -05. 
Se inyectaron  organismos  viables  del Toxoplasma gondii en 2 1 
conejillos  de  Indias  normales y en  21  de  estos  animales  infec- 
tados  crónicamente  con  dicho  toxoplasma.  Veinticuatro  horas 
despues se hicieron  las  mediciones  del  diámetro  del  eritema  en 
el sitio  de  reacción.  Las  variancias  muestrales  calculadas a par- 
tir de  estas  observaciones  fueron  de 10  mm2  para  el  grupo in- 
fectado y de 3 mm2 para el grupo  normal.  ¿Puede  concluirse 
a  partir  de  estos  datos  que la variancia de la poblacibn  del gru- 
po infectado  es  mayor  que la  del  grupo  normal? Sea a = .05. 
Se efectuó  una  prueba designada  para estimar el  nivel de ansie- 
dad  de una  muestra  de  pacientes  hombres y de  una  muestra de 
pacientes  mujeres  un  poco  antes de  practicarles  la  misma  inter- 
vención  quirúrgica. Los tamaños  de las muestras y las  varian- 
cias  calculadas  a  partir  de las calificaciones obtenidas  fueron 
los siguientes: 

Hombres: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn = 16, S’ = 1SO 

Mujeres: n = 21, s2 = 275 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique 
que  en las poblaciones  representadas las  calificaciones obteni- 
das por las mujeres  son  mejores  que las obtenidas  por  los  hom- 
bres?  Sea a = .OS. 
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i,C~151 cs el propósito  de la prueba de l a  hiphtesis? 
,:(,)aC es una  hipótesis? 
E m m e r e  y explique  cada  paso del pzccedjaniento de  pruebas de 
!:q~htesis de nueve  pasos. 
;Que (*S u n  error  del  tipo I? 
: Q u d  ch 1111 error  del  tipo II? 
Expliqu:: cCIrno se decide  qué  proposición va c n  la hipótesis  nula 
y cuiil en la hipbtesis  alternativa. 
<.,C'uBic:!; YOYI las suposiciones que fundamentan el uso de la esta- 
cl istica f 31 probar las  hipótesis  relativas a una sola media? ¿Cuales 
:i It: dii'rr-encia entre  dos  medias? 
Cu5ntlo puede  utilizarse la estadística z para  probar  hip6tesis 
acerca  de 

a) la  media  de  una  sola  población, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
b )  la  diferencia  entre las medias  de  dos  poblaciones, 
c) la proporción  de  una  sola  población, 
d )  la diferencia  entre las proporciones  de  dos  poblaciones. 

Al probar  una  hipótesis  acerca  de la diferencia  entre las medias 
de dos poblaciones,  ¿cuál es la razón que fundamenta el que se 
rilancornunen  las  variancias  de  las  muestras? 
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I O .  Explique las razones  que  fundamentan  el  uso de la prueba de 
comparaciones  apareadas. 

11. Dé un ejemplo  de un  campo  que le interese,  donde  resulte  apro- 
piada  una  prueba  de  comparaciones  pareadas. Utilice datos reales 
o realistas y efectúe  una  prueba  de  hipótesis  apropiada. 

-1 2. Dé un ejemplo  de un  campo  que le interese,  donde sea apropiado 
probar  una  hipótesis acerca  de la diferencia  entre las medias  de 
dos poblaciones.  Utilice  datos reales o realistas y lleve a  cabo el 
procedimiento  de  prueba  de la hipótesis  de  nueve  pasos, 

-1 3. Resuelva  el  ejercicio 12 para la media  de  una sola  población. 
14. Resuelva  el  ejercicio 12 para la proporcibn  de  una  sola  población. - 15. Resuelva  el  ejercicio 12  para l a  diferencia  entre las proporciones 

de  dos poblaciones. 
16. Resuelva  el  ejercicio 1 2  para la variancia  de una población. 
17. Resuelva el  ejercicio 12 para la razón  de las variamias  de  dos  po- 

blaciones. 
"18. Un estudio  sobre salud en  adultos  que viven en mnas rurales y 

urbanas,  residentes de un  país  en  desarrollo, revel6 la siguiente 
información: 

Grupo N ~ m e r o  en la muestra  Número de ciegos 

Rural 300 

Urban o 500 

24 

I5  

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que indique 
una  diferencia en la  frecuencia  de  ceguera  en l a s  dos poblacio- 
nes?  Sea a = .O5. Determine  el  valor p .  

.19. Durante  un  experimento  en  el  que se utilizaron  animales  de labo- 
ratorio, se registraron los siguientes datos  sobre  el flujo sanguíneo 
cortical  renal  durante  condiciones  de  control y durante la admi- 
nistraci6n  de  cierto  anestésico. 
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Flujo sanguíneo cortical renal (rnl/g/rnin) 

Ntimero  del  Durante la odministracibn  del 

animal Control  anesttsico 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
I t  
12 
13 
14 
15 

2.35 
2.55 
1.95 
2.79 
3.21 
2.97 
3.44 
2.58 
2.66 
2.3 1 
3.43 
2.37 
1.82 
2.98 
2.53 

2.00 
1.71 
2.22 
2.7 1 
1.83 
2.14 
3.72 
2.10 
2.58 
1.32 
3.70 
1 S9 
2.07 
2.15 
2.05 

¿Puede  concluirse  con base en  estos  datos  que  el  anestesico  retar- 
da  el  flujo  sanguíneo  cortical renal? Sea a = .05. Determine  el 
valor p .  

20. Un grupo  de investigación en alergia  llevó  a cabo  un  estudio en el 
que se utilizaron  dos  grupos  de  individuos. Como parte  de la  in- 
vestigación, se hicieron  determinaciones  de los  eosinbfilos  de la 
sangre  en  cada  individuo, obteniéndose los resultados  siguientes: 

Grupo n Valor  medio de eosinófilos (No. jmmj j S 

A 14 
B 16 

584 
695 

225 
185 

¿Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente que  indique  que 
las  medias de las poblaciones  son  distintas? Sea CY = .05. Determi- 
ne el valor p .  

21. Un estudio  de 90 mujeres, que  habian  dado a  luz  recientemente, 
de los registros de  un  departamento  de  bienestar  social  revel6 que 
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LApoyan estos  datos l a  hipótesis  de  que Ia depuración  traqueo- 
bronquial es m5s lenta  en  los  fumadores? Sea 01 = .05. Determine 
el valnr p para esta  prueba. 
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Análisis de la variancia 

En los capítulos  anteriores se estudiaron los conceptos  basicos  de la 
estadística que constituyen  el  fundamento  del  presente  capitulo p los 
siguientes. 

En  este  capítulo se estudia  el análisis de la variuncia: que puede 
definirse  como una  técnica mediante la cual la  variacicitz total  presen- 
te  en un conjunto  de  datos se distriSuyc en  varios componentes. Aso- 
ciada con cada uno de  estos  componentes ha]' una  fuente específica 
de vuriuciitn, de  modo  que ey! el andlisis es  posible aveyiguar la magni- 
tud de las contribuciones d e  cada una d e  estas fuelztes a la variacidn 
total. 

El desarrollo de  esta  materia se debe  principalmente  al  trabajo  del 
desaparecido R. A. Fisher,'  cuyas  contribuciones a la- estadística,  que 
abarcaron los años de 191 2 a 1962, han  tenido  mucha  influencia  en 
el  pensamiento  estadístico  moderno.* ,' 

El anrílisis de la  variancia  tiene su aplicación m A s  amplia en el aná- 
lisis dc 10s datos  obtenidos  a  partir  de experirnentc!s. LAS principios 
del diseño de  experimentos se analizan  ampliamente  en  varios !ibros, 
inciuycndo los de Cochran y  COX,^ Cox,' Davis,ó Ftderer,7 Finney,' 
Fisilcr,' John,9  Kemptl~orne, '~ Li" y Mendelhall.'2 Nc? se estudia 
este  tema  con  detalle  porque,  para Hacerlo asi, se requeriria como mí- 
nimo un capítuio  adicional. Sin embargo,  algunos de los conceptos 
importantes' en el disefio esperimkntal  resultar^^^ obvios a medicla 
que se vaya estudiando el anilisis de la vasiancia. 

283 
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La relaci6n que existe  entre los dos tenlas puede resumirse se- 
iíalando  que,  cuando se diseñan  los  experimentos con el anslisis en 
mente, el  investigador puede,  antes  de ílevar a cabo  el  experimento, 
identificar  aquellas  fuentes  de variación que considere  imporlaEtes y 
puede elegir un  diseño que le permita  medir $1 grado de co?itrib1Jci&l 
de esas fuentes a la  variaci6n total. El análisis d(1 l a  variancia se utiliza 
con dos fines  distintos: 1 )  estimar y probar las hipótesis acerca de las 
variancias de las poblaciones y 2) estimar y probar las hip6tesis acerca 
de las medias  de las poblaciones. Aquí se hard refercncia  a esre último 
punto. Sin embargo,  como se verá,  las  conclusiones  referentes a las 
medias  dependerán de las magnitudes de las variancias observzdas. 

Fundamentando el uso  válido  del analisis  de la variarlcia como 
herramienta  de l a  inferencia  estadística se tiene  un  conjunto de suposi- 
ciones  fundamentales. Para un  estudio  detallado  de  estas  suposiciones, 
se sugiere que el lector  consulte el artículo  de  Ei~enhart.'~  Aunque un 
experimentador  no  debe  esperar  que se satisfagan a la  perfeccibn to- 
das  las  suposiciones, es importante  que  quien  utilice las t6cnicas del 
análisis de l a  variancia est6 enterado  de las suposiciones hAsicas y sea 
capaz de  reconocer  cuando no se satisfagan sustancialmente. Las  con- 
secuencias  de que  no se satisfagan las suposiciones  son  estudiadas por 
C ~ c h r a n ' ~  en un  artículo  que  acompaña al de  Eisenhart.  Dado  que 
son raros  los  experimentos  en los que se  satisfacen  perfectamente to- 
das las  suposiciones,  Cochran  sugiere que los resultados  del análisis de 
la variancia se consideren  como  aproximados y no  como  exactos. Es- 
tas  suposiciones se señalan  en puntos  apropiados  de las siguientes sec- 
ciones. 

Se  estudiará  el análisis de la  variancia como se utiliza  para  anali- 
zar  los  resultados  de  dos  diseños  experimentales  distintos,  los  dise- 
ños completamente  aleatorizados y los diseños de bloques completos 
aleatorizados.  Además  de éstos, se da  el  concepto  del  experimento 
factorial,  a  través  de su uso en  un  diseño  completamente aleatoriza- 
do.  Estos  no  agotan las posibilidades. En las referencias (4- 12)  se en- 
contrará  un  estudio  de  otros  disenos. 

En l a  presentaci6n  del análisis de la variancia  para  los diferentes 
diseños. se sigue el siguiente formato: 

1. Modelo. El modelo consistirá de  una  representación  simbólica  de 
un valor  típico  tomado  de los datos  que se  están  analizando. 

2. Suposiciones. Se especificarh las  suposiciones que fundamentan 
el  modelo. 
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3 .  Hipcitesis. Se indicarán las hipótesis que  pueden  probarse  de acuer- 
d o  al modelo. Se indicarán  las  hipótesis  nula y alternativa  apro- 
piadas. 

4. Gílculos. Se explicarán los cdlculos aritméticos necesarios. 
5. Tublu ANDEVA. Los resultados  de  los cAlculos aritmeticos se re- 

sumirán  en  una tabla que permitirá  una  estimacidn  rapida y con- 
veniente de los  resultados. 

6. Decisi6n. Se tomará  una decisión estadística  en  lo  referente  a si de- 
be rechazarse o no  una  hipótesis  nula.  Cualquier  decisi6n adminis- 
trativa o clínica  será  afectada por la  decisidn estadística. 

Uso de las calculudoras. Los  cálculos requeridos  por  el anzílisis de 
la variancia son  m&  tediosos y complicados  que los que se han  encon- 
trado  en los capítulos  anteriores. Por esta  razón, la  calculadora  de- 
sempeña  una  importante  función  en  el análisis de  la variancia. Todos 
los  ejercicios que aparecen  en  este  capítulo son adecuados  para su 
análisis por medio  de  una  calculadora y pueden  utilizarse  con los pa- 
quetes  estadísticos  mencionados  en  el  capítulo l .  La informacidn  de 
estos  paquetes  estadísticos  puede variar un  poco  de los presentados 
en  este  capítulo,  pero  esto  no  debe  presentar  un  importante  proble- 
ma  para  quienes  utilicen  una  calculadora  para  analizar  los datos  de 
los  ejercicios.  Los  concept.os  básicos del análisis de la  variancia que 
aquí se presentan  deben  proporcionar  el  fundamento  necesario para 
comprender la descripcisn  de  los  programas y su informacih en  cual- 
quiera de los paquetes  estadísticos. 

7.2 EL  DISEÑO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO 

En  el  capítulo 6 se vio c6mo  es posible  probar la hip6tesis  nula de  no 
diferencia  entre las  medias  de  dos  poblaciones. No es  raro  que  el in- 
vestigador  esté interesado en  probar la  hipótesis  nula de no diferencia 
entre las medias de varias poblaciones. El  estudiante  que se enfrentara 
por primera vez a  este  problema  podría inclinarse  a  sugerir que  deben 
probarse  por  separado  todas las parejas  posibles  de  medias de las 
muestras  mediante  la  prueba t de  Student. Sup6ngase que intervienen 
cinco  poblaciones. El número  de  parejas posibles  de  medias de las 

muestras  es  de r2) = 10.  Dado  que  la  cantidad  de  trabajo  que  implica 
el llevar a  cabo  todo  este  gran  número  de  pruebas t es  sustancial, val- 
dría  la  pena  saber si se cuenta  con  una  alternativa mAs eficiente  para 
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Puede escribirse esta  relación  simbólicamente  como 

Resolviendo  para eii se tiene  que 

p . .  = .yi,; - pj  (7.2.2) 

Si se tienen k poblaciones (en el  presente  ejemplo k = 51, puede 
nombrarse  a  la  gran  media de todas las observaciones en  todas  las po- 
blaciones  como p. Dadas k poblaciones,  podría calcularse p ,  tomando 
el  promedio de las medias  de  las k poblaciones,  es  decir, 

(7.2.3) 

Así como  una  observación  particular  dentro  de  un  grupo  difiere 
en  general  de  la  media  de  este Gltimo por  cierta  cantidad,  la  media  de 
un grupo particular  difiere  de la gran media  por alguna cantidad. La 
cantidad  en la cual l a  media  de  un  grupo  difiere  de la gran media se 
conoce como efecto del tratarniento. El j-ksimo  efecto  del  tratamiento 
puede escribirse como 

? j  = AlI - 11 (7.2.4) 

7 es una medida  del  efecto en pi por  haber  sido  calculada  a  partir 
de  las  observaciones  que  recibieron elj-ésimo  tratamiento. 

Puede resolverse la  ecuacidn 7.2.4 para pi  y obtener 

pj -= ,u + 7 )  (7.2.5) 

Si se sustituye el miembro  de  la  derecha  de  la  ecuaci6n 7.2.5 por 
pi en la ecuacidn 7.2.1, se tiene  que 

y  el modelo queda  especificado. 
Observando  el  modelo,  puede  apreciarse  que  una  observaci6n  tí- 

pica del. coajunto  total  de  datos  bajo  estudio estd compuesta  por la  
gran  media,  un  efecto  del  tratamiento y un tCrmino de  error  que re- 
presenta la desviacibn de la  observación de la  media  de su grupo. 
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La discusi6n de  este  libro  está  limitada a lo  que se conoce  como 
Modelo I o análisis de  efectos  fijos  del  modelo  de la  variancia. 

2. Suposiciones. El  uso del  modelo  de  efectos fijos implica que se 
está  interesado s610 en  las k poblaciones  representadas  por los da- 
tos  de  la  muestra.  Cualquier  inferencia  que  pueda hacerse se aplica 
s610 a  estas  poblaciones. Por ejemplo,  si  los  tratamientos  consis- 
tieran  de  tres  regímenes  para  bajar  de peso,  cualquier  inferencia 
que  pudiera  hacerse bajo el Modelo I estaría  limitada  a esos tres 
regímenes. Las inferencias no  podrían ampliarse hasta  cualquier 
conjunto  de  regímenes  más  grande  para  bajar  de peso. 

La información  respecto  a  otros  modelos se encontrar8 en los ar- 
ticulos  escritos  por Eiserrhart,13 Wiik y  Kempthorne,"  Crurnp,'b 
Cunningham  y Hender~on, '~  Henderson," R u t h e r f ~ r d , ' ~  Schultz*' y 
Searle .2 ' 

Las  suposiciones  para  el  modelo  de  efectos  fijos son las siguientes : 

a )  Los k conjuntos  de  datos  observados  constituyen k rrluestras 
aleatorias  independientes  de las  poblaciones  respec.tivas. 

b )  Cada una  de  las  poblaciones  de las  cuales  provienen  las muestras 
est5  distribuida  normalmente,  con  media 1' variancia o f .  

c )  Cada una  de las  poblaciones  tiene la misma  variancia. Es decir, 
u: = 0 2  = * = ak2 = a', la variancia común. 

d )  Los 7j son  constantes  desconocidas y C T ~  = O, ya que La suma 
de  todas  las desviaciones de las pi respecto  de su media, p ,  e s  
cero. Tres  consecuencias  de la relaci6n. 

especificada  en  la  ecuación 7.2.2 son: 

i )  Los eii tienen  una  media de O? ya  que l a  media de xii es p j .  

i i )  Los eii tienen  una variancia  igual a la variancia de los X i j ,  v a  
que los eij y los xii sólo difieren por una constante, es decir, 
la variancia  del error es  igual a a 2 ,  la  variancia  comtm  especi- 
ficada  en la  suposición 3 anterior. 

iii) f , o s  eij están  normalmente (e independientetnente)  distri- 
buidos. 
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3. Hipúresis. Puede  probarse la hipótesis  nula  de que  todas las  medias 
de  los  grupos  (poblaciones) o tratamientos  son iguales contra la 
alternativa  de  que  los  miembros  de  por lo menos  una  pareja no son 
iguales. Pueden  enunciarse  formalmente  estas  hipótesis como 
sigue: 

w o : p L I = p * = . - . = p ~  

H,: no todas las p ,  son iguales. 

Si las  medias de las poblaciones  son  iguales,  cada  efecto  del  trata- 
miento es igual a  cero,  de  modo  que,  alternativamente, las hipóte- 
sis pueden  enunciarse  como 

H,: T~ = O, .j = 1, 2. . . . , k 

H A :  no  todos 10s Ti = 0 

En  este punto, se elige el nivel de  importancia, cr. 
Para el presente  ejemplo, se tiene que 

HA:no todas las son iguales. 

IJtilícese un nivel de  importancia  de .05. 
Si H ,  es verdaderayse satisfacen las suposiciones  de varianc,as igua- 

les y poblaciones  con  distribución  normal, la situación  de las poblacio- 
nes se observa como  en la figura 7.2.1. Cuando Ho es  verdadera,  todas 
las medias de las poblaciones  son iguales, y las poblaciones se centran 
en el mismo punto (la  media común)  sobre  el eje horizontal. Si las  

poblaciones  muestran  distribución  normal  con  variancias iguales, 
las  distribuciones  serán  identicas,  de modo  que al trazar las gráficas se 
superponen  unas  con  otras, y sólo una  de ellas las representa  conve- 
nientemente. 

Cuando Ho es  falsa,  puede  serlo debido  a que una  de las medias 
de las poblaciones  difiere de  todas las demsis que son iguales entre si. 
O bien puede  ocurrir  que  todas las medias  de las  poblaciones sean dis- 
tintas.  Estas  son  sólo  dos  de las posibilidades cuando Ho es falsa, 
Hay muchas  otras  combinaciones  posibles de medias iguales y distin- 
tas. La figura 7.2.2. muestra  la grgfica de las poblaciones  cuando se 
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Figura 7.2.1 Griifica de las poblaciones  representadas por  el  ejemplo 7.2.1 cuan- 
do  H,, es verdadera y se cumple  la  hip6tesis. 

Figura 7.2.2 Griifica de  las poblaciones  representadas en  el ejemplo 7.2.1 cuando 
se cumplen las hipótesis de variancias  iguales y poblaciones  con  distribuci6n nor- 
mal, pero cuando H,, es falsa debido  a  que ninguna de las medias de las poblacio- 
nes son iguales. 

satisfacen  las  suposiciones, pero Ho es falsa debido  a  que  no  hay  dos 
medias  de  poblaciones  que  sean iguales. 

4. oilculos. Los cálculos  se  facilitarán si se prepara  una  tabla  para 
presentar  los  datos  de la muestra  como se hizo  en la tabla 7.2.1. 
En general,  dicha  tabla contendrá la información  que se muestra 
en la tabla 7.2.2. Los símbolos  utilizados  en  esta  tabla se definen 
com o sigue : 

xi i=  la i-ésirna  observación que recibe  el  j-ésimo  trata- 
miento, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i =  1 , 2 , .  . . . H ~ ,  j =  1 , 2 , .  . . , k  

ni 

= .xij = total  de  laj-ésima  columna 
i =  1 
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_____ __ ~ ~ 

Tabla 7.2.2 Tabla de valores de la muestra para el distfio corn- 
pletamente aleatorizado. 

Tratam ien to 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 3 . . .  k 

Se ha  def'inido el análisis de la variancia como un proceso median- 
te  el  cual la va;iacibn total  presente  en u11 conjunto dc datos sr: distri- 
buye  en  cornpvnentes  atribuibles  a  diferentes fuentes. El IkrmIno 
variacidn utilizado en este  contexto se refiere a lu mma de  las desvia- 

ciones al cuadvado de las observaciones respecto de. SLL me&, (7 bien, 
en  forma  breve, la suma de cuadrados. 

Los datos para el ejercicio 7.2.1 se han graficado er? l a  figur.rt 
7.2.3. En  ella se observa la relación que existe entre .Y . .  , que estirm a 
la p del moctelo; la:; x i, las medias d e  l a s  muestras;  las xi,, las obsen2-  
cienes reales y las iij, 'las estimaciones d e  las eLi del rnoclelo. 

- 

,'hrna fotul de cuadrados. Antes de que pueda hacersc particibn 
alguna, primero  debe  obrenerse la suma  total  de  cuadrados. La suma 
total  de  cuadrados es la suma de los cuadrados d c  1a.s dewiacioncs ctc 
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2 
1 

4 
2 3 

Muestra 

Figura 7.2.3 Grafica de los datos dados en la tabla 7.2.1 para el  ejemplo 7.2.1. 

cada  observacibn  de l a  media de todas las  observaciones  tomadas  en 
conjunto. Esta suma totaZ de cuadrados se define como 

(7.2.7) 
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donde Z indica  que se suman las  desviaciones  al  cuadrado  para  cada 
i = 1  

k 
grupo y señala que se suman  los k totales  de  grupo  obtenidos al 

j = 1  

9’ 
aplicar Z . El lector  reconocerá la ecuación 7.2.7 como el numerador 

de la variancia que  puede calcularse  a partir  del  conjunto  completo  de 
observaciones  tomadas  en  conjunto. 

i= 1 

Puede volver  a  escribirse la ecuación 7.2.7 como 

(7.2.8) 

que  es  más  conveniente  para  propósitos  de  cálculo. 
La  suma  total  de  cuadrados  para el ejemplo  ilustrativo  es 

SCtotal= (1.53)’ + (1.61)2 + . . . + (8.98)’ - ~~ ~~~~ ~ 

( 1  63.1 S)’ 
32 

= 994.3.529 - 
2661 7.923 

32 

= 994.3529 - 831.81008 

= 162.54282 

Se procede  ahora  con la partición  de la suma  total de cuadrados. 
ES posible,  sin  cambiar SU valor,  introducir - X  j + X en  el  parente- 
sis de la ecuación 7.2.7. El lector  reconocerá  a  esta  cantidad  como  un 
bien  elegido  cero  que no  cambia  el  valor  de  la  expresión. El resultado 
de  esta  adición es 

k n .  

Si  se  agrupan los términos y se desarrolla, se tiene  que 

k n  

(7.2.9) 
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" J  k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"1 

- 
- 1 (Xij - x.j)2 + 2 (Xij - x,j)(x,j - x, , )  

(7.2.10) 

El término de  en medio  de la expresión  anterior  puede escribirse como 

k " J  

2 1 (x.j - Y,,) 1 (Xij - K.j) (7.2.11) 
j =  1 i =  1 

El examen  de la  ecuación  7.2.1  1 revela que  este  término  es igual  a ce- 
ro,  ya  que la suma de las  desviaciones  de un  conjunto  de valores res- 

pecto  de su media,  como  en Z (xii - X i), es igual  a cero. 
"i 

Puede  ahora  escribirse ía ecuación  7.2.1 O como 
i = l  

Cuando el número de  observaciones  es  el  mismo  en  cada  grupo, 
puede volver  a  escribirse el  último  termino  de la  derecha  para  dar. 

X n ;  Y 

donden = n, = n2 = .  . . = nk. 

Suma de los cuadrados dentro  de los grupos. Ahora  está  completa 
la partición  de la suma  total  de  cuadrados y se  aprecia que,  en el  pre- 
sente  caso,  existen  dos  componentes.  Se  investigará  ahora  la  natura- 

Si se observa  el primer  término  de la derecha  de la  ecuación  7.2.12, 
se observa que el primer  paso  en el  cálculo  indicado  requiere  que se 
realicen  ciertos  cálculos dentro de  cada  grupo.  Estos  cálculos  compren- 
den el cómputo,  dentro  de  cada  grupo, de  la  suma  de  las  desviaciones 

' leza  y fuente  de  estos  dos  componentes  de variación. 
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a l  cuadrado  de las observaciones  individuales respecto d e  su media. 
Cuando se han  llevado a cabo estos  cálculos  dentro  de  cada gmpo, el 

simbolo Z indica que debe  obtenerse la  !suma de los resultados  de 

cada uno de  los  grupos.  Este  componente  de variaci6;; se conoce  como 
suma de cuadrados dentro de los grupos y puede cleFignarse por 
S&ldentro. Esta cantidad  a veces se conoce  como suma de cuadrados re- 
sidual o de error. La expresión  puede escribirse, en tiza forma mis  
conveniente  para su c ikpu to ,  corno sigue: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

j = l  

Utilizando  los  datos  de la tabla 7.2.1, se encuentra que l a  suma  de cua- 
drados  dentro  de los grupos  para el ejemplo 7.2. l es 

= 993.2529 - (34.00832 t 40.56 

+ 150.10002 + 324.90514 + 403.42201) 

=, 994.3529 - 952.99551 

= 41.35739 

Suma de los cuadrados entre íos grupos. Ahora se examinará el 
segundo  término a l a  derecha de l a  ecuacion 7.2.12. La  operación re- 
querida  por este término es la  dl: obtener,  para  cada grupo, l a  desvia- 
ci6n al cuadrado de la Inedia del gmpo  a  partir de la  gran Inedia y 
multiplicar el resultado  por el tamaño del  grupo.  Finaimente,  deben 
sumarse  estos  resultados  a todos los grupos.  Esta  cantidad es una me- 
dida de la variación entre los grupos y se conoce  como sumu de los 
cuadrados entre los grupos o Scentre. L a  fórmula de cómputo es la  si- 
guien te : 
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La Scentre para el ejemplo  ilustrativo se calculó  de la manera  siguiente: 

( 1  3.04)’ ( I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5.60)’ (3iLOt)2 (47.69)2  (56.8  1)2 (1 63.1 5 ) 2  scentre= . . ~  ~ + ~~~~~~~~ + ~~ ~~~ + .___- + - 
6 6 7 8 32 

952.99551 - 831.X1008 

=; (21.18543 

En  resumen,  entonces, se ha  encontrado  que la suma  total  de  cua- 
drados  es igual  a la suma  de la suma  de  cuadrados  entre los grupos y la 
suma  de  cuadrados  dentro  de  los  grupos.  Esta  relación se expresa co- 
mo sigue: 

S c t o t a l  = S c e n t r e  + S e d e n t r o  

Para  el  ejemplo  ilustrativo, se tiene  que 

162.54282 = 121.18543 + 41.35739 

162.54282 = 162.54282 

5. Análisis de la tabla de variancias. A partir  de las sumas  de  cuadra- 
dos  que  se  acaban  de  calcular,  pueden  obtenerse  dos  estimaciones 
de la vasiancia común de la población, 02.  Puede  demostrarse  que 
cuando  se  satisfacen las  suposiciones y todas las medias  de las po- 
blaciones  son  iguales,  tanto la suma de cuadrados  entre los grupos 
como la suma  de  cuadrados  dentro  de los grupos se dividen  entre 
sus respectivos  grados  de  libertad,  proporcionan  estimaciones  inde- 
pendientes  e insesgadas de 02 .  

Primera estimacih de d .  Dentro  de  cualquier  muestra, la expre- 
sibn 

nj - 1 

proporciona una estimación insesgada de la variancia  verdadera de la 
pohlaci6n de la cual  provino l a  muestra. Bajo l a  suposición  de  que  to- 
das las variancias de las poblaciones  son iguales, pueden  mancomunarse 
las lc estimaciones  para  obtener la expresi6n 
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(7.2.16) 

Esta es la primera  estimación  de u2 y puede llamarse variancia dentro 
de los grupos,  ya que  es la suma  de  los  cuadrados  dentro  de  los gru- 
pos  de la ecuación 7.2.14 dividida entre los grados  de  libertad  apro- 
piados.  El  estudiante  reconocerá  esto como  una  extensión  hasta k 
muestras  del  procedimiento  de  mancomunar variancias encontrado 
en los capítulos 5 y 6  cuando se mancomunaron las  variancias  de  dos 
muestras  con  el fin de  utilizar la distribución t .  La cantidad  de la  ecua- 
ción  7.2.16  suele  conocerse  como  el cuadrado  medio dentro  de  los 
grupos,  más  que la  variancia dentro de los mismos.  El cuadrado me- 
dio  dentro  de los grupos  para  el  ejemplo  ilustrativo es 

CMdentro = --- - 
SCdentro 41.35139 

27 27 
- = 1.5317552 

El cuadrado  medio  dentro  de  los  grupos es una estimación  válida 
de a' sólo si las  variancias de las poblaciones son iguales. Sin embar- 
go, no es  necesario que Ho sea verdadera  para  que  el  cuadrado  medio 
dentro  de  los  grupos sea una  estimación válida de a'. Es decir, el cua- 
drado  medio  dentro  de  los  grupos  estima  a u2 sin importar si Ho es 
falsa o verdadera,  siempre  que las variancias  de las poblaciones sean 
iguales. 

Segunda estimación de u2.  La segunda  estimación de u2 puede 
obtenerse  a  partir de la conocida  fórmula  para la variancia  de las me- 
dias de las muestras, af2 = u2 in. Si se resuelve esta  ecuación  para u2 , 
la variancia de la población  de la cual se extrajeron las muestras, se 
tiene  que 

0 2  = no12 (7.2.17) 

Una  estimacibn  insesgada  de up2, calculada  a  partir  de los datos  de la 
muestra, es proporcionada por la expresi6n 

k 

(.Y,j - x, . ) 2  
j =  1 

k - 1  
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Si se sustituye  esta  cantidad  en la ecuación  7.2.17, se obtiene la esti- 
mación  deseada de u2,  

k - 1  
(7.2.18) 

El lector  reconocerá el numerador  de la ecuación  7.2.18 como la 
suma  de  cuadrados  entre  los  grupos,  para  el  caso especial en  que  todos 
los  tamaños  de  muestra  son iguales. Cuando se divide esta  suma  de 
cuadrados  entre  los  grados de libertad  asociados k - 1, se obtiene  lo 
que se conoce  como cuadrado  medio  entre los grupos. 

Cuando  no son  iguales todos los  tamaños  de  muestra,  una  estima- 
ci6n  de u2 basada en la  variabilidad entre las medias  de las muestras 
es la proporcionada  por la expresión. 

k 

k - 1  
(7.2.19) 

Como ejemplo  ilustrativo  se  tiene  el  siguiente  cuadrado  medio  en- 
tre  los  grupos: 

Si, además, la hipótesis  nula es verdadera,  es  de  esperarse  que  estas 
dos  estimaciones  de u' tengan una  magnitud  muy  semejante. Si la hi- 
pótesis  nula  es  falsa,  es  decir, si todas las medias  verdaderas  de  grupo 
no son iguales, se esperaría que, el  cuadrado  medio  entre los  grupos, 
que se  calcula utilizando las desviaciones al cuadrado  de esas medias 
respecto  de la media  conjunta,  fuera  mayor  que  el  cuadrado  medio 
dentro  de  los  grupos. 

Para comprender  el análisis de la variancia, debe  tenerse  en  cuen- 
ta  que el cuadrado  medio  entre los grupos  proporciona  una  estimación 
válida de u' cuando se satisface la suposición  de variancias  iguales  en 
las poblaciones y cuando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfl, es  verdadera.  Ambas  condiciones,  una 
hipótesis  nula  verdadera y variancias iguales en las poblaciones,  deben 
cumplirse  para que el  cuadrado  medio  entre  los  grupos  seauna  estima- 
ción válida de u'. 
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LQ razón de variunczas. Lo c p ’  se nxesita  ahora  es  comparar  estas 
dos  estimaciones  de 5’ ; esto se hace calculando la razón  de  varian- 
cias siguien te: 

cuadrado  medio  entre los grupos R. v. =“”___”I___- 

cuadrado medio dentro  de los grupos 

Si las dos estimaciones  son casi iguales, la razón de variancias (K. V.) 
es casi  igual  a 1. U m  razbn pr6xima a 1 tiende  a  apoyar l a  hipótesis 
de medias iguales en  las  poblacmnes. Si, por  otra  parte, el cuadrado 
medio  entre  los  grupos 2s considerablemente  mayor  que el cuadra- 
do  medio  dentro  de  los grupos, la R. V. será  considerablemente  mayor 
que 1. Un valor de la R. V. considerablcmente  mayor  que 1 ocas‘ ;ana- 

ría dudas  sobre la hip6tesis d e  medias iguales en las  poblaciones. 
Se  sabe  quc  de bid0 ;L la variable del muestreo,  aun  cuando la hipbte- 

sis nula sea  verdadera, es improbable  que los cuadrados  medios  entre 
los  grupos y dentro  de los mismos  sean  iguales.  Debe decidirse enton- 
ces qu& tan  grande  tiene  que  ser la  diferelrcia  observada antes  de  poder 
concluir  que la diferencia se debe a  algo  que no  es  fluctuación del 
muestreo.  En  otras  palabras, ;,quG tan  grande  debe ser un  valor  de la 
R.  V. para poder  concluir quc la diferencia  observada  entre  las dos es- 
timaciones  de o’ no es  resultado  Qnicamenie del  azar? 

LapruebaF. Para responder l a  pregunta  anterior.  debe  comiderarse 
la distribución muestra1 de la razón de !as variancias de dos muestras. 
En el capítulo 5 se aprendió que la cantidad (sl ’ /a,  1 i (sz /u2 ) si- 
gue una  distribuci6n  conocida como distribuci6n (;cuando se calculan 
l as  variancias  muestrales a partir de mut‘st;as aleatorias c independien- 
tes cxtraídas  de  poblaciones con distribución  normal. La distribuci6n 
I . ‘ ?  introducida  por R. A. l-’isher a  principios  de 1920, se ha  converti- 
do en una de las  distribuciones que se utiliza  más  ampliamente  en la 
estadística  moderna.  Ya se tiene  conocimiento  de su uso en la  cons- 
trucción de intervalos  de  confianza  para  las  variancias  de  las  pobla- 
ciones y para  probar  hipótesis  acerca  de Gstas. En este  capítulo se verá 
que  esta  es la distribución  fundamental para el anlilisis de la  variancia. 

En el capítulo 6 se aprendió  que  cuando  las variancias de  las  pobla- 
ciones son iguales, se anulan  en la expresión (sl’ ioi ) /  (S’’ /oz’ ), 

quedando s 1  isz ’ ~ que e s t i  distribuida corno ¡a distribucih; 11’. La 
distribución F es en realidad una familia de distribuciones. y l a  distri- 
buciih F particular  que se utilice en una situaciim determinada dc- 
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pende del número  de  grados  de  libertad  asociado  con la variancia 
muestral  en el numerador (grudos de libertad del  numerador) y el nú- 
mero  de  grados  de  libertad  asociado  con  la  variancia  muestral  en el 
denominador (grados de libertad del  denominador). 

Una vez que se ha  dcterminado la distribuci6n F apropiada, el ta- 
maño  de la R. V. observada, que provocará  el  rechazo  de la hipótesis 
de variancias iguales en las poblaciones,  depende  del nivel dc signifi- 
cación elegido. El nivel de significación seleccionado  determina el valor 
critico  de F,  el valor que  scpara la regi6n  de  aceptación  de la región 
de  rechazo. 

Como se ha  visto, se calcula la R.V. en  situaciones  de  este tipo 
colocando el cuadrado  medio  entre los grupos  en  el  numerador y el 
cuadrado  medio  dentro  de lo? grupos en  el  denominador,  de modo 
que el valor de  los grados de libertad del numerador  es igual al nime- 
ro de grupos menos 1 I ( k  - 1 ) y t.1 valor de  los  grados  de  libertad del 

denominador  es igual a C (ni -- 1 j = C ni -- k := N - k .  Para el pre- 

sente ejemplo, se tiene que 

k k 

i=J i=1 

gractas de libertad del numerador= 5 - 1 = 4 - 
grados d:: libertad deli denominador = 32 - 5 = 27 

~ ~~- "" - "" ~. ~ 

Tabla 7.2.3 Andisis de v3ria11cia par1 el diseño completamente alcatorizado. 

A n  
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Los cálculos  que se han  efectuado  pueden resumirse y presentarse 
en  una  tabla  como la tabla  7.2.3,  conocida  como  tabla  ANDEVA. 

La tabla 7.2.4 es la tabla  ANDEVA  para el ejemplo  ilustrativo. 

Tabla 7.2.4 Ai% EVA para el  ejemplo 7.2 . l .  

Fuente 

Entre los grupos 12 l .  I8543 4 30.296358 19.78 
Dentro  de los grupos 41.35739 27  1.5317552 
Total 162.54282 3 1 

- 

k 

Obsérvese que  en la tabla  7.2.3 el término Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX nii'/N = T ' / N  

se encuentra  tanto  en la expresión  para SC,,,,,, como paraSC,,,,,. Pue- 
de  ahorrarse  tiempo  y  trabajo en los  cálculos si se aprovecha  este 
hecho. Sólo se necesita calcular esta  cantidad,  que  se  conoce  como 
tkrmino  de  correccih y se designa por la letra C, u n a  vez y se utiliza 
cuando sea necesario. 

h e d e  aligerarse la carga de cómputo  aun  en  otra  forma.  Dado  que 
SCtotal es igual a la suma  de Scentre y SCdentro, y en vista de  que es más 
fácil calcular Scentre que SCdentr,, , pueden calcularse Setotal y , 'Xentre 

y restar  esta  última  de  la  primera para obtener SCdentro. 

j = 1  i = 1  
. .  

6. La decisión. Para llegar a una decisicin, debe  compararse la K. V. 
calculada con el valor crítico  de I ' ,  que se obtiene  consultando l a  
tabla J con 4 y 27 grados de libertad. Si se elige un nivel de sjgnj- 
ficación  de .05, se  cncuentra  que  el valor de F es do 2.73. Las re- 
giones de aceptaci6n y de  rechazo  resultantes se muestran en la 
figura 7.2.4. 

Dado  que el valor  calculado de la R. V., 19.78, es mayor  que el 
valor crítico  de F ,  2.73,  debe  intentarse  explicar  esta diferencia. Hay 
dos explicaciones posibles. 

Si la hipótesis nula es verdadera, es decir, si las dos variancias miles- 
trales son estimaciones  de  una vaaiancia comim, se sabe  que l a  proba- 
bilidad de  obtener  un valor tan  grande o mayor  que  2.73 es de .05. Se 
obtuvo  un valor mucho  mayor  que  2.73, !o cual, se considerarir 
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Regi6n de  aceptacidn Regidn  de rechazo 

Figura 7.2.4 Regiones de  aceptaci6n y de rechazo para el ejemplo 7.2 . l .  

como  un  evento muy raro si  la  hipótesis  nula  fuera  verdadera. Si se 
desea,  es  posible  concluir que la hipótesis  nula es verdadera  y  suponer 
que,  debido al azar, se obtuvo  un  conjunto  de  datos  que  dieron lugar 
a un evento  raro. Por otra  parte,  puede  preferirse  tomar la posición 
de  que el valor  grande de la R. V,  calculada no  representa  un  evento 
raro  producido  por  el  azar  sino  que,  por el contrario, refleja el hecho 
de  que está  actuando algo que  no es el azar. Se concluye  que ese otro al- 
go es una hipótesis  nula  falsa. 

Es esta  última  explicación  la que  por  lo general  se  da  para los va- 
lores  calculados  de  la R. V. que  exceden  del valor crítico  de F.  En otras 
palabras,  si el valor  calculado de  la R. V. es mayor  que el valor crítico 
de F, se rechaza la hipótesis  nula.  Dado  que,  en el presente  ejemplo, 
19.78  es  mayor  que 2.73, se rechaza la hipótesis  de  que las  variancias 
muestrales  observadas  son  estimaciones de  una variancia común. Para 
esta  prueba, se tiene que p < .005, ya que  19.78 > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF995 = 4.74. 

Se recordará  que la hipótesis original que se planteó  con el fin  de 
ser  probada  fue 

¿El rechazo  de  la  hipótesis  acerca  de  las  variancias  implica un rechazo 
de la  hipótesis de medias  iguales  en  las poblaciones? La respuesta es 
sí. Un  valor grande  de la R. V. resultó  del  hecho  de  que el cuadrado 
medio  entre  los  grupos era considerablemente  mayor  que el cuadra- 
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do  medio  dentro  de los grupos. Dado  que el cuadrado  medio  entre 
los  grupos  está  basado  en la dispersi6n  de las medias  nmestrales  en 
torno  a su media,  esta  cantidad será grande  cuando exista  una  gran 
discrepancia  entre los tamaños  de las  medias  muestrales.  Debido  a 
esto,  entonces,  un  valor  significativo  de la R. V. indica yue se rechace 
la  hipbtesis  nula  de que todas  las  medias  de las poblaciones son iguales. 
E,n el presente  ejenlplo, la decisión es rechazar l a  hip6tesis  nula y con- 
cluir  que no todas las medias de las poblaciones son iguales. 

Esta  sección  se  refiere al anAlisis de la variancia que resulta  apro- 
piado  para el diseño cxperirnental completamerite aleatorizado. Se  ha 
utilizado lo que se conoce como anhlisis de  varimsia unilateral (debido 
a que las observaciones se clasifican de  acuerdo  a un solo crjterio: el. 
grupo de  tratamiento al  cual  pertenecen)  para  analizar los da tos a partir 
de un diseiio  experimental  completamente  aleatorizado.  Este  tipo dc 
anilisis de variancia  es una  exrensi6n a tres o más  medias poblaciona 
les de l a  prueba t de  dos  muestras  independizntes  para  probar l a  iguai- 
dad de Ias medias de  dos  poblaciones. 

Un diseAo compietarnente  aleatorizado es un  disrfio en  el que los 
tratamientos se asignan aleaioriamente  a las unidades expeximenta!es, 
o hiel?, en 21 que las unidades  experimentales se asignan al azar a los 
tratamientos. El disci% crs simple y, por lo tanto, se utiliza am- 
nliamsnte. Sin emi,arg.o, s61o debe utilizar-se cnando las unidades que 
recibcn los tratamieli tos ;on homogCneas. Si las unidades  exyerimen- 
tales 110 son komogh-;el'l,s, el investigador debe considerar un disefío 
alternativo,, como L I ~ O  de los que  se dislutirán  posteriormente e n  este 
capítulo. 

Aunque, en  el ejemplo ilustrativo, I v s  tamaños  de las atlestras no 
fueron iguales, este no es un requisito, ya  que  puede  util~zarse el di- 
seño completamente slzatorizado y su anlilisis cuando los tsmafios de 
las muestras son iguales. 

En el ejemplo  ilustrarivo, los cinco tratamientos SOXI tratanlientos 
c x  el sentido usual de l a  palabra. Sin ernbargo,  este no siempre es el 
caso. ya que el termino,  como se utiliza  en el disefio cxperjmental, es 
bastante  general. Por ejemplo,  podría  deseme  estudiar la respuesta r;l 
mismo tratamiento  (en el sentido usuai dt: l a  palabra) en varias razas 
de  animales.  Sin cmhargo, se  indicaria :: l a  raza dei animal ~ c l n o  el 
"l"t antiento". 

Debe sexlalarsc; también que, aun cuando ¡;is tkcnicas clc análisis 
de variancia se aplican  con mis frecuencia a los datos yuc' rrsuitain de 
experimentos  cantrolados, las tPcnicas pueilen L L ~ ~ I Y Z ~ F S L :  tarnbiCn vara 
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analizar  datos  reunidos  a  través  de  una  encuesta, siempre que se sa- 
tisfagan razonablemente  las  suposiciones  fundamentales. 

Prueba para  diferencias  significativqs entre parejas  individuales  de 
medias. Siempre que el análisis de variancia conduce al rechazo  de la 
hipótesis  nula  de no diferencia  entre  las  medias  de las  poblaciones, 
surge naturalmente  la  pregunta  que se  refiere  precisamente  a quc? pa- 
rejas de medias son  distintas. De hecho, lo que  con  frecuencia no se 
desea  hacer  es  llevar a  cabo  una  prueba  de significación en  cada  una 
y todas  las  parejas  de  medias  de  los  tratamientos. En el ejemplo 7.2. I ,  
en el cual se tienen  cinco  tratamientos, se ve que es  posible que se 
desee saber,  después de rechazar Ho : p1 = p2 = p3 = p4 = p 5 ,  cuál 
de  las  1 O hipótesis individuales  posibles  debe  rechazarse. Sin embargo, 
el investigador  debe  tener  precaución al probar las  diferencias signi- 
ficativas entre las  medias  individuales,  y  siempre  debe  tener  la  certeza 
de  que su procedimiento es válido. El punto  crítica  en el procedimien- 
to es el nivel de  significacih.  Aunque se  haga pequeña la  probabili- 
dad, a ,  de rechazar  una  hipótesis  nula  verdadera  para la prueba  como 
un  todo,  como  se  ha visto, la  probabilidad  de  rechazar,  por  lo  menos, 
una  hipótesis  verdadera  cuando se prueban varias  parejas de medias, 
es mayor  que a. 

Durante varios  años se han  sugerido  diversos  procedimientos  para 
hacer  comparaciones individuales. El procedimiento más antiguo, y 
quizá el que se utilizó más ampliamente  en el  pasado,  es el procedi- 
miento  de la minima  diferencia significativa (MDS) debido  a  Fisher, 
quien  lo  discutió  por  primera vez en la  edición de 1935 de su libro, The 
Desing of Experiments.' Este  procedimiento,  que  es  una  prueba t de 
Student  que  utiliza  una variancia mancomunada  del  error,  sólo es vá- 
lido  cuando se hacen  comparaciones  independientes o comparaciones 
que se planean  antes  de que se analicen  los  datos.  Una  difermcia  entre 
dos  medias  cualesquiera  que  exceda  a  una  mínima  diferencia  c;gnificati- 
va se consjdera  como significativa en el nivel de significación utilizado 
al calcular la MDS. Por lo común,  sólo  se  utiliza el procedimiento MDS 
cuando el análisis de variancia en  conjunto  conduce  a  una R. V. signi- 
ficativa.  Para un ejemplo  del uso de  la MDS, véase a  Steel y Torrie.22 

ha r e d i p d o  innumerables investigaciones sobre el te- 
ma de las comparaciones  múltiples  con el resultado  de  que,  en la actua- 
lidad,  un  procedimiento  que se utiliza  ampliamente  es el de  la nueva 
prueba  de  amplitud  múltiple  de Duncan. La aplicación de  esta  prueba al 
caso de  tamaños de muestras  distintos se puede  estudiar  en Kramer.2' 
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Cuando el objetivo  de  un  experimento es comparar varios trata- 
mientos  con  un  control,  y  no  entre sí, se  sigue por  lo  común  un  pro- 
cedimiento  debido  a D ~ n n e t t ~ ' , ~ '  para  comparar el control  con  cada 
uno  de  los  otros  tratamientos. 

Otros  procedimientos  de  comparación  múltiple  que se utilizan 
son  los  propuestos  por Tuke f '~~ ' ,  Newman:' K e ~ l s ~ ~  y S ~ h e f f é . ~ ~ > j '  
Las ventajas y desventajas de  dos diversos procedimientos  son discu- 
tidas  por Bancroft,36  Daniel y C ~ o g l e r ~ ~  y Winer.38  Daniel39  ha  prepa- 
rado  una  bibliografía  sobre  procedimientos de comparación  múltiple. 

Prueba de DVS de  Tukey. Un procedimienlo de  comparacidn  múl- 
tiple  desarrollado  por  Tukey3' se utiliza  con  frecuencia  para probar las 
hipótesis  nulas de  que  todas las  parejas  posibles de medias  de  los  tra- 
tamientos son  iguales cuando las muestras  son  del  mismo  tamaño. 
Cuando se utiliza  esta  prueba, se selecciona un nivel de importancia 
total  de (Y. La probabilidad  es,  entonces,  de (Y de  que  una o más de las 
hipótesis  nulas  sean falsas. 

La prueba  de  Tukey,  que se conoce  en general como la prueba  de 
DVS (diferencia  verdaderamente  significativa), utiliza un solo valor 
con el cual se comparan  todas las  diferencias.  Este  valor,  llamado  la 
DVS, está  dado por la  expresión 

(7.2.20) 

donde cy es  el nivel de significación  elegido, k el número  de  medias  en 
el experimento, N el número  total  de  observaciones  en el experimen- 
to, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn el número  de  observaciones  en el tratamiento, CMresidual el cua- 
drado  medio residual o del error  de la tabla  ANDEVA  y q,  que se 
obtiene  consultando la  tabla K del  apéndice con (Y, k y fV - k. 

Se calculan todas las  diferencias  posibles  entre las parejas de me- 
dias  y  cualquier  diferencia que  proporcione  un valor absoluto  que ex- 
ceda  de la DVS se considera  como significativa. 

Cuando  todas las  muestras  no  son  del  mismo  tamaño,  como  en el 
caso indicado  en el ejemplo  7.2.1, no se aplica la prueba  de DVS de 
Tukey  dada  por la ecuación 7.2.20. Sin embargo, Spj$tvoll y Stoline4' 
han  extendido el procedimiento  de  Tukey al caso donde los  tamaños 
de las muestras  son  distintos. Su procedimiento,  que se  aplica a expe- 
rimentos  que  comprenden  tres o más tratamientos  y niveles de signi- 
ficación de .O5 o menos,  consiste en  sustituir n en la  ecuación 7.2.20 
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por 127, el más  pequeño  de  los  tamaños  de  muestra  asociado  con las 
muestras  cuyas  medias van a  compararse. Si  se designa  la  nueva  can- 
tidad  por DVS", se tiene  como  nuevo  criterio  de  prueba la  expresión 

(7.2.21) 

Cualquier  valor  absoluto  de la  diferencia  entre las  medias  de dos 
muestras,  una  de las  cuales se calcula a  partir  de  una  muestra  de  tamaño 
rz? (que es más  pequeña  que la muestra  a  partir  de la  cual se calcula la 
otra  media)  que  excede  de DVS", se considera  como significativo. 

Ejemplo 7.2.2 

A continuación se ilustra el uso  de la prueba  de DVS con los datos 
del  ejemplo  7.2.1. El primer  paso es preparar  una  tabla  de  todas  las 
diferencias  posibles  entre  las  medias. Los resultados  de  este  paso  para 
el presente  ejemplo se muestran en  la  tabla 7.2.5. 

Supbngase que Q: = .05. Consultando la  tabla K en a = .05, k = 5 
y N - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk = 27, se encuentra  que, si se interpola, q tiene  un valor de 
casi 4.14.  En la tabla  7.2.4  se  tiene que CMresidual = 1.5317552. 

Las hipótesis que  pueden  probarse, el valor  de  DVS"  y  la  decisión 
estadística  para  cada  prueba, se muestran  en la tabla  7.2.6. 

Los resultados de las pruebas  de  hipótesis  mostrados  en la  tabla 
7.2.6 pueden  resumirse  mediante una  técnica sugerida por Duncan.26 
Las medias  muestrales se despliegan en  una  línea  aproximadamente  a 
escala.  Dos  cualesquiera que  no sean  significativamente  distintas  son 
subrayadas  por la  misma línea. Dos cualesquiera que  no sean  subraya- 

Tabla 7.2.5 Diferencias entre las medias (valor absoluto) para el  ejemplo 7.2.2 
(las medias se han  tomado  de la tabla 7.2.1). 
"____ 

x.2 x.1 x.3 x.4 x. 5 
- - - - - 

X.2 = 2.60 - .O1 2.40 4.21  4.50 
X.] = 2.61 - 2.39 4.20 4.49 

- 1.81 2.10 
X.4 = 6.81 ." .29 
x.3 = 5.00 - 

= 7.10 - 

" 
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Tabla 7.2.6 Pruebas de comparaci6n  mhltiple  utilizando los datos del ejemplo 
7.2.1 yDVS*. 

"____"___ " -."" 
Dec i s ih  

Hipo  tesis  D VS* estadística 
___________ 

* - uvs - . ----- = 2.29 
14 J l . 53y552  

,4 d m 1 7 5 5 2  

7" -.- ~~ ~~ 

No se rechaza H, de- 
bido a que .O1 <2.29 

"_ " 

, * - D C S  - . 
Se rechaza H o  debi- 

5 = 2.29 do a que 2.39 > 2.29. 

p3175'? 
DVS"' = 4.14 

Se rechaza r-lo debi- 

d "-5 = 2.29 do  a que 4.20 > 2.29 

I ~- ~ ~~~~~ 

Se rechaza Ho debi- 
do a que 4.49 > 2.29 

p .5317552 Se rechaza [io debi- 

I/ 6 

1 m  7552 Se rechaza H, debi- 

DVS* =4.14 = 2.09 do  que 2.40 > 2 .O9 

DVS" = 4.14 -I-- = 2.09 
6 do a que 4.2 1 > 2 .O9 

DVS* =4.14 
Se rechaza Ho debi- 

= 2.09 do a que  4.50 i 2.09 

" 

1.5317552 No se reclraza No debi- 

6 
L)vs* 4.14r"" = 2.09 do a yuc 1.8 1 < 2 ,O9 

DVS" = 4.14 d l  .53:552 Se rechaza H, debi- 
-2.09 doaque2.10>2.09 

No se rechazaH, debi- 
= 1.94 do a .29 < 1.94 
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das por la  misma línea,  son  significativamente  distintas. Así, para el 
presente  ejemplo,  puede escribirse 

2.60  2.61 5.00 6.81 7.10 ~ - _ _  
~ 

Ejercicios 

En cada uno de  los  siguientes  ejercicios,  aplique los seis  pasos  del  aná- 
lisis de variancia.  Determine el valor p para  cada  prueba. 

7.2.1 Cuatro  grupos  de  pacientes  de  fisioterapia se sometieron  a 
diferentes  regímenes  de  tratamiento. Al término  de  un  perío- 
do  especificado,  cada uno se sometió  a  una  prueba  con el fin 
de estimar  la  efectividad  del  tratamiento. Se obtuvieron los si- 
guientes  resultados. 

Tratamiento 
1 2 3  4 

64 76 58 95 
88 70 74 90 
72 90 66 80 
80 80 60 87 
79 75 82 88 
71 82 75 85 

i,Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente que  indique 
una diferencia  entre  los  tratamientos? Sea 01 = .05. 

7.2.2 Se llevó  a cabo  un  experimento  para  comparar  tres  métodos 
de  empaque  de  cierto  alimento  congelado. El criterio  fue el 
contenido  de  ácido  ascórbico (mg/ 1 O0 mg) después  de  cierto 
período especificado. Se obtuvieron  los  siguientes  datos. 

Método de empaque 
A B C 

14.29  20.06  20.04 
19.10 20.64 26.23 
19.09 18.00 22.74 
16.25 19.56 24.04 
15.09 19.47 23.37 
16.61 19.07 25.02 
19.63 18.38 23.27 
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¿Proporcionan  estos  datos evidencia suficiente  que  indique  una 
diferencia  entre  los  métodos  de  empaque  a  un nivel de signifi- 
cación  de .O 1 ? 

7.2.3 Se utilizaron  tres  grupos  de  animales en  un  experimento  para 
comparar  los  tiempos  de  respuesta,  en  segundos,  a  tres dife- 
rentes  estímulos. Se obtuvieron  los  siguientes  resultados. 

Estímulo 
I I1 111 

16 6 8 
14 7  10 
14 7 9 
13 8 10 
13 4 6 
12 8 7 
12 9  10 
17 6 9 
17 8 11 
17 6 11 
19 4 9 
14 9 10 
15 5 9 
20 5 5 

- 

" ." "" ~ _ _  

¿,koporclonan estos datos evidencia  suficiente que indique 
una diferencia.  verdadera entre las  medias de  los  grupos?. Sea 
01 = .05. 

7.2.4 Se hicieron  determinaciones  de  azúcar  en sangre (mg/l00 
ml)  en 10 especímenes de  cada  una  de  cinco razas de  cierto 
animal de  laboratorio,  obteniéndose  los  siguientes  resultados. 

A 

124 
116 
101 
118 
I18 
120 
110 
127 
106 
130 

B 

111 
101 
130 
108 
127 
129 
122 
103 
122 
127 
" 

Raza 
C D F 

117 104 142 
142 128 139 
121 130 133 
123 103 120 
121 121 127 
148 119 149 
141 106 150 
122 107 149 
139 107 120 
125 115 116 
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¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique  una 
diferencia  en el nivel medio de azúcar  en  sangre  entre  las  razas?. 
Sea (Y = .OS. 

7.2.5  Se  deseó  comparar  a  tres  médicos  respecto  a  la  duración de la 
internación  en el hospital  de sus pacientes  que se sometieron 
a  cierto  procedimiento  quirúrgico  menor sin  complicaciones. 
Se seleccionó  una  muestra  de  ocho  expedientes  de  los  corres- 
pondientes  a  cada  médico  y se observaron  los  siguientes 
períodos  de  hospitalización. 

Médico 
A B C  

4 4 5  
5 5 3  
5 4 3  
4 3 3  
6 4 3  
6 5 3  
4 3 4  
5 3 5  

¿Sugieren estos  datos  una  diferencia en la duración  promedio 
de la hospitalización  entre  los  tres médicos? Sea a = .O l .  

7.2.6  Utilice  como  referencia el ejercicio  7.2.1  y  aplique  la prueba 
DVS de Tukey.  Sea (Y = .01. 

7.2.7  Utilice como  referencia el ejercicio  7.2.2  y  aplique  la prueba 
DVS de Tukey. Sea (Y = .05. 

7.2.8 Utilice como  referencia el ejercicio  7.2.3 y aplique  la  prueba 
DVS de Tukey. Sea (Y = .OS. 

7.2.9  Utilice como  referencia el ejercicio  7.2.4  y  aplique  la prueba 
DVS de  Tukey. Sea (Y = .01. 

7.2.10  Utilice  como  referencia el ejercicio  7.2.5  y  aplique  la prueba 
DVS de  Tukey. Sea (Y = .01. 

7.2.11 Los siguientes  valores  son  los  pesos de  cierto  órgano  como 
porcentaje del  peso  corporal  para 30 animales de  laboratorio. 
Los cuatro  tratamientos  son  las  diferentes  dietas  con  que se 
alimentó  a los animales. Pruebe la hipótesis  nula de  no dife- 
rencia en  los  efectos  de la dieta y pruebe si existen  diferencias 
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significativas entre  todas  las  parejas  de  medias  posibles. Sea 
(Y = .05. 

Dieta 

A B C D 

4.34 4.47 4.72 4.48 
4.73 4.65 4.99 5.02 
4.84 4.62 5.24 4.58 
4.57 4.41 5.00 4.89 
4.72 4.43 4.82 4.90 
4.55 4.23 4.95 4.81 

4.54 5.28  5.26 
4.45 4.90 

4.98 

7.3 DISER0 QE BLOQUES COMPLETOS ALEATORIZAQOS __ 

De todos  los  diseños  experimentales  que se  utilizan  en la actualidad, pa- 
rece  ser  que el disefío de bloques  completos aleatorizados es  el que has- 
ta  ahora se  utiliza  con  mayor  frecuencia.  Este  diseño  fue  desarrollado 
por el año de 1925 por R. A. F i ~ h e r , ~ , ~ ~  quien  estaba  buscando  méto- 
dos  para  mejorar los experimentos  en el campo  de l a  agricultura. El 
nombre  del  diseño reikja su origen en  los  experimentos  agrícolas, 
donde la  tierra .se dividia en oloques y  estos  en parcelas que  recibían 
los  tratamientos  bajo investigación. 

El diseño  en  bloques  completos  aleatorizados  es  un  diseño en el 
que las unidades  (llamadas uniclu2s experimentales), a las que se les 
aplican los tratamientos, se subdividen  en  grupos  homogéneos  llama- 
dos bloques, de  modo  que el número  de  unidades  experimentales en 
un  bloque  es igual al número (o a algim múltiplo  del  mismo)  de  trata- 
mientos  que se están  estudiando. Se asignan entonces al azar los tra- 
tamientos  a las unidades  experimentales  dentro  de  cada  bloque. Debe 
tenerse  en  cuenta  que  cada  tratamiento  aparece  en  todos los bloques 
y  que  cada  bloque  recibe  todos  los  tratamientos. 

El objetivo  de  utilizar el diseño  en  bloques  completos  aleatoriza- 
dos es  aislar y eliminar  del  término  de  error la variaci6n atribuible  a 
los bloques,  a  la vez que se  asegura que las  medias de los tratamientos 
esten libres de  los  efectos  de  bloque. La efectividad  del  disefío  depende 
de  la  habilidad  para lograr bloques  homogheos de  unidades  experi- 
mentales. La habilidad  para  formar  bloques  homoghcos  depende  del 
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conocimiento  del  investigador  sobre el material  experimental.  Cuan- 
do  el diseño  se  utiliza  apropiadamente,  disminuye el cuadrado  medio 
del  error  en la  tabla  ANDEVA,  aumenta  la R. V. y mejora  la  oportu- 
nidad de rechazar  la  hipótesis  nula. 

En  experimentos  con  animales, si  se tiene la  sensación de  que las 
diferentes razas de animales  responderán  de  manera  distinta al mismo 
tratamiento, la  raza  del  animal  puede utilizarse como  factor  para 
formar  bloques. Las camadas  pueden  utilizarse  tambiCn como bloques, 
caso en el cual un animal de  cada  camada  recibe un  tratamiento. En 
experimentos  en los que intervienen  seres  humanos,  si se desean  elimi- 
nar las  diferencias que  resultan  de la edad,  pueden  agruparse  entonces 
los  individuos  de  acuerdo  con su edad,  de  modo  que  una  persona  de 
cada  edad  reciba  cada  tratamiento. El disefio en  bloques  completos 
aleatorizados  puede  utilizarse  también  convenientemente  cuando  un 
experimento  debe llevarse  a cabo  en m8s de un  laboratorio  (bloque) o 
cuando se  requieren  varios  días  (bloques)  para  concluirlo. 

Algunas de las  ventajas  del diseAo en  bloques  completos  aleatori- 
zados  comprenden el hecho  de  que es  fácil de  comprender y sencillo 
de calcular. Ademis,  ciertas  complicaciones  que  pueden surgir  en el 
curso  de  un  experimento se resuelven fácilmente  cuando se utiliza 
este  diseño. 

Es conveniente  señalar  aquí  que  el análisis de  comparaciones  apa- 
readas que  se  presentó  en el capítulo  6  es  un caso  especial  del  diseño 
en bloques  completos  aleatorizados. El ejemplo  6.4.1  puede  tratarse 
como  un  diseño  de  bloques  completos  aleatorizados  en el cual  los  dos 
niveles de  colesterol  son los efectos  del  tratamiento  y los 12 indivi- 
duos a quienes se toman las mediciones  son los bloques. 

En  general,  los datos  de  un  experimento  que  utilice el  diseño  de 
bloques  completos  aleatorizados  pueden  presentarse  en  una  tabla  co- 
mo la tabla  7.3.1.  Debe  observarse la siguiente notación nueva que 
aparece  en  esta  tabla: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

e! total  del  i-ésimo  bloque = T i .  = .xij 
.i = 1 

k 

xij 
la  media  del  i-ésirno bloque = xi, = '22." 

k 

A n 

y el gran total = T . ,  = T . j  = T i .  
j =  1 i= 1 
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Tabla 7.3.1 Tabla de  valores  de la muestra para el  diseño de  bloques  comple- 
tos aleatorizados. 

~ 

Tratamientos - 1  

Bloques 1 I 3 3 . . .  k ~ Total 
I J 

1 

Media 

lo cual  indica  que  puede  obtenerse el gran  total  ya sea sumando los 
totales  de  los  renglones o sumando  los  totales  de las columnas. 

La técnica  para  analizar  los  datos  a  partir  de  un  diseño  de  bloques 
completos  aleatorizados se conoce  como análisis de variancia bilateral, 
ya que  una  observación se cataloga con base  en  dos  criterios: el bloque 
al cual  pertenece y el grupo  de  tratamiento  del  cual  forma  parte. 

Ejemplo 7.3.1 

Un fisioterapeuta  deseaba  comparar  tres  métodos  para  enseñar  a los 
pacientes el uso de  cierto  aparato  protético.  Tenía  la  sensación  de  que 
la rapidez de  aprendizaje  seria  distinta  para los pacientes  de  diferen- 
tes edades y deseaba  diseñar un  experimento  en el que  pudiera  tomar 
en  cuenta el efecto  de  la  edad. El diseño  en  bloques  completos alea- 
torizados  es el apropiado  para  lograr  este  objetivo.  En  consecuencia, 
se seleccionaron  tres  pacientes de  cada  uno  de los cinco  grupos  de 
edades  para  participar  en el experimento y, en  cada  grupo  de  edad, se 
asignó un paciente al azar  a  cada uno de los  métodos  de  enseñanza. 
Los métodos  de  instrucción  constituyen los tres  tratamientos  y  los 
cinco grupos de  edades  son los bloques. Se obtuvieron los datos  que 
se muestran en la tabla 7.3.2. 

En el análisis de los datos  de  un  diseño en bloques  completos alea- 
torizados, se puede seguir el procedimiento  de análisis de variancia en 
seis pasos  que se da  en las  secciones 7.1 y 7.2. 
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Tabla 7 3.2 Tiempo (en días)  requerido para aprender  el uso de  cierto 
aparato  prostCtico. 

Método  de  enseñanza 

Grupo d e  edades A B C Total  Media 

Menos de 20 7 9 10  26 8.67 
20 a 29 8 9 10 27 9.00 
30 a 39 9 9 12 30 10.00 
40 a 49 10 9 12 31 10.33 
50 y miis 11 12 14 31 12.33 

~~ 

Total 45 I 48 58 151 
Media 9.0 9.6 11.6 10.07 

l .  El modelo. Siguiendo  una  línea  de  razonamiento  semejante  a la 
utilizada  en  la  sección 7.2 para  obtener el modelo  para el diseño 
completamente  aleatorizado,  puede desarrollarse el siguiente  mo- 
delo  para el diseño  en  bloques  completos  aleatorizados: 

xij = p + pi + z j  + eij (7.3.1) 
i = l , 2  , . . . ,  n ;  j = l , 2  , . . . ,  k 

En  este  modelo 

xii es un valor típico  de  la poblaci6n  total. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1.1 es una  constante  desconocida. 
p i  representa un  efecto  de  bloque  que refleja  el hecho  de  que 

la  unidad  experimental  cayó  en  el  i-ésirno  bloque. 
~j representa  un  efecto  de  tratamiento,  que refleja el hecho  de 

que l a  unidad  experimental recibió el  j-bsimo  tratamiento. 
eii es un  componente residual que representa  todas las fuentes 

de variación que  no sean los tratamientos o los  bloques. 

Para el ejemplo  ilustrativo,  puede  decirse que el valor de  una obser- 
vación particular  es el resultado  de la existencia de  un  paciente  en el 
estudio, más el  efecto  del  método  de  tratamiento,  más el  efecto  de su 
edad,  más  otros  factores  que  no se toman  en  cuenta. 
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2. Suposiciones. Se hacen  las  siguientes  suposiciones: 

a )  Cada xii que se observa constituye  una  muestra  aleatoria  inde- 
pendiente  de  tamaño  1  de  una  de  las kn poblacion'es  represen- 
t ad  as. 

b )  Cada  una  de  estas kn poblaciones  muestra  una  distribución  nor- 
mal,  con  media pij y  la misma  variancia cr2 . Esto implica que 
los eij muestran  una  distribución  normal  e  independiente  con 
una  media de  O y una variancia cr2 , 

c) Los  efectos de bloque  y  de  tratamiento son  aditivos.  Puede  in- 
terpretarse  que  esta  suposici6n significa que  no existe interac- 
cidn entre  los  tratamientos  y  los  bloques. En otras  palabras,  una 
combinación  bloque-tratamiento  particular no produceun efec- 
to  que sea mayor o menor  que  la  suma  de sus efectos  individua- 
les. Puede  demostrarse  que  cuando se  satisface  esta  suposición 

k n 

j =  1 i =  1 

Las  consecuencias de  una violación de  esta  suposición son  re- 
sultados  engañosos.  Anderson y B a n ~ r o f t ~ ~  sugieren que  no es 
necesario  interesarse  en  la violacih  de la suposición de adición, 
a  menos  que la media  mayor  sea  más  del SO por  ciento más 
grande que la menor. El problema de la no aditividad lo tratan 
tambien T ~ k e y ~ ~  y Mande1.44 

Cuando  estas  suposiciones  son  verdaderas,  los ri y pi son un con- 
junto  de  constantes fijas y se tiene  una  situaci6n  que se ajusta al mo- 
delo  de  efectos fijos. 

3.  Hipótesis. Puede  probarse que 

H o : z j = O ,  j =  1 , 2  , . . . ,  k 

contra la alternativa 
HA : no todos los ~j = O 

En  general, la prueba  de  una  hipótesis  referente  a  los  efectos  de 
bloque no se lleva a  cabo  bajo las suposiciones  del  modelo de  efectos 
fijos por  dos  razones.  Primero, el inter&  principal se centra  en  los 
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efectos  de  tratamiento,  siendo el propósito  usual  de los bloques  pro- 
porcionar  un  medio de  eliminar  una  fuente  extraña  de variacibn. Se- 
gundo,  aunque las unidades  experimentales se asignan aleatoriamente 
a los tratamientos,  los  bloques  se  obtienen  en  una  forma  no  aleatoria. 

Para el ejemplo  ilustrativo, se tienen  las  siguientes  hipótesis: 

H,: T~ = O, j = 1, 2, 3 

HA : no todos los ~j = O 
Sea a! = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.OS 

4. Ciilculos. Puede  demostrarse  que la suma  total  de  cuadrados  para 
el diseño en bloques  completos  aleatorizados  puede  partirse en 
tres  componentes,  cada  una  atribuible  a los tratamientos (SCI,,,, .>, 
bloques (SCbloq .) y error (SCresidual  j. El álgebra es un  tanto  tedio- 
sa, por lo que se omitirá. La partición  de la suma de  cuadrados 
puede  expresarse  mediante  la  siguiente  ecuación: 

k n  k n  k I I  

k n  

+ 1 ( S i j  - .Yi. - K , j  + x..)z (7.3.2) 
j = 1  j = l  

es decir. 

sctotal = scbloq. + SCtrat. + SCresidual (7.3.3) 

Las fórmulas  de  cálculo  para las cantidades  expresadas  en  las  ecua- 
ciones 7.3.2 y 7.3 .3  son  las  siguientes: 

k n  

(7.3.4) 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

(7.3.7) 
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Se recordará que C es  un  término  de  correcci6n, y en  la  presente 
situación se calcula como sigue: 

(7.3.8) 

Los grados de  libertad  apropiados  para  cada  componente  de la 
ecuación 7.3.3 son 

total bloques tratamientos residudes (error) 

kn - 1 = (n - 1) -t (k - 1) + (n  - l ) ( k  - 1)  

Los grados de libertad residuales, al igual que  la  suma  de  cuadrados 
residual, puede  obtenerse  restando  como sigue: 

Para el ejenrplo ilustrativo, se calculan las sumas  de  cuadrados si- 
guientes: 

SCresidual= 46.9333 - 24.9333 - 18.5333 = 3.4667 

Los grados (le libertad  son:  total = ( 3 ) ( 5 )  - 1 = 14, bloques = 5 
- 1 = 4,  tratamientos = 3 - 1 = 2 y residuales = (5 - 1)(3 -- 1 > =  8. 

5 .  La tabla ANDEVA. Los resultados de los cAlculos para el diseño 
en bloques  completos  aleatorizados  pueden  presentarse  en  una  ta- 
bla de análisis de variancia como la tabla 7.3.3. 
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Tabla 7.3.3 ANDEVA para el diseño  de  bloques  completos  aleatorizados. 

Fu en  te SC g. 1. CM R. V. 

Tabla 7.3.4 ANDEVA para el ejemplo 7.3.1 

Fuente sc g. 1. CM R. V. 

Tratamientos 18.5333 2 9.26665  21.38 

Bloques 24.9333 4  6.233.325 
Residuo 3.4667 8  ,4333375 

To tal 46.9333  14 

Para el ejemplo  ilustrativo, se tiene  la  tabla ANDEVA mostrada 
en  la  tabla 7.3.4. 
6. Decisidn. Puede  demostrarse  que  cuando se aplica el modelo  de 

efectos fijos y es verdadera la  hipótesis  nula de  no  efectos  de  tra- 
tamiento  (todos  los zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq = O), tanto el  cuadrado  medio  del  error, o 
residual,  como el cuadrado  medio  de los tratamientos  son  estima- 
ciones  de  la variancia común o’ . Por  lo  tanto,  cuando la hipótesis 
nula  es  verdadera  la  cantidad 

está  distribuida  como F con k - 1 grados  de  libertad  del  numera- 
dor y (n - l )  ( k  - l )  grados de  libertad  del  denominador. Por lo 
tanto, se compara  la  raz6n de variancias  calculada con el valor críti- 
co  de F. Si  la raz6n  de variancias  calculada es mayor  que el valor 
crítico  de F,  la hipótesis  nula se rechaza. 

Para  el  ejemplo  ilustrativo,  el valor crí t ico  de  Fcon 2 y 8 grados 
de  libertad  y ar = .O5 es de 4.46. Dado que la  razdn  de variancias cal- 
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culada, 2 1.38, es  mayor  que 4.46, se rechaza  la  hipótesis  nula de  no 
efectos  de  tratamiento  sobre la suposici6n de  que  dicho valor  grande 
de la R.V. refleja el hecho  de  que los dos  cuadrados  medios  de las 
muestras no  están  estimando  la misma cantidad. La única  explicación 
distinta  de  este valor grande de la R. V. sería  que  la  hipótesis nula  es 
en realidad  verdadera y que sólo se ha observado un  conjunto  raro  de 
resultados. Se excluye  la  segunda explicación en favor de la primera. 

Por lo tanto, se concluye  que  no  todos  los  efectos  de  tratamiento 
son iguales a  cero o,  lo que  es  equivalente,  que  no  todas las medias de 
los tratamientos sun iguales. Para esta  prueba, p < .005. 

Ejercicios 

Para  cada uno  de los siguientes  ejercicios, lleve a  cabo el análisis de 
variancia  siguiendo el procedimiento  de seis pasos.  Determine  el  valor 
p para  cada  ejercicio. 

7.3.1 Se estudiaron  tres para el servicio de  alinlentación  en 
cinco  hospitales. La variable de  interds fui: el tiempo  (en  minu- 
tos)  utilizado  por  comida servida.  En cada  hospital,  se sirvió la 
comida  de  nlediodía  por  cada  método,  obtenikndose los siguien- 

" ________"" 

, ,, , " I, . . 
i 

- 6  

7.3.2 

tes  resultados. 

Hospital 
Método 

A B c 

7.56 9.68 11.65 
9.98 9.69 10.69 
7.23 10.39 11.77 
8.22 8.55 10.72 
7.59 8.70 12.36 

~~ ~- ~ 

Después de  eliminar los efectos  propios  del  hospital, ¿sugieren 
estos  datos  una  diferencia  entre los mtStodos en el tiempo  medio 
utilizado  por  comida servida?. Sea Q = .05. 
DiecisGis personas  excedidas de peso  participaron en  un  estudio 
para comparar  cuatro  regímenes  para  bajar de peso. Las perso- 
nas se agruparon de  acuerdo  con el peso  inicial y cada  una  de 
las cuatro  personas  de  cada  grupo de peso inicial fue asignada 
al azar  a  uno  de  los  cuatro regirnenes reductores. Ai termino 
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del período  experimental, se registraron las siguientes pérdidas 
de  peso,  en  libras. 

Peso inicial Régimen 
(libras) 1 - 4  B C Dr 

150 a 174 1 i 2  16 24 23 
175 a 199 15 29 23 25 
200 a 225 1 i 5  27 75 24 

Más de225 I 18 38 33 31 

Después  de eliminar las  diferencias  debidas al peso  inicial, ¿pro- 
porcionan  estos  datos  la evidencia  suficiente que  indique  una 
diferencia  en  los  efectos d e  los regímenes'?. Sea a = .O l .  

7.3.3 Un grupo de  remotivacih  de  un hospital  psiquiátrico  líevó  a 
cabo  un  experimento  con el fin de  comparar  cinco  rn6todos 
para  remotivar  a los pacientes.  Estos dltimos se agruparon  de 
acuerdo  con el nivel de  motivación inicial. Lospacientesde  cada 
grupo se asignaron al azar  a los cinco  métodos. Al termino de¡ 
periodo  experimental, se evaluaron  los  pacientes  a  travds de  un 
equipo  compuesto  por  un  psiquiatra,  un psic61og0, una  enferme- 
r a  y una  trabajadora soci.al, ninguno  de los cuales tenía conoci- 
miento del metodo al que  habían  sido asignados los pacientes. 
El. equipo asign6  a  cada paciente  una calificaci6n compuesta 
corno una  medida  de su nivel de  motivación. Los resultados 
fueron  los siguientes. 

Nivel de 
Motivaci6n h16todo de remotIvaci6n 

inicial A B C D E  

Ninguno 58 68  60 68 63 
Muy bajo 

67 78 68 81 70 Bajo 
62  70 65 80 69 

Promedio 70 81 70 89 74 

I 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que indique  una 
diferencia  en  las calificaciones  medias entre los metodos?. Sea 
a = .05. 
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En ius diseiilos experimentales que se Iran considerado hasta cstc pun- 
to? ei inter& se 1121 ;A:ntradu sólo e n  los cfiwtos de una variable, ios 
tratunienins. Sin emhargo, suele suceder q x  se desee  estudiar. sin:ui- 
táneamente: los efectos  de dos o m A s  variahles. Se nombrar2 UIUI' a 
las variables que s t  deseen  como fncfores. Ei experiments  en el qtre 
se investigan dos o más factores sirnul1,ineaa;rente se conoce  como cx- 
peritnento jactorial. 

Las diferentes categorías designada  de los factores se conocen 
como niveles. Suphngase, For  ejemplo, que se está  estudiando e i  efecto 
de tres  dosis de cierto medicamento sobre el tiempo  de  reaccih. Se 
dice  entonces que el factor medicamento  ocurre cn los tres niveles. 
Supbngase que el segundo  factor de  interés  en el estudio es la edad, y 
que se tiene la sensacibn de  que  deben incluirse dos grupos de edades, 
de  menos ds 65 anos y de 65 alios y más. Se tienen entonces  dos niveles 
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del  factor  edad t in  general, se dice  que el  factor A ocurre  en  los nive- 
les ~9 y que el kctor B en  los niveles zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb .  

En u n  experimento  factorial  no s610 pueden  estudiarse  los efec- 
tos  de los factores inc.livl4uales sino, si el experimento se lleva a  cabo 
apropiadamente, pu.i:de estudiarse  tambikn  laintc?raccitrn  entre  los  fac- 
tores. Para  ilusrrsr el concepto  de interaccicin,  considérese el siguien- 
te  ejemplo. 

Ejempic‘ 7.4.3 

Suphngase: en témtinos  del  efecto  sobre el tiempo  de  reaccih, 
que se conocz la verdadera  relación que  existe  entre  tres niveles de 
dosis de  cierto  medicamento y la  edad de  las  personas que  tomar, di- 
cho  medicamento. Supóngase ademlis que Ia edad  ocurre en dos nive- 
les:  ‘‘jhvenes“ (menores  de 65 años) y “viejos” (de 65 años y mlis). Si 

se conoce !a verdadera rriacihn  que  existe  entre  estos dos factores, se 
~ o n o ~ e r á ,  pam los tres niveles de  dosis? el  efecto  medio  sobre el tienl- 
PO de rcaccicin df: las  personas en los dos grupos  de  edades. Supónga- 
se que el efectc be mide cn terminos  de la reduccidn en el tiempo d e  

reaccibn ;i algirn estímulo.  Supóngase  que las  medias son colno i : ~  
que se muestran  en la tabla 7.4. l .  

Deben  notarse  las  siguientes  características  importantes  de los da-  
tos d e  l a  tabla 7.4.1 : 

1. Para apilbo; ~;vt:les del factor A, la  diferencia  entre  las  medias  para 
dos niveles cuaiesquiera  del  factor N es la misma. Es decir,  para  am- 
hos niveles del  factor A, l a  difererma  entre las medias  para los 
niveles 1 y 2 es de 5 ,  para  los niveles 2 y 3 ‘3s de 10 y para los ni- 
veles 1 y 3 es de  1s. 

Tabla 7.4.1 Reduccicir! media del tiempo de reacción  (en milise- 
gundos) de individuos de dos grupos de edad a tres niveles de 
dosis de un medicame!lto. 

ijucror B-dosis del medicamento 
Factor A--”-edad j =z ] j = 2  j = 3  
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2. Para todos los niveles del  factor B, la  diferencia  entre ías medias  pa- 
ra los  dos niveles del  factor A es la  misma. En el  presente  caso, la 
diferencia es de  5 en los tres niveles del  factor B. 

3 .  Destaca  una  tercera  característica  cuando los datos se grafican co- 
mo en  la figura 7.4.1. Se observa que  todas las  curvas que corres- 
ponden  a los diferentes niveles de  un  factor son  paralelas. 

Cuando los datos  de  la población  poseen las tres  características 
anteriores, se dice que no existe  interacción. 

L a  present% de interacción  entre dos factores  puede  afectar las 
características  de  los  datos  en varias formas  dependiendo  de la natu- 
raleza de la  interaccibn. A continuaci6n se ilustra el efecto  de  un  tipo 
de interacci6n  alterando los datos  de la tabla 7.4.1 como se nlueslra 
en  la  tabla 7.4.2. 

Las caracteristicas  importantes  de los datos dz l a  tabla 7.4.2 son 
las siguientes: 

1 I La diferencia  entre  las  medias  para  dos niveles cualesquiera  del 
fí~ctor B no es la misma  para  ambos niveles del  factor A. Se nota 

30 Edad 

f wura 7.4.1 Efectos de la  edad y de1 medicamento, s i n  que  exista  interacci6n. 
U 

~~ 

Tabla7.42Darosdelatab?a7.4.1 alteradosparamostrarelefecto 
de un tipo de inuxaccicin. 
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Edad 

"I_I" 
61 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh2 b3 

Dosis del  medicamento 

Dosis del medicamento 

01 a2 

Edad 

Figura 7.4.2 Efectos  de la edad  y del  medicamento,  cuando hay  interaccibn. 

2. 

3 .  

en la tabla  7.4.2,  por  ejemplo,  que la  diferencia entre los  niveles 
1 y 2 del factor B es de - 5 para el grupo  joven de edades y de + 5 
para el grupo viejo de  edades. 
La diferencia  entre  las  medias  para  ambos niveles del  factor A no 
es  la  misma  en  todos  los niveles del  factor B. Las diferencias  entre 
las  medias  del  factor A son de - 1 O, O y 15 para Tos niveles 1, 2 y 
3, respectivamente,  del  factor B. 
Las curvas de los  niveles de  los  factores  no son paralelas como se 
muestra en la  figura  7.4.2. 

Cuando los datos  de la población  presentan las  caracterfsticas que 
se  ilustran  en la tabla  7.4.2 y la  figura  7.4.2, se dice que existe  inte- 
racción  entre los dos  factores. Se enfatiza  que el tipo  de  interaccibn 
ilustrado  por el presente  ejemplo  es sólo uno  de  los  muchos  tipos  de 
interacción  que  pueden  existir  entre  dos  factores. 

En resumen,  entonces,  puede decirse que existe  interaccidn  entre 
dos  factores si un clarnbio en uno de los factores  produce un cambio 
en respuesta a un nivel  del  otro  factor  distinto  del  producido en otros 
niveles d e  este  factor. 

Las  ventajas  del  experimento  factorial  incluyen las siguientes: 

l .  h e d e  estudiarse  la  interacción  de los factores. 
2. Se ahorra  tiempo y esfuerzo. 

En  el experimento  factorial,  todas las  observaciones  puede,n  utili- 
zarse  para estudiar  los  efectos  de  cada uno de los factores  sobre  la  in- 
vestigación. Cuando se están investigando dos  factores,  la  alternativa 
sería llevar a cabo  dos  experimentos  distintos,  uno para estudiar  cada 
uno  de los dos factores. Si se hiciera esto, algunas de las  observacio- 
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Tabla 7.4.3 Datos de la muestra de un experimento complerancnte '1 eatn- 
rizado de dos facrores. 

- " - ". - .~ ~ 

~-~ "" ~ 

"" ~" . ~ 

I 
I Factor B 

I -I - - -  

I 

nes proporcionarían  información sOIo de uno dc: los factores y el  resto 
proporcionaría informacicin s61o del otro factor. Para  lograr ei nivel 
de exactitud  del  experimento  factorial, se necesitarlar; mds unidades 
experimentales si  se estudiaran  los  hctores a travds de  dos experimen- 
tos. Se ve entonces  que  un  experimenro 3:: dos factsres es más acce- 
sible que dos experimentos  de  un  factor. 

3. Dado  que los  diversos factores se combinan  en u11 experimento, 
los resultados  tienen L I ~  campo de  aplicacibn mAs amplio. 

Un arreglo factorial  puede  estudiarse  con cualquiera de 10s disefios 
que se han explicado. Se ilustrar5 el anilisis de un experimento  fado- 
rial  por  medio  de  un  diseño  completamente  aleatorizado de dos fac- 
tores. 

Los resultados  de  un  diseño  completamente  aleatcrizado  de dos 
factores  pueden  presentarse  en  forma  tabular como se muestra  en la 
tabla 7.4 3 .  
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Se tienen  aqui  a niveles del  factor A, b niveles del  factor B y  n ob- 
servaciones  para  cada  combinación  de  niveles.  Cada  una  de  lasab  com- 
binaciones  de  los niveles de  un  factor A con los niveles de  un  factor B 
es  un  tratamiento.  Ademas  de  los  totales y las medias  que se muestran 
en  la  tabla 7.4.3, se observa que el  total y la  media  de  la zj-ésima cel- 

da  son,  respectivamente, 2 X i j k  y Xi,. = Tij,/n. El subíndice zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi va de 

1 a a y j de 1 a h.  El nimero  total  de observaciones es nab. 
Para demostrar  que la tabla  7.4.3  representa los datos  de  un dise- 

ño completamcnte  aleatorizado, se considera que cada  combinacidn 
de niveles de los factores  es un tratamiento y que se tienen II observa- 
ciones  para  cada  tratamiento. Se obtendrid  un arreglo alternativo de 
los  datos  enumerando  las  observaciones  de  cada  tratamiento  en una 
columna  separada.  Puede  utilizarse  tambikn la tabla  7.4.3  para  presen- 
tar los datos  de  un  diseño  de  bloques  aleatorizado  de  dos  factores si 
se considera  la  primera  observación  en  cads celda como  parte  del  blo- 
que 1 ,  la segunda  observación de cada c,elda como  parte  del  bloque 
2 y así  sucesivamente,  hasta la n-ésima observación de  cada  celda,que 
puede  considerxse  como  parte  del bloque rz. 

Nbtese la semejanza que  existe  entre los datos  presentados  para el 
experimento  factorial,  como se muestra en la tabla  7.4.3, y los datos 
del  bloque  completo  aleatorizado,  presentados en la  tabla  7.3.1. Para 
que el experimentador  pueda  probar  que  existe  interacción,  el  experi- 
mento  factorjal  requiere  de  por lo menos  dos  observaciones  por  celda, 
mientras  que el disefío de  bloque  completo  aleatorizado  requiere s610 
una  observacibn por. celda. Se utiliza el análisis de  variancia  bilateral 
para  analizar  los  datos de  un  experimento  factorial  del  tipo  presenta- 
d o  aquí. 

n 

k =I 

Ejemplo 7.4.2 

En  un  estudio  del  tiempo  transcurrido  durante  las visitas domici- 
liarias  individuales  realizadas por  enfermeras d e  salud pública, se ob- 
tuvieron los datos  de la duración de l a  visita, en  minutos,  tabulados 
en forma  cruzada  en  terminos  del  grupo  de  edades  de las enfermeras 
y del  tipo  de  paciente,  como se muestra  en la tabla  7.4.4. 

Para  analizar  estos  datos,  supóngase un modelo  de  efectos fijos y 
un  diseño  completamente  aleatorizado  de  dos  factores y sígase  el ya 
familiar  procedimiento  de seis pasos. 
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Tabla 7.4.4 Duración de visita domici1ia:ia En minutos realizada por eni'ermeras 
de salud pliblica por grupos de edades de las enfermeras p tipo de paciente. 

1 (Cardizcos) 2 o 25 2 4 
25 30 28 
22 29 24 
27 28 25 
71 30 30 

2 (Con ca'ncer) 30 30  39 
45 29 12 
30 31 16 
35 30 42 
36 20 413 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 (Con enfermedad 31 32 41 
cardio-vascular) ?O 35 15 

411 30 3 0 
35 40 40 
30 3 o 35 

____ 

__ ." 

28 
31 
36 
29 
32 

5.34 26.70 

38.25 

38.30 

"" . 

35.45 
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1. El modelo. El modelo de efectos  fijospara el disefío completamen- 
te aleatorizado de dos factores  puede escrjhb-se conlo 

donde xijk es una obsenwibn  típica,  puna  c.onstante, a representa 
un efecto  debido a l  factor A, 0 un efecto debido al factor B, (4) un 
efecto  debido  a l a  interacción de  los factores A y B.  y eijk elerror 
experimental. 

2. Suposiciones.$ 

a) Las observaciones  en  cada una de las ab celdas  constituyen  una 
muestra  aleatoria  independiente de  tamaño n extraída  de lapo- 
blaci6n  definida  por l a  combinacicin particular de los niveles de 
los dos factores. En el ejemplo  ilustrativo,  se  tiene una muestra 
de 16 poblaciones. 

b )  Cada una  de lasab poblaciones  esta  normalmente  distribuida. 
c )  ’T’odas las  yoblacioncs  tienen l a  misma variancia. 

Antes de  reunir  sus datos, el investigldor tal vez decida  probar s610 
una de las hipótesis  posibles. E.n este caso, selecciona la hipótesis  que 
desea probar, elige un nivel de  significacihn, (Y, 1’ procede en l a  forma 
sencilla ya conocida.  Este p-ocedirniento no t iene las  complicaciones 
que surgen si  el  investigador desea probar l a s  trcs hipbitesis. 

Cuando se prueban las tr :x hjp6tcsis, la  situaci6n  se  complica por 
el 11e~ho  de  que las tres  pruebas ni: son independjen  tes en el sen t’do de 
l a  probabilidad. Si se suponc  que a. es e: nivel d e  significacibn asocia- 
do con la prueba  como  un todo y a ’ ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY“ y a’” los niveles de signjfica- 
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17.4.31 
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La suma de  cuadrados para 10s tratamientos  puede  partirse en tres ter- 
minos, como se muestra  a  continuación: 

O 

Setrat. = SC'A + SCB + SCAB 

Las fórmulas de  cálculo  para los diversos  componentes  son las si- 
guientes: 

Y 

En las  ecuaciones  anteriores 

Para el ejemplo ilustrativo, se tiene q u e  

(7.4.6) 

(7.4.8) 

(7.4.9) 
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SCAR = 4801.95 - 2992.45 - 1201 .OS = 608.45 

SCreidual= 5741.55 -- 4801.95 = 939.60 

" ~ "" 

Tabh 7.4.5 ArA!isis de variancia para un experimento co!nplo:amente a l e a t o ~ z a -  
do  dc dos factores (i1Iodelo de efectos fijos). 

5 .  

6. 

La tuhla dc unúlisis de variancia. Los resultados do  los ctilcl.llos 
para e i  modelo de efectos fijos para u n  experimento comp1et;l- 

mente aleatorizado  de  dos  factores, er, general.  puede  presentarse 
corno se muestra e n  la  tabla 7.4.5. 

Los resultaclos para el ejemplo  ilustrativo se prt.:-;cnta!l en l a  ta-  
l;la 7.4.6. 
L)c~ci.~i6n. Si se cumplen las suposicjoncs que se ~IILI:~:.~:~;I  al pric- 
cipio y s i  cada hipóaesis es verdadera,  puede  demostrarse clue cada 
uca d c  las razones  de variancias que st: mulestran er! la tabla 7.4.5 
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Tabla 7.4.5 ANDEVA para el ejemplo 7.4.1, 

A 2992.45 3 997.48  67.95 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
8 1201.05 3 400.35 27.27 
A R 608.45 9 67.61 4.6 1 
Tratamientos 4801.95 15 
Residuo 039.60 64 14.68 

Total 5741.55 79 

sigue una  distribución F con los grados de libertad  indicados. Los 
valores  críticos de .I; para  probar  las  tres  hipótesis  del  ejemplo ilus- 
trativo son, respectivamente, 2.76, 2.76 y 2.04. Dado  que  en  la 
tabla J no se muestran  los  grados  de  libertad  del  denominad  or igua- 
les a 44, se utiliz6 60 como los grados d e  libertad  del  denomina- 
dor. Se observa que se rechazarian  cada una de las  tres  hipótesis 
en  el nivel de  significación de .05. Una vez mds se le hace  la  obser- 
vación al lector  de que si se hacen  simultdneamente  las  tres  prue- 
bas, la probabilidad de rechazar, al menos,  una  hipótesis  cuando 
todas sori verdaderas, es un  poco  mayor  que .05. Correspondien- 
do a las hiptitcsis planteadas  en  el  paso 3 anterior, se tiene  que 

<: .005, ~2 < .O05 y p 3  < .005. 

Cuando se rechazaHo : UI = a2 = a = a 4 ,  se concluye  que  existen 
diferencias  entre los nivelcs de A ,  es  decir,  diferencias en el tiernpa 
promedio que transcurre  durante  las visitas  domiciliarias  con  diferen- 
tes  tipos de paciente.  De modo semejante,  cuando se rechaza I fo  : PI = 

/3 2 = p3 = Fc, , se concluye  que  existen  diferencias  entre los  niveles de 
B ,  o diferencias en e1 tiempo  promedio  que  transcurre  durante las vi- 
sitas  domiciliarias  entre  las  diferentes  enfermeras  cuando se agrupan 
por  edades.  Cuando  se  rechaza H , :  (c@)ii = O, se concluye  que los 
factores A y B interactban, es decir,  diferentes  combhlaciones  de 
los niveles de los dos factores  producen  efectos  distintos.  Cuando se 
rechaza la hipótesis  de no interaccidn, el inter&  en los niveles de ios 
factores A y B se subordina  por lo general al interés  en los efectos !.!i 
interacción. 1 k  otras  palabras, se tiene  más  inter&  en  saber  que cc)rn- 
binaciones de los niveles son  significativarnente  distintas. 
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a) Lleve a cabo u n  an2i:isis de variancia de  estas datos y pruebe 
las hipótesis d:: que los cf:(:tw d e  las recompensas son ce- 
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ro, los efectos  de los mktodos  son  cero y los efectos  de  inte- 
racción  tambidn son cero. Sea a' = a'' = (Y"' = .O 1. 

b )  ¿Cuál es l a  magnitud  de a ,  el nivel de significación para  la  prueba 
como  un  todo? 

7.4.2 Un grupo de salud mental  en un departamento  de salud local 
condujo  un  estudio  sobre la comprensión  de las madres 'L. ': erca 
de las  instrucciones que  recibian  sobre el cuidado  del  niño,  re- 
rerentes a sus  hijos  cuando  habían  sido  examinados  en  la  clinica 
de áiagncistico y evaluación de salud mental. Se compararon  tres 
nlitodos de consulta, el procedimiento  de  conru!ta  rutinario y 
dos procedimientos  experimentales. Se identif'icaron  madres  de 
tres g ~ u p o s  socioeconómicos.  Después de las consultas. las 
madres  fueron  entrevistadas por un segundo  grupo  de  profesio- 
nales,  quienes asignaron  a  cada madre  una ,calificación  disefiada 
para  estimar su nivel de comprensión de las instrucciones para el 
cuidado  del niño proporcionadas por e l  primer  grupo. Se obtu- 
vieron  los  siguientes resultados. 

a) Realice un anlilisis de variancia de estos datos y pruebe las 
tres  hipótesis  posibles. Sea a' = . O l ,  a" = .OS y a"' = .O1.  

6 )  ;Cuál es la magnitud de a ,  el nivel de significación para l a  
prueba  como  un  todo?. 

7.4.3 En un  estudio  de los efectos  de  diferentcs  dietas y la terapia  de 
gmp0 para ayudar a las  personas  excedidas  de  peso a bajar  de  pe- 
so, participaron 40 mujeres  excedidas  de  peso,  quienes ftleron 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



3 36 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAnaIisis de la variancia 

cuidadosarnente  agrupadas en relacidn con tantas variables per- 
tinentes  como fuera posible, C Q ~ O  la edad, el peso  inicial y la  
condición  fisica. Ias personas  fueron  agrupadas al azar  en cua- 
tro  grupos  de 1 O cada uno y a  cada  grupo de 1 0  se le asign6 
una  dieta  distinta.  Cada  grupo de 1 O fue  dividido ademds al s u r  
en dos  grupos. Uno de estos dos grupos  participó  en  una sesidn 
de terapia de gnryo dos veces ;f l a  semana,  mientras  que  el  otro 
grupo  no  lo hizo. Al t6rmino  del  periodo  experimental, se re- 
gistro la perdida  de  peso por persona,  como se muestra en la  

tabla. Redice un anAlisis de variancia de estos  grupos y pruebe 
las tres  hipótesis posibles. Sea a' = (Y'' = a"' = .OS. 

Dieta 
Terapia de grupo 

sí 

No 

11 

25 
19 
21 
22 
19 

13 
15 
12 
15 
12 

- 

"" 

.. 

t 

111 

19 
24 
18 
16 
21 

13 
13 
I S  
18 
15 

" 

"_ . 

7.4.4 Se ílevó a cabo un  estudio a fin de cornparar las capacidades de, 
tres  medicamentos  para  retardar el tiempo de reacción de mima- 
les de laboratorio  a  cierto  estímulo. La misma  raza de  animales 
fue  entrenada a responde:. por  medio  de  tres metodos distintos 
y se utilizaron  tres miinales por cada combinación mCtodo de 
entrenamiento/medicamento. La siguiente  tabla muestra el 
tiempo  de respuesta  en  segundos  despues  de l a  administraci6n 
del  medicamento. 

Método de Medicamento 
entrenamiento 1 A 1 I3 C , ". 

I 
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Método de Medicamento 

~. 

I11 8 I 12 
~ 10 14 

337 

1 e  las A v e  a  cabo  un análisis de variancia de estos  datos y prub 
tres  hipótesis  posibles. Sea a’ = a” = a” ’  = .05. 

Un texto general de  introduccidn  no  puede  empezar  por  cubrir  cada 
aspecto  de  cada  tema  incluido.  Aunque  este  capítulo, por ejemplo, 
ha  cubierto  los  conceptos  principales  del análisis de variaxlcia, no se han 
tratado  muchos  temas  por  el  inter&  de  ser breves. Para proporcionar 
cierto  conocimiento  de  algmos  de los problemas que  pueden  encon- 
trarse y de algunos de los anilisis  adicionales que son  posibles  en 21 
aniíisis  de  variancia, se dan  aquí breves  comentarios  sobre  algunos 
ternas  adicionales de  importancia. Para una  mayor  información, con- 
súltense los textos  sobre  el disefio experimental y el  anilisis  de variancia 
que se  incluyen  en  la  bibliografía. La mayoría  de ellos  contiene  un 
mat-erial más completo  de  uno o mAs de  estos  temas. 

Datos fdtantes. Aun  cuando  un  experimento  puede llevarse a 
cabo  con el mayor  de  los  cuidados,  pueden  ocurrir  accidentes  que 
conduzcan a la  falta  de  algunas  de  las  observaciones  cuando llega el 
momento de realizar el análisis. h e d e n  tenerse  observaciones  faltan- 
tes en expcrlrnentos  con  animales al morir  un  animal. En experimentos 
relacionados  con seres humanos,  un  individuo  tal vez no participe  en 
parte dcl experimento  debido  a  alguna  enfermedad. En experimentos 
de  laboratorio,  pueden  destruirse  los  cultivos y soluciones  porque  se 
rompieran  los  recipientes  que los contenían. Un experimento  puede 
concluirse sin contratiempos,  pero  algunos de los  resrlltados  registra- 
i o s  pueden  perderse o destruirse. 

Erl general,  puede seguirse uno  de los tres  procedimientos siguien- 
tes  cuando se encuentra  que  faltan  datos: 
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a )  En  algunos  casos,  puede  procederse  al análisis en la forma  habi- 
tual. Si en  un diseño de  bloques  completos  aleatorizados,  por 
ejemplo,  falta  un  bloque  completo o bien  un  tratamiento  com- 
pleto,  puede llevarse a  cabo  el análisis habitual  sobre los datos 
restantes,  siempre  que  queden al menos  dos  bloques  y  dos  tra- 
tamientos. 

b )  Pueden analizarse los datos  restantes por medio  de  metodos 
apropiados  para  el caso de números  distintos  de subclases.  Estos 
procedimientos, que son mhs complejos  que los metodos  pre- 
sentados en este capítulo, se pueden  consultar  en algunas de 
las  referencias. 

c> Sin embargo,  en general,  es  preferible  estimar  los datos  faltan- 
tes.  Generalmente se emplea  uno  de dos metodos  con  este  fin. 

Uno  de  los  metodos  comprende la estimación de los  valores  fal- 
tantes,  de  modo  que se minimice la suma de cuadrados  de  error  expe- 
rimental  cuahdo se  lleve a  cabo  el análisis habitual.  Una  desventaja  de 
este  metodo  es  que  conduce  a  una  suma  de  cuadrados  de los tratamien- 
tos sesgada, la cual  tiene  que corregirse. Ostle4' da   un ejemplo numC- 
rico de este método. Los valores faltantes se estiman  tambien  con 
frecuencia  por  medio  de  una tkcnica conocida  como andlisis de cova- 
nancia. Una  ventaja  del  uso  del análisis de covariancia es  que  da  una 
suma de  cuadrados  de  los  tratamientos insesgada, así  como  una  suma 
residual de  cuadrados  mínima.  Este  metodo  lo  ilustran Steel y Torrie.22 
Federer7 da  una  extensa lista de referencias  sobre  valores  faltantes. Las 
referencias no  citadas  por  Federer  incluyen  los  artículos  escritos por 
Glenn y K ~ a m e r , ~ ~  Kramer  y Glassso y Baird y Kramer.5' 

Transformaciones.  Ocasionalmente, las suposiciones que funda- 
mentan el análisis de variancia no se cumplen  en  los  datos:  Cuando 
esto  sucede,  un  procedimiento  alternativo es  realizar  una  transforma- 
ción  de los datos,  de  modo  que se cumplan  las  suposiciones  con  más 
aproximaci6n.  Por  transformaci6n se entiende  un  cambio  en  la escala 
de  medición. 

Tres  objetivos  frecuentes  en el empleo de las transformaciones 
son  hacer  que la variancia sea independiente de la media,  lograr la 
normalidad  y  lograr la aditividad de los  efectos  (eliminar la interac- 
ción).  Con  frecuencia,  una sola transformación logrará simultAnea- 
mente  dos o mds objetivos. Algunas de las transformaciones  que se 
utilizan  con  mayor  frecuencia  incluyen  las  siguientes. 
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1. 

2. 

3. 

4. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

La transformación logarítmica. Cuando se utiliza  esta  transforma- 
ción, se toman  los  logaritmos  (generalmente  logaritmos  comunes) 
de  las  mediciones. Se utiliza  esta  transformación  cuando la  media 
está  correlacionada  positivamente  con la variancia. 
La  transformacidn  raiz  cuadrada. Con  esta  transfornlacidn se to- 
man  las  raíces  cuadradas  de las  mediciones. Se utiliza  cuando los 
datos consisten en  conteos,  como el número  de  muertes  que  ocu- 
rren en  varios  grupos de animales de  laboratorio. Si  se encuentran 
conteos  de  cero, se agrega .5 a  cada conteo  antes  de  que se tome 
la  raiz  cuadrada. 
La transformación arcsey1o. Esta  transformación se utiliza  cuando 
los  datos son proporciones o porcentajes. La transformaci6n  da 
8 = arcseno fi, donde 8 es la medida  transformada y p la  medi- 
d  a original. 
La fransfovmaci6n recíproca. Cuando la  variancia  crece como la 
cuarta  potencia  de la media,  puede  utilizarse la transformaci6n 
recíproca. Cada  observación  original, e ,  se reemplaza por su recf- 
proco,  1 /O. 

En  la mayoría  de  los  libros de  texto  de  estadística general y dise- 
ño experimental  que  ya se mencionaron, se tratan las transformaciones. 
Además,  el tema se estudia  con más detalle  en  los  libros  escritos  por 
Q u e n o ~ i l l e , ~ ~  Sokal y RohlP3  y P e a r ~ e , ~ ~  y en un  artículo  escrito 
por  Bartlett.”  Federer7  da  algunas  otras  referencias. 

Alternativas no paramétricas. Un procedimiento  alternativo  que 
puede seguirse cuando  no se satisfacen  las  suposiciones  para el análisis 
de variancia  es  utilizar lo  que se conoce  como mCtodo no paramdtn- 
co de an6lisis. Estos  metodos,  en  general, se estudian mds  detallada- 
mente  en el capítulo 1 1, donde se dan  alternativas no paramétricas 
apropiadas  para  algunos  de  los  diseíios  experimentales  que se han  ex- 
plicado. 

Eficiencia. Por  lo  general,  resulta  interesante  saber  cutinta  mejora 
puede esperarse en  el  experimento  como  un  todo si se utiliza  un  tipo de 
diseño  en lugar de  otro. Por  ejemplo,  un  investigador  puede  preguntarse 
si vale la pena  el  esfuerzo de  utilizar  un  diseño  de  bloques  completos 
aleatorizados  en  lugar de  un diseño  completamente  aleatorizado. In- 
cluso,  si  no es  posible, o conveniente, elegir entre varios diseños,  es 
posible que el investigador  desee  saber los  meritos de  aumentar  el  ta- 
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maño de l a  muestra o el número  de  muestras. Las comparaciones 
como  estas se juzgan  con base en l a  eficiencia o eficiencin relativa. 
Bhsjcamente, la eficiencia  es  una razón  de las variancias que resultan 
del uso de los diseños que se están  comparando y ,  por lo general, se 
expresa  como un porcenlaje. Este tema  se  trata más a fondo en Cochran 
y  COX,^ Steel y ‘I‘orrie,’* S ~ h e f f 6 , ~ ~  ostk4* y Sokal y K ~ h l f . ’ ~  

Otros disetios. Las dos diseiios experimentales que se considera- 
ron  en  este  capitulu de ningún modo son los únicos que se atilizan. La 
condensación  necesaria dn un  libro  de  texto de introduccibn general 
no  permite  que se traten cn forma  más  completa los disefios que se 
encuentran  con mayor frecuencia. El lector  que desee investigar las 
posibilidades debe consulta;. !os textos cle diseño  experjmental  que 
se enumeran  en 13 bib1i:Jgafia. Los disefios adicionales  que se estudian 
el: estas  referencias  incluyen los siguientes. 

Diseño de  cuadrado  latino. Cuando  es posible, y conveniente,  iden- 
tificar y aislar J o s  fuentes  extraiias  de variación ea un <:xperimen- 
to ,  puede utiiizarse una extensión  del diseAo de bloques completos 
aleatorizados conocidi; cotno disefío de cuadrado latirlo. El termi- 
no  cuadrado  latino fue utilizado por primera vez e n  un  contexto 
de análisis di: varimcia por R. A. F i ~ h e r , ~ ’  quien lo tom6 del ma- 
temático suizo i.conhard  Euler (1 707-1 783).  
En  el dise%> de cuadrado latino, se asigm una de las riientes de va- 

riación zxtraiia a las columnas  del  cuadrado; la segunda fuente de 
variación  extrafia se asigna a los renglones del  cuadrado;por Gltimo, 
los tratamicrl-los, que por lo general se designan mediante letras lati- 
nas, se asignar1 de tal manera que cada tratamiento  ocurra Uj19 vez, y 
s610 una vez, en cada  renglon y en cada  columna. El número de 
renglones, columnas y tratarnientos es  igual en todos los casos. 
Diseño de c w ~ i m d o  grccolotino. Esta es una cxtensi6v del diseño 
de cuadrado la t ino c;ue permite la  identificscikn p cl aislamiento de 
tres  fuentes extrafias de variación. Este  diseño t o n ~ a  su nombre 
del  hecho d e  que se sobrepone  otra  variable,  representada por letras 
griegas, a las iztl-ss latinas (tratamientos) de un cuadrado  latino,  de 
modo  que  cad:^ letra griega ocurre  una vez en cada renglhn, un3 
vez en cada c o h l n a  y una vez con cada letra ¡atina. 
DiseAo de bloque i!zcov;:pZeto. Si debe incluirse un gran ntimero 
de  tratamient<ls e11 un experimento,  puede ser clue no sea posible 
el diseño cte b l c q w s  completos  aleatorizados. lJna alternativa es 
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incluir en un  bloque s610 una  parte  del  tratamiento. Los bloques 
que  resultan  de  este  procedimiento se  conocen  como bloques zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAin- 
completos. 

4. DiseAo de  parcelas divididas. El diseño de parcelas  divididas  es un 
tipo especial de  diseño  de  bloque  incompleto  que  suele  utilizarse 
en  experimentos  factoriales. Se aplican  niveles de uno o m& fac- 
tores  a 13s parcelas completas que  se dividen en subparcelas, a las 
cuales se aplican  los  niveles de  uno o más factores  adicionales. 

7.6 RESUMEN - 

El objetivo  de  este  capítulo es iniciar  al estudiante  en las  ideas y téc- 
nicas  básicas  del  analisis de variancia. Se tratan,  con  considerable  de- 
talle,  dos  diseños  experimentales, el completamente  aleatorizado y el 
de  bloques  completos  aleatorizados. AdemBs, se introduce el concep- 
to  de experimento  factorial,  como se utiliza  con el diseño  completa- 
mente aleatorizado. Se estudian  brevemente  algunos  otros  temas.  Quien 
desee continuar  con  cualquier  aspecto del andlisis de  variancia,  en- 
contrará las  referencias m& útiles al  final  del  capítulo. La extensa 
bibliografía  dada  por  Herzberg y Coxs6  indica mas lecturas. 

Preguntas y ejercicios de repaso 

l .  Defina  análisis de  variancia. 
2. Para  cada uno de  los  siguientes  diseños:  describa  una  situaci6n en 

su campo  particular  de  interés  en la que el  diseño  sea un  diseño 
experimental  apropiado. Utilice datos  reales o realísticos y haga 
el  análisis de variancia apropiado  para cada uno: 

a )  Diseño completamente  aleatorizado. 
b )  Diseño de  bloques  completos  aleatorizados. 
c )  Diseño completamente  aleatorizado  con  un  experimento  facto- 

rial. 

3.  Se midió la frecuencia  cardiaca  (latidos por  minuto) en cuatro 
grupos  de  adultos:  controles  normales (A), pacientes  con angina 
(B), individuos  hipersensibles (C) y pacientes  con  infarto  del  mio- 
cardia recuperados (D). Los resultados  fueron  los siguientes: 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



34 2 

A B C D  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Análisis de la variancia 

83 81 75 61 
61 65 68 75 
80 77 80 78 
63 87 80 80 
67 95 74 68 
89 89 78 65 
71 103 69 68 
73 89 72 69 
7 o 78 76 70 
66 83 75 79 
57 91 69 61 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique  una 
diferencia  en la frecuencia  cardiaca  media  entre  estos  cuatro  tipos 
de personas’?. Sea QI = .05. Determine  el  valor p .  

4. Se seleccionaron  muestras  aleatorias  de  cada uno  de  tres  tipos  de 
individuos:  empleados  de  una  empresa  fabricante  de  plaguicidas 
con  un  alto  grado  de  exposici6n,  agricultores  expuestos  alplaguici- 
da  por varias  semanas  cada año y personas  sin exposicih conocida 
al  plaguicida. Se hicieron  determinaciones  de la acetilcolinesterasa 
en muestras  de sangre de cada  persona,  obteniéndose los siguien- 
tes  resultados. 

Empleados Agricultores No expuestos 

6.4 
6.6 
6.8 
6.9 
9.5 
6.1 
7.5 
8.2 
4.1 
5.5 

6.5 
6.8 
?.O 
7.1 
9.7 
6.2 
7.7 
8.4 
4.2 
5.6 

7.3 
7.5 
7.8 
7.9 

10.8 
6.9 
8.5 
9.4 
4.6 
6.3 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique  una 
diferencia, en promedio,  entre los tres  grupos  de  personas?. Sea 
a: = .OS. Determine  el  valor p .  
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5. Se registró  la  frecuencia  respiratoria  (respiraciones por  minuto) en 
ocho animales  de  laboratorio  bajo  tres  niveles  de  exposición  al 
monóxido  de  carbono. Los resultados  fueron  los  siguientes: 

Nivel de exposici6n 
Animal Bajo Moderado Alto 

36 
33 
35 
39 
41 
41 
44 
45 

43 
38 
41 
34 
28 
44 
30 
31 

~~ 

45 
39 
33 
39 
33 
26 
39 
29 

Con  base en  estos  datos,  ¿puede  concluirse  que los tres niveles de 
exposición, en promedio,  tienen  un  efecto  diferencial  sobre la fre- 
cuencia  respiratoria?. Sea 01 = .05. Determine el valor p .  

6. Se llevó  a cabo  un  experimento  para  estudiar  los  efectos  de  tres 
medicamentos  distintos y tres  tipos  de  situaciones  de stress cau- 
santes  de  ansiedad en  adolescentes. La siguiente  tabla  muestra la 
diferencia  entre  los  registros  antes y despuCs del tratamiento de 
18  personas  que  participaron  en  el  experimento. 

Situación 
de 

stress 
(Factor A) 

Medicamento 
(Factor B) 

A B C  
- 

I 4 1 1 
5 3 O 

I1 ’ 6 6 6 
6 6 3 

- 

111 5 7 4 
4 4 5 

Realice un análisis de variancia de  estos  datos y pruebe las  tres  hi- 
pótesis posibles. Sea 01 ’ = (Y ” = a”’ = .05. De termine  los valores p .  
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7. La siguiente  tabla  muestra  los  resultados de  madurez  emocional 
de 27 jóvenes  de  sexo  masculino  clasificados  por  edad y el  grado 
al  cual  fuman la mariguana. 

Ed  ad Uso de la mariguana (Factor B) 
(Factor A) Nunca  Ocasionalmente  Diariamente 

____ 
25 18 17 

15~-19 28 23 24 
22 19 19 

28  16 18 

30  20 20 
20--24 32  24 22 

25 14  10 
25 29  35 16 8 

3 o 15  12 

Haga un an5lisis de variancia de  estos  datos. Sea a’ = (Y” = (Y”’ = . O S .  
Calcule  los valcms p .  

8. Los siguientes  valores  &>on las cantidades  de  cierto  compuesto  quí- 
mico  presente en LliIil cantidad uniforme  de  tejido  de 25 animales 
de  laboratorio represen tando cuatro especies distintas.  Pruebe la 
hipótesis  nula  de  que, en prcmedio, las cuatro  especies  contienen 
la misma  cantidad del compuesto  químico y pruebe  que  existe  una 
diferencia  significativa entre todas las  parejas  posibles  de  medias 
de las  muestras. Sea a = .OS. 

Especies 

1 2 3 4 

65.7  186.7 86.8 139.1 
70.3  176.0  102.6  147.5 
76.1 188.5  84.4  130.0 
78.3  178.9  90.3 150.1 
68.7  180.2  98.0 142.1 
72.1 88.5  144.4 
76.1 138.3 
80.2 
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9. Se llevó a  cabo  un  experimento para probar el efect,o  de cuatro 
medicamentos  distintos  sobre el tiempo  de  coagulacibn  de la san- 
gre  (en minutos). Se extrajeron  muestras  de sangre de 1 O personas 
y se dividieron igualmente  en  cuatro  partes  que se asignaron al 
azar  a  uno  de los cuatro  medicamentos. Los resultados fueron los 
siguientes. 

Medicamento 

Persona W X Y Z 

A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
J 

1.5 1.8 1.7 1.9 
1.4 1.4 1.3 1.5 
1.8 1.6 1.5 1.9 
1.3 1.2 1.2 1.4 
2.0 2.1 2.2 2.3 
1.1 1.0 1.0 1.2 
1.5 1.6 1.5 1.7 
1.5 1.5 1.5 1.7 
1.2 1.0 1.3 1.5 
1.5 1.6 1.6 1.9 

Con base en  estos  datos,  ¿puede  concluirse  que los medicamentos 
tienen  efectos  distintos?. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. 

10. Las determinaciones  de la aldolasa en  el  suero de tres muestras  de 
niños  dieron los siguientes  resultados. 

Nifios con distrofia Nifios con 
Controles  muscular progresiva poliomielitis 

.30 

.30 

.30 

.40 

.40 

.40 
S O  
.50 
.50 
s o  

14.00 
5.50 

12.00 
7.10 
8 .O0 
4.20 
6.30 
3 .o0 
6.00 

1 S O  
1.10 
.80 

1.30 
.90 
.m 
.50 
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1 1 .  

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique que 
las tres  poblaciones  representadas  difieren  con  respecto  a los niveles 
medios  de l a  aldolasa en el  suero?  Sea (Y = .01.  Pruebe  que  existe 
una  diferencia  significativa  entre  todas las parejas  posibles  de me- 
dias de las muestras. 
La siguiente  tabla  muestra  las  concentraciones  arteriales  de  epine- 
frina  en  plasma  (nanogramos  por  mililitro)  encontradas  en 1 O ani- 
males de  laboratorio  durante  tres  tipos  de  anestesia. 

Animal 

Anestesia 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 

A 

1.23  1.34 .SS 1.06 .48 .68 1.12 1.52 .27 .3S c 
.20 .38 .S0 .29 .38 .62 .42 .87 .37 .43 B 
.28 .S0 .68 .27 .31 .99  .26  .35 .38 .34 

A partir de estos  datos,  ¿puede concluirse  que los tres  tipos  de 
anestesia, en  promedio,  tienen  diferentes  efectos?. Sea a = .05. 

12. Se estimó  el valor nutritivo de cierto  fruto  comestible en un  total 
de 72 unidades  que  representaban  a 6 frutos  de  cada una  de cuatro 
variedades  cultivadas en cada  una  de  tres  regiones grográficas., Los 
resultados  fueron los siguientes: 

Variedad 

Regi6n geogrdfica W X Y Z 

6.9 11.0 13.1 13.4 
11.8 7.8 12.1 14.1 
6.2 7.3 9.9 13.5 
9.2 9.1 12.4 13.0 
9.2 7.9 11.3 12.3 
6.2 6.9 11.0 13.7 

A 

B 

8.9 5.8 12.1 9.1 
9.2 s. 1 7.1 13.1 
5.2 5.0 13.0 13.2 
7.7 9.4 13.7 8.6 
7.8 8.3 12.9 9.8 
5.7 5.7 7.5 9.9 
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Variedad 

Región  geografica w x Y Z 

6.8 7.8 8.7 11.8 
5.2 6.5 20.5 13.5 
5 .O 7.0 10.0 14.0 
5.2 9.3 8.1 10.8 
5.5 6.6 10.6 12.3 
7.3 10.8 10.5 14.0 

C 

Demuestre  que  existe  una  diferencia  entre las variedades,  una di- 
ferencia  entre las regiones,  e  interacción. Sea a = .OS para  todas 
las pruebas. 

13. Se seleccionó  una  muestra  al  azar  de  los  registros  de  nacimientos 
de  cada  una  de  cuatro  poblaciones. Los pesos  (en gramos)  de 10s 
bebés al  nacer  fueron  los  siguientes. 

Muestra 

A B C 

2946 
2913 
2280 
3685 
23  10 
2582 
3002 
2408 

3186  2300 
2857  2903 
3099  2572 
2761  2584 
3290  2675 
2937  2571 
3  347 

2286 
2938 
2952 
2348 
269  1 
2858 
2414 
2008 
2850 
2762 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia suficiente  que  indique, al  ni- 
vel de significación  de .OS, que las cuatro  poblaciones  difieren  con 
respecto al peso  medio al nacer?.  Demuestre que existe  una  dife- 
rencia  significativa entre  todas las  parejas  posibles  de  medias. 

14. La siguiente  tabla  muestra  los  valores  de  agresi6n de 30 animales 
de  laboratorio  mantenidos en tres  condiciones  distintas. Se asign6 
al  azar un animal  de  cada  una  de 1 O camadas  a  cada  una  de  las  tres 
condiciones  de  crianza. 
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Condici6n de crianza zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Anúlisis de Ea vnriancia 

Extremadamente  Moderadamente NO 
~~~ ~ 

Camada amontonados  amontonados  amontonados 

1 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

9 
i o  
30 
30 
25 
35 
?O 
2 o 
30 
25 
30 

10 
1 !I 
20 
I5 
25 
20 
20 
30 
25 
20 

LPorporcionan estos datos evidencia  suficiente que  indique  que el 
nivel de  amontonamiento  tiene  un  efecto  sobre la agresión?. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CY = .os. 

1 S.  La siguiente  tabla  muestra  las  estimaciones de la capacidad  vital 
de 60 hombres  adultos clasificados por  ocupación y grupo de 
edades. 

Ocupación 

Grupo de  edades A B C D 

4.31 4.68 4.17 5.75 
4.89 6.18 3.77 5.70 

1 4.05 4.48 5.20 5.53 
4.44 4.23 5.28 5.97 
4.59 5.92 4.44 5.52 

4.13 3.41 3.89 4.58 
4.61 3.64 3.64 5.21 

2 3.91 3.32 4.18 5.50 
4.52 3.51 4.48 5.18 
4.43 3.75 4.27 4.1 5 

3.79 4.63 5.81 6.89 
4.17 4.59 5.20 6.18 

3  4.47 4.90 5.34 6.21 
4.35 5.31 5.94 7.56 
3.59 4.81 5.56 6.73 
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Demuestre  que  existen  diferencias  entre  las  ocupaciones,  diferen- 
cias entre los grupos de  edades y que no existe  interacción. Sea 
01 =: .O5 para  todas las pruebas. 
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Regresión y correlación lineales 
simples 

Al analizar  los  datos  para las disciplinas de las  ciencias de la salud, se 
encuentra con frecuencia  que  resulta  conveniente  saber  algo  acerca 
de la relacibn que existe entre dos variables.  Por ejemplo, es  posible 
que se tenga  inter&  en  estudiar l a  selacibn que existe  entre la p r c s i h  
sanguínea y la edad, la estatura y cl peso, la concentración  de un me- 
dicamento  inyectado  a la frecuencia  cardiaca, el nivel de  consumo  de 
al@n nutriente y la ganancia de peso,  la  intensidad  de un  estimulo y 
el tiempo  de  reacción, o bien,  el  ingreso  total  familiar y  los  gastos 
médicos. La naturaleza  e  intensidad  de ?as relaciones  entre variablcs 
como éstas  puede  estudiarse  por  medio  del aná'lisis de regresicin y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcu- 
rrelacicin, dos  técnicas  estadísticas que, 21117 p r :  relacionadas,  tienen 
finalidades  distintas. 

El anhllsis de regresihn es fitil para averiguar la forma  probable  de 
la  relación  entre las variables y, cuando se utiliza  este metodo tie ami- 
Ilsis,&l objetivo final es por lo general predecir o eslitrrar el valor de 
una variable clue corresponde a un valor  determinado de  otra variable;) 
Las ideas de l a  regresión  fueron  elucidadas por primera vez pol  el 
científico ingles  Sir Francis  Galton ( 1  822-1 91 I ) en los reportes  de 
SUS investigaciones  sobre la herencia,  primero,  en 10s chjcharos y, 

después, en la estatura Describib una  tendencia  del hijo 
adulto,  que  tiene  padres bajos o altos, a regresar  hacia la estatura pro- 
medio  de la poblaci6n general.  Prirnero,  utilizó la palabra reversi& y 

después la de regresión para  referirse  a  este  fenbmeno. 

355 
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Por  otra  parte,  el análisis de correlación  se  refiere  a la medición 
de la intensidad  de la relación  entre las variables. Cuando  se  calcu- 
lan medidas  de  correlación  a  partir  de  un  conjunto  de  datos, el inte- 
rés se centra  en  el  grado  de correlación entre las variables. El origen 
de los conceptos y la terminología  del análisis de  correlación se de- 
ben  a  Galton,  quien  utilizó  primero la palabra correlacibn en  l 888.4 

Este  capítulo  se  limita  al  examen  de la relación  que  existe  entre 
dos variables. Se estudian  primero los conceptos y métodos  de la re- 
gresión: empezando  en la siguiente  sección.  En la sección 8.6 se in- 
troducen las ideas y técnicas  de la correlación. En el capítulo  siguiente 
se estudia  el  caso  donde  el  interés se centra  en las relaciones  que exis- 
ten  entre  tres o mSs variables. 

Los análisis de regresión y de  correlación son temas  en los cuales 
se aprecia  realmente la velvcidad y precisión  de  una  computadora.  Por 
lo tanto, los datos  de ¡os ejercicios de  este  capítulo se presentan  en 
una  forma que los hace  accesibles  para que se procesen  con  compu- 
tadora. Como siempre, los requisitos  de  información  de  entrada y 
las características  de salida de los programas  particulares  que van a 
utilizarse  deben  estudiarse  cuidadosamente. 

8.2 EL MODELO DE REGRESION----_---. 

En el problema  tipico  de regresión, como en la mayoría  de los proble- 
mas dela  estadística  aplicada,  elinvestigador  cuenta,para el análisis, con 
una  muestra  de  observaciones  de  alguna  población real o hipotética. 
En base a  los  resultados  de los anBlisis de los datos  de la muestra, tie- 
ne  interés  en llegar a  decisiones  acerca  de la población  de la cual se 
supone  se  ha  extraído la muestra.  Por io tanto,  es  importante  que el 
investigador  comprenda la naturaleza  de la poblaci6n en la que  está 
interesado.  Debe  conocer lo suficiente  acerca de la población  para 
poder  elaborar  un  modelo  matemhtico  que la represente, o bien, de- 
terminar si se ajusxa razonablemente  a algún modelo ya establecido. 
El investigador que va a analizar  un  conjunto  de  datos  por  medio  de 
los métodos  de regresión  lineal  simple, por  ejemplo,  debe  tener la  se- 
guridad  de  que e¡ modelo  de regresión  lineal  simple es, al  menos.  una 
representación  aproximada  de su población. Es improbable  que  elmo- 
delo sea un  retrato  perfecto  de la situaci6n real, ya que  esta  carac- 
terística se encuentra  rara vez en los modelos  de valor práctico. Un 
modelo  elaborado de modo que  corresponda  precisamente  con los 
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detalles  de la situación, es generalmente  demasiado  complicado como 
para  proporcionar alguna informacibn  de valor.  Por otra  parte, los re- 
sultados  que se obtienen  del análisis de  datos  que se han forzado  a  un 
modelo  al  que  no se ajustan  tampoco  tienen valor.  Por fortuna,  no se 
requiere un  modelo  que se  ajuste  perfectamente  para  obtener  resulta- 
dos  útiles.  El  investigador  debe  ser  capaz  entonces  de  distinguir  entre 
el caso  en  que su elección  del  modelo y los datos son lo suficiente- 
mente  compatibles  como  para  que  pueda  proceder y cuando  deba re- 
chazarse su modelo elegido. 

Suposiciones que fundamentan la regresidn lineal simple. Para el 
modelo de  regresión  lineal  simple  son importantes  dos variables, X y 
Y. La variable X se conoce  por lo general como variable  independien- 
te, ya que  con  frecuencia se encuentra  bajo el control  del investigador, 
es  decir, los valores de X pueden ser  seleccionados por el  investigador 
y, correspondiendo  a  cada valor  preseleccionado  de  esta  variable, se 
obtienen  uno o más  valores de Y. En consecuencia, la otra variable, 
Y, se conoce  como variable  dependiente: y se  habla  de la regresión 
de Y sobre X.  Los siguientes puntos son las suposiciones que  funda- 
mentan el modelo de  regresión  lineal  simple. 

1. 

2. 

3. 

Se dice que los valores de la  variable independjente X son  “fijos”. 
Esto significa que los valores de X son  preseleccionados por el 
investigador,  de modo  que en la recolección  de los datos,  no se 
permite  que  varíen de estos valores  preseleccionados.  En  este  mo- 
delo,  algunos  autores le dan a X el  nombre  de variable noaleatoria 
y otros el  de  variable  matemática.  Debe  señalarse  en  este momen- 
to  que el enunciado  de  esta  suposición clasifica al modelo  como 
el modelo de regresicin clúsico. El  análisis de regresión puede  tam- 
bién  llevarse a  cabo en base a  datos en los cuales X es una variable 
aleatoria. 
La variable X se mide sin error.  Dado que ningún procedimiento 
de medición es  perfecto,  esto significa que se desprecia la magni- 
tud del error  de  medicibn en X. 
Para cada valor de X existe  una  subpoblación de valores de Y. Para 
que  sean válidos los procedimientos  comunes de  inferencia es- 
tadística de estimación y prueba  de la hipótesis,  estas  subpobla- 
ciones  deben  tener  una  distribución  normal.  Para que  puedan 
presentarse  estos  procedimientos,  en  los  ejemplos y ejercicios 
que siguen se supondrá  que los valores de Y están  distribuidos  nor- 
malmente. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



358 Regresión y correlación  lineales simples 

4. Todas las variancias de las subpoblaciones de Y son iguales. 
5. Todas las medias de las subpoblaciones de Y están  sobre  la mis- 

ma  línea  recta.  Esto se conoce  como la ,suposicirin de iinealidad. 
Esta suposición  puede expresarse  simbólicamense como 

/$,Ix = x i- 0 . Y  (5.2.1) 

donde pylx es la media de la subpoblación  de valores de Y para 
un valor particular  de X y cy y p se conocen como coeficientes  de 
regresión de la población. Desde el punto  de vista geomGtrico, cy 

y 0 representan,  respectivamente, la ordenada al origen y la  pen- 
diente  de l a  recta  sobre la  cual se supone estAn todas las medias. 

6. Los valores de Y son estadísticamente  independienttx. En otras 
palabras, el  extraer l a  muestra, se supone  que los valores de Y ob- 
tenidos  para  un valor de X de ninguna manera  dependen de los 
valores de Y elegidos para  otro valor de X. 
Estas suposiciones  pueden resurnirse por medio de la siguiente 

ecuacih,  conocida como modelo de  regresiór,: 

1' = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7: + 17s f t' ( 8 . 2 2 )  

donde y es un valor típico de  una  de las subpoblaciones de Y ,  a y p 
son  corno se definen en la ecuación 8.3.1 y e se ~'onoce co~no térmi- 
no de  error. Si  se despeja e en la ecuación 8.2.2, se tiene  que 

(1 = 1' - ( x  + /))u) 

- 
- 1' -- , u v l x  (8.2.3) 

y se observa que E indica la  cantidad  con la que J' se desvia de la me- 
dia dc la subpoblación  formada por ios valores dz Y a  partir de l a  cual 
se extrae. Como consecuencia de la suposiciiin de que las subpoblacio- 
nes de los valores de Y e s t h  distribuidos normnhente . ,  con variancias 
iguales, las e para  cada  subpublacióll est5n  distribuidr,c normalmente 
con  una variancia igual a l a  variancia comun  de las subpoblaciones  de 
los valores de Y. 

En la figura 8.2.1 se ilustra con una  represcntacibn grrifica el mo- 
delo  de regresion. 

En la regresión lineal simple. el objeto de inter& del inve:.b:gatior es la 
ecuación de regresión de l a  población, q u c  clrscribe la relncibn real  en- 
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tre la variable dependiente Y y la variable independiente X .  En  un 
esfuerzo  por llegar a una  decisión  sobre  la  forma  probable  de  esta  re- 
lación,  el  investigador  extrae  una  muestra de la población  de  interés 
y, utilizando los datos  resultantes,  calcula  una  ecuación  de regresión 
de la muestra  que  forma la base  para llegar a  conclusiones  acerca de 
la ecuación  desconocida de regresión de la población. 

Ejemplo 8.3.1 

Un grupo  de  profesionales especialistas en  salud  mental  de  un hos- 
pital  psiquiátrico,  donde  los  pacientes  permanecen  mucho  tiempo, 
deseaba estimar  el nivel de  respuesta  de  pacienres  retraídos  en  un 
programa  de  terapia  de  remotivación,  Con  este  fin, se contaba  con 
una  prueba  estandarizada,  pero  era  incosteable y tardada  para  admi- 
nistrarla.  Para  superar  este  obstáculo,  el grupo desarrolló  una  prueba 
clue era  mucho más fácil de  aplicar. Para probar la utilidad  del  nuevo 
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Tabla 8.3.1 Calificaciones obtenidas  por los pacientes en las pruebas 
nueva y estandarizada, ejemplo 8.3. l .  

Número del Calificación  obtenida  Calificación  obtenida  en la 
paciente  en la nueva  prueba ( X )  prueba  estandarisada (Y} 

I 
2 
3 
3 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

instrumento  para  medir el nivel de respuesta del  paciente, el grupo  de- 
cidió  estudiar la relación  entre las calificaciones obtenidas  con la nueva 
prueba y las calificaciones obtenidas  con la prueb:t cst:indarizada. E1 
objetivo  era  utilizar la nueva prueb3 si podía demostrarse qtie era un 
buen  elemento  para  pronosticar ia caijficacibn de un  paciente con rcs- 

, pecto a la  prueba  eslandarizada. E l  grupo  estaba  interesad9 s610 en 
llevar a  cabo el análisis de lac  calific:iciorles estandarizadas  entre 50 y 
100, ya que una calificación por  debajo  de SO no rcpresentaka un ni- 
vel significativo de respuesta y las Calificaciones superiores a 100, 
aunque posibles, rara vez eran alcanznc!as por el @o de  paciente en 
estudio. El grupo observ6 tamhien que el uso dl: calificaciones  incre- 
mentadas a intervalos d-. 5 cubriria bien cl rango d2 las calificaciones 
entre 50 y 100. En  consecuencia, se seleccionaron 11 pacientes cit.ie 
habian  obtenido  califica3ones dc SO, 55, 60, 65, 70,  75, 80, 85, 90, 
95 y 100, respectivamente en  la xueva prueba,  para que  hicicran la 
prueba  estandarizada. Las variables independiente y dependiente  son 
respectivamente las calificaciones obtenidas  en la nueva prueba y en la 
prueba  estandarizada.  Lcs  resultados  que se obtuvieron :it: presentan 
en la tabla 8.3. l .  

El lector observar& que:, en  este  ejemplo, se satisrace la  suposici6n 
de va!ores fijos  de X.  Los valores de X se selecciGnaron con  anteriori- 
dad y no  se permiti6 que variaran, como hubiera  sido  el  caso  de ha- 
berse  seleccionado los pacientes  al  azar,  antes de efectuar las pruebas. 
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Calificaciones  en  la  nu6va  prueba 

Figura 8.3.1 Diagrama de dispersión de los datos mostrados en la  tabla 8.3.1. 

El primer  paso  que suele ser útil  para  estudiar la  relación  entre 
dos variables es preparar  un diagranlu de dispersión de los datos,  co- 
mo st: muestra en la figura 8.3. I .  Los puntos se grafican  asignando 
los valores  de la variable independiente X al eje horiz,ontal, y los valo- 
res de la variable dependien tc Y al eje vertical. 

El patrón  obtenido  mediante los puntos  graficados  en  el  diagrama 
de dispersión  sugiere por lo general la naturaleza biisica de la relación 

* entre  dos variables. Como puede observarse en la figura 8.3.1, por ejem- 
plo, los puntos  parecen  estar  distribuidos  en  torno a una  línea  recta 
invisible. El diagrama de dispersión  muestra  también  que,  en  general. 
los pacientes  que  obtuvicron  calificaciones  altas en  la  nueva prueba 
obtuvieron  asimismo  altas  calificaciones  en  la  prueba  estandarizada. 
Estos  resultados  sugieren  que la  relación  entre las  calificaciones  de las 
dos  pruebas  puede  representarse  mediante  una  línea  recta  que  cruce 
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al eje Y cerca del origen y que  forme  aproximadamente  un  ángulo  de 
15 grados  con el eje X .  Se ve como si fuera sencillo trazar,  a pulso, 
por los puntos  de 10s datos. la linea  que  representa la relación  entre 
X y Y. Sin embargo, es poco  probable que las rectas  trazadas  por dos 
personas  cualesquiera rueran exactamente la misma.  En  otras  palabras, 
cada  persona  que  trazara esa recta  a ojo. a pulso, obtcndria  una  recta 
ligeramente  distinta. Surge entonces la cuesti6n de  cuál  recta  describe 
mejor la relación  entre las variables. No puede  obtenerse  una respues- 
ta para esta  pregunta a l  observar Ins rectas. De hcc-ho, no es probable 
que alguna de las rectas trazadas a través de los datos sea 13 que des- 
criba  mejor la relaci6n  entre X y Y,  )'a que las rectas  trazadas  a  mano 
retlejarán  cualquier  d2fecto  de visión o de  juicio  que  pueda  poseer la 
persona  que las trace. Asimismo, cuando se juzgue  cuál  de dos rectas 
describe mejor la relacibn, la evaluación  subjetiva  está expuesta a 
las mismas  deficiencias. 

Lo que se necesita es algiln método  para  obtener. la recta  deseada, 
que no est,k sujeto a estas deficiencias. 

La  recta de los n~inirnrts c u n d ~ ~ d o s .  E l  I I I ~ ~ L O ~ Q  que  se utiliza por 
lo comhn  para obtenel- 13 recta deseada se conoce como nz6tou'n de 
;,:iIr?imos cuudrudos y la recti? resultante se conoce  como reclu dc rní-  

~lirr?o~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcuadrados. En el siguiente análisis se explicara la razón del por- 
q u i  se le da este nombre  al  mktodo, 

dada  por l a  expresiól, 
KecuGrdese. del zílgebra3 q u e  l a  ecuaci6n  grneral  de una recta est5 . 

1 :z (1 -1.- /).y (8.3.1' 

donde 2' es u n  \a101 sobre cl eje verticsl. x un valor sobre e l  eje hori- 
mntal, a el  punto  donde la recta cruza el  eje vertical y b indica lacan- 
tidad con l a  cual  1 cambia por cada  unidad de  cambio en x. u se conoce 
COCIO la or&mdu al otYgci7 y b corno In pcnditnre de 13 recta. Para 
trazar  una  recta  en base a la ecuacihn 8.3.1; se necesitan los valores 
numL:riccx de las constantes u y 6 .  Dad:ls estas constantes, pueden 
sustituirse varios valores de 2; en la ecuación  para  obtener los corres- 
pondientes valores de y .  Luegls, puedcn graficarse los puntos  resultan- 
tes. Dado  que dos parejas  cualesquiera de  esas coordenadas  determinan 
una  recta,  pueden szleccionarse dos  cualesquiera, localjzarse en siste- 
ma coordenaclo y unirse para obtener la recta  correspondiente n la  
ecuación. Puede demostrarse.  mediante  matemáticas  que est in  fuera 
tlcl alcance d e  este  libro. clue CI b pueiier, obtenerse rtesolviendo si- 
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Tabla 8.3.2 Cálculos intermedios para las ecuaciones  normales,  ejemplo  8.3.1. 

Calificación  obtenida 
en la nueva  prueba 

." _______"____ ___-._ 

Calificación obte- 

nida  en la prueba 
estandarizado 

D_"I"_y".~_I 

.Y 4' .x xy  

50 
55 
60 
65 
70 
75 
x0 
85 
90 
95 

1  o0 

61 
61 
59 
71 
80 
76 
90 

106 
98 

1 00 
114 

2500 
3025 
3600 
4225 
4900 
5625 
640.0 
7225 
S100 
9025 

10000 

372 1 
3721 
348 1 
5041 
6400 
5776 
8100 

1 1236 
9604 

1 o000 
i 2996 

3050 
3355 
3540 
461 5 
5600 
5700 
7200 
9010 
8820 
9500 

1 1400 

Total X25 916 64615 80076 71790 

multlineamente las dos ecuaciones  siguientes,  conocidas  como ecua- 

ciones normales para  un  conjunto de datos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cyi =I 17(1 + hCs; (8 .32)  

C.S~J,~ = (,Isi -C hC.xi2  (8.3.3) 

En la tabla 8.3.2 se tienen los valores  necesarios  para  sustituirlos 

Sustituyendo los  valorcs apropiados de la  tabla 8.3.2 en las ecua- 
en las  ecuaciones  nornlales. 

ciones 8.3.2 4.3.3.3, se tiene  que 

916 -.= 1 1 0  + 8256 

7 1790 = X 3  + 6462% 

Pueden resolverse  estas  ecuaciones por  cualquier Inktodo conoci- 
do, para  obtener 

L1 = -.Y973 y 6 = 1.123b 

L a  ecuacion  lineal  para la recta de mínimos  cuadrados  que  descri- 
bc la relaci6n  entre las calificaciones  obtenidas en la prueba  estanda- 
rizada y las obtenidas  en la nueva prueba  puede escribirse entonces 
conlo : 

. <  
1' - ,9973 $- I .  I236.x (8.3.4) 
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Esta  ecuación  indica  que, dado  que a es negativa, la línea  cruza el 
eje Y debajo del origen y que  dado  que 6, la pendiente, es positiva, la 
recta se extiende  de l a  parte  inferior  izquierda de la grrifica a la parte 
superior  derecha  de la misma. Se observa  además que, para  cada uni- 
dad  de  incremento en x, y aumenta  en una cantidad igual a l .  1236. 
Se ha agregado el  subíndice c a y para  indicar  que es un valor  calculado 
a partir  de l a  ecuación,  más  que  un valor  observado  de Y. 

Sustituyendo  dos valores convenientes de X en l a  ecuación 8.3.4, 
pueden  obtenerse las coordenadas necesarias  para trazar la recta. Su- 
póngase, primero,  que .X = 50, de  lo  que se obtiene 

1,' := - ,9973 f 1.1 236(50) = 55.1827 

Si se supone  que X = 100, se tiene  que 

J ' ~  :_ --.9973 + 1.1136(100) = 11 1.3627 

L a  rects, junto  con los datos originales, se muestra en la figura 8.3.2. 
Los valores  numericus  de CI y h pueden  obtencrse rnediante otras 

f6rmulas  que no implican directamente las ecuaciones  normales. 
Las f6rrnulas son las siguientcr: 

Para el presente ejemp!o, se tizne que 

916 - 1.1'3h(xXl 
0 ~ -~ ~ ~ = -.997? 

1 1  

Así, se observa que las ecuaciones 8.3.5 y 8.3.6 dan los mismas re- 
sultados que se  obtienen t a m b i h  a l  resolver las ecuaciones  normales. 

Ahora que se ha obtenido lo que se conoce  como la ''mejor'' rec- 
ta para  describir la relación que  existe  entre las dos variabies, se nece- 
sit3 determinar  bajo qué criterio se considera  mejor.  Antes  de  que se 
enu~:cie el criterio,  obsénwe la  figura 11.3.2. Se observa que la recta 
de los mínimas cuadrados  no pasa por punto aiguno de los que se gra- 
ficaran m el 1.liagramrt de dispxsi6n. En otras p:dabnIs, los puntos 
observados se dcsvíun de ia recta en diversas calrtidadcs. 
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Y 
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Calificaciones en la nueva prueba 

Figura 8.3.2 natos originales y recta de mínimos  cuadrados  para el ejemplo 8.3. l .  

L a  recta  que se ha trazado a través de los puntos es mejor en es- 
te  sentido: 

La suma  de las desviaciones verticales, elevadas al  cuadrado. cle los 
puntos correspodientes a los datos  observados (yi)  con respecto 
a la recta de los mínimos cuadrados es menor que la suma de las 
desviaciones  verticales,  elevadas al cuadrado, de los puntos de 
los datos que  forman  cualquier  otra recta. 

En otras palabras, si se eleva al cuadrado l a  distancia vertic211 des- 
de cada punto observado (Yi> hasta la recta  de los minimos cuadrados 
'y se suman  los valores obtenidos  para  todos los puntos, el total re- 
sultante será menor  que  el  total  calculado en forma  semejanre  para 
cuaIquier  otra  recta  que  pueda  trazarse a través  de 1.0s puntcs. Pcr es- 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



366 Regresidn y correlación lineales simples 

ta  razón, la recta  que se ha  trazado recibe el nombre  de recta de rní- 
nimos  cuadrados. 

Ejercicios 

Para cada uno de los siguientes  ejercicios a) trace  un diagrama de dis- 
persión y b )  obtenga la ecuación  de  regresión y grafíquela en el dia- 
grama de dispersión. 

8.3.1 Se llev6 a  cabo  un  experimento  para  estudiar el efecto  de  cierto 
medicamento para  disminuir la frscuencia cardiaca en adul- 
tos. L a  variable independiente es la dosis en miligramos  del 
medicamento, y la  variable dependiente es la  diferencia  entre 
l a  ,frecuencia cardiaca m i s  baja después de la administración 
del medicanlento y un 
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Nivel de 
concepltracidrz Densidad óptica 

( X )  ( Y )  __ 

160 .18 
200 .2 1 
240 .2 8 
250 .28 
3 20 .35 
3 60 .40 
400 .42 
440 s o  
480 .52 
520 5 0  

__________ 

8.3.3 El administrador de un  hospital  reunió  los  siguientes  datos so- 
bre el costo  por  comida de una  comida  estándar a diferentes 
volúmenes  de  preparación. 

Número  de 
comidas  servidus  Costo  por  comida 

(X) ( Y )  

30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
70 
75 
so 
45 

$1.15 
1.10 
.95 

1.01 
.97 
.90 
,119 
.85 
.7x 
.70 
. 80 

8.3.4 Se llevó a cabo  un  experimento  para  estudiar la relación  entre 
una  medición  objetiva de la ansiedad y la frecuencia  cardiaca 
en adultos. Se obtuvieron los  siguientes  resultados  en 12 adul- 
tos normales. 

Frecuencia cardiaca Medicidn  objetiva 
por  minuto  de la ansiedad 
(X) ( Y )  

50 48 
55 41 

" _ _ ~  
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F2ecuencia  cardiaca Mcd:cidn ohjeriva 
por  rnkuto de la ansiedad 

(X) (Y) 

45 
41 
42 
36 
38 
36 
30 
32 
34 
25 

" ". "" . - 

8.3.5 Se reunieron los siguientes  datos  en  un  estudio  de la relaciór, 
entre la inteligencia y el tamafio de l a  familia. 

Calificacicin promedio  de la 
Nurnero  de rliAos inleligencia  medida para todos 

en la familia los nlños en la familia 

1 os 
1 o2 
104 
1 o0 
97 

101 
9 5 
93 
97 
xi: 

Una vez que se ha obtenido la ecuación de regresi6n: debe evaluarse 
para determinar si describe  adecuadamente la relación  entre las dos 
variables y si puede  utilizarse  convenientemente  con fines de predic- 
ción y estimación. 

El coeficiente de determinaciiirz. Una forma tie evaluar l a  ecuaci6n 
de regrcsicin es comparar la dispersih  de los pmtos  en  torno a l a  rec- 
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1 l4Ol 30 

120 t ye = -0.9973 + 1.1236x 
\ *  

no  explicada 

1 O0 Desviacibn  total c r ,  - .Yc) 

Oesviación  explicada 

ry, - 9 

01 I I I I I I I I I I I I 
O 10 20 30 40 50 60 70  80 90 100 110 120 X 

Calificaciones  en  la  nueva  prueba 

Figura 8.4.1 Diagrama de dispersión que muestra las  desviaciones total, explicada 
e  inexplicada para un valor  seleccionado  de Y,  ejemplo 8.3.1. 

ta  de regresión con la  dispersión alrededor  de 7,  la  media  de los valo- 
res de la muestra  de Y.  Si se toma el  diagrama  de dispersión  para el 
ejemplo  8.3.1 y se traza  a través de  los  puntos  una  recta  que  intersecte 
el eje Y en 7 y sea  paralela  al  eje zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX, puede  obtenerse  una  impresión 
visual de las magnitudes relativas de la  dispersión de los puntos  en  tomo 
a  esta  recta y la recta  de regresión. Esto se ha  hecho  en la figura 8.4. l .  

Parece  más  bien obvio, al  observar  la  figura  8.4.1, que la  dispersión 
de los puntos  alrededor  de la recta  de regresión es mucho  menor  que 
la dispersión  en torno  a la recta p. Sin embargo,  no es posible que se 
decida que la ecuación es útil sólo en base  a  esto. La situación  puede  no 
ser siempre  tan  evidente,  de  modo  que  seria  mucho más conveniente 
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una  medida  objetiva  de algún tipo. Eí llamado coejiciente de deter- 
minación es  dicha  medida. 

Antes  de  definir el coeficiente  de  determinación,  debe  justificarse 
su  uso  examinando la lógica en que se basa  su  cálculo.  Empiécese por 
considerar  el punto  correspondiente a cualquier valor observado, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAyi, 

y  contincese  midiendo la distancia  vertical  entre  dicho  punto y la rec- 
ta V .  A  esto  se le da el nombre  de dcsviacibn totd y se ciesigna por 

Si se mide l a  distancia  vertical  entre la recta  de regresión y la  ret- 

ta y, se obtiene (J., - y ) ,  que se conoce  como desviaci6n explicada, 
ya  que  muestra  en  cuánto  disminuye la desviación total  cuando la 
recta  de regresión se ajusta  a los puntos. 

Finalmente, se mide l a  distancia  vertical  entre el punto  observa- 
do y la recta  de  regresión para obtener ('yi - y c  ), que se conoce  como 
desviación inexplicudu, ya  que  representa la porci6n  de la desviación 
total  que  no  está "explicada" o tomada  en  cuenta  por la introduc- 
ción  de la recta  de regresiim.  Estas tres  cantidades se ilustran  para  un 
valor característico  de Y en la  figura 8.4. l .  

Se ve entonces  que la  desviación total  para una J ' ~  particular cs 
igual  a la suma de las desviaciones  explicada e inexplicada.  Esto  pue- 
de escribirse  sirnb6licamente corno 

( y i  - jQ. 

" 

( ,'. - -,: 
1 ,I) == (J'(  - 7 )  + - y c )  iX.4.1) 

desviación desviacibn desviación 
fotal  explicada inexplicada 

Si  se miden  estas  desviaciones  para  cada  valor de y i  y J ' ~ ,  se eleva 
al cuadrado  cada desviacibn y se surnan las desviaciones  elevadas al 
cuadrado, se tiene  que 

J ' i  - TI2 = IC j". " + E( - y,)* (8.4.2) 

suma  total  suma  explicada suma inexplicada 
de cuadrados  de  cuadrados  de  cuadrados 

Puede escribirse esta  relación  todavía  en  otra  forma  como 

SC, = SCE, i- SCIn 

Estas cantidades  pueden  considerarse  como  medidas  de  dispersión o 
de  variabilidad. La suma  de cuadrados total, por  ejemplo,  es una 
medida  de la dispersión de los  valores  observados de Y en  torno a  su 
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media 7 ,  es  decir,  este  término es una  medida de la variación total en 
los  valores  observados de Y. El lector se dará  cuenta  que  este  término 
es el numerador  de la fórmula  bien  conocida  de la variancia  muestral. 

La suma  de cuadrados  explicada mide la parte  de la variabilidad 
total en los  valores  observados  de Y que se toma en cuenta  mediante 
la relación  lineal  entre los valores  observados de X y Y. Esta  cantidad 
se conoce  también  como la suma  de cuadrados  debidu a la regresión 
lineal. 

La suma  de cuadrados inexplicada es una  medida  de  la  dispersibn 
de los valores de Y observados  en torno  a la recta de  regresión y, al- 
gunas  veces, se conoce  como suma  de error de cuadrados o suma resi- 
dual de cuadrados. Es la cantidad  que se minimiza cuando se obtiene 
la recta de mínimos  cuadrados. 

Los cálculos  necesarios  para obtener la suma  de  cuadrados  total, 
la  explicada y la inexplicada  para  el  ejemplo  ilustrativo se muestran 
en la tabla 8.4. l .  

Para el ejemplo  ilustrativo se tiene  que 

S S T  = SSE\. + SS U 

3798.1822 1= 3471.8116 + 326.1455 

3798.1822 % 3797.9571 

La falla  en los dos  términos  a la derecha  de la igualdad  para dar 

Puede  calcularse la suma  dz  cuadrados  total  mediante la  fórmula 
como sunla el total de la izquierda se debe  al  redondeo. 

más  adecuada 

(8.4.3) 

y la suma  de  cuadrados  explicada  puede calcularse mediante la expre- 
sión 

x ( y c  - 7)’ = h2C(.yi - Y)2  = b 2 [ C ~ i 2  - ( C ~ i ) ~ , / n j  (8.4.4) 

La suma de cuadrados  inexplicada  se  obtiene  en  forma  más  adecuada 
, restando.  Para  el  ejemplo  ilustrativo se tiene  que 
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Y 
SCIn = SCT - SCEx 

3798.1818 - 3471.81  16 
= 326.3702 

Los resultados  que se obtienen  utilizando las fórmulas más adecuadas 
para el cálculo son  los  mismos  que se muestran en  la tabla 8.4.1, ex- 
cepto  par  el  redondeo. 

Intuitivamente,  es  razonable  suponer  que, si una  ecuación  de re- 
gresión  es apropiada para  describir  la  relación entre  dos variables, la 
suma  de  cuadrados  explicada  debe  constituir  una gran proporción  de 
la suma  de  cuadrados  total.  Sería  interesante  determinar  entonces la 
magnitud  de dicha proporción  calculando la razón  de la  suma  de  cua- 
drado  explicada  respecto  de la suma  de  cuadrados  total.  Esto es exac- 
tamente lo que se hace al  evaluar una  ecuación  de regresión  basada en 
los datos  de la muestra y el resultado se conoce  como  coeficiente  de 
determinación, r 2 ,  de la muestra. En otras palabras, 

En el presente  ejemplo, se  tiene  que,  utilizando los valores de las  su- 
mas de  cuadrados calculadas a  partir  de las  ecuaciones  8.4.3 y 8.4.4. 

3471.81  16 / 

3798.1818 
Y- " - .91 

El coeficiente  de  determinación  de  la  muestra  mide la proximi- 
dad  del  ajuste de la ecuación  de regresión de la muestra  a  los valores 
observados  de Y. Si se observa la tabla  8.4.1, se encuentra  que  cuando 
las cantidades zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( y i  - y,), las  distancias  verticales  de  los  valores  obser- 
vados  de Y a  partir  de  la  ecuación,  son  pequeñas, la suma  de  cuadra- 
dos inexplicada es pequefía. Esto  conduce  a  una  suma  de  cuadrados 
explicada  grande  que,  a su vez, conduce  a  un valor grande  de rz . Esto 
se ilustra  en  la  figura  8.4.2. 

En  la figura 8 . 4 . 2 ~  se observa que  todas las  observaciones están 
próximas  a la  recta  de  regresión y es de  esperar  que r2 sea grande. De 
hecho, el r2 calculado para estos  datos  es  de .986, lo cual indica  que 
aproximadamente el 99 por  ciento  de l a  variación total  en los yi es 
explicada  por la  regresión. 
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a 

Ajuste cercano, Y’ grande 

E 

”L-l”l2 
L il 

r 7 +  1 r 2  * o 

Figura 8.4.2 r2  como m e d i d a  de la proxiridad de; a j u s t e  de la recta d e  regresibn 
de la muestra a las observaciones d e  la muestra. 

la proxiridad de; a j u s t e  de la recta d e  regresibn 
d e  la muestra. 

L 

r 7 +  1 

Figura 8.4.2 r2  como m e d i d a  de 
de la muestra a las observaciones 

b 

Ajuste inadecuado, Y’ pequeña 

E 
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El límite  inferior  de rz es O. Este resultado se obtiene  cuando 
coinciden la recta  de  regresión y la recta  trazada  a través de v. En es- 
ta  situación,  ninguna  de las  variaciones en los y j  es explicada  por la 
regresión. La figura 8.4.2d ilustra  un  caso  donde r2 se aproxima  a  cero. 

Cuando rz es grande,  entonces, la  regresión ha explicado  una gran 
proporción  de la  variabilidad total  en los  valores  observados de Y, y 
se acepta la ecuación  de  regresión.  Por  otra  parte,  un r2 pequeño,  que 
indica  una falla de la regresión  para explicar  una gran proporción  de 
la variación total  en los  valores  observados  de Y, tiende  a  arrojar  du- 
das sobre la  utilidad  de  la  ecuación  de  regresión. Sin embargo, la ecua- 
ción se somete  a  un  juicio final  hasta que  haya sido sometida  a  una 
prueba  estadística objetiva. Dicha prueba se lleva a  cabo  por  medio 
del  análisis  de  variancia, que  permite  probar las  hipótesis  nulas  de no 
relación  lineal entre X y Y. 

A partir  de los tres  términos  de la  suma  de  cuadrados y sus  grados 
de  libertad asociados, puede  construirse la tabla  de  análisis  de  varian- 
cia que  se  indica  en la tabla 8.4.2. 

En  general, los grados  de  libertad  asociados  con  la  suma  de  cuadra- 
dos  debida a la regresión son iguales al número  de  constantes  de la 
ecuación  de regresión menos l .  En  el  caso  lineal  simple, se tienen  dos 
constantes, a y b, por lo que los grados  de  libertad  para  la  regresión  son 
2 - 1 = l .  Puede  demostrarse  que  cuando la hipótesis  de la no relación li- 
neal  entre X y Y es verdadera,  y  cuando se  satisfac.en  las suposiciones 
que fundamentan la regresión, la razón que se obtiene  dividiendo el 
cuadrado  medio  de regresión entre el cuadrado  medio residual  está 
distribuida  como E con  1  y n - 2 grados de  libertad. La R.V. calcu- 
lada se compara  entonces  con el valor crítico  de F, y si la primera 
es mayor  que l a  Última, se  rechaza  la  hipótesis  nula  de  que no  existe 
relaci6n  lineal entre X y Y. 

Tabla 8.4.2 Tabla ANDEVA para la regresibn  lineal  simple. 
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Para el ejemplo  ilustrativo,  supóngase  que  se  establecen  las si- 
guientes  hipótesis: 

Ho : X y Y no  están  relacionadas  linealmente 
HA : X y Y están relacionadas linealmente 

(Y = .O5 

Sustituyendo los  valores numéricos  apropiados  en la tabla  8.4.2, se 
obtiene la tabla  8.4.3.  Dado  que  95.74 es mayor  que 5.12, el  valor 
crítico  de F para 1 y  9  grados  de  libertad, se rechaza la  hipótesis  nula 
de no relación  lineal entre X y Y y se concluye  que las dos variables 
están relacionadas linealmente. Para  esta prueba,  dado  que  95.74 > 
13.61, se tiene  que p < .005. 

El coeficiente  de  determinación  de la muestra  proporciona  una 
estimación  puntual  de p2, el coeficiente  de  determinación  de  lapobla- 
ción. Este coeficiente  tiene la misma  función relativa a la población 
como la que  tiene r2 con la muestra. Indica qué  proporción  de la  va- 
riacicin total  de la  población  en Y es explicada  por la regresión de Y 
sobre X. Cuando el número  de  grados  de  libertad es pequeño, rz está 
sesgada positivamente. Es decir, Y' tiende  a ser grande. Un estimador 
insesgado  de ,o2  lo proporciona 

(8.4.5) 

Obsérvese que el numerador de  la fracción  en la ecuación  8.4.5 es el 
cuadrado  medio  inexplicado y que el denominador es el cuadrado me- 
dio total. Estas cantidades  están incluidas  en  la  tabla de análisis de 
variancia. Para el ejemplo  ilustrativo se tiene  que,  utilizando los datos 

' de la tabla 8.4.2, 

326.370219 p = 1 - = 1 - -I__ 36'2634 - - ,9045 
3798.1818,!10 379.81818 

Se observa  que  este valor es ligeramente  menor  que 

y' = 1 - = 1 - ,08593 ,91407 
326,3702 

3798.1818 

Se observa que la diferencia entre r2 y y 2  se debe al factor (~7- I)/  
(n  - 2). Cuando n es grande,  este  factor se aproxima a 1 y la diferen- 
cia entre r2 y '7 tiende a cero. 
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Tabla 8.4.3 Tabla ANDEVA para el ejemplo 8.3. l .  

Fuente d e  variación SC g. 1. CM R. v. 

Regresión lineal  347  1.8 1 16 1 ,  3471.81  16  95.74 
Residual 326.3702  9  36.2634 

Total  3798.1818  10 

Prueba de hiphtesis para p. Una alternativa  para  probar  la  hipóte- 
sis nula  de no relación  lineal  entre  dos variables,  está  basada en b, la 
pendiente  de la ecuación  de regresión de la muestra. 

Cuando se  satisfacen las suposiciones  establecidas  en la sección 
8.2, a y b son  estimadores  puntuales insesgados de  los  parámetros co- 
rrespondientes a y 0 y ;  dado  que  bajo  estas  suposiciones, las subpobla- 
ciones  de  los  valores de Y están  distribuidos  normalmente,  pueden 
formarse  también  intervalos de  confianza  para a y 0 y probar  hipbte- 
sis acerca de ellos. 

Cuando se cumplen las  suposiciones  de la sección 8.2, cada  una 
de las distribuciones  muestrales  de a y b está  distribuida  normalmen- 
te  con las siguientes  medias y variancias: 

(8.4.7) 

(8.4.9) 

En las ecuaciones 8.4.7 y 8.4.9, es la variancia  inexplicada de las 
subpoblaciones  de  los valores de Y. 

Con el conocimiento de las distribuciones  muestrales  de a y b, pue- 
den  formarse  los  intervalos  de  confianza y probar las hipótesis rela- 
tivas  a y en la forma  acostumbrada. En general,  las  inferencias 
respecto  a a no  son  de  interés.  Por  otra  parte,  una gran parte  del in- 
terés se centra  en  los  procedimientos  de  inferencia  respecto  a P. La 
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Y Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY 

X X X 

(a) (h) ( C i  

Figura 8.4.3 Diagramas de dispersión en los que se muestran las relaciones direc- 
ta e inversa y no relación lineal entre X y Y .  u) Relación lineal  directa. h )  Relación 
lineal inversa. c )  No relación lineal. 

razón  de  esto es  el hecho  de  que p dice mucho acerca  de la forma  de 
l a  relación  entre X y Y.  Una p positiva  indica que, en general: Y aumen- 
ta  a  medida  que X aumenta: y se dice  que  existe  una velacirirz lineal 
directa entre X y Y. Una p negativa indica  que los valores de Y tien- 
den  a  disminuir  a  medida  que  aumentan los valores  de X ,  y se  dice 
que  hay  una relacicifz l ined i~zversu entre X y Y, Cuando no bay  una 
relación  lineal  entre X y Y, p es igual  a cero.  Estas  tres  situaciones  se 
presentan  en la  figura 8.4.3. 

Cuando  no se conoce  el valor real de 0, que es la situacijn  mis 
comim  pueden  obtenerse sólo inferencias  acerca d c  é1 a partir  de los 
datos  de la muestra.  Específicamente,  puede  tenerse  interés  en  de- , 

terminar si los datos  de la muestra  proporcionan evidencia suficiente 
que  indique  que no es  igual  a cero.  Puede  conclQirse  que /3 no es 
igual a  cero si puede  rechazarse la 11ipi)tesis nula de  que /3 = O. Si 
se rechaza  esta  hip6tesis  nula, puedc concluirse, con probabilidad 
a (nótese  que a,  como  aquí se utiliza, be refiere i :  1111 nivel de signi- 
ficación  seleccionado y 110 a la ordenada al origcn de la ecuación 
de  regresión  verdadera!  de estar  equivncadv, quc existe  una  rela- 
c i b ~  lineal  entre X y I'. Para decidir si esla relación  lineal  sugerida 
es directa o inversa, la guía  será  el signo dc h, el estimador de, p .  

La estadística  de prueba cuando u;,,,x sc' conocc es: 

donde Po es el  valor  de  establecido  en  la  hipótesis.  El  valor  de P es- 
tablecido  en la hipótesis  no  tiene  que ser cero,  pero en la prictica, 
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con  más  frecuencia  de lo que se  supone, la hipbtesis  nula  de  interés 
es que 0 = O. 

Como regla, u& se desconoce.  Cuando  éste es el caso, la esta- 
dística  de  prueba  es: 

(8.4.1 1 ) 

donde sb es una  estimación  de ub y t está  distribuida  como la t de 
Student  con y1 - 2 grados  de  libertad. Para obtener s b ,  primero  debe 
estimarse Un estimador  insesgado de  este  parámetro  lo  propor- 
ciona  la variancia inexplicada  que  se calcula  a partir  de los datos  de 
la muestra. Es decir. 

(8.4.12 

es un  estimador  insesgado  de  Este es el cuadrado  medio  inex- 
plicado que  aparece  en  la  tabla  de análisis de variancia. 

Los términos Cyj - y , )  de la ecuación 8.4.12 se conocen  como 
residuales. Algunos  programas  por  computadora para el  análisis de  re- 
gresión dan  por lo común los residuales  como  parte  de  la  información 
de salida. Cuando  este es el caso,  puede  obtenerse s;,,~ elevando al 

cuadrado  los  residuales,  sumando  los  términos  elevados al cuadrado y 
dividiendo  el  resultado  entre n - 2. Otra  fórmula  para s;lx es: 

(8.4.13 

donde sy2 y sX2  son las variancias de las  observaciones  de y y de x, 
respectivamente.  Para el ejemplo  ilustrativo  se  tiene  que 

.sf2 = 379.81X2 Y sx2  = 275.0000 

de modo que 

.s;IX = -~ C379.8 182 -- ( I  .1 236)2(275.0000)] = 36.2634 ? 10 
9 

un resultado  que  concuerda  con  el  cuadrado  medio  residual  de la  ta- 
bla 8.4.3. 

La raíz  cuadrada dc S:>,,:, sYis es la desviación  cstlindar de las ob- 
servaciones  en torno a larecta'de regresión ajustada y mide la disper- 
sión de  esos  puntos  en  torno  a la recta.  Cuanto  mayor es zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs.vlx menor 
es  el  ajuste  de  la  recta  respecto de los datos  observados. 
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Cuando st.ix se utiliza  para  estimar  a u;lx, puede  obtenerse  el es- 
timador  deseado  e  insesgado  de O b 2  mediante la expresión 

Puede  escribirse la ecuación 8.4.13 en la forma  siguiente, mis conve- 
niente para  el  cálculo: 

., 2 

(8.4.15) 

Si la probabilidad  de  observar un valor tan  extremoso  como  el va- 
lor  de la estadística  de  prueba  calculada  mediante la ecuación 8.4. l l .  
cuando la hipótesis  nula  es  verdadera,  es  menor que ( ~ / 2  (dado  que se 
tiene  una  prueba  bilateral), se rechaza la hipótesis  nula. 

Se utilizará  ahora el ejemplo  ya  conocido  para  ilustrar  el  procedi- 
miento  de  prueba  de la hipótesis  nula  de que P = O. Primero, se enun- 
cian las hipótesis  y se decide  un nivel de significación. 

H o : p  = O 

JI*:B # o 
z = .O5 

En seguida, se calcula s b 2 .  A partir  de la tabla 8.4.3, se tiene que silx 
= 36.2634.  de  manera  que  puede calcularse. 

Puede  calcularse la estadística  de  prueba 

1.1236 - O 
t = - 

Jx3 
- 9.85 

La probabilidad  de  que se obtenga  un valor de t así o más extremo 
cuando la hipótesis  nula es verdadera,  es  menor  que 0.01, ya que la 
probabilidad  de  obtener  un valor  de t tan  grande como o mayor que 
3.2498 es de .005, y la probabilidad  de  obtener un valor de ¿ tan pe- 
queño  como o más pequeño  que - 3.2498 es también  de 0.005. Da- 
do que 9.85 es mayor  que  3.2498, la probabilidad  de  observar un valor 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Evaluación de IQ ecuación de regresión 38 I 

de t tan  grande  como o mayor  que 9.85, cuando la  hipótesis  nula es 
verdadera, es menor  que 0.005. 

Dicho  de  otra  manera,  puede seguirse el criterio  de la regla de de- 
cisión y  notar  que los  valores críticos  de t para una  prueba bilateral, 
cuando 01 = .O5 y  teniéndose (n - 2) = 9 grados  de  libertad,  son  de 
f 2.2622.  Dado  que la t calculada de 9.85 es mayor  que  2.2622, se di- 
ce  que es significativa, se rechaza H ,  y se concluye  que la pendiente  de 
la recta  de regresión  verdadera no es cero. La implicación  prrictica es 
que  puede concluirse que  existe  una relación  lineal entre X y 1: El 
hecho  de  que b sea positivo conduce  a  pensar  que p es positivo  y  que 
la relación  entre X y Y es una relación  lineal directa.  Como  ya se ha 
mencionado, la ecuación 8.4.1 1 puede utilizarse  para probar la hipó- 
tesis nula  de  que p es igual a algún  valor distinto  de cero. El valor que 
se establece  en la  hipótesis  para p ,  O,, se sustituye  en la ecuación  en 
lugar de O. Todas  las  demás  cantidades,  así  como  los  cálculos,  son 
iguales a los del  ejemplo  ilustrativo. Los grados  de  libertad  y  el  méto- 
do para  determinar el nivel de significación son también los mismos. 

Intervulo de confianza para p. Una vez que se ha  determinado que 
es improbable,  a la luz  de la evidencia de la muestra,  que p sea cero, el 
investigador puede interesarse en  obtener  una  estimación  de  inter- 
valo de p. Puede  utilizarse la fórmula general  para un intervalo  de  con- 
fianza, 

estimador k (factor  de  confiabilidad)(error  estándar  de la estimacih) 

Cuando se obtiene  un intervalo  de confianza para p, el estimador es b, 
el factor  de confiabilidad es algún  valor de z o t (dependiendo  de si 
se conoce o no  y el error  estándar  del  estimador es: 

Cuando ."yix se desconoce, a), se estima mediante la expresiijn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sb = J C ( X i  - 

por  lo que en la mayoría  de las situaciones prácticas, el intervalo  de 
confianza  del I 00( 1 - a)  por  ciento  para p es: 
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Para el  ejemplo  ilustrativc, se obtiene el siguiente  intervalo de 
conllanza del 95 por  ciento para 0: 

1.1236 5 2.263-7, , 0 1 3  

1.1736 & ,2579 

,8657. 1.38 15  

Este intervalo se interpreta  en la forma  común. Desde el punto de 
vista probabilístico, se dice que  al  repetir el muestreo, el 95 por cien- 
to  de los intervalos  obtenidos de  esta forma  incluirán a @, L a  inter- 
pretación  práctica es que se tiene el 95 por  ciento  dc  confianza  de 
que el Único intervalo  obtenido incluya a 0. 

Resulta  útil  observar que el intervalo  de  confianza  que se constru- 
yó no incluye  a  cero,  de  manera  que  este valor no es u n  candidato 
para el parámetro  que se est5  estimando. St- supone  entonces  que es 
improbable  que p = 63. Esto es comp;jtjb!e con los resultados  de la prue- 
ba de la hipótesis  en la que se rechazcj la hipótesis  nula  de  que /3 = O. En 
realidad,  siempre  puede  probarse H ,  : 0 = O en el nivel de  importancia 01 

al construir el intervalo  de  confianza del l O O ( 1  - 01)  por  ciento para 
p ,  y  pue,de  rechazarse o dejar  de  rechazar la hipótesis en base a si el 
intervalo  incluye o no el cero. Si el intervalo incluye, el cero. la hipó- 
tesis nula no se rechaza; y si ocurre lo contrario,  dicha  hipótesis se 
rechaza. 

Debe quedar  claro  en  este  punto  que el no rechazar la hiphtesis 
nula de  que = 0 no significa que X y Y no estPn relacionadas. No 
sólo es posible que se haya  cometido  un  error del tipo TI, sino  que 
puede  ser  que X y Y estkn relacionadas en alguna fonna  no lineal. 
Por otra  parte,  cuando se rechaza la hipótesis nula de que 0 = O ,  no 
puede concluirse que Ia relación verdadera entre X y Y sea lineal. Una 
vez más, puede  ser  que  aunque los datos se ajusten al modelo  de re- 
gresión  lineal bastante bien (como lo demuestra el hecho  de  que se 
rechace la hipótesis nula de que 0 = O),  exista algún otro  rnktodo no 
lineal que  proporcione  un  ajuste  aún  mejor.  En  consecuencia,  cuan- 
do se rechaza la H ,  de  que 0 = O, lo mejor  que  puede decirse  es que 
pueden  obtenerse  resultados más útiles  (que se analizan a continua- 
ción) al tomar  en  cuenta la regresión de Y sobre X que  ignorindola. 
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Ejercicios 

8.4.la 8.4.5 Utilizando  como  referencia los ejercicios 8.3.1  a  8.3.5 y 
para  cada  uno  de ellos, lleve a  cabo  lo  siguiente: 

a )  Calcule el coeficiente  de  determinación. 
b j  Prepare  una  tabla ANDEVA y  pruebe la hipótesis  nula  de 

no relación  lineal  entre las dos variables. 
c) Demuestre la hip6tesis  nula  de  que /3 = O utilizando  un nivel 

de significación  de .OS. 
dj Determine  el valor p para  cada  prueba  de  hipótesis. 
e )  Saque sus conclusiones  en  términos  del  problema. 
fl Qbtenga  el  intervalo  de  confianza  del 95 por  ciento  para 0.  

8.5 USO DE LA ECUACZÓN DE REGRESI6N"- " 

Si los  resultados al evaluar la ecuación de  regresión de la muestra in- 
dican  que  existe  una relación entre las dos variables de  interés, pue- 
de  darse un uso práctico  a  dicha  ecuacibn. Hay dos formas  en las que 
puede  utilizarse  la  ecuaci6n.  Puede  utilizarse para predecir el  valor  pro- 
bable  de Y, dado un valor particular de X. Cuando se satisfacen  las 
suposiciones  planteadas  en la sección 8.2, puede  obtenerse un inter- 
valo de pretEicci6n para  este  valor  pronosticado  de Y. 

Puede  utilizarse  tambien la ecuacion  de regresión para estivnar 
la media  de la subpoblación de los valores de Y que se supone exis- 
ten  para algim valor  particular  de X. Una vez más, si  se cumplen las 
suposiciones  establecidas  anteriormente,  puede  construirse un inter- 
valo de  confianza  para este parámetro. El valor  pronosticado  de Y y 
la estimación  de  punto  de la media  de la subpoblación de Y serán 
numéricamente iguales  a cualquier valor particular  de X ,  pero, co- 
mo se  verá, el  intervalo  de  predicción será más amplio  que el inter- 
valo de  confianza. 

Predicción de Y para una X dada. Supóngase,  en el ejemplo ilus- 
trativo,  que se tiene  un  paciente  que  obtiene  una  calificación  de 70 
en la nueva prueba  y  que se desea predecir su Calificación en la prue- 
ba  estandarizada. Para obtener  el valor pronosticado, se sustituye x 
por 70 en la ecuación  de regresión de la muestra  para  obtener 
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redondeada  hasta  el  entero más próximo. 
Si se decide  aplicar  al  paciente la prueba  estandarizada, se pru- 

nosticaria  que su calificación  es  de 78. Dado  que  no se tiene  con- 
fianza  en esta  prediccih,  sería  preferible  un  intervalo  con  un nivel dc: 
confianza  correspondiente. Si se sabe, o se inclina  a  suponer,  que se  sa- 
tisfacen las suposiciones  de la sección 8.2, y cuando se desconoce u&, 

el intervalo  de  predicción  del 100( 1 - a )  por  ciento  para Y está dado 
por la expresión 

(8.5.1) 

donde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxp es el  valor  particular  de x en  el  que se desea obtener  un  in- 
tervalo  de  predicción  para I’ y los grados  de libertad  utilizados  para 
seleccionar t son IZ - 2. Para el ejemplo  ilustrativo,  puede  construirse 
el siguiente  intervalo  de  predicción  del 95 por  ciento: 

I ~~ - 

1 (70 - 751’ 
78 2.2622,’36.2634 ¡ I -t - ~ -  + - u’ 11 2750 

78 2 3.2622(6.02)(1 .O4881 

78 jI i 4  

64,92 

La interpretación  de  un  intervalo  de  predicción es  similar  a la inter- 
pretación  de  un  intervalo de confianza. Si se extraen  muestras  repeti- 
damente, se lleva a  cabo un análisis de  regresión  y se construyen  los 
intervalos  de  predicción  para los pacientes  que  obtienen 70 de califi- 
cación  en  la  nueva  prueba, casi el 95 por  ciento  de ellos  incluirán la ca- 
lificación de  dichos  pacientes en la prueba  estandarizada.  Esta  es la 
interpretación  probabilística. La interpretación  práctica es que se  tie- 
ne el 95 por  ciento  de  confianza en que el dnico  intervalo  de  predic- 
ción  construido  incluya la calificación  de los  pacientes  en la prueba 
estandarizada. 

Estimacibn de la media de Y para una X dada. Si, en el ejemplo 
ilustrativo, se tiene  interés  en calcular l a  media  de la subpoblación hi- 
potetica  formada  por las calificaciones obtenidas  en la prueba  estan- 
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darizada,  constituida  por los pacientes  que  obtienen  una calificación 
de 70 en la nueva  prueba,  nuevamente se  calcularía. 

y, = -.9973 + 1.1236(70) 

= 78 

El  intervalo  de  confianza  de loo( 1 - a) por  ciento para p,,lx, cuan- 
do se desconoce u;,%, está dado  por la  expresión 

(8.5.2) 

Puede  obtenerse el  siguiente  intervalo de  confianza del 95 por cien- 
to para ~ y , x ” 7 0  de1 presente  ejemplo  haciendo las sustituciones apro- 
Diadas: 

78 4 4 

74, 82 

Si se extrlrjeran repetidamente  muestras de  la población  de pacien- 
tes, se lleva a  cabo  un análisis de regresi6n y se estima pylx = 70 con un 
intervalo  de  confianza  construido  en  forma similar, casi el 95 por 
ciento  de  dichos  intervalos  incluiria  a la media  verdadera. Por  esta 
r a z h ,  se  tiene  el 95 por  ciento  de  confianza en que el  Único intervalo 
cocstruido  contenga  a la  media  verdadera. 

Si se construyen  intervalos  de confianza  para las medias de varias 
subpoblaciones y se grafican los límites  inferior y superior  sobre el 
mismo diagrama  de dispersión  con  la  recta de regresión, puede  ubte- 
nerse  una banda de conjiunzu uniendo  todos los limites  superiores  con 
una curva y codos ¡os límites  inferiores  con  otra. La tabla 8.5.1 con- 
tiene los límites  de  confianza  superior e inferior del 95 por  ciento para 
pyix para cada vaior de X en el ejemplo  ilustrativo,  y  la  figura 8.5.1 
muestra la baanda de  confianza del 95 por  ciento  que  resulta  cuando 
se grtfican  dichos valores. 

Nótese que la banda  de confianza es más ancha  en sus extremos 
que en su parle  media. En efecto, la banda  de  confianza es ;nás an- 
gosta para x p  7- .Y =: 75. La razbn es que  cuando se sustituye zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxp por 
X = 75 e,n l a  ecuación 8.5.2, la cantidad  en el radica!  es un minim0 
que resulta en e l  intervalo  de  confianza  más  angosto. A medida  que 

- 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



386 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARegresión y correlación  lineales simples 

Tabla 8.5.1 Límites  de  confianza  del 95 por ciento  para pyb 
para cada valor de X ,  Ejemplo 8.3.1. 

x Y ,  Límite inferior Límite superior 

50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 
95 

1 O0 

55.1827 
60.8007 
66.41  87 
72.0367 
77.6547 
83.2727 
88.8907 
94.5087 

100.1267 
105.7447 
1 1 1.3627 

47.5009 
54.1798 
60.7588 
67.1783 
73.3482 
79.1666 
84.5842 
89.6503 
94.4668 
99.1238 

103.6809 

62.8645 
67.4216 
72.0786 
76.895 1 
81.9612 
87.3788 
93.1972 
99.3671 

105.7866 
112.3656 
119.0445 

Y 

120 

110 

- 

- 

m 100 - 
2 
I 90 - 
4 
2 8 0 -  
h 
o" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 70 -I 
2 

2 60 - 

.I 

U 

r. 
o 

5 0 -  
O .- 

4 0 -  .- 
'c - 

30- 

20 - 

10 " 

I-" 
'0 10 20 30 ,b ;O $, ;O  :O IkO 1:O X 

Calificaciones en la nueva  prueba 

Figura 8.5.1 Banda de Lonfianza del 95 por ciento para ejemplo 8.3.1. 
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xp aumenta o disminuye, la cantidad  bajo el radical  se  hace  más gran- 
de,  como  sucede  también  con  los  intervalos  de confianza  asociados. 

Graybill  y  Bowden'  presentan  un  método para construir  bandas 
de  confianza  que sean  rectas.  Sugieren que  posiblemente sean  preferi- 
bles las bandas  de  este  tipo  a las  del tipo  curvilíneo  que se dieron an- 
teriormente,  ya  que  son más fáciles de calcular y de  graficar, y tienen 
un  ancho  promedio  menor. 

Dunn,6  quien ha elaborado  una  banda  de  confianza  que  afirma es 
preferible a la  de Graybill  y  Bowden, sugiere que  debe preferirse la 
banda  de  confianza  curvilinea  común  sobre cualquiera de  la variedad 
recta.  Este  tema es también  analizado  por Hoel,' Gafarian,'  Halperin 
y Guriang y Elston y Grizzle." 

e en forma similar, pueden  elaborarse  bandas  de  predicci6n grafi- 
cando  los  intervalos  de  prediccibn  a  varios  valores  de X.  

Ejercicios 

En cada uno  de los ejercicios 8.5.1 a  8.5.5, utilice corno referencia el 
ejercicio apropiado y, para  el valor de X indicado, a) construya el in- 
tervalo de  confianza tiel 95 por  ciento  parapYlx y b )  construya el  inter- 
valo  de  predicc.ibn  del 95 por  ciento para y p  . 

8.5.1  Utilice como referencia el ejercicio 8.3.1 y sea X = 2. 
8.5.2 Utilice  corno  referencia el ejercicio 8.3.2 y sea X = 400. 
8.5.3 Utilice C C Y ~ O  referencia el ejercicio 8.3.3 y sea X = 50. 
8.5.4 Utilice como referencia el ejercicio  8.3.4. y sea X =  100. 
8.5.5  Utilice como referencia  el  ejercicio 8.3.5 y sea X = 5. 
8.5.6 Construya la banda  de  confianza del 95 por  ciento para pYiX 

para el ejercicio 8.3.5. 

8.6 EL .MODELO DE CORRELACION-." _I__-___.__________ 

En el modelo clásico  de  regresibn, que  ha sido el modelo  fundamen- 
tal  en  el  estudio  hasta  este  punto, s610 Y,  a l a  que se le ha llamado la 
variable dependiente: es aleatoria. L a  variable X se define  como  una va- 

riable  fija (no aleatoria o matemgtica) y recibe el nembre de  variable 
independiente.  Recu6rdese también que se han de,scrito  las  observa- 
ciones como se obtienen  mediante la preselección 3c. los  valores de 
X y deternlinandc? 13s valores correspondientes  de Y. 
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Cuando  tanto Y como X son  variables  aleatorias, se tiene  lo  que 
se conoce  como  el modelo  de correlación. Típicamente,  bajo el mode- 
lo  de  correlación, se obtienen observaciones de la muestra seleccio- 
nando  una  muestra al azar  de las unidades  de asociación (que  pueden 
ser  personas,  lugares,  animales,  puntos  en  el  tiempo o cualquier otro 
elemento  sobre el  cual  se  toman las dos  medidas) y tomando una  me- 
dida  de X y una  medida  de Y sobre  cada  una. En este  procedimiento, 
los  valores de X nu se preseleccionan,  sino que  son al  azar,  dependiendo 
de  la  unidad  de  asociación seleccionada  en la muestra. 

Aunque  no  puede llevarse a  cabo  con  sentido el  análisis  de  correla- 
ción bajo el modelo clásico  de  regresión,  el  análisis  de  regresión  pue- 
de llevarse a  cabo  bajo el modelo de correlacibn. La correlación, que 
comprende  dos variables,  implica una  correlación  entre las variables 
que  pone  a  ambas  sobre  un mismo terreno y no las  distingue,  refirién- 
dose a  una  como Id variable dependiente y a la otra  como la variable 
independiente. En efecto, en  los procedimientos básicos de  cilculo, 
que  son los mismos  que  para el modelo  de regresión, puede  ajustarse 
una  recta  a  los &tos, ya sea  minimizando 2 (yi - yc)’ , o bien,  mini- 
mizando C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(xi - x,)’ . En otras palabras, puede hacerso  una  regresión 
de X sobre Y, así  como  una regresión de I’ sobre X.  En general, las 
rectas  zjustadas en 10s dos casos  serán distintas y surge una pregunta 
lógica:  ¿cuál  recta ajustar? 

Si el  objetivo  es  hnicamente  obtener  una  medida 6,: L u  ifltensidad 
de la relación  entre las dos variables, no importa qui.  recta se ajuste, 
ya que la medida  que  por !o general  se ca!cula será la m i m a  en cual- 
quier  caso. Sin embargo, si se desea  utilizar la  ecuaei6rr qutl describe 
la relación  entre las dos variables  para los prop6sitos esrudiados en las 
secciones anteriores, sí importa  qué  recta se ajuste. L a  variable  para 
l a  que se desean  estimar las medias o hacer  predicciones debe tratarse 
corno la  variable dependiente, es decir, dekx reali:.:arsc la rcgcsicin de 
esta  variable  sobre la otra variable. 

Bajo el  modelo de  correlación, se supone  que X y Y varian juntas 
em lu que se conoce como tlistribucicin cot!jmta. 5 !a forma de esta 

distribución  conjunta  tiene  una  distribución  normal, se conoce co- 
mo distrihucicirz novzal bivaviadu. Pueden  hacerse inlmencias  sobre 
ssta población ::n base a los multados  de las muestras  extraidas  apro- 
piadamente de zlia. 3 ,  por  otra  parte, se sabe  que la distyibución con- 
junta es no normal, <> si se desconoce la forma y no existe.jl.rstlficacjbn 
para suponer que 6xiste normalidad, se invalidan los procedimimtos 
inferenciales, allrrquc bien  pueden ca!cularse medidas  descriptivas. 
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Deben  cumplirse las  siguientes  suposiciones  para que sean válidas 
las inferencias  acerca  de la población,  cuando se muestrea  a  partir de 
una  distribucibn bivariada. 

1. Para cada  valor de X,  existe  una  subpoblación  de valores de Y nor- 

2. Para cada  valor de Y, existe  una  subpoblación  de valores deXnor-  
malmente  distribuida. 

malmente  distribuida. 

( 4  

Figura 8.6.1 Distribución normal bivariada. a)  Distribucih  normal bivariada. b )  

Corte  mostrando la subpoblación  distribuida  normalmente  de Y para unaX dada. 
c) Corte  mostrando la subpoblación  distribuida  normalmente  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX para  una Y 
dada. 
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3. La distribución  conjunta  de X y Y es una  distribución  normal Ila- 

4. Todas las subpoblaciones  de  los  valores  de Y tienen la misma va- 

5. Todas las subpoblaciones  de  los  valores  de X tienen la misma va- 

mada distribución  normal bivariada. 

ria.ncia. 

riancia. 

La distribución  normal  bivariada se representa  gráficamente  en la 
figura 8.6. l .  En  esta  ilustración, se observa que sj se corta el monticule 
en forma paralela  a Y en algún valor de X ,  el corte revela la distribu- 
ción  normal  correspondiente  de Y. Asimismo,  un corte paralelo  a X 
en  algún  valor de Y revela la subpoblación  correspondiente  de X con 
distribución  normal. 

8.7 EL COEFICIENTE DE CORRELACION-p____".- 

L a  distribución  normal  bivariada  analizada  en la sección 8.6  tiene  cinco 
parámetros, ax, u,,, p x ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp v  y p .  Los primeros  cuatro son respectiva- 
mente las desviaciones estándar y las medias  asociadas con las dlstribu- 
ciones  individuales. El otro  parámetro, p, se conoce c ~ m o  coeficiente 
de  correlación de la población y mide la intensidad rlr l a  relación li- 
neal  entre X y Y. 

El coeficiente  de  correlación  de la población es la raíz  cuadrada 
de p z  , el coeficiente  de  determinacibn  de la población que se estudió 
anteriormente, y dado  que este toma valores entre O y 1 inclusive, p 

puede  tomar  cualquier valor entre - 1 y .t 1,. Si p = 1 ,  existe  una  co- 
rrelación lineal directa  perfecta  entre las dos variables, mientras  que 
cuando p = - 1, indica  una  correlación  lineal  inversa  perfecta. Si p = 

O, las dos variables no  están  correlacionadas. El signo de p siempre 
será  igual al signo de 0, la pendiente  de l a  recta  de regresión  para X 

El coeficiente  de  correlación  de la muestra, r, describt la relación 
entre las observaciones  de la muestra, en dos variables, de la misma 
forma  que p describe la relaci6n  en  una  población. 

Las figuras 8.4.2d y 8 .4 .2~  muestran  respectivamente  diagramas 
de dispersión típicos,  donde r + O (Iz + O j  y Y = + 1 ( r2  = 1 j. La figu- 
ra  8.7.1 es un diagrama de dispersión típico,  donde r = - 1.  

Por lo general, se tiene  interés  en  saber si puede  concluirse  que p 

# O, es  decir, si X y Y están  correlacionados.  Dado  que, por lo general, 

Y y. 
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Y 

X 

Figura 8.7.1 Diagrama  de  dispersión para r -1. 

se  desconoce p ,  se extrae  una  muestra  aleatoria  de la población  de in- 
terés,  se  calcula r, el estimador  de p y se prueba la hipótesis  de  que 
Ho : p = O contra la  alternativa p # O. En el siguiente  ejemplo, se ilus- 
trará  el  procedimiento. 

Ejemplo 8.7.1 

Se obtuvieron las  lecturas  de la presión  sanguínea  mediante  dos 
metodos  distintos,  en 25 pacientes  con  hipertensión esencial. Las lec- 
turas  sistólicas obtenidas  por los dos  métodos se  indican en la tabla 
8.7. l .  

El médico  deseaba  investigar la intensidad  de la relación entre las 
dos mediciones. El diagrama  de  dispersión y l a  recta  de  regresión de 
los mínimos  cuadrados se muestran  en la figura 8.7.2. 

Los cálculos  previos  necesarios  para obtener la recta  de  regresión 
de los mínimos  cuadrados se muestran  en la tabla 8.7.2. Dado  que el 
investigador  desea obtener  una  ecuación  de regresión y utilizarla pa- 
ra estimar y predecir  propósitos, se obtendrá el coeficiente  de corre- 
lación  de la muestra  mediante los métodos  estudiados  bajo  el  modelo 
de regresión. 

Las lecturas  del  método I se tomaron  como variable independien- 
te,  ya  que el médico  anticipó  que  podría desear y predecir  una  lectura 
del método 11, dada  una  lectura  del  método I. 
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Tabla 8.7.1 Lecturas de la pres ih  sistólica 
sanguínea (mm Hg) mediante dos mCtodos 
en 2 5  pacientes  con  hipertensión esencial. 

Número del 
paciente Mitodo I Método 11 

~~ ~ 

1 
2 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

_I 

132 
138 
144 
146 
148 
152 
158 
130 
162 
168 
172 
174 
180 
1 80 
188 
194 
i 94 
200 
200 
204 
210 
210 
216 
220 
220 

130 
134 
132 
140 
150 
144 
150 
i 22 
160 
150 
1 
178 
168 
174 
186 
172 
182 
178 
196 
188 
180 
196 
210 
190 
202 

Sustituyendo  lo  obtenido  en la tabla 8.7.2 en las ecuacimes 8.3.2 
y 8.3.3, se obtienen las siguientes ecuaciones  normales: 

4172 = 25u + 4440b 

757,276 = 4 4 4 0 ~  + 808408h 

Cuando se  resuelven  estas  ecuaciones, se tiene  que 

U = 20.8928 

h = ,8220 
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Figura 8.7.2 Lecturas  de la presión sistólica sanguinea (mm Hg) en 25 pacientes 
con  hipertensión esencial. 

La ecuación  de los mínimos  cuadrados es 

= 20.8928 + , 8 2 2 0 ~  

El coeficiente  de  determinación,  que es igual a la suma  de cuadra- 
dos  explicada dividida entre la suma  total  de  cuadrados, es (utilizando 
las ecuaciones 8.4.3 y 8.4.4) 

(8.7.1) 

Sustituyendo  los valores de la tabla 8.7.2 y la ecuación  de regre- 
sión en la ecuación  8.7.1 se tiene  que 

y2 = (.8220)2[808,408 - (4440)2/25] " 

710,952 - (4172)2/25 

= ,9112713 
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Tabla 8.7.2 Cálculos preliminares para obtener la recta  de regresión  de míni- 
mos  cuadrados,  ejemplo 8.7.1 

- 

" 

MCtodo I (x) 

132 
138 
144 
146 
148 
152 
158 
130 
162 
168 
172 
174 
180 
1 80 
188 
194 
194 
200 
200 
204 
210 
210 
216 
220 
220 

Total 4440 

Método zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPI ( y )  
"" 

130 
I34 
132 
140 
150 
144 
i 50 
122 
160 
150 
160 
178 
168 
i 74 
186 
172 
182 
178 
19h 
188 
180 
196 
210 
190 
202 

41 72 

2 x 
-____ 

17424 
I9044 
20736 
21316 
2  1904 
23 104 
24964 
16900 
26244 
28224 
29584 
30276 
32400 
32400 
35344 
37636 
37636 
40000 
40000 
41616 
441  00 
44 1 00 
46656 
48400 
48400 

808408 
"~ 

"_ 
y 2  

____ 
16900 
17956 
17424 
19600 
22500 
20736 
22500 
14884 
25600 
22500 
25600 
31 684 
28224 
30276 
34596 
29584 
33124 
3 1684 
3841 6 
35344 
32400 
38416 
44 1 00 
36100 
40804 

7 1 0952 

Finalmente,  el  coeficiente  de  correlación  es: 

r = , I -  =r ,'.Y 112713 = 954605 z 9 5  i --- ~ 

Otra  fórmula  para  calcular Y es la expresión 

- ~ _  

X)' 

17160 
18492 
19008 
20440 
22200 
21888 
23700 
15860 
25920 

27520 
30972 
30240 
31 320 
34968 
33368 
35308 
35600 
39200 
38352 
37800 
41  160 
45360 
41 800 
44440 

757276 

- 

25200 

___"~ 

" 

(8.7.2) 

Una  ventaja  de  esta  fórmula  es  que  puede  calcularse Y sin calcular  pri- 
mero b. Este es el procedimiento  deseable  cuando no se preve que se 
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utilizara la ecuación  de regresión. Sustituyendo los  valores de la tabla 
8.7.2  en la ecuación  8.7.2, se tiene  que 

Para ver  si este  valor de Y es de rnagnitud  suficiente como para  in- 
dicar  que las dos  variabks de interés  están  correlacionadas, se prueba 
la hipótesis 

H,:p = o 
contra la  alternativa 

H , : p  # 0 . 
Cuando p = O, puede  demostrarse  que 

(8.7.3) 

está  distribuida  como la distribución t de  Student  con y1 - 2 grados 
de  libertad. 

Si se supone  que a = .05, los  valores criticos  de t en  el presente 
ejemplo  son * 2.0687. Si, a  partir  de los datos, se  calcula un valor de t 
mayor  que o igual a t- 2.0687 o menor  que o igual a - 2.0687, se re- 
chazará la hipótesis  nula. El valor calculado  de t es: 

y dado  que  este valor es mayor  que el valor crítico  de t, se rechaza la 
hipótesis  nula y se concluye  que las dos variables están  correlaciona- 
das.  Dado que  15.37 > 2.8073, se tiene  para  esta  prueba  que p < .01. 

El uso  de la estadística t calculada en la prueba  anterior es apro- 
piado para probar sólo Ho : p = O. Si  se deseaprobar Ho : p = po  , donde 
p o  es algún  valor distinto  de  cero, debe utilizarse otro  procedimiento. 
Fisher"  sugiere que Y debe  transformarse  en z, como sigue: 

(8.7.4) 
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donde In es un  logaritmo  natural.  Puede  demostrarse  que z ,  tiene  una 
distribución  aproximadamente  normal  con  una  media  de z p  = In I(  1 
+ p j / ( l  - p)}  y una desviación estándar  estimada. 

Para probar la hipótesis nula de  que p es igual a algún  valor  distin- 
to de  cero,  la  estadística de  prueba es 

la cual  sigue aproximadamente la distribucihn  normal  unitaria. 
Para determinar z, para un Y observado y z p  para un p establecido 

en  la  hipótesis,  se  consulta  la  tabla L, evitando  así el uso  directo  de  los 
logaritmos  naturales. 

Supóngase  que  en  el  presente  ejemplo se desea probar  que 

H o : p  =; .9x 

H A  :/, # .9x 
contra la alternativa 

al  nivel de  significación  de .05. Consultando la tabla L, se encuentra 
que  para 

1' = .95. zr = 1 .X31 78 

La estadística  de  prueba es entonces 

Dado  que - 2.18 es menor que el  valor crítico  de z = - 1.96, debe re- 
chazarse Ho y concluir  que  el  coeficiente  de  correlación  de  la  pobla- 
ci6n no es  de .98. 

Para tamaños  de  muestra  menores  que 25, debe utilizarse con pre- 
caución la transformación Z de  Fisher.  Puede  utilizarse  un  procedi- 
miento  alternativo  debido a Hotel1ingl2  para tamaños de  muestra 
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iguales o mayores  de 10. En  este  procedimiento,  se  utiliza  la  siguiente 
transformación  de Y 

La desviación estándar  de z*  es 

La estadística de prueba es 

(8.7.7) 

(8.7.8) 

(8.7.9) 

donde 

Los valores críticos para fiines de  comparación se obtienen a par- 
tir de la distribucibn  normal  unitaria. 

EII el prese,nte ejemplo, para probar E-r, :p = -98 contra la alterna- 
tiva PI4 : p  i .98 (u = ,051, utilizando la transformación  de Hotelling, 
se tiene que 

Dado  que -2.21 es menor  que -. 1.96, se rechaza  la  hipótesis nula y 
Se ¡lega a la ~nisnu conclusióri qnc cuando se  utilizó la transformacih 
de Fisher. 
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ciento  para p .  Se utiliza la fórmula  general  para  un  intervalo  de  con- 
fianza, 

estimador k (factor  de  conGabilidad)(error  estándar) 

Se convierte  primero  el  estimador, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY, en z,, se construye  un  intervalo 
de  confianza  en  torno  a z p  y se reconvierten  entonces los limites  para 
obtener  un  intervalo  de  confianza  del lOO(1 - a)  por  ciento  para p .  

La fórmula  general se convierte  entonces  en 

Para el  presente  ejemplo,  el  intervalo de confianza  del 95 por cien- 
to  para z p  está  dado  por 

Convirtiendo  estos  límites, que son valores de z,, en  valores de r, se 
tiene  que 

-I I' 

-. ~" - - ~~ 

1.41391 ,890 
2.24965 .9?5 

Se tiene  entonces  el 95 por  ciento  de  confianza  de  que p esté  conte- 
nido  en el intervalo  de ,890 a .975. Debido a los valores limitados  de 
la tabla,  estos  limites  deben  considerarse  sólo  como  aproximados. 

Otro  método  para  construir  intervalos de confianza  para p es uti- 
lizar las tablas  especiales preparadas  por David.I3 

Bercicios 

E m  cada uno  de los  siguientes  ejercicios: 

a) Prepare  un diagrama de dispersiiin. 
h )  Calcule  el coeficiente de correlacibn de la muestra. 
c )  Pruebe  que H, : p = O al nivel d e  significaci6n de .O5 y saque 

tl I Determine el valor p para In prueba. 
e) Construya  el  intervalo de conf ianza del 9S por ciento para p .  

sus conclusiones. 
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8.7.1 Una muestra  aleatoria  de  los  expedientes  de  cierto  hospital pro- 
porcionó la siguiente información  sobre la duración  del  inter- 
nado  en  días y el ingreso  familiar anual  (redondeado  hasta los 
$500 más próximos)  de I 5  pacientes  dados  de  alta. 

Ingreso  familiar Duracibn  del 
anual (x) internado ( y )  

$2000 
2500 
3000 
3 500 
4000 
4500 
5000 
5 500 
6000 
6500 
7000 
7500 
8000 
8 500 
9000 

11 
12 
9 
8 
9 

10 
7 
8 
4 
7 
5 
6 
3 
4 
4 

E X i  = 82,500 

c y i  = 107 

C Y i 2  = 87 1 

CxiYi = 510,500 

= 523,750,000 

8.7.2 La siguiente  tabla muestra las  presiones sanguíneas sistólicas en 
cada  una  de 25 parejas de  gemelos  idénticos. 

Primer gemelo ( X )  Segundo  gemelo ( Y )  

118 
I16 
118 
120 
122 
122 
122 
120 
124 

115 
115 
116 
119 
118 
138 
123 
128 
126 
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Primer gemelo(X)  Segundo gernelo(Y) 

130 
130 
125 
1 64 
160 
158 
145 
184 
190 
1 88 
180 
1 74 
170 
160 
155 
1 GO 
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Congestión  del  tráfico 

(automóviles 

por  hora)  COlppm) 

( X  ) ( Y )  

1 O0 
110 
125 
150 
175 
190 
200 
225 
250 
275 
300 
325 
350 
375 
400 

8.8 
9.0 
9.5 

103 
10.5 
10.5 
10.5 
10.6 
11.0 
12.1 
12.1 
12.5 
13.0 
13.2 
14.5 

8.7.5 Una  muestra  aleatoria  de 25 enfermeras seleccionadas de  un re- 
gistro  estatal de enfermeras  proporcionó la siguiente infor- 
mación  sobre la  calificación obtenida  por  cada  una  de ellas en 
el  examen  de la  dirección estatal y su calificación  final obteni- 
da  en la escuela.  Ambas  calificaciones se relacionan con el área 
de especialización de la enfermera. 

Calificación  obtenida  en el examen 
Calificación  final de la dirección  estatal 

( X )  ( Y )  

87 
87 
87 
88 
88 
89 
89 
89 
89 

440 
480 
535 
460 
525 
480 
510 
530 
545 
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Calificación  final  Calificaciones  obtenidas  en  el  examen 
(X) de la direccidn estatal 

89 
90 
90 
90 
91 
91 
91 
92 
92 
92 
93 
93 
34 
94 
94 
94 

600 
495 
545 
575 
525 
575 
600 
490 
510 
575 
540 
595 
525 
545 
600 
625 

8.8 ALGUNAS PRECAUCIONES- 

Los análisis  de  regresión y de correlación  son  herramientas  estaciísti- 
cas bastante  útiles  cuando se utilizan  apropiadamente. Sin embargo, 
su uso inapropiado  sólo  puede  conducir  a la obtención de  resultados 
sin  sentido. Con el  fin  de  ayudar  al  lector  en el  uso apropiado  de es- 
tas  técnicas, se hacen las sizuientes  sugerencias. 

1. Antes  de  reunir  los  datos,  deben revisarse cuidadosamente las su- 
posiciones  que  fundamentan los análisis de regresión y de  corre- 
lación.  Aunque es raro  encontrar  que se cumplan las  suposiciones 
a la perfección,  el  médico  debe  tener  alguna  idea  acerca de la mag- 
nitud  de la brecha  que  existe  entre  los  datos  que van a analizarse 
y las  suposiciones  del  modelo  propuesto,  de  modo  que  pueda de- 
cidir si debe  elegir otro  modelo;  procédase  con el  análisis, pero 
tomando  precauciones  con la interpretación  de los resultados; 
o bien,  utilicese  con  confianza el modelo elegido. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Algunas precauciones 403 

2. En  la regresión  lineal  simple y el  análisis de  correlación, las dos 
variables de  interés se miden  sobre la  misma  entidad,  llamada uni- 
dad  de asociación. Si se tiene  interés  en la relación entre la estatura 
y el peso, por  ejemplo, estas dos  medidas se hacen  en el mismo 
individuo. En  general,  carece de  sentido  hablar  de  correlación,  por 
así  decirlo,  entre las estaturas  de  un  grupo  de individuos y el peso 
de otro  grupo. 

3 .  Sin importar  qué  tan  grande es la indicación  de  una relación entre 
dos variables, no  debe  interpretarse  esto  como  un caso de causa y 
efecto. Si, por  ejemplo,  se  observa  un  coeficiente  notable  de co- 
rrelación  de la muestra  entre las dos variables X y Y, puede signi- 
ficar  una de varias cosas: 

a) X causa Y. 
b )  Y causa X.  
c) Algún tercer  factor, sea directa o indirectamente, causa tanto a 
X como  a Y 

ln~ervalo rnuestreado 

Figura 8.8.1 Ejemplo  de  extrapolación. 
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d)  Ha ocurrido  un  evento  improbable  y se ha obtenido  por casua- 
lidad un gran  coeficiente  de  correlación  de  la  muestra  a  partir 
de  una  población  en la que,  en  efecto, X y Y no están  correla- 
cionadas. 

e )  La correlación es sencillamente  disparatada,  una  situaci6n que 
puede surgir cuando las mediciones  de X y Y no se hacen  sobre 
una  unidad  común  de asociación. 

4. La ecuación  de  regresi6n  de la muestra  no  debe utilizarse  para 
predecir o estimar  fuera  del  intervalo de valores de la variable  in- 
dependiente  representado  en la muestra. Esta  práctica,  llamada 
extrupoZación, tiene sus  riesgos. La verdadera  relación  entre  dos 
variables, aun  cuando sea lineal sobre  un  intervalo  de la  variable 
independiente,  a veces puede  describirse mejor  como  una curva 
fuera  de  este  intervalo. Si, por  casualidad,  se  extrae la muestra 
sólo  del  intervalo  donde la relación es lineal, se tiene  únicamente 
una  representación  limitada  de la población,  por 10 que  proyec- 
tar  los  resultados  de la muestra más allá  del  intervalo representado 
por ella puede  conducir a conclusiones  falsas. La figura  8.8.1  ilus- 
tra una de las trampas  de la extrapolación. 

8.9 RESUMEN " 

En este  capítulo se examinan dos importantes  herramientas del  análi- 
sis estadístico, la  regresión  lineal  simple y la correlación.  Se  ha suge- 
rido  el  siguiente  esquema  para la aplicación de dichas  técnicas. 

1 Identificación  del  modelo. El médico  debe  saber  si  el  modelo  de 
regresión o el de  correlación  es el apropiado  para  dar  respuesta  a 
sus  preguntas. 

2. Revisión  de las suposiciones, Se ha señalado  varias veces que la 
validez  de las conclusiones  depende de  qué  tan bien se ajusten  los 
datos  analizados al modelo elegido. 

3. Obtención  de la ecuación  de regresión. Se ha  visto cómo se obtie- 
ne la  ecuación  de  regresión  mediante  el método  de los mínimos 
cuadrados.  Aunque  los cálculos, cuando se hacen  a  mano,  son un 
tanto largos,  complicados y sujetos  a  error,  éste  no es ahora el 
problema  como  lo  fue en  el  pasado. Las computadoras  electróni- 
cas  se  utilizan  ahora  tan  ampliamente que se siente  uno  tentado 
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4. 

5. 

a  decir que las personas  que se dedican al estudio  de la estadística 
o el investigador  sin  acceso  a una  de ellas es la excepción,  más  que 
la regla. No es necesario hablar  en  defensa del  investigador que tie- 
ne  que realizar  largos  cálculos si dispone  de  una  computadora. 
Evaluación de la ecuación. Se ha  visto que la utilidad de la ecua- 
ción  de regresión  para  fines  de estimación y predicción  se determi- 
na  por  medio  del  análisis.de variancia, el cual prueba el significado 
del  cuadrado  medio  de la regresión. Se valora la intensidad  de la 
relación  entre  dos variables  bajo el  modelo  de  correlación pro- 
bando la hipótesis  nula  de  que no existe  correlación  en la pobla- 
ción. Si puede rechazarse  esta  hipótesis, puede concluirse,  al nivel 
de significación  elegido, que las dos variables están  correlacionadas. 
Uso de la ecuación. Una vez que se ha  determinado  que es probable 
que la ecuación  de regresión  describa adecuadamente la relación 
entre las dos variables, X y Y, puede utilizarse  para cualquiera  de 
dos  fines: 

aj predecir  qué valor es probable  que tenga Y, dado  un valor  par- 

b j estimar la media  de  la  subpoblación  de  los  valores  de Y para  un 
ticular  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX, o bien, 

valor  particular  de X. 

Este estudio  necesariamente  abreviado,  de la regresión y correla- 
cibn  lineales simplespuede  haber  dado lugar  a máspreguntas  que las que 
ha  contestado. Se le puede  haber  ocurrido al lector,  por ejemplo, 
que  una variable dependiente  puede  pronosticarse  con más  precisión 
utilizando  dos o más  variables independientes  en lugar de  una sola. O, 
quizá,  puede  tener l a  sensación de  que  conocer la intensidad  de la  re- 
lación  entre varias  variables podría ser  más interesante  que si se sabe la 
relación entre  sólo  dos variables. La exploración  de estas  posibilida- 
des  es el tema  del  capítulo siguiente, por lo que la curiosidad  del 
lector  en este sentido  debe  quedar, al menos,  parcialmente  satisfecha. 

Para quienes  deseen ampliar su conocimiento  sobre el tema, al fi- 
nal  del capítulo se da  cierto  número  de  excelentes referencias, además 
de  las ya citadas. 

Preguntas y ejercicios de repaso 
_. 

l .  ¿Cuáles son las  suposiciones que  fundamentan el  analisis de regre- 
sión lineal  simple cuando  uno  de los  objetivos es hacer  inferencias 
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acerca  de  la  población  de la cual  se  extrajeron los datos  de  la mues- 
tra? 

2. ¿Por  qué  a la ecuación  de regresión se le da el nombre  de  ecua- 
ción  de  mínimos  cuadrados? 

3. Explique el significado  de a en la ecuación  de regresión de la mues- 

4. Explique  el  significado  de b en la ecuación  de regresión de la 

5. Explique los siguientes  términos: 

tra. 

muestra. 

a) Suma  total  de  cuadrados. 

6. 

7. 

8. 

9. 

I o. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15.  

h) Suma de cuadrados  explicada. 
c)  Suma  de  cuadrados  inexplicada. 

Explique el significado  del coeficiente  de  determinación J' el me- 
todo para ca!cularlo. 
¿Cui1 es !a función del  análisis de variancia  en el análisis de re- 
gresión? 
Descri.ba dos i;iirmas en las que se pueda  probar la hipótesis  nula 
de que 13 := O. 
¿Cuáles son !os dm fines para los que  puede  utilizarse  una ecua- 
ción  de  regresión ? 
;Cuáles son las sup,)siciones que fundamentan  al  andisis  de  corre- 
lación  simple  cuan&) la inferencia  es un objetivo? 
iQué se entiende por unidad  de  asociación  en  el  aridisis  de regre- 
sión y de  correlación? 
¿Cuáles son las explicaciones posibles para un coct'icienre d e  co- 
rrelación  significativa de !a muestra. 
Explique por qué existzn riesgos en utilizar una erusción de re- 
gresibn de la muestra  para  predccir o estimar  fuera del intervalo 
de valores de la variable independiente  representada en la muestra. 
Describa una  situación  en su área de interés  particular donde se- 
r í a  útil un anilisis de regres ih  simple. Utilice datos reaies c) realis- 
tas y haga u n  andisis de regresiiin completo. 
Describa u r ~ a  situaci6n  en su Brea de i n t ~ r k s  particular donde st" 
ria útil un anlillsii; de correlaci¿h simple.  titilice d a ! o s  reales o rea- 

listas y llaga un an5licis de correlszión con:pieto. 
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16. L o s  siguientes  valores  son  los  niveles  de  testosterona  en el plasma 

y la edad  de los prisioneros que  sufrían  su  primera  condena  por 
crímenes  violentos y agresión Y que  fueron  tomados  de una 
muestra  de  prisioneros  jóvenes. 

Nivel  de Edad en la Nivel  de Edad zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAen la 
testosterone primera  condena testosterona Primera  condena 

1305 11 710 
1 000 12 1150 
1175 13 605 
1495 14 690 
1060 15 700 
X00  16 625 

1005 16 610 
450 

17 
18 
20 
21 
23 
24 
27 
30 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia suficiente  que  indique  que las 
dos variables  están  correlacionadas al nivel de  significación de .05? 

17. Algunos  investigadores de la salud  han reportado  que  existe  una 
relación  inversa  entre  las  malformaciones  del  sistema  nervioso  cen- 
tral y la dureza  relacionada  con  los  suministros  de  agua.  Supónga- 
se que los siguientes  datos se obtuvieron de una  muestra  de 20 
zonas  geográficas obteniéndose los siguientes  resultados. 

Tasa de  malformaci6n Tasa de  nzalformacibn 
del S.N.C. (por cada Dureza  del  del S.N.C. (por cada Dureza  del 
IO00 nacimientos) agua (p.p.m.) 1000 nacimientos) agua (p.p.m.) 

7.3 
8.1 

11.2 
9.3 
9.4 
5.0 
5.8 
3.3 
3.6 
4.8 

50 
25 
15 
75 

1 o0 
150 
180 
250 
275 
220 

6.3 
12.5 
15.0 
6.5 
8.0 

10.0 
5.3 
4.9 
7.2 

11.9 

160 
50 
45 
60 

1 00 
155 
200 
240 

40 
65 

Construya un diagrama de  dispersión y calcule r. ¿Cuáles  son 
sus conclusiones?  Sea a = "0.5. 
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18. Se registraron la presión  sistólica  sanguínea  media  durante  una  in- 
tervención  quirúrgica y el  volumen  de  sangre  perdido  para 16 pa- 
cientes. 

Presión  sistólica Pérdida  Presión  sistólica 
sanguínea  media de  sanguínea  media Pérdida zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde 

durante la intervención sangre durante la intervención sangre 
quirúrgica (mm Hg) (m 1) quirúrgica (mm Hg) / m  1) 

95 
90 

125 
105 
110 
105 
90 
90 

274 
170 
352 
317 
171 
150 
245 
120 

80 
110 
90 

105 
90 

110 
110 
140 

190 
1288 
205 
150 
175 
64 

276 
318 

Prepare un diagrama de  dispersión,  calcule r y haga la prueba  de 
signifieaciim al nivel de .05. 

19. En un  estudio del efecto de un  componente  de la dieta  sobre la 
composición de los lípidos del plasma, se obtuvieron  los  siguientes 
datos en  una muestra de 15 animales  experimentales: 

Medida  del c.ornpo,rrn:e Medida  de la concentración 
de la dieta (X] de  lípidos en el  plasma ( Y )  

18 
21 
28 
35 
47 
33 
40 
41 
28 
21 
30 
46 
44 
38 
19 

38 
40 
47 
54 
66 
52 
59 
60 
47 
40 
49 
65 
63 
57 
38 
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Obtenga la ecuación  de regresión  para  estos  datos,  calcule Y* y 
pruebe Ho :/3 = O tanto  para la prueba F como  para la prueba t. 

20. Los siguientes  valores  son  el flujo  sanguíneo  pulmonar (FSP) y el 
volumen  sanguíneo  pulmonar (VSP) registrados  para 16 bebés y 
niños  con  enfermedad  congénita  del  corazón. 

Y X 
VSP (mIIM2) FSP(L fminfM2) 

168 
280 
39 1 
420 
303 
429 
605 
522 
224 
29  1 
233 
370 
53 1 
516 
21 1 
439 

4.31 
3.40 
6.20 

17.30 
12.30 
13.99 
8.73 
8.90 
5.87 
5.00 
3.51 
4.24 

19.41 
16.61 
7.21 

1 1.60 

Encuentre la ecuación  de regresión que describa la relación lineal 
entre las dos variables,  calcule r’ y pruebe Ho :o = O tanto para la 
prueba F como para la prueba t. Sea OL = .05. 

21. Se compararon  mediante  dos  métodos  quince  muestras  de  suero 
de sangre con  el  anticuerpo  tuberculina. Los logaritmos  de los re- 
sultados  obtenidos  mediante  los  dos  métodos  fueron los siguientes: 

3.31 4.09 
2.41 3.84 
2.72 3.65 
2.41 3.20 
2.1 1 2.97 
2.1 1 3.22 
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3 .o 1 3.96 
2.13 2.76 
2.4 1 3.42 
2.10 3.33 
2.41 3.28 
2.09 2.93 
3.00 3.54 
2.08 3.14 
2.1 1 2.76 

Encuentre la ecuación  de regresi6n que  describa la relaci6n  entre 
las dos variables,  calcule r2 y pruebe Ho :/3 = O tanto para la prue- 
ba F como  para la prueba t. 

2%. La siguiente  tabla  ilustra  los  valores  del  consumo  de  metil  mercu- 
rio y la cantidad  total  de  mercurio en la sangre de  12 individuos 
expuestos  a la primera  sustancia  por  haber  consumido peces con- 
taminados. 
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Peso zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(X) Glucosa ( Y )  

64.0 
75.3 
73.0 
82.1 
76.2 
95.7 
59.4 
93.4 
82.1 
78.9 
76.7 
82.1 
83.9 
73.0 
64.4 
77.6 

108 
109 
104 
102 
105 
121 
79 

107 
101 
85 
99 

1 o0 
1 O8 
104 
102 
87 

Encuentre la ecuación  de regresión  lineal  simple y pruebe la hi- 
pótesis Ho :o = O utilizando la tabla  ANDEVAy la prueba t. Pruebe 
Ifo : p = O y construya  un  intervalo  de  confianza del 95 por  ciento 
para p. ¿Cuál es el nivel de  glucosa pronosticado para un  hombre 
que pesa 95 kg? Construya el intervalo  de  predicción  del 95 por 
ciento para  este  peso. Sea (Y = .O5 para todas las  pruebas. 

24. La tabla  siguiente indica las edades  (en  años)  y las presiones  sistó- 
licas sanguineas  (PSS)  de 20 adultos  aparentemente sanos. 

Edad ( X )  

20 
43 
63 
26 
53 
31 
58 
46 
58 
7 o 

PSSI Y )  

120 
128 
141 
126 
134 
128 
136 
132 
140 
144 

-~ - 
Edad(X) PSS( Y )  

46 
53 
70 
20 
63 
43 
26 
19 
31 
23 

128 
136 
146 
124 
143 
1 30 
124 
121 
1'6 
121 
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Encuentre la ecuación  de  regresión  lineal  simple y pruebe la h i p 6  
tesis Ho :P = O utilizando la tabla ANDEVA y la prueba t. Pruebe 
la hipótesis Elo : p = 0 y construya  un  intervalo  de  confianza  del 
95 por  ciento  para p .  Encuentre el intervalo  de  predicción  del 95 
por  ciento  para ía presión  sistólica  sanguinea de una persona  de 
25 afios de  edad. Sea (Y = .O5 para  todas las pruebas. 

25. Se reunieron  los siguientes datos  durante un experimento  en el 
cual  se  inoculó un animal de  laboratorio con un patógeno. Las va- 
riables  son  el tiempo,  en  horas,  después  de la inoculación  y la  tem- 
peratura  en grados Celsius. 

7 lempo Temperatura Tiempo Temperatura 

24 38.8 44 41.1 
28 39.5 48 41.4 
32 40.3 52 41.6 
36 40.7 56 41.8 
40 4 1 .o 60 41.9 

___ ~ ~ _ _ _  . 

Encuentre l a  ecuación  de regresión  lineal  simple y pruebe l a  h i p 6  
tesis Ho : p  = O utilizando la tabla ANDEVA y la prueba t. Pruebe 
la  hipótesis Ho : p  = O y construya un intervalo  de  confianza  del 
95 por  ciento para p. Construya  el  intervalo  de  predicción del 95 
por  ciento  para l a  remperatura a 50 horas después de la inocula- 
ción. Sea LY = .O5 para  todas las pruebas. 
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Regresión y correlación múltiples 

9.1 INTRODUCCI~N 

En el capítulo 8 se examinaron los conceptos y técnicas para  analizar 
y utilizar la relación entre  dos variables. Se observó  que  este análisis 
puede  conducir  a  una  ecuación  que  puede utilizarse  para predecir el 
valor de  alguna  variable  dependiente  dado el  valor de  una variable 
independiente  asociada. 

La intuición señala que,  en  general,  debe  tenerse la capacidad  de 
mejorar la  habilidad para predecir  al  incluir más variables indepen- 
dientes  en dicha ecuacibn. 

Por ejemplo,  un investigador. encuentra que las  calificaciones de 
inteligencia de las  personas  pueden  predecirse  a  partir  de  factores fi- 
sicos como  el  orden  del  nacimiento, el  peso  al  nacer y la duración  de 
la  gestación,  junto  con  ciertos  factores  hereditarios y ambientales. La 
duración  de la hospitalización de  una  persona  en  un  hospital  de en- 
fermedades cr6nicas puede  depender  de  la  edad  del  paciente,  estado 
civil, sexo  e ingresos, no sin mencionar el factor  obvio  del diagnóstico. 
La respuesta  de  un  animal  de  laboratorio  a algún medicamento  puede 
depender  del  tamaño  de la  dosis y de la edad y peso  del  animal.  Una 
enfermera supervisora  desea  saber la intensidad  de la relación entre 
la  eficiencia de  una  enfermera  en el trabajo, su  calificación  en  el exa- 
men  de  la dirección estatal,  sus  antecedentes escolares y su  calificacibn 
en  alguna  prueba  de  habilidad o aptitud. O bien,  el  administrador  de 
un  hospital, al estudiar las admisiones  de diversas comunidades servi- 

415 
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das por su hospital, desea determinar  qué  factores  parecen  ser  los  que 
influyen en  las  diferencias que se observan  en  las  tasas  de  admisión. 

Los  conceptos  y  técnicas  para  analizar la  asociación  entre varias 
variables  son extensiones  naturales de  los que se estudiaron  en los 
capítulos  anteriores. Los cálculos, como es  de  esperar,  son más  com- 
plejos y  tediosos. Sin embargo,  como se señaló  en  el  capítulo 8, esto 
no  constituye  un  problema  real  siempre  que se disponga  de  una  com- 
putadora  electrónica. No es  raro  encontrar  investigadores  que  estudien 
las  relaciones  existentes  entre  una  docena  de  variables o más.  Para 
quienes  tienen  acceso  a  una  computadora, la  decisión  acerca  de  cuán- 
tas  variables  incluir en  un análisis  se  basa no  en la  complejidad  y  lo 
largo de  los  cálculos,  sino  en  consideraciones  tales  como su impor- 
tancia, el costo  de su inclusión  y  la  importancia de su contribución. 

En este  capítulo se sigue estrictamente la secuencia  del  capítulo 
anterior.  Primero se estudia el modelo  de  regresión,  seguido  por un 
análisis del  modelo  de  correlación. Al considerar el modelo  de regre- 
sión, se cubren  los  siguientes  puntos:  una  descripción  del  modelo, los 
métodos para obtener la ecuación  de  regresión, la evaluación de la 
ecuación y los usos que  pueden hacerse  de  ella.  En ambos  modelos 
se estudian  los  procedimientos  inferenciales posibles y sus  suposi- 
ciones  fundamentales. 

9.2 EL MQDELQ DE REGRESI~N M ~ L T I P L E  

En  el modelo de  regresión múltiple, se supone  que  existe  una  relación 
lineal  entre alguna  variable Y ,  a la cual se da  el nombre  de variable 
dependiente,  y k variables independientes, X I ,  X?, . . . X,. A veces, 
las  variables independientes se conocen  como variables explicativas 
debido  a  que se utilizan  para  explicar la variación en Y ,  y como varia- 
bles de  predicción, por su  uso  en  predecir Y .  

Las suposiciones  acompañantes  son  las  siguientes. 

l .  Las zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi son  variables no aleatorias  (fijas).  Esta  suposición  distingue 
al modelo  de regresión múltiple  del  modelo de  correlación  múlti- 
ple, el  cual se estudiará  en la sección 9.6. Esta  condición  indica 
que cualquier  inferencia que se haga  de los datos  de la muestra 
sólo se aplica  al  conjunto  de valores de X observados  y no  a algún 
conjunto  mayor  de X .  Bajo el modelo  de  regresión,  el  análisis de 
correlación  carece  de  significado. Bajo el modelo de correlación, 
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que se estudiara  posteriormente,  pueden aplicarse 1a.s siguientes 
tecnicas de regresión. 

2. Para  cada conjunto  de valores  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi, existe  una  subpoblación  de 
valores de Y.  Para construir  ciertos  intervalos  de  confianza y pro- 
bar  hipótesis,  debe  saberse, o el  investigador  debe  inclinarse a 
suponer,  que  estas  subpoblaciones de valort:s de Y tienen  distri- 
buci6n  normal. Ya  clue se deseará  demostrar  estos  procedimientos 
inferenclales.  se  hará l a  suposición  de  normalidad  en  los  ejemplos 
y ejercicios de  este  capítulo. 

3. Todas las  variancias de las subpoblaciones  de Y son iguales. 
4. Los valores de Y son independientes. Es decir, Los valores de Y 

seleccionados  para u11 conjunto  de valores de X no  dependen  de 
los  valores de Y seleccionados  en otro  conjunto de  valores de X .  
Estas  suposiciones  pueden  enunciarse  en  forma  más  concreta  como 

donde yi es un valor típico  de  una  de las subpoblaciones  de  los  valo- 
res  de Y ,  10s O j  se conocen  como  coeficientes  de  regresión, x l j ,  xzi, 
. . . , x k j  son, respectivamente, los valores  particulares  de las variables 
independientes X , ,  X ? ,  . . . , X,, y ei es  una variable  aleatoria  con 
media de O y variancia d ,  que es la variancia común  de las subpo- 
blaciones  de los valores de Y. Para construir  intervalos  de  confianza 
para  los  coeficientes  de  regresión y probar  hip6tesis  acerca  de  ellos, 
se supone  que los ej tienen  distribución  normal  e  independiente. Las 
afirmaciones  referentes  a los ei son consecuencia de las  suposiciones 
referentes a las distribuciones  de los  valores de Y .  La ecuación 9.2.1 
se conoce  como el modelo  de regresión múltiple. 

Cuando la ecuación  9.2.1  consta  de  una  variable  dependiente 
y dos variables independientes, es decir,  cuando el modelo se escri- 
be  como 

puede  ajustarse  un plano en el espacio  tridimensional  a los puntos  de 
los datos, corno se muestra en la figura 9.2.1. Cuando el modelo  con- 
tiene  más  de dos variables independientes, se describe  gyométrica- 
mente  como un hiperplano. 

En la figura 9.2.1 el  observador  debe  imaginar  algunos  de los pun- 
tos  como si  estuvieran  localizados por  arriba  del  plano y otros  corno 
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Regresidn y correlacidn  mliltiples 

Figura 9.2.1 Plano de  regresión múltiple y dispersibn  de los puntos. 

si estuvieran por debajo, L a  desviaciijn de  un puntcl respecto  del 
plano  está  representada por l a  expresi6n 

En l a  ecuaci6n 9.2.2, 0, representa cl punto  donde el plano  corta 
al eje Y ,  es decir,  representa la ordenada al origen del plano. PI mide 
el cambio  promedio cn Y para un  cambio  unitario en X ,  cuando “Y2 
permanece sin cambios, y P2 mide el cambio  promedio en Y para 
un  cambio  unitario en X 2  cuando XI permanece sin cambios. Por 
esta  razhn, y /j2 se conocen  como coc.ficientes de regresión par- 
C h i ,  

9.3 OBTENCIóN  DE LA ECUACIdN  DE REGRESION 
M~JLTIPLE 

Las estimaciones  insesgadas de los parámetros Po, PI , . . . , Pk del  mo. 
delo  especificado en la ecuación 9.2.1 se obtienen  mediante  el  méto- 
do de los mínimos  cuadrados. Esto significa que se minimiza la suma de 
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las  desviaciones  elevadas  al cuadrado  de los  valores  observados de Y 
respecto de la superficie de regresión resultante.  En  el caso de  tres 
variables, como se muestra  en la figura 9.2. I ,  la suma  de  las desvia- 
ciones  al cuadrado  de las  observaciones, respecto  del  plano, es un 
mínimo  cuando se estiman Po, P I  y P2 por  el  mktodo  de los minimos 
cuadrados. En otras  palabras,  por el método  de los minimos  cuadra- 
dos, se  seleccionan estimaciones  de Po, P I ,  . . . , & de la muestra  en 
tal  forma  que se  minimice la cantidad 

I C j *  = c ( y j  - poxl j  - B I X Z j  - . . ' " B-X,,) 

Esta cantidad,  conocida como suma  de los  cuadra.dos de los residuales, 
puede escribirse t a m b i h  como 

CCJ'j - ~ c )  
2 (9.3.1) 

indicando  el  hecho  de  que se minimiza la suma  de  cuadrados  de las 
desviaciones  de los valores  observados  de Y respecro  de los valores de 
esta  variable calculados  a  partir  de la ecuaci6n  estimada. 

Las estimaciones bo, bl  , b 2 ,  . . . , b, de los coeficientes  de regre- 
sión se obtienen resolviendo l a  siguiente  serie de ecuaciorlea normales: 

. . .  . . .  .. . . . .   . . .  . , .  . . .  . . .  .. . 

(9.3.2) 

A continuacibn se hace  el cálculo de la ecuación  de  regresión  esti- 
mada y s.; indican  sus  usos  para el caso donde se tiene  una  variable 
dependiente y dos variables independientes. 

Cuando el rnodelo contiene s d o  dos variables independientes, 
la ecuaci6n  de regresión de la muestra es 

Ejemplo 9.3.1 

En un estudio  de la duración de la hospitalizacih  para los pacientes 
que  estaban  en  un  hospital  de  enfermedades  crónicas,  un in.vestigador 
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deseaba  saber  cómo  podría  predecir la duración  del  internado (Y), 
dadas  las  variables  independientes,  ncmero  de  admisiones  previas 
(X, ) y edad (X, ). Los datos  de la tabla 9.3.1 se obtuvieron de una 
muestra  de y1 = 15 pacientes. 

Para obtener la ecuación de los mínirn:x  cuadrados, deben resol- 
verse las siguientes  ecuacionzs  normales  para los coeficientes de regre- 
sión de la muestra I 

Tabla 9.3.1 Duración de la haspitalizacih en días, edad en 
años y nhmero de adrnisiones  previas de 15 pacientes admi- 
tidos 8 un hospital de enfermedades crónicas. 

Duración d e  la Número  de 
hospiralizacidr: admisiones  previas Edad 

( Y i  (X1 i (X2 ! 

1.5 o 21 
15 O 18 
21 O 2 2  
28 1 24 
30 1 25 
35 1 25 
40 1 26 
35 2 34 
30 2 25 
45 2 38 
50 3 44 
60 3 51  
45 4 39 
60 4 54 
50 5 5 5  

-_I__ ___." 

" "_I_"L_ - 

N6,tcse que el  ndmero  de  ecuaciones  es igual al n h e r o  de  los 
parrimetros  que van a  estimarse.  Pueden resolverse  las tres  ecuaciones 
como  están, o birn, pueden  reducirse a m conjunto  de  dos  ecuacio- 
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nes transformando  cada valor en  una desviación respecto  de su media. 
Si se designan  estas  desviaciones por y;,  x i i  y x i i ,  se tiene  que 

(9.3.5) 

Si se resta  la  ecuación  original  de regresih  de la muestra (ecua- 
ción 9.3.3) en términos  de  estas  transformaciones, se tiene que 

donde bb, 6 ;  y 6; son los  coeficientes  apropiados  para  las  variables 
transformadas, L a  relación entre  los  dos  conjuntos  de  coeficientes  pue- 
de  determinarse  sustituyendo las desviaciones  de  las  medias de las 
variables  originales en la ecuación  9.3.6 y simplificando  entonces. 
Así, se tiene  que 

Cuando se establecen  los  coeficientes  de  términos iguales en  las  ecua- 
ciones 9.3.3  y  9.3.7, iguales entre sí, se tiene  que 

h,  = b', 

b2 = b; 

y, por lo tanto, 

Un nuevo  conjunto  de  ecuaciones  normales  basado  en la ecuación 
9.3.6  es 
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Utilizando las transformaciones  de la ecuación 9.3.5 y la propiedad 
de  que 2 (xi - 9 = O, se obtiene 

Nótese que bb = O. Así, mediante la ecuación 9.3.8, se tiene que 

y cuando se sustituyen bl  y b2 por b;  y b i ,  respectivamente, las 
ecuaciones  normales se condensan  en las siguientes: 

La tabla  9.3.2  contiene las sumas de cuadrados y los productos 
cruzados  de los  valores  originales  necesarios para calcular las sumas 
de  cuadrados y productos  cruzados  de y,!, x l i  y xbi. 

Utilizando  los  datos  de la tabla  9.3.2, se calcula l o  siguiente: 

Cuando se sustituyen  estos valores  en las ecuaciones  9.3.9, se tiene  que 

34.93h1 + 257.4Qb2 = 272.27 

257.40b1 + 2241.60b2 = 2368.40 
(9.3.10) 
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Tabla 9.3.2 Sumas  de  cuadrados y sumas  de  productos  cruzados para el ejem- 
plo 9.3.1. 

y .  

15 
15 
21 
28 
30 
35 
40 
35 
30 
45 
50 
60 
45 
60 
50 

0  21 
O 18 
0  22 
1 24 
1 25 
1 25 
1 26 
2  34 
2  25 
i 38 
3  44 
3 51 
4 39 
4 54 
5 55 

9 

0 
O 
0 

24 
25 
25 
26 
68 
50 
76 

132 
153 
156 
216 
275 

X 1 j Y  i 

0 
O 
0 

28 
30 
35 
40 
70 
60 
90 

150 
I80 
180 
240 
250 

x,;  xz j=  Vi” 

315 
270 
462 
672 
750 
875 

1040 
1190 
750 

1710 
2200 
3960 
1755 
3240 
2750 

0  44 1 
0  324 
0  484 
1 5  76 
1 625 
1 625 
1 676 
4  1156 
4  625 
4 1444 
9  1936 
9 2601 

16  1521 
16  2016 
25  3025 

225 
225 
44  1 
784 
900 

1225 
1600 
1225 
900 

2025 
2500 
3600 
2025 
3600 
2500 

~ ~ ~~~ 

Totales 559 29 501  1,226  1,353  21,039  91  18,975  23,775 
Medias 37.27 1.93  33.40 

Estas  ecuaciones  pueden resolverse por cualqu.ier metodo  estándar 
para  obtener 

b ,  = .O6 

h2 = 1.05 

bo se obtiene  a  partir  de la  relación: 

(9.3.1 1) 

Para  el  presente  ejemplo, se tiene  que 

bo = 37.27 - (.06)(1.93) - (1.05)(3.3.40) 

= 2.08 

La ecuación  de regresión múltiple  de la muestra es entonces, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

)lC = 2.08 + .06.~, + 1 . 0 5 ~ ~ ~  (9.3.12) 

Se ha  utilizado un ejemplo que  contiene sólo tres variables  para 
facilitar la comprensión  del  tema. A medida  que  aumenta  el  número 
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de variables, las manipulaciones  algebraicas y los cálculos aritméticos 
se hacen más tediosos y sujetos a error,  aun  cuando sean cxtensiones 
naturales  de los procedimientos  dados en el presente  ejemplo. 

Snedecor y Cochranl y Steel y Torrie2 d a n  ejemplos  numéricos 
para  cuatro variables, y Anderson y Bancroft3 iiustralr los  cálculos que 
intervienen  cuando se tienen  cinco variables.  Las tkcnicas utilizadas 
por  estos  autores se aplican a  cualquier  número de variables. 

Afortunado es el investigador que,  viendo necesario  utilizar las 
tkcnicas del anilisis  de regresión mhltiple,  tiene acceso a  una com- 
putadora  electrónica y a programas ya elaborados qi1e incluyen un 
gran nilmero  de variables. Puede olvidarse de l a s  co~nplejidades alge- 
braicas y aritmkticas de  sus  problemas y conwnlrarse en la evaluación 
de lo adecuado  de sus  modelos y en la interpretacih  dc sus resultados. 

Una vez que se ha  obtenido la ecuaci6n da rzgresjhrr mhltiple, el 
siguienre  paso comprende su evaluación e  Inreqxetación. Esta es la 
faceta  del análisis que se cnbre en l a  siguiente scccihl. 

Ejercicios 

Obtenga la ecuación de regresi6n pira  cada  uno  de los siguientes  con- 
juntos  de  datos. 

9.2.1 En un  estudio disefíado  para descubrir qu,? :'ai-tores podrían 
estar  relacionados  con el peso al nacer, sc: obtuvieron  los 
siguientes datos en 10 ni.fíos recien nacidos. 

"- -" 

Peso 01 nacer Estirnrcirjr del Order! de 
en grcirnos nivel  socioePwuirnico nucijr7iento 

(Y! (XI )  íx, i 

i -36 1 
1588 
1815 
2087 
2268 
2404 
3402 
3629 
3765 
408 3 

26402  42 '3 
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9.3.2 Un investigador  reunió los siguientes  datos  en 15 nifios. 

Calificación  de 
inteligencia 

( Y )  

Orden  de 
nacim  ien to 
(X1 I 

110 
115 
I20 
118 
110 
1 O8 
1 os 
104 
98 
99 
98 

1 O0 
90 
93 
o O 

1 
1 
1 
1 
2 
2 

3 
3 
4 
4 
5 
5 
5 
6 

9 

Edad  de lrr madre al 

nacimiento  del zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAniño 

(X2 I 

25 
24 
22 
24 
20 
20 
20 
24 
25 
39 
24 
29 
30 
30 
28 

-~ ~- 

Totales 1558  45  375 

9.3.3 En un  estudio  de los factores  que se pensaba  estaban relacio- 
nados  con los patrones  de admisi6n a un  hospital  general gran- 
de, el adtninistrador  de  un  hospital  obtuvo  estos  datos  en 10 
comunidades  en  el área  de  trabajo  del hospital: 

I’evsonar admitidas Indice  de 
por cada 1,000 de la disponibilidad 
pobKacicin durante de  otros servicios Indice  de 

el  período  de  estudio de salud inteligencia 
Comunidad f YI í X I )  (X2 1 

61.6 
53.2 
65.5 
64.9 
72.7 

6.0  6.3 
4.4 5.5 
9.1  3.6 
8.1 5.8 
9.7 6.8 
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Personas  admitidas Indice  de 

población  dwante de otros servicios Indice de  
por cada 1: 000 de lu disponibilidud 

Comhnidad el periodo  de  estudio de suiurl inteligencia 
f yi 1 i ix, I __ 

6 52.2 4.8 7.9 
7 50.2 7.6 4.2 
8 44.0 4.4  6.0 
9 53.8 9.1 2.8 

10 53.5 6.7 6.7 

Total 571.6  69.9 55.6 

9.3.4 El administrador de u n  hospital  general  obtuvo los siguientes 
datos  en 20 pacientes de cirugía durante  un  estudio  para  deter- 
minar qué factores  parecen  estar re1acionadc.s con la duración 
de la hospitalizacibn. 

Duracirin del Duración del 
internndo  internado 

postoperatorio  Nlimero  de  problemas  preoperatorio 
en días médicos comunes en días 

íy)  í A Y  1 I (X, ) 

6 
6 

11 
9 

16 
16 
4 
8 

1 1  
13 
13 
9 

17 
17 
12 
h 

1 

2 
1 
3 
1 
1 
3 
2 
3 
1 
1 
3 
2 
4 
1 

7 - 
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Duración  del  Duracibp  del zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
in ternado  internado 

postoperatorio  Nzimero  de  problemas  preoperatorio 
en días  médicos  comunes  en  días 

( Y )  (XI) ( X 2  i 

5 1 1 
12 3 2 
8 1 2 
9 2 2 

Total 208 38 43 

"___ - 

9.3.5 Utilice como  referencia el ejercicio 8.73 .  El investigador  dis- 
puso  de  información  adicional  sobre la calificación obtenida  por 
cada enfermera en  una prueba  de  aptitud realizada cuando la 
enfermera ingresh  a la escuela. Los datos  completos  son los si- 
guientes. 

Culificacibn 
obtenida  en  el 

Califi*:ación 
obtenida  en la 

examen  de la 
Calificacibn final direccibn  estatal  aptitud 

prueba  de 

( Y )  ! X I  J (X2  I 
" 

440 
480 
535 
460 
525 
480 
510 
530 
545 
600 
49 5 
545 
575 
525 
575 
600 
490 
510 

87 
87 
87 
88 
X8 
89 
89 
89 
89 
89 
90 
90 
90 
P t  
91 
91 
92 
92 

92 
79 
99 
91 
84 
71 
78 
78 
71 
76 
89 
90 
73 
71 
81 
84 
70 
85 
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Calificaciciv 
obtenida en cl 
enanzen  de la zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dirección estatal 
I y) 

575 
540 
595 
525 
545 
600 
625 

I_."_ " 

Total  13,425 2263 205 -3 

h t c s  de utilizar  una ecuacihn (de regresibn  n;últiple, es corwenicnre 
detenninar  primero si, dc hccko, vale l a  pena  utilizarla. AI estudiar l a  
regresi6n  lineal  simple, sc ha aprendido clue puede evaluarse l a  uti- 
lidad de una ecuacihn de rcgresiim considcrando e¡ coeficiente  de 
dsternlinacicin dc. la nlucstra y la pendiente  estimada. Ai evaluar l a  
ecuaci6n de  rcgresi6n  rnOltiplr, la atencibn se centra  en el coeficiente 
de determinacicin múl~iple y los coeficientes  de rcgresibn parciales. 

Ek coeficimte & determinación  múltiple. En el capitulo 8 si: 
estudiil con bastante detalle el coeficiente  de  determinacibn. El con- 
cepto se extiende 16gicamente hacia el caso de l a  regresi5n  múltiple. 
Pucdc dividirse la  variacicin t o ta l  presente  en los valores  de Y en  dos 
componentes: la variacih explicada,  que  mide la cantidad  de la 
variacih  total  que es explicada  por ia  superficie  de rcgresiOn ajustada, 
y la variaciljn inexplicada, que es aquella  parte  de la variacibn  tutal 
que no  es explicada  por el ajuste de la  superficie  de  regresiijn. L a  
medida de la variacicin en cada caso es una suma  de desviaciones 
elevadas ai cuadrado. L a  variaci6n  total es la suma de  las desviaciones al 
cuadrado de cada observacihn de Y a partir  de la  media  de  las obser- 
vacioncs y sc designa por Z(,y, .- j7)" La var iac ih  cxplicada, desig- 
nada por C("), -y)', es l a  suma de las desviaciones a i  cuadrado de 
l o s  valorcs calculados  a  paríir de la media de los valores de Y ohser- 
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vados.  Esta suma de desviaciones al cuadrado  a veces se conoce  como 
suma de cuadrados  debida a la regresión. La  variación  inexplicada, 
escrita  como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE(yi - y,)2, es la suma  de las  desviaciones al cuadrado 
de las  observaciones  originales a partir de  los  valores  calculados.  Esta 
cantidad se conoce  a veces como !a suma  de cuadrados en  torno  a la 
regresibn. Puede resumirse la relación entre las tres  sumas  de  cuadra- 
dos  mediante la siguiente  ecuacibn: 

suma  de  cuadrados  total = suma  de  cuadrados  explicada 
+ suma de  cuadrados  inexplicada 

Las sumas de cuadrados  total,  explicada  e  inexplicada, se calculan  de 
la  manera  siguiente: 

Para el ejemplo  ilustrativo, se tiene  que  (utilizando los datos  de 
la  tabla 9.3.2 y algunos  cálculos  anteriores) 

SCtotal = 23,775 -- (559)'/15 = 2942.93 

lScexp. == (.06)(272.27) -t (1.05)(2?68.40) := 2503.16 

"inexP. = 2942.93 - 2503.1 6 = 439.77 

El coeficiente  de  determinación  múltiple, R;.12 k ,  se obtiene 
dividiendo la  suma de  cuadradcs  explicada  entre 1a''surna total  de 
cuadrados. Es decir, 

El subindice  y.12 . . 
variable  dependiente 

. k indica  que  en el análisis I' se trata c( n o  la 
y las variables X. de X ,  d X ,  ~ se tratan como 
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las variables  independientes. El valor de R;. 1 2 .  indica  qu6  propor- 
ción  de la variación total eí1 los valores de Y observados  es  explicada 
por la regresibn de I' sobre zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-X1, X 2 ,  . . . , X,. En otras palabras, puede 
decirse que R i , 1 2 . , . k  es una  medida  de la bondad del  ajuste  de la  
superficie de  regresiin.  Esta  cantidad es análoga  a Y' ~ que se calculó 
en el capítulo 8. 

Para el preseate ejemplo, se tiene  que 

2503.16 
2942.93 

= - -- - "85 

Se dice qae el 85 por  ciento de la variación total en 19s valores de Y 
es explicada por el plano  de regresión ajustado, 

Para determinar si l a  regresión en  conjurito  es significativa, puede 
Ikvarse a cabo  un análisis de  variancia. Al hacerlo, se prueba la hipó- 
tesis nula  de  que = g2 -= * = p k  = O, es dew,   que  ninguna variable 
indeperldiente  tiene valor al  explicar la variación en los valores de  Y .  
L a  tabla ANDEVA general se muestra en l a  tabla 9.4.1. En esta tabla, 
CMR representa el cuadrado  medio  debido a la  rcgresicin y CM13 el 
cuadrado  medio en torno  a la regresi6n o, corno alguna; veces se co- 
noce,  el  cuadrado  medio  de  error. 

Para el ejemplo  ilustrativo. el an6lisis de variancia se muestra en 
l a  tabla 9.4.2. 

Cuando se consulta la tabla I con 2 y 12 grados d e  libertad, se 
encuentra  que la R.V. calculada de 34.15 2s significativa al nivel de 
.O05 (es decir, p c. .O05). Por l o  tanto, se concluye que la regresih 
explica u n a  proporción significativa de l a  variacih total en Y. En 
otras palabras, se concluye  que  el  plano  ajustado  da m buen ajuste 
de los datos. 

Tabla 9.4.1 Tabla -4NDEVA para la  regresi6n múltiple. 
" 

Fuente SC R. l. CM R. v. 

Debida a la 
regresión SC,,,. k C"R = SC,,,*jk CMK/CJWI: 

regresión SCbexp. n -. .~ 1 CMK = SCinexp.l 
En torno a l a  

n - k - 1  
- " 

" 

Total SCtOt,, tz - -  1' -" 
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Tabla 9.4.2 Tabla ANDEVA para el  ejemplo  9.3. l .  

Fu en te sc g.1. CM R .  V. 

Debida a la  regresión 2503.16  2  1251.58  34.15 
En tomo a la regresión 439.77 12 36.65 

'Total 2942.93  14 

Inferencia,. referentes a 0's individuales. Un procedimiento  alter- 
nativo  para  evaluar  la  intensidad de la relación  lineal  entre Y y las 
variables independientes es probar la hipótesis  nula  de  que Pi = O 
contra la  alternativa pi # O (i = 1, 2, . . . , k) .  LA validez de este pro- 
cedimiento descansa en las suposiciones  enunciadas  al  principio: que, 
para  cada  combinación  de  valores  de Xi, existe una  subpoblación  de 
valores de Y con  distribución  normal y variancia a'. Cuando se cum- 
plen  estas  suposiciones,  puede  demostrarse  que  cada  una  de las esti- 
maciones  de la muestra, bi, tiene  distribución  normal  con  media pi y 
variancia ci iu2.  Dado que se desconoce u2, tiene que estimarse. Una 
estimación la proporciona el cuadrado  medio  en  torno  a la regresibn, 
el  cual se muestra  en la tabla ANDEVA. En general, puede designarse 
a esta  cantidad  como S ; ,  1 2  Para  el  ejemplo  ilustrativo se tiene, 
que, a  partir  de la  tabla 9.4.2, s;.12 = 36.65 y sy.12 = 6.05. Sin em- 
bargo,  debe divagarse brevemente en este punto para  explicar el 
calculo  de cii. 

Giicdo de los cii .  Los valores cii se conocen  como multiplica- 
dores de Gauss. Para  quienes  estan  familiayizados  con  el Blgebra de 
matrices,  puede ser ilustrativo  se5alar que pueden obtenerse invir- 
tiendo la matriz  de las sumas  de los cuadrados y productos  cruzados 
que  pueden  construirse  utilizando los términos de la izquierda de 
las  ecuaciones  normales  dadas en la ecuaci6n 9.3.5. Las c's pueden 
encontrarse sin utilizar el ilgebra de matrices resolviendo las siguien- 
tes dos series de ecuaciones: 
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En las ecuacioncs anteriores, c1  = c2! ,  N6tese tambith que las 

sumas de  cuadrados y los  productos  cruzados son los mismos que los 
c ncontrados c n  l a s  ecuaclones  normales  iecuacibn 93 .5  ). 

Cuando el anidisis comprende n 5 . s  de dos variables independli-11- 
tes? las c’s se obtienen  desarr(.)llando las xuac iones  9.4 6 y 9.4.7, de 
modo que haya l m a  serle de  ccuacioncs para cada variable indepen- 
diente. Cada conjuEto de ecuaciones contiene tambi5n tantas ecua-. 
ciones  individuales COTTI(; varizb:es indepcndienres se tengan. El I se co- 
loca a la derccha del :,ignc, de igualdad en todas las ecuacioncs  que 
contengan u r l  t émino  de la forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAci iCx2?.  B’or ejemplo, en la ecua 
ci6n 9.4.6, un 1 est2 ;1 la  derecha del signo de i.y.mldast en la  ecuacibn 
que c,>ntiene a c1 CX:~” . Ezekiel y Fox4 han escrito las  ecuaciones 
p a x  c l  caso de tres  variables independkntcs y ,  a l  igual que  Snedecor 
y Cochran,’ Steel y Torrie2 y Andersc?: y B a n ~ r o f t . ~  han demostra- 
da el use  del  rnktodo  abreviado  de  Dooljttle5  para  obtener las c‘s, así  
conlo los coeficientes de regresión. 4ndersm y Bancroft3  dan  un 
ejemplo  numérico  para  cuatro variables independientes. 

Cuando se sustituyen l o s  datos  del  ejemplo  ilustrativo  en las 
ecuaciones 9.4.6 y 9.4.7, st: ticne que 

L a  solucibn de estas ecuacioncs cia 

Ahora se puede  regresar al  problerna de los procedimientos  de 
it3ferencia referentcs 3. los coeficientes  individuales d z  regresibn 
pilrcial. Para probar la IIipbte,sis nuia de que i3i cs igual a 2igi:n va l l~ r  
particular,  por  ?jenlplo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApi,, puede calcularse l a  siguiente estatiíslica t .  
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donde Los grados  de  libertad son  iguales a n - k -- 1 ,  y 

El error  estimdar  de la diferencia  entre  dos  coeficientes de regre- 
sión parciales esta dado  por la expresión 

de  modo que puede  probarse Ho : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApi = pi al  calcular 

el cuaf tiene y? - k -- 1 grams de  libertad. Los intervalos  de  confianza 
para pi y pi -- pi pueden  construirse  en  la  forma  habitual  utilizando  un 
valor  de ia distribución t para  el  factor  de  confiabilidad  y los errores 
estindar  dados  anteriormente. 

Para el ejemplo de La duración  de  la  hospitalización, se  probarA 
la hip0tesis nula de  que  el  número  de  admisiones previas  carece de 
inlportancia  para  predecir la duración  de la hospitalización. Se 
procede  como sigue: 

No se rechaza la hipótesis  nula,  ya  que  el  valor  calculado  de t ,  ,023, 
está  entre -- 2.1 788 y + 2.1788,  los valores críticos  de t para  una 
prueba  bilateral  cuando a = .O5 y se tienen 12 grados  de  libertad. Se 
concluye  entonces  que  puede  no  haber  una  relación lineal significa- 
tiva entre Y 57 X ,  cuando X 2  permanece  constante. Al menos,  estos 
datos  no  proporcionan  evidencia  de  dicha  relación.  En  otras  palabras, 
los datos  de la presente  muestra no  proporcionan evidencia  suficiente 
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que  indique  que e! número  de  admisiones previas, cuando se utiliza 
en  una ecuación de regresibn junto con la  edad, es una variable útil 
para  predecir la duracihn de la hospitalizaci6n.  [Para  esta  prueba, 

Se realizar2 ahom  una  prueba similar para el segundo  cueficiente 
p > 2(. 10) = . m . ]  

de regresión parciai, pz. 

En este  caso, se rechaza la hipótesis nula,  ya  que 3.223 es mayor que 
2.1 788. Se concluye que  existe una relacibn lineai a t r e  X ,  y 1' 

cuando X ,  perrnatlece constante, y que la edad, utilitada de esta 
manera,  es  una variable btil  para  predecir la duraciór?  de la hoqitali- 
zación. [Para esta  prueba, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp < 2(.005) = .O1 . ]  

Cuando e: investigador ha  llegado a  concluir que un coet'icientc 
de regresión  parcial no es de O, puede ser que se interese  en  obtener 
un intervalo  para este pi. Un intervalo de  confianza  del  100( 1 - a) 

por  ciento  para un Pi est6 dado  por la expresión 

Para el ejemplo ilustrativo, puede calcularse el siguiente intervalo 
de  confianza  del 95 por  ciento  para p, : 

Pueden darse a este  intervalo las interpretaciones  probabilista y prlic- 
tica habituales. Se tiene  el 95 por  ciento  de  confianza  de  que p2 este 
contenido  en  el  intervalo de .34 a 1.75 ya  que, al repetir  el mues- 
treo,  el 95 por  ciento  de los intervalos  que  pueden  construirse  de  esta 
forma  incluirán  el  parámetro  verdadero. 

Debe  tenerse  conocimiento  de los problemas que se presentan al  
llevar a  cabo  pruebas  de  hipótesis mGltiples y al construir intervalos 
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de  confianza  múltiples  a  partir  de  los mismos datos  de la muestra. El 
efecto  sobre 01 de llevar a  cabo  pruebas de hipótesis  múltiples  a  partir 
de los  mismos datos se estudia  en la skcción 7.6. Surge un  problema 
similar cuando se desean  construir  intervalos  de  confianza para dos 
o más coeficientes  de regresión  parciales. Los intervalos co serfin in- 
dependientes, de  modo que, en  general, no se aplica  el  coeficiente 
de confianza  tabulado.  En  otras  palabras,  todos  estos  intervalos no 
serían  intervalos  de  confianza  del 100( 1 - -  a) por  ciento,  Durand6 
da  un procedimiento  que  puede seguirse cuando se desean obtener 
intervalos  de  confianza  para  más  de  un  coeficiente  de regresión  parcial. 

Otro  problema  que a veces se encuentra  en la aplicación  de la  
regresión m~jltiple es la incompatibilidad  en los resultados  de las 
difercntes  pruebas  de significación que  pueden llevarse a  cabo.  En 
un  problema  dado,  para  cierto nivel de significación: puede obser- 
varse una  de las siguientes  situaciones. 

1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR2 y todos los bi signifin ,ativos. 
2. R 2  y algunos  pero no  todos los bi significativos. 
3. R 2  significativo pero  ningún bi significativo. 
4. Todos los bj  significativos pero  no R 2 .  
5. Algunos  de los bi significativos, pero  no  todos  ni R'. 
6. Ni R 2  ni ningún bi significativo. 

Geary y Leser' identifican  estas seis situaciones y, desguCs de 
señalar  que las situaciones  1 y 6 no presentan  problema  alguno  (ya 
que ambas  implican  resultados  compatibles),  explican  con  cierto 
detalle  cada uRa de las  demás  situaciones. 

N6tese que la  situación 2 existe  en el ejemplo  ilustrativo,  donde 
se tiene  un R2 significativo pero s610 uno de los dos  coeficientes 
de regresi6n  significativos.  Geary y Leser' señalan que  esta  situación 
es muy  común,  especialmente  cuando se ha  incluido un gran número 
de variables independientes  en la ecuación de regresih, y que  el 
Único problema es  decidir si se eliminan o no del analisis una o mas 
de las variables  asociadas  a  coeficientes no significativos. 

Ejercicios 

9.4.1 Utilice como referencia el ejercicio  9.3.1. a) Calcule  el  coefi- 
ciente de determinación  múltiple: b )  lleve a  cabo  un analisis de 
variancia; c) pruebe la significación de cada bj(i > O). Sea a = .O5 
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para  tudas !ai pru:!t-;;ts tie significación.  Determint- el valor p para 
todas las pruebas. 

9.4.2 Utilice como refcrencia el ejercicio 9.3.2. Maga $1 análisis suge- 
rido en 9.4.1,. 

9.4.3 Utilice como refereIIcia el ejercicio 9.3.3. Haga el anidisis su- 

9.4.4 Utilice  com(t rt-f'erI1cia e¡ ejercicio 9.3.4. Haga el alihlisis  su- 

9.4.5 Utilice como rcfcbrcncia el ejercicio 9.3.5. Haga el an9lisjs  su- 

gerido en 9.4. i 

gerido en 9.4. : .  

gerido  en 9.4.1 . 

Intervalo  de confiarzza para la media de una sul>población de 
valores de Y dados valores particulares de las zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi. Se ha visto q u e  pue- 
de  constmirse  un intervalo  de  confianza del 100( 1 a) por ciento 
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para u n  parimetro me,diante  el  procedimiento  general  de  sumar y 
restar  del  estimador una cantidad igual  al factor  de  confiabilidad  que 
corresponda  a I - Q multiplicado  por  el  error  estándar  del  estimador. 
Se ha  visto  también  que,  en  esta  situación,  el  estimador  es 

El  error  esthndar  de  este  estimador,  para el caso  de  dos  variables  inde- 
pendientes,  está  dado  por la expresión 

(9.5.2) 

donde  los  valores xij son valores particulares  de  las zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi expresados 
como desviaciones  de su media.  La  expresión  9.5.2 se generaliza 
fácilmente  para  cualquier  número  de  variables  independientes. Véase, 
por qjelnplo, a  Anderson  y B a n ~ r o f t . ~  El intervalo  de  confianza  del 
100( 1 - a) por ciento para el  caso  de  tres  variables es entonces el que 
sigue: 

il 
~~~~~~~~~~~~~~~ ~~~~ 

?'' * [ ( I  - 1 , 2 . n " & - ] ) . ~ y . l Z  + c1l-Y;;. + r22x2j + 2"2x;jx;j (9.5.3) 3 2  

J n 

Para  el ejemplo  ilustrativo,  supóngase que se desea estimar la  
duraci6n  media  de l a  hospitalización  para  todos los pacientes  de  25 
aAos con  dos  admisiones previas.  En otras  palabras,  dados ,x1 = 2 y 
x 2 j  = 25, ¿,cuál es la estimación  de la media (le las  subpoblaciones 
correspondientes  de  los valores de Y? Para obtener  una  estimación 
puntual, se sustituyen x = 2  y x 2 i  = 25 en la ecuación 9.3.8: 

Y, = 2.08 + .06(2) + 1.05(25) 

= 28.45 

Para  calcular el error  estsrrdar, se obtiene  primero x; = (xI -- x1 ) = 
(2 - 1.93) = .O7 y x;/ = ( x 2 ,  - x 2 )  = ( 2 5  -~ 33.44) = - 8.40. Sustitu- 
yendo  estos y otros  valores  apropiados  en la expresión  9.5.3, se tiene 
que 

28.45 -* (2.1 788)(6.05) 

- 

x \ i f ' s  + (.1X61)(.07)2 + (.0029001)(-8.40)' + 2(--.0213711)(.07)(-8.40) 
. ~~. ~~ ~~~ ~~~~~~ ~~ - _. - 

28.45 7.19 

21.26. 35.64 
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Este intervalo se interpreta  en las formas  habituales.  Se  tiene  el 
95 por  ciento  de  confianza  de  que  el  intervalo  de 21.26 a 35.64 
incluya l a  media de l a  subpoblación  de los valores de Y para la  corn- 
binacjh especificada de los  valores zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi, ya que  este parárnetro queda- 
;ía incluido en aproximachmente el 9 5  por  ciento dc ios intervalos 
qete pueden construirse en la forma mostrada. 

1;~tervuIo de prediccibn para un valor particular de Y dados valo- 
re ,~  particdares de Ius X i .  Cuando y c  se interpreta ccmc: el valor más 
probable que toma Y cuando se observan  valores particulares de 
! x  .Yi, pusde construirse  un  intervalo de prediccibn  de la misma 
forma que $2 construy6 el intervalo dc confianza. La tiniea difc- 
s e ~ c i a  en 10s dzs  es el error  estándar. El  error  estandar 3r la  predic- 
cibn es un poco In.iyor que el error  estándar de la estimacih,  lo cual 
hací: que e! i n t c ~ ~ a l o  de prcdiccibn sza mAs amplio que el intervalo 
d:  :'r.nfiaua 

f . 1  e~r(,..r ~ s t k w a r  (le la pr:diccibn para el caso de tres variables 
esiá C k d ~ J  pcir i a  c.xp1zsitn 
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28.45 & (2.1788)(,6.05) 
- ~ .. . 

X J1 + ;T + (.1861)(.07)2 + (.0029001)(-8.40)* + 2( -.0213711)(.07)( -8.40) 

28.45 15.01 

13.44. 43.46 

Se tiene  el  95  por  ciento  de  confianza  de  que  dicho  paciente  per- 
manezca  hospitalizado  entre  13.44 y 43.46  días. 

Ejercicios 

Para cada  uno  de los siguientes  ejercicios,  calcule el valor de y, y 
construya a) un  intervalo  de  confianza  del  95  por  ciento y b )  un 
intervalo de predicción  del 95  por  ciento para  los  valores  especifica- 
dos  de las X i .  

9.5.1 Utilice conlo  referencia el ejercicio  9.3.1 y seaxli = 5 y x2i = 3. 
5.5.2  Utilice  como  referencia el ejercicio  9.3.2 y seaxli = 2 y xzj = 20. 
9.5.3  Utilice como referencia el ejercicio  9.3.3 y seaxli = 5 y xzj  = 6. 
9.5.4 Utilice como  referencia  el  ejercicio  9.3.4 y seaxlj  = 1 y x2,- = 2. 
9.5.5 Utilice corno referencia  el  ejercicio  9.3.5 y sea xli = 90 y 

x2j = 80. 

9.6 EL MODELO DE CORRELACI~IV 

En el capít d o  anterior se señaló  que,  mientras  que el anGIisis de regre- 
sib, se refiere  a la forma  de la relación  entre las variables,  el objetivo 
del anilisis  de  correlación es adquirir  conocimientos  acerca  de la in- 
tensidad  de la relación. Esto ocurre  tambikn  en el caso  de varias 
variables, y en esta  secci6n se investigan los métodos  para  medir la  
intensidad de la relaci6n  entre varias variables. Sin embargo,  deben 
definirse  primero  el 1no3elo y las  suposiciones  sobre los cuales se ba- 
sa el anrilisis. 

P~aecle escribirse  el modelo  de  correlaci6n como 

Donde y .  es un valos tipico  de l a  población  de  valores  de la variable, 
Y ,  los E los coelicicntes  de regresión definidos  en la sección 9.2 / 
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10s X i i  10s valores particulares  (conocidos) de las variables aleatorjas 
Xi ,  Este  modelo  es  semejanteal  modelo de  regresión múltiple,  pero 
existe  una  diferencia  importante  entre  ellos.  En el modelo  de regre- 
sión  múltiple,  dado  en la ecuación 9.2.1, las zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXi son variables no alea- 
torias, pero  en el modelo  de  correlación  múltiple, las Xi son variables 
aleatorias. En otras palabras, en el modelo  de  correlación existe una 
distribución  conjunta  de Y y las Xi conocida  como distribución mul- 
tivariada. En  este modelo, las variables  ya no se consideran  conlo 
dependientes o independientes,  ya  que,  lógicamente, son intercambia- 
bles y  cualquiera  de las Xi puede  desempeñar la función  de Y .  

Típicamente, se extraen  muestras  aleatorias  de  unidades  de aso- 
ciaci6n de  una población de  interés  y se llevan a  efecto  mediciones 
de Y y !as Xi. 

Un plano o hiperplano  de  mínimos  cuadrados se ajusta a los  datos 
de :a muestra a través de  los  métodos  descritos en la sección 9.3 y pue- 
d m  hacers~  10s nlismos usos de la ecuación  resultante. Pueden  hacerse 
il;fzrencias dcerca de la población  de la cual se extra,jo la muestra si 
pusd.: supon. : h:' que la distribución  fundamental  es  normal,  es  decir, 
si p e d ?  ~ i ~ p ~ ~ : ~ ~ ~  e que la distribución  conjunta de Y y lasXi es  una 
distribzlcih ~ ~ o r ~ , ? d  multivariada. Además?  pueden calcularse medias 
muestrales c f \ l i  g : , .~ ; ;  :ie reiacihn entre las variables y: con la suposi- 
ción  de  que el m i l t ' . -  . ' realiza a partir  de  una  distribución de  este 
tipo,  pueden e s ~ : v : , , ~ w  ~t>~! ;  parimetros  correspondicntes  por  medio 
de  intervalos de coil:'&. !J pucden llevarse a  cabo  pruebas  de  hipó- 
tesis. Especificamente. , : s . < ' . :  calcularse una  estimación delcoeficiente 
de correlacibn múltiple ~ ! I : L L  n 4 e  la dependencia  entre Y y las Xi. Esta 
es una  extensi6n direct:! ct:.:1 (,:onceyto de  correlación  entre dos varia- 
bles que se estudió  en el cql ' tu lo  8. Pueden  calcularw  también los 
coeficientes  de correlacibn parcid/,  que  miden la intensidad de la 
relación entre  dos variables cwdcs:!!siera cuando se ha  eliminado el 
efecto  de  todas las demis variables. 

Para ilustrar los conceptos y t6cnir:as del análisis de correlación, 
considérese el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 9.6.1 

Las mediciones que se presentan en la !ab1 i 9.6.1 se hicieron en I ! 
hombres  aparentemente  normales  con rciades t:ntre !4 y 24 afios. El 
investigador que  reunió  los  datos  desedw 3abt.r t:j naturaleza e  inten- 
sidad de la relación entre las tres variable? 
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Tabla 9.6.1 Medidas tornadas en I 1  hombres aparentemente 
normales con edades  entre 14 y 24 aiios. 
"" ____ "" ~ 

Colesterol en Suero 
mgjl O0 cc 

( Y )  

162.2 
158.0 
157.0 
155.0 
156.0 
154.1 
169.1 
181.0 
174.9 
180.2 
174.0 

" ~ - 

Peso en Presicin sistólicu 
kilogramos sangu inea 
íx, I ( X ,  1 
51 .O 108 
52.9  111 
56.0 1 I5 
56.5 116 
58.0  I17 
60.1 120 
58.0  124 
61 .O 127 
59.4 122 
56.1 121 
61.2  125 

____ 

El coeficiente  de correlación múltiple. Como  primer  paso al ana- 
lizar las relaciones  entre las variables, debe observarse el  coeficiente 
de  correlación  mcltiple. 

El coeficiente  de  correlación  múltiple  es  la  raíz  cuadrada  del  coe- 
ficiente  de  determinación y, en  consecuencia, el valor  muestra1  puede 
calcularse  sacando la raíz  cuadrada  de la ecuación 9.4.5. Es decir, 

(9.6.2) 

El numerador  del  término bajo el radical  en l a  ecuación 9.6.2, que es 
la suma de  cuadrados  explicada,  est6  dado  por la ecuación 9.4.3 que, 
como se recordará,  contiene  a bl y b2 ~ los coeficientes  de regresión  par- 
cial de la muestra. Estos se calculan  por  losmétodos  de la seccjón 9.3. 

Primero,  deben calcularse las diversas sumas, sumas de cuadrados 
y sumas de productos  cruzados. Se procede  de la sigujente  manera: 
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Cuando se calculan las sumas de  cuadrados y productos cruzados de 

se tiene que 

Las ecuacionrs normales, por las ecuaciones 9.3.9, son las siguientes 

La solución  simulthnea  de  estasecuacionesda b 1  = - 4.06, b2 = 3.20. 
6, si? obtiene  sustituyendo  los valores apropiados en la ecuación 9.3. I 1: 

ir,, = 165.5Y - ( - - -4 .O6)(57 .X)  -- (3.30)(1 18.73) = 18.25 

L a  ecuación de mínimos cuadrados es entonces. 
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El  coeficiente  de  determinación  múltiple  es  entonces, 

817.876 
~~ 

Ry.12  1099.669 
= ,7437 

y  el  coeficiente  de  correlación  múltiple  es 

R, , 1 2  se interpreta  como  una  medida  de la correlación  entre el 
nivel de  colesterol  en  suero,  el  peso y la presión  sist6lica  sanguínea 
en la muestra  de  hombres  aparentemente  normales  con  edades  entre 
14 y 24 años. Si los datos  constituyen  una  muestra  aleatoria  de la 
población  de  dichas  personas,  puede  utilizarse Rv.12 como  una  esti- 
mación de p, . , 2.1 el  coeficiente  de  correlación.  múltiple  vzrdadero 
de la población. R, .12 puede  interpretarse  también  como  el coefi- 
ciente  de  correlación simple entre zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy i  y y e ,  respectivamente, los 
valores  observado  y  calculado  de la variable “dependiente”. L a  - 
correspondencia  perfecta  entre los valores  observados y calculados 
de Y dará  por  resultado  un  coeficiente  de  correlacih  de 1 ~ mientras 
que la falta  completa  de  una  relación lineal entre  dichos  valores  da 
un  coeficiente  de  correlación de O. El  coeficiente  de  correlación 
múltiple  siempre  tiene  signo  positivo. 

Puede  probarse la hipótesis  nula p, . 12 ... = O a l  calcular 

El valor numérico  obtenido  a  partir  de l a  ecuac ih  9.6.3 se compara 
con  el valor tabulado  de F con X- y y1 - 1 grados de libertad. El lector 
recordara que ?Sto es  idéntico a la prueba  deH,: PI == P2 = * * *  ’= Pi, = 0 
descrita  en l a  sección 9.4. 

Para este  ejemplo, se probará la hipótesis  nula p , ,  , , 2  =:= O contra 
l a  alternativa p,. # O. Se calcula 

Dado que 1 1 . 6  I es mayor  que 1 1.04, p < ,005, de modo que puede 
rechazarse la hip6tesis  nula a! nivel de  significacih de .O05 y  concluir 
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CorreZación parcial. Es posib!e que el investigador desee tener una 
medida  de la intensidad de la reiacion  lineal entre  dos variables cuando 
se ha  eliminado la  inf!uzncia de las variat)les restantes. Dicha medida 
l a  proporciona el coeficiente de ccrrrelucibn parcial Por ejemplo,  el 
coeficiente  de  correlación parcial, pl, l .z.  es una medida  de l a  corre- 
lación  entre Y y x1 cuando  permanece  constante. 

Los coeficientes de correlación parcial  pueden calcularse a partir 
de los coeficientes de corrrluci6n simple. Esto:: Últimos miden la 
correlación  entre  dos variables cuando  no sc ha hecho  esfuerzo al- 
guno por controlar  otras variables. En otras  palabras, son los cocfi- 
cientes  para  cualquier  par de variables que se obtendrían  mediante 
los métodos d e  correlacicin simple tratados  en cl capítulo 8. 

Para tres variables, pueden obrel-ierse cstos coeficientes dz corre- 
l a c i h  simple : 

rY , la correlación simple en?rc Y y X ,  ~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rv , la correlaciOn simplc ent.re Y y X 2  ~ 

r 1 2 ,  l a  correlación simple entre X, y Xz 

Lhtos pueden calcularse corno sigue: 

Para el ejemplo  ilustrativo. pileden utilizarse las canticixtes pre- 
viamente calculadas p a r a  obtener. 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



44 S 

Los coelicientes  de  corrclaciin parcial de la muestra  que  pue- 
den colcnlarse en cl caso de ires variables son los  siguientes 

1.  La correiacibn p x c j a l  entre li y X, cuando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX 2  se  mantiene cons- 
tan te : 

2. L a  correlaci.bn parcial entre Y y X, cuando X ,  se mantiene cons- 
tail te : 

Puede  probarse la hipótesis nula de que el coeficiente  de correla- 
ción parcial  de la poblaci6n que corresponde a cualquiera  de los ante- 
riores cot-f'lcientes cs O por mcdio de  la prueba 1. Por ejemplo, para 

probar ?lo : p, . 2  ,.,x: = O. se calcula 
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A continuaci6n se ilustra el procedimiento  para el ejemplo ilus- 
trativo  probmdo H, : pi = O contra l a  alternativa !IA : pI2,)?  + O. 
La t caiculacta e s  

=- 8.425 

I9ado que l a  1" calculada de 8.425 r s  mayor que l a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf tabulada de 
3.5554 para 8 grados de irhertad  y a = . O 1  para  una  prueba bilateral. 
puede rcchazsrse E l ,  al nivel de significaci6n de .O1 y concluir que 
existe una correiacih significativa entre is presirir~ sistdlica sanguínea 
y el pcso cuando el nivel de colestwd  en  suero se mantiene  constante. 
Las pruebas de significación pars los otros coeficientes d:? correlación 
parcial se dejarán  conlo eiercicio para el k:ctm. 

Aun cuando l a  situacib:s cJn-,idzrada tiel análisis dc  currelacion se 
Iimila a 1  caso de tres variables, los conccytos y técnicas se aplican 
!6gjcamente a l  caso de  cuatro o 1115s variables. El nimero y comple- 
jidad de ' ros c~álcvics sumentan rápidx-nentc a medida que  aumenta 
e! J I ~ I K I W O  de variab!e> 

Ejercicios 

9.6.1 Se obtuvieron los sigllientes datos de 12 varones con edades 

. ~ ~ . ~~ . ~ . . . ~ ~ ~  - ~~ . ~~~~ ~. " ~. 

K,ytat?tua Longitud del ruaio Loilgitud deE.fémur 

( Y ;  /X, i ( X 2  ! 

149.1! 
152.0 
155.7 
159.0 
163.3 
i 06.11 
169.0 
172.0 
174.5 
176.1 
176.5 
179.0 

42.50 
43.70 
44.7s 
46.08 
47.00 
47.90 
48.95 
49.90 
50.30 
50.90 
50.x5 
51.13 

Total 1992. I 290.8 7  573.85 
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entre 12 y 18 años  (todas  las  medidas  están  en  centímetrml: 
a) Encuentre el coeficiente  de  correlación  múltiple  de l a  mues- 

tra y pruebe la hipótesis  nula  de que pJ,,l = O 
b )  Encuentre  cada  uno  de los coeficientes  de  correlación  par- 

cial y pruebe  cada uno respecto  al nivel de significaci6n. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o(= .O5 para  todas  las  pruebas. 

c )  Determine  el valor p para  cada  prueba. 
d )  Saque sus conclusiones. 

9.6.2 Los siguientes  datos se recopilaron  de 15 muchachas  obesas. 

Peso en Pcso del cuerpo Ingestión media 
kilogramos delgado diaria de calorlbs 

( Y )  (XI 1 ( X , )  

79.2 
64.0 
67.0 
78.4 
66.0 
63.0 
65.9 
63.1 

66.5 
61.9 
72.5 

101.1 
66.3- 
99.9 

73.2 

54.3 
44.3 
47.8 
53.9 
47.5 
43.0 
47.1 
44.0 
44.1 
48.3 
43.5 
43.3 
66.4 
47.5 
66. I 

2670 
820 

1210 
2678 
I205 
815 

1200 
1180 
1850 
1260 
1170 
1x52 
1790 
1250 
I789 

Total 1087.9 741.1 22739 

c. L j ?  = 37.439.95 ~ , Y ~ ~ ~  = 39,161,759 Cy,;’ = X 1.105.63 

Z . Y , ~ S , ~  = 1,153,225.2 C.Y,~. \~~ = 55,021.31 C . Y ~ ~ \ , ~  = 1,707,725.3 

a) Encuentre  el  coeficiente  de  correlacihn  múltiple y pruebelo 
respecto  al nivel de  significación. 

b )  Encuentre  cada  uno  de los coeficientes  de  correlacibn par- 
cial y pruebe  cada  uno  respecto al  nivel de significacih. 
Sea a = .O5 para  todas las pruebas. 

e) Determine el valor p para  cada  prueba. 
d )  Saque  sus  conclusiones. 
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9.6.4 1-Jtilice como referencia el ejemplo 9.6.1. Pruebe Y ~ ~ , ~  y Y ~ ~ . ~  

para el nivel dci siglificaci6n dz  .OS. Uetennine el valor p para 
cada pmrba .  
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despues  sobre  cada g m p ~  de tres X ' s ,  y asi sucesivamenle. L,a rne- 
jor  de  estas  ecuaciones  de  regresión,  de  acuerdo  con algiln criterio 
estadistico, sera la seleccionada, a menos que  alguna  consideracibn 
no estadistica, corno el  costo,  necesite  un  ajuste.  Debido a la  ma2ni- 
t u l  de los c6lcuIas,  este m é t d o   n o  se utiliza  con  frecuencia. 

Un segundo  procedimientcr,  llamado  mktodo  de  ascenso o hacia 
adelante,  consiste  en  introducir variables Independientes,  una a la  

vez, en !a regresijn y, en crtda etapa,  evaluar  estadisticamente l a  '%on- 
dad" d e  l a  ecwxMn. El procedimiento  contintia  hasta que, de acclcstlo 
con algtm crlteris estadistico, se obtiene  una  ecuación sa.tisfactoria. 

Un tercer  método,  llamado  método  de  descenso o hacia atriis, es 
lo opuesto al método  anterior.  Mediante  este  mktodo, se lleva a cabo 
l a  regr2sibn. de Y sobre  todas las zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX i  y se eliminan  sntonces las varia- 
bles independientes, nna a la vez, hasta que se haya  obtenido una 
ecuaci611 satisfactoria. 

Para m& información acerca  de estos y otros rn8todos para de- 
terminar qué variables independierltes deben incluirse en el andisis se 
puetlez  consultar los libros y artfculos  escritos  por Allen," Beak y 
colabcradores,l'  Draper y Garside,13 G o m a n  y Tornzn,'4 
Hocking y Lalie,'' L,arron y Bancroft,16 L.ira~Iley,'~ Schultz y Go- 
ggans,' ' Smillie,' ' Sprent20 y Sumnerfield y I ~ b i n . ~ '  

En  este  capitulo se examina la  manera  en que los conceptosy tkcnicas 
de los análisis de regresión h e 4  simple y de corre!acibn se apIlCaiI 
a l  caso de varias  variables. Se presenta r ilustra el método de 30s 
rninimos cuadrados para  obteaer la  ecuaciijn de regresi6n. Esrc 
capítulo  trata tambiCn del c,ilcclo de las medidas  descriptivas, pnlc- 
bas de significacibn y los  usos que se hacen  de la ec;uaciOn de regre- 
sión múitiple. Adem& st: describen los métodos y conceptcls  del 
análisis de  correlacih,  incluyenda l a  correlacibn parcid. Para quienes 
deseen amp!iar SIAS conGcirnientos  acerca de los anilkis de regresi.6n 
y correlación mfiltiplr-s, 13s rei'crer,cIas que se dan al final del capitulo 
proporcionan un buen yr-in~ipia, 

Cuando n o  se satisface:-n las :iul:gosit.:iones q ~ r e  sirven de i i l n d a n : ~ ~ t o  
para los métodos  de regresión y inI.r~lacii)li  presentados en este y l o s  
anteriores capipitulos? el  investjgador debe utilizar  técnicas  alternativa;. 
Una alternativa 2s utilizar un mc:.todo no paramCtrico, como e1 que 
describe  I>anie1.223 2 3  
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Preguntas y ejercicios  de repaso 

l .  ¿Cuáles  son las suposiciones  que  fundamentan  el análisis de regre- 
sión  múltiple  cuando se desea  inferir  acerca  de la población de la 
cual se ha extraido la muestra? 

2. LCuhles son las suposiciones  que  fundamentan  el  modelo  de  co- 
rrelación  cuando  el  objetivo  es la inferencia? 

3. Explique  completamente  los siguientes términos: 

a) Coeficiente  de  determinación  múltiple 
b )  Coeficiente  de  correlación  múltiple 
c) Coeficiente  de  correlación simple 
d )  Coeficiente  de  correlación  parcial 

4. Describa una  situación  en su área particular  de  inter&  donde 
sería  útil el análisis de  regresión  múltiple.  Utilice datos reales o 
realistas y lleve a  cabo  un análisis de  regresión completo. 

5. Describa una  situación  en su área  particular  de  interés  donde 
seria  útil el análisis de  correlación  múltiple.  Utilice  datos  reales 
o realistas y lleve a cabo  un  andisis  de  correlación  completo. 

En los siguientes  ejercicios,  efectúe  el análisis indicado y pruebe 
las hipótesis  a  los niveles de  significación  indicados.  Calcule el valor 
p para czda  prueba. 

6. La siguiente  tabla muestra algunos de !os valores  de la función 
pulmonar  observados  en  1 O pacientes  hospitalizados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x1  x2 Y 
Capacidad  Capacidad  pulrnonar Volumen  expiratorio  forzado 

vital (litros) total  (litros) (litros) por segundo 
~-_____"___.~-__ 

2.2 
1.5 
1.6 
3.4 
2.0 
1.9 
2.2 
3.3 
2.4 

.9 

2.5 
3.2 
5.0 
4.4 
4.4 
3.3 
3.2 
3.3 
3.7 
3.6 

1.6 
1 .o 
1.4 
2.6 
1.2 
1.5 
1.6 
2.3 
2.1 

.7 
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Calcule  el coeficiente  de  correlación  múltiple y pruebe su signi- 
ficación  al  nivel  de  .05. 

7. La siguiente  tabla  muestra  el  peso y los niveles totales  de coles- 
terol y triglicéridos en 15 pacientes  con  hiperlipoproteinemia 
primaria  de  tipo I1 justo  antes  de iniciarse el  tratamiento. 

X1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Y Colesterol total 

Peso (kg)  . . (mg l l  O0 ml) 

76 302 
91  336 
83 220 
52 300 
70  382 
61  3  79 
7s  331 
18 332 
7 o 426 
49 399 
7s 279 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
18 3 32 
IO 410 
11 389 
76 302 

_ _ _ ~ -  

x2 

Triglicéridos 
(mgll O0 ml) 
". 

139 
1 o1 
51 
56 

113 
42 
84 

186 
164 
205 
230 
186 
160 
1 S3 
139 

Calcule  el  coeficiente de correlacih mhltip!e y pruebe su signi- 
ficaci6n al nivel de .05. 

8. En un  estudio  de la relaci6n entre la excrecih de  creatinina, la 
estatura y el peso, se recop2aron  los datos de  la  siguiente  tabla a 
partir de 20 recien  nacidos. 

E'xcrecicin de 
creatinina (rngjdia) Peso (kg) Estatura ( c m )  

Irzfan te Y XI x2 

I 1 00 
2 115 
3 52 
4 85 
S 135 
6 58 
7 90 

9 72 
10 76 
6 59 
8 68 

10 60 
5 58 
8 70 
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Indice  de  Insulina basal tilucosa basal 
adiposidad (NJ lml )  (mgll OOml) 

Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX1 x2 

156 43 117 
167 17 99 
165 40 1 04 
168  22  85 

Calcule  el  coeficiente de correlación  mdltiple y pruebe su signi- 
ficación al nivel de .05. 

11. Como parte  de  un  estudio  para investigar la relación que  existe 
entre  el stress y varias otras variables, se recopilaron  los  siguientes 
datos  de  una  muestra  aleatoria  simple  de  quince ejecutivos aso- 
ciados. 

Número  de  años 
Medida  de la en la presente Salario  anual 

Medida  del importancia  de posición (X 1,000) 
stress ( Y )  la empresa (X , )  (X2 I ( X 3 )  .?%ad (X,) 

101  812 
60 334 
10 377 
27  303 
89 505 
60  40 1 
16  177 

184 598 
34  412 
17  127 
78 60 1 

141  29 7 
11 205 

104  603 
76  484 

15 
8 
5 

10 
13 
4 
6 
9 

16 
2 
8 

1 1  
4 
5 
8 

$30 38 
20 52 
20 27 
54  36 
52  34 
27  45 
26  50 
52 60 
34 44 
28 39 
42 41 
84  58 
31 51 
38 63 
41 30 

a) Encuentre la ecuación  de  regresión  de  mínimos  cuadrados  para 

b )  Construya la  tabla  de análisis de  variancia y pruebe la hipótesis 

c) Pruebe la hipótesis  nula  de  que  cada  pendiente,  del  nlodelo  de 

estos  datos. 

nula  de no relación  entre las cinco variables. 

regresión  es igual a  cero. 
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d )  Encuentre  el  coeficiente de determinacibn mfiltiple y el coefi- 
ciente  de  correlación  múltiple.  Sea 01 = .O5 y  encuentre el  valor 
p para  cada  prueba. 
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10 
La distribución ji-cuadrada y el 

analisis  de  frecuencias 

En los capitulos  que  tratan  de la estimación y pruebas  de  hipótesis se 
menciona  brevemente  la distribuciónji--cuadrada cuando se trata de la 
obtención  de  intervalos  de  confianza paralavarianciadeunapoblación y 
de probar la  hipótesis  acerca  de lamisma.Estadistribuci6n,queesunade 
las que se utilizan más en las  aplicaciones estadísticas,  tiene  muchos 
otros usos.  Algunos de los más comunes se presentan  en  este  capítulo 
junto  con  un  estudio más completo de  la  propia distribución,  que se 
trata en  la  sección  siguiente. 

10.2 PROPIEDADES MATEMATICAS DE LA DISTRIBUCIdN 
JI-CUADRADA 

La distribución  ji-cuadrada  puede  deducirse  a  partir de distribucio- 
nes rbrmales.  Supóngase que  a  partir  de  una variable  aleatoria Y dis- 
tribuida  normalmente  con  media zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1.1 y variancia u2 se seleccionan alea- 
toria e independientemente  muestras  de  tamafio n = 1. Cada  valor 
seleccionado  puede  transformarse  en  la  variable  normal  unitaria z a 
través de la  ya conocida  fórmula: 

I 

I 
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La. f o m a  de l a  bistribuci6n x2 para  varios  valores de k se señalan 
en l a  figura 5.9.1. En  esta figura se observa que las formas  para k = I 
y k := 2 son  bastante  distintas  de ia forma  general  de la  distribucicin 
para k > 2. En  esta figura  se  observa también qui: x' torna  valores 
entre O y el infinito. No puede  tomar vaiores  negativos, ya  que es la 
suma de valores que se hac elevado al  clradrado. 

Una caracteristica h a 1  de la distribucih x2 que vale l a  pena 
destacar es que la suma de dos o rnhs variables x2 indcpendkntes 
también sigue una  distribucitn x" En este  capítulo se utiliza la dis- 
tribucibrl x2 al  probar hip6tesis donde 10s datos  disponibles para eí 
análisis  están er: la forma de frecuencias.  Estos procedirnier!ivs d e  
prueba de 1.a hipbtesis se estudian baje el encabezado de pruc~bas  de 
Dmtdad de ajuste,  pruebas de independencia J pruebas de  t!omogc- 
midud. Se observará que, en  cicrtc  sentido,  todas las pruebas x2 -que 
se utilizan  pueden imaginarse como pruebas de b m d a d  del  JUS;^ con 
las que se prueba este concepto  en !as frecuencias  (hservadas con res- 
pecto  a las ii-ecuencias que se esperarían s i  los datos se obt:rvieran' 
bajo alguna  hipbtesis o ieoria particuhr. Sin embargo, se res:nsia la 
expresicin "bondad de ajuste" para utilizarla en c m  sentido n19s estric- 
t o .  Se u t i k a  esta frase  para  rzferirse a la compracibn (.te la distribu- 
c i c i~  de una muestra con alguna distrlbuci6n tehrica que, se supone 
describe la yoblacicin de la cual  provino la muestra. Ea jns!,ilicaci6n 
del uso de la distribuci6n  en  estos casos se debe a Karl Pensson;' 

quien  demostró  que  puede  utilizarse la distribtlción x' conlo una 
prueba de la  concordancia  entre l a  observacihn y l a  hip6tt:sis uiexpre 
que los datos est&; en  la foma  de frecuencias. 

Un extenso  estudio  de ía distribuci6n x2 se encwnt r?  tx el i i b m  

escrito  por Lancasten.2 
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en colocar los valores  en  categorias o intervalos  de  clase  mutuamente 
excluyentes y observar la frecuencia  de  ocurrencia  de los valores  en 
cada  categoría.  Puede aplicarse entonces  lo  que se sabe  acerca  de  las 
distribuciones  normales  para  determinar  las  frecuencias  que  podrían 
esperarse  para cada  categoria si la muestra  hubiera  provenido  de  una 
distribucih  normal. Si la discrepancia  entre lo que se observ6  y  lo 
que  era  de  esperar,  dado  que el muestre0  fue  a  partir  de  una  distribu- 
ción  normal,  es  demasiado  grande  como  para ser atribuida al azar: se 
concluye  que la muestra no provino  de  una  distribución  normal. Si 
la  discrepancia  es  de  tal  magnitud que  pudo  haberse  debido  al  azar, 
se concluye  que la muestra  puede  haber  provenido  de  una  distribu- 
ción  normal. De manera  semejante,  pueden llevarse a  cabo  pruebas 
de  bondad  de  ajuste  en casos donde la distribución  planteada  en 
la hip6tesis  es la de  tipo  binomial,  de  Poisson o cualquier  otra  distri- 
buci6n. A continuación, se ilustra  esto  con  más  detalle  mediante 
algunos  ejemplos. 

Ejemplo 10.3.1 La distribución nomal 

Sup6ngase  que  un  grupo  de  investigadores,  que  estan  realizando 
un  estudio  de  hospitales  en los Estados  Unidos,  reúne  datos  en  una 
muestra de 250 hospitales,  los cuales permiten  calcular,  para  cada 
uno  de los últirnos, la  razón del tiempo  en  que los  pacientes  perma- 
necen  internados,  una variable que  muestra,  para  un  período  de 12 
meses, la raz6n  del  censo  diario  promedio  respzcto  del  número  pro- 
medio  de  camas  mantenidas.  Sup6ngase  que Ia muestra  proporcionb 
la distribución  de  razones  (expresadas corno porcentajes)  que se 
muestran en la tabla 10.3.1. 

¿,Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique  que l a  

muestra no provino de una  poblaci6n  con  distribucicin  normal? La 
pregunta  sugiere  una  prueba  de la hip6tesis  nula, Ho de  que Io. datos 
se extrajeron de una  poblaci6n  con distribucicin normal,  contra l a  
alternativa, H A  , de  que  dichos  datos  no se extrajeron  de  una  pobla- 
cion de este tipo. 

Dado  que no se especifican la media y la variancia de la distribu- 
c i in  supuesta en la hip6tesis,  deben  utilizarse  los datos de la  muestra 
para  estimarlas.  Estos  parámetros, o sus estimaciones, se necesitarin 
para calcular la frecuencia  que se esperaría  en  cada  intervalo de clase 
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Tabla 10.3.1 Resultados del  estudio descrito 
en el ejemplo 10.3.1 

Razdn  del  tiempo 
que el paciente Número de 
permanece  internado  hospitales 

” 

0.0 a 39.9 
40.0 a 49.9 
50.0 a 59.9 
60.0 a 69.9 
70.0 a 79.9 
80.0 a 89.9 
90.0 a 99.9 

100.0 a 109.9 

16 
18 
22 
51 
62 
55 
22 

4 

Total 250 

cuando  la  hipótesis  nula es  verdadera.  La  media y la desviación  están- 
dar calculadas  a partir  de  los  datos  agrupados  de la  tabla  10.3.1 con 
los métodos  de las  secciones 1.7 y 1.8  son las siguientes: 

X- = 69.91 

S = 19.02 

Como  paso siguiente  en el análisis, debe  obtenerse,  para  cada 
intervalo  de clase, la  frecuencia de  ocurrencia  de  los valores que se 
esperarían si la  hip6tesis  nula  fuera  verdadera,  es  decir, si, en  efecto, 
la muestra  hubiera  sido  extraída  de  una  población  de valores con 
distribución  normal.  Para  hacerlo,  primero se determina  la  frecuencia 
relativa  esperada  de  ocurrencia  de  los  valores para  cada  intervalo  de 
clase y, a  continuaci6n, se  multiplican  estas  frecuencias  relativas espe- 
radas por el númcr)  total  de valores  para obtener el número  de valo- 
res esperado  para  cada intervalo. 

Se  recordará  que,  del  estudio  de la distribución  normal, la fre- 
cuencia  de  ocurrencia  de los  valores iguales a o menores  que algdn 
valor  especificado, por decir x. , de la variable  aleatoria X con  distri- 
bución  nomlal,  es igual al área  bajo la curva y a la izquierda de xo, tal 
corno se representa  mediante  el  área  sombreada  de la figura 10.3.1. 
El valor numérico  de  esta  área se obtiene  convirtiendo x. en una  
variable normal  estandar  mediante la fórmula zo = (xo -- p)/o y 
encontrando el valor apropiado  en la tabla F. Este  procedimiento se 
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Tabla 10.3.2 Intervalos  de clase y frecuencias  esperadas para el  ejemplo 10.3.1 

z = ( X i  --x)/S 

en dl l ímite Frecuencia 
Irtervalo  inferior  del relativa  Frecuencia 
de clase in tervalo  esperada  esperada 

< 40.0 
40.0 a 49.9 
50.0 a 59.9 
60.0 a 69.9 
70.0 a 79.9 
80.0 a 89.9 
90.0 a 99.9 

100.0 a 109.9 
110.0 y mayores 

- 1.57 
- 1 .O5 

.- .52 
. O0 
.53 

1 .O6 
1 .58 
2.1 1 

.O582 

.O887 

.1546 
,1985 
.2019 
,1535 
,0875 
,0397 
.O 174 

14.55 

38.65 
49.62 
50.48 
38.38 
21.88 

9.92 
4.35 

22.18 

Total 1 .o000 250.00 

dan las frecuencias  esperadas  para 10s demis intervalos,  las que se 
ilustran  en la tabla 10.3.2. 

Se tiene  interés  ahora  en  examinar las rnagnitudes  de las discre- 
pancias  entre las frecuencias  observadas y las frecuencias  esperadas, ya 
que se observa que los dos conjuntos  de  frecuencias no concuerdan. 
Se sabe que,  aun  cuando la muestra se extrajera  de  una  población 
normal de valores,  la  variabilidad  del muestre0  por sí sola haría bas- 
tante  improbable  que las frecuencias  observadas y esperadas  concor- 
daran  perfectamente. Surge entonces la pregunta  de si las  discrepancias 
entre las frecuencias  observadas y esperadas son lo  suficientemeate 
pequeñas  como para tener la sensación  de que es  razonable  que 
puedan  haber  ocurrido  tinicamente  como  resultado  del azar cuando 
la  hipbtesis  nula  es  verdadera. Si son  de  esta  magnitud,  uno no se 
inclinará  a  rechazar la hipótesis  nula  de  que la muestra  provino  de 
una  población  con  distribución  normal. 

Si las discrepancias son tan  grandes  que no parece  razonable que 
puedan  haberse  producido  únicamente  como  resultado  del azar, 
cuando la hipótesis  nula  es  verdadera, será de desearse que se rechace 
la hipótesis  nula. El  criterio  contra  el  cual se juzga si las discrepancias 
son “grandes” o “pequeíías” lo proporciona l a  distribución x2. 

Puede  demostrarse que  cuando la  hipótesis  nula  es  verdadera, l a  
estadistica 
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(10.3.1) 

está  distribuida  aproximadamente  como  una x2 con k - Y grados  de 
libertad. 

En la ecuación  10.3.1, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOi se refiere  a la i-ksima frecuencia  obser- 
vada  y Ei a la i-ésima frecuencia  esperaba. AI determinar los grados 
de  libertad, k es igual al número  de  grupos  para los cuales se cuenta 
con  frecuencias observadas y esperadas,  y Y es el nilmero  de restric- 
ciones  impuestas  sobre la comparación  dada. Se impone  una restric- 
ción  cuando la  suma  de las frecuencias  esperadas se fuerza  a  ser igual 
a  la  suma de las frecuencias  observadas,  y se impone  una  restricci6n 
adicional  para  cada parimetro  que se estima  a  partir  de la muestra. 
Para un estudio  completo  de la justificación  te6rica  de  restar un 
grado  de  libertad para  cada parámetro  estimado, véase a Cramer.3 

La cantidad C: [(oi - Ei)z  /Ei] serA pequeña si las frecuencias 
observadas y esperadas  tienen  valores  próximos y será grande si las 
diferencias son grandes. 

El  valor  calculado  de X' se compara  con el valor tabulado  de x2  
con k - Y grados de  libertad. Si X 2  es  mayor  que la x2 tabulada  para 
cualquier  valor  de (Y, puede rechazarse la hipótesis nula al nivel de 
significación  indicado. 

A continuación se ilustra el procedimiento  con  los  datos del 
ejemplo que se está tratando.  En la tabla  10.3.3 se muestran las fre- 
cuencias  observadas  y  esperadas, junto  con  cada valor  de (Oi -Ei)'/Ei~ 
El primer valor de la última  columna,  por  ejemplo, se calcula  a partir 
de  (16 - 14.55>2/14.55 = .145. Los otros valores de (Oi-Ei) ' /Ej se 
calculan de  manera  semejante. 

En la tabla  10.3.3 se  ve que ,X? = Z [(Oj - Ei)*/Ei] = 25.854. Los 

grados de libertad  apropiados  son 9 (el  número  de  grupos o intervalos 
de clase) - 3 (por las tres  restricciones: que Z E, = Z O, y  estimar  a 
p y u a  partir  de  los  datos  de la muestra) = 6.  Cuando se compara 
x2 = 25.854  con  los valores de x2 de la tabla I, se ve que  es  mayor 
que x2995 = 18.548,  de  tal  manera  que  puede rechazarse la hipótesis 
nula de  que la muestra  provino  de  una  población  con  distribución 
normal  al nivel de significación de  005.  En  otras palabras, la proba- 
bilidad de  obtener  un valor  de 2? tan  grande  como  25.854,  cuando la 
hipótesis  nula  es  verdadera,  es  menor que 5 en 1000 (p < .005). Se 
dice entonces  que tal evento  raro  no se producirá  debido sólo al azar, 
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Tabla 10.3.3 Frecuencias  observada y esperada y (Oi - Et)’/Ei para el ejemplo 
10.3.1 

In  tervalo Frecuencia Frecuencia 
de clase observada esperada 

(Of) ( E [ )  (oi - E ~ ) ~ / E ~  

< 40.0 
40.0 a 49.9 
50.0 a  59.9 
60.0  a 69.9 
70.0  a  79.9 
80.0 a  89.9 
90.0  a  99.9 

100.0 a 109.9 
110.0 y mayores 

16 
18 
22 
51 
62 
55 
22 

4 
O 

14.55 
22.18 
38.65 
49.62 
50.48 
38.38 
21.88 

9.92 
4.35 

,145 
.788 

7.173 
.O38 

2.629 
7.197 

.o01 
3.533 
4.350 

Total 250 250.00 25.854 

cuando H ,  es  verdadera,  por  lo  que  se  busca  otra  explicación.  La  otra 
explicación  es que la  hipótesis  nula  es  falsa. 

Algunas  veces, los parámetros se especifican en la hiphtesis  nula. 
Debe  tenerse en  cuenta  que si se hubieran  especificado la media y la 
variancia de la población  como  parte  de la hipótesis  nula,  no se hu- 
biera tenido  que  estimarlas  a  partir  de la muestra y los  grados  de 
libertad  hubieran  sido 9 - 1 = 8. 

Si  los  parárnetros se estiman  a  partir  de  datos  no  agrupados  de la 
muestra en lugar  de los  datos  agrupados  como  en el  ejemplo,  es  posi- 
ble que la distribución  de Y’ podría PO ser lo suficientemente  apro- 
ximada por la distribución  ji-cuadrada para dar  resultados sa- 
tisfactorios.  Este  problema es analizado  por  Dahiya  y  Gurland4 y 
W a t ~ o n . 5 , ~ ~ ~  El mismo  problema se encuentra  cuando se estiman  los 
parámetros  independientemente  de la muestra, como lo  estudia 
Chase.’ 

Frecuencias esperadas pequeñas. Con fsecuencia,  en  las  aplicacio- 
nes de la prueba  ji-cuadrada,  las  frecuencias  esperadas  para una o 
más categorías serán pequeñas,  tal vez mucho  menores  que 1. En  la 
literatura  sobre el tema se señala con  frecuencia que  la  aproximación 

de X *  a x’ no  es estrictamente válida cuando algunas de las  frecuen- 
cias  esperadas  son  pequeñas.  Sin  embargo,  existe  una  controversia 
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entre los autores  sobre qu6 magnitud de las  frecuencias  esperadas  son 
permisibles antes  de  hacer algún ajuste o abandonar x2 en favor  de 
alguna otra  prueba  alternativa. Algunos autores, especialmente los 
primeros quc  abordaron el tema, sugicren límites inferiores de 10, 
mientras que otros sugieren que  todas  las frlecuencias esperadas no 
deben ser menores  que 5. Cochran,' quien escribió a principios de 
la d6cada de 1950, sugiere que, para las pruebas  de  bondad de ajuste 
de  distribuciones  unimodales (como la normal).  la  frecuencia  mínima 
esperada  puede  ser tan  pequeña como 1.  Si, en l a  prlictica, se encuen- 
tran una o más  frecuencias  esperadas menores que 1, pueden  combi- 
narse categorías  adyaccntes  para  lograr e: minimo requerido. La 
combinación r e d u x  el n h e r o  dc categurks y ,  por lo tanto, el nG- 
mero  de grados de  libertad. Tal parece  que las sugerencias de  Cochran 
han  sido seguidas por c:k  todos los nrédicos en los últimos  años. 
Investigaciones mlis recientes sobre el tema d e  13s frecuencias espera- 
das  pequeñas coniprcndei; l a s  de Roscoe y Byars," Yarnold.'2 Tste 
y Hyer,13 Slakte1- '~3'~ y 1,cwontin y F'clsenhtrin.L6 

Aunque suele enccntrarse en la literatura ci uso de la ji  -cuadrada 
para  probar la normalidad  esta  no es la prueba  más  apropiada para 
utilizarse cuando 13 djstribucibn  planteada en la hip6tesis es conti- 
nua. La prueba  de Kolmogorov-Smirnov, descrita  en el capítulo 1 I .  
fue  diseñada  especialmente  para  prucbas de  bondad  de  ajuste  que 
comprenden distribuciones c(,ntinuas. 

Ejemplo 10.3.2 La distribución binomial 

En un  estudio  diseñado para determinar la aceptación  por  parle 
de los pacientes 3 un nuevo  analgesico, 100 médicos  seleccionaron, 
cada uno, una  muestra  de 25 pacientes  para  participar  en e1 estudio. 
Cada  paciente,  después de haber  tomado el nuevo  analgesico durante 
un  período especificado, fue interrogado  para  saber si prefería este 
o el que  había  tomado  regulan~lente  con  anrerioridad. 

Los resultados del estudi;, se muestran en l a  tabla 10.3.4. 
Se tiene  intcrks  por  determinar s i  estos  datos son compatibles o 

no  con la hipótesis. de que se extrajeron  de  una  población  que sigue 
una  distribución  binomial. Una vez más, se utiliza la prueba  ji--cua- 
drada  de  bondad  de  ajuste:. 

Dado que 1FiO se especifica el paránletro  binomial, p ,  éste  debc 
estimarse  a  partir de los datos  de la muestra.  Un  total (le 500 pacien- 
tes  de los 2.500 que  participaron en el estudio  dijeron  que  preferian 
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Tabla 10.3.4 Resultados  del  estudio  descrito  en el ejemplo 10.3.2 

Número  de  pacientes  NGmero  de  docrores  Número  total  de 
de 25, que  prefieren que  reportaron pacientes  que  prefieren  el 

el  nuevo esta nuevo  analgisico  recetado 
analgisico cantidad por el doctor 

0 S O 
1 6 6 
2 8 16 
3 10 30 
4 10 40 
5 15 75 
6 17 102 
7 10 70 
8 10 ao 
9 9 81 

10 óm& O O 

Total 1 O0 

el  nuevo analgksico, de  modo  que la estimación  puntual  de p es 6 = 
500/2500 = .20.  Puede  obtenerse la frecuencia  relativa esperada eva- 
luando la función  binomial 

para x = O,  1, . . . 25. Por ejemplo, para  encontrar la probabilidad  de 
que de  una  muestra  de 25 pacientes  ninguno  de ellos  prefiera  el  nue- 
vo  analgésico cuando,  en !a población  total la proporción  verdadera 
de los que  prefieren el nuevo analgdsico es de .2, se calcularía. 

Esto puede hacerse con  mayor facilidad consultando la tabla C, don- 
de se observa que P(X = O) = .0038. La frecuencia  relativa de ocu- 
rrencia de muestras  de tamafio 25  en  las  que  ningún  paciente  prefiera 
el ~ U C V O  analgésico es de .0038. Para  obtener l a  frecuencia  esperada 
correspondiente, se multiplica .O038 por 100 para obtener .38. Cdlcu- 
los semejantes  proporcionan las frecuencias  esperadas restantes 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



478 La  distribución  ji-cuadrada y el  análisis de  frecuencias 

Tabla 10.3.5 Cálculos para el ejemplo 10.3.2 

Can tidad  de  Cantidad  de 
pacientes, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd e  2.5, doctores  que 

que  prefieren  reportaron  este  Frecuencia  Frecuencia 
el  nuevo  número  (Frecuencia relativa  esperada, 

analgésico  observada, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOi) esperada Ei 

o 
I 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

- 7 

10 ó m b  

6 5} 11 
8 

10 
10 
15 
17 
10 
10 
9 
o 

,0038 
,0236 
.O708 
,1358 
,1867 
.1960 
'1633 
.1109 
.O623 
.O295 
,0173 

2.36 '381 2.74 
7.08- 

13.58 
18.67 
19.60 
16.33 
11.09 
6.23 
2.95 
1.73 

Total 1 O0 1 .o000 100.00 

que,  junto  con las frecuencias  esperadas, se muestran  en la tabla  10.3.5. 
En  esta  tabla se  observa que l a  primera  frecuencia  esperada  es  menor 
que  1, de modo  que se sigue la sugerencia de  Cochran y se combi- 
na este  grupo  con  el  segundo.  Cuando se hace  esto,  todas las frecuen- 
cias esperadas son mayores que I .  

A partir  de los datos, se calcula 

(1 1 - 2.74)' (8 -- 7.08)' (O - 1.73)' 
x2 = ____ + ~- + . . . + z: 47.624 

2.74 7.08 1.73 

Los grados de libertad  apropiados son 10 (el número  de  grupos 
que  quedan  después  de  combinar  los  dos  primeros)  menos 2 u 8. Se 
pierde  un  grado  de  libertad  porque  el  total de las  frecuencias  espera- 
das se fuerza  a  ser igual a las frecuencias  totales  observadas y se  sacri- 
fica un  grado  de  libertad  porque se estima p a  partir  de los datos  de 
la muestra. 

Se compara la X 2  calculada con la x2 tabulada con 8 grados de 
libertad y se  encuentra  que es significativa al nivel de significacicjn de 
.0G5. Se rechaza la hipótesis  nula de que los  datos  provinieron  de  una 
distribución  binomial. 
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Tabla 10.3.6 Cantidad  de  admisiones  de  emergencia  a un  hospital  durante  un 
periodo de 90 dfas 

~~~~~ ~ ~~ ~ 

Admisiones d e  Admisiones  de  Admisiones  de  Admisiones  de 
Día  emergencia  Día  emergencia  Día  emergencia  Dia  emergencia 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 

2 
3 
4 
5 
3 
2 
3 
O 
1 
O 
1 
O 
6 
4 
4 
4 
3 
4 
3 
3 
3 
4 
3 

24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 

5 
3 
2 
4 
4 
3 
5 
1 
3 
2 
4 
2 
5 
O 
6 
4 
4 
5 
1 
3 
1 
2 
3 

47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 

4 
2 
2 
3 
4 
2 
3 
1 
2 
3 
2 
5 
2 
7 
8 
3 
1 
3 
1 
O 
3 
2 
1 

70. 
71. 
72. 
73. 
74. 
75. 
76. 
77. 
78. 
79. 
80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 
89. 
90. 

3 
5 
4 
1 
1 
6 
3 
3 
5 
2 
1 
7 
7 
1 
5 
1 
4 
4 
9 
2 
3 

Ejemplo 10.3.3 La distribución  de  Poisson 

El administrador  de  un  hospital desea probar la hipótesis  nula de 
que las  admisiones  de  emergencia  siguen  una  distribución de Poisson 
con X = 3. Supóngase que  durante  un  período  de 90 días, el número 
de  admisiones de emergencia fue  como se señala  en  la  tabla 10.3.6. 

Los datos  de la tabla 10.3.6 se  resumen en la tabla 10.3.7. 
Para obtener las  frecuencias  esperadas, se obtienen  primero las 

frecuencias  relativas  esperadas al calcular la función  de Poisson dada 
por la ecuacibn 3.4.1 para  cada  valor de la columna de la izquierda 
de la  tabla 10.3.7. Por  ejemplo,  la  primera  frecuencia  relativa  espera- 
da se obtiene al  calcular 

e - 3 3 0  

f (0 )  = o!- 
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Tabla 10.3.7 Resumen de los datos  presentados  en la tabla 10.3.6 

Cantidad de 
admisiones  de 

emergencia en u n  día 

Cantidad  de  dias  en  que 
se present6  esta  cantidad de 

admisiones  de  emergencia 

o 
1 
2 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 6 m8s 

5 
14 
15 
23 
16 
9 
3 
3 
1 
1 
o 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 6 más 

5 
14 
15 
23 
1 6  
9 
3 
3 

:12 
01 

Total 9 o 

4.50 
13.31 
20.16 
20.16 
15.12 
9.09 
4.50 
1.98 
. I2 

2 7  1.08 
.o9 I 

~~~~ "" 

Cr:"r,OQ 

,056 
,026 

1.321 
,400 
.O5 1 
. o0 1 
,500 
.525 

,784 

3.664 
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Puede  utilizarse la tabla E del  apéndice  para  encontrar  ésta y todas 
las demás  frecuencias  relativas  esperadas  necesarias.  Cada  una de las 
frecuencias  relativas  esperadas se multiplica  por 90 para obtener las fre- 
cuencias  esperadas  correspondientes. Estos valores, junto  con las 
frecuencias  observadas y esperadas y los componentes  de J? , (Oj - 

Ei)2/Ei ,  se muestran  en la tabla 10.3.8. 
En  la  tabla 10.3.8 se  observa que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 2  = "~ 

(Oi - E i ) 2  - ( 5  - 4.50)' ( 2  - 1.08)2 - + . . . + 3 664 
Ei 4.50 1.08 

Se observa también  que las  tres  últimas  frecuencias  esperadas  son 
menores  que 1, de  tal  manera  que  deben  combinarse  para  evitar  tener 
frecuencias  esperadas  menores  que l .  Esto significa que se tienen s610 
nueve  categorías eficaces  para  calcular los grados de  libertad.  Dado 
que se especificó el parámetro, X, en  la  hipótesis  nula, no se pierde 
un grado de libertad  por  razones de estimación,  de  modo  que  los 
grados de  libertad  apropiados  son 9 - 1 = 8. Al consultar la  tabla I 
del  apéndice, se encuentra  que el valor  crítico  de x2 para  8  grados  de 
libertad y a = .O5 es de  15.507,  de  manera  que  no  puede  rechazarse 
la  hip6tesis  nula al nivel de significación de .O5 o cualquier otro nivel 
de significación  razonable (p > . IO) .  Se concluye,  por lo tanto,  que 
las admisiones  de  emergencia  en  este  hospital  pueden  seguir  una 
distribución  de Poisson con X = 3. Al menos,  los  datos  observados  no 
arrojan  duda alguna  sobre  dicha  hipótesis. 

Ejercicios 

10.3.1 La siguiente  tabla  muestra la distribución de las  determinacio- 
nes de ácido  úrico  en 250 pacientes.  Pruebe la bondad de 
ajuste de  estos  datos a una  distribución  normal  con p = 5.74 
y u = 2.01. Sea a = .O1 

-~ " .- 

Determinación 
del ácido úrico 

( 1  
i a 1.99 
2 a 2.99 
3 a 3.99 
4 a 4.99 
S a 5.94 

Frecuencia 
observada 

- 

1 
S 

I S  
24 
43 
SO 
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Determinacih Frecuencia 
del &cid0 hito observada 

6  a  6.99 45 
7 a 7.99 30 
8 a  8.99  22 
9  a  9.99  10 

10 6 más 5 

" 

Total 250 

10.3.2 Se reunieron  los siguientes datos  de 300 niñas de  ocho años 
de  edad.  Pruebe,  al nivel de significación de .05, l a  hipótesis 
nula  de  que  los  datos se extrajeron de  una población  con dis- 
tribución  normal.  Utilice  los  métodos  del  capítulo 1 para cal- 
cular la media y desviación estándar de l a  muestra a partir  de 
los  datos  agrupados. 

Estatura  en 
centímetros 
" 

114a  115.9 
116  a  117.9 
118  a  119.9 
120  a  121.9 
122  a  123.9 
124 a  125.9 
126  a  127.9 
128 a 129.9 
130  a  131.9 
132 a 133.9 
134  a  135.9 
136  a  137.9 
138  a  139.9 

Frecuencia 
observada 

5 
10 
14 
21 
30 
40 
45 
43 
42 
30 
11 
5 
4 

300 

10.3.3 La carátula  de los expedientes  de  pacientes  internados en un 
departamento  de salud  local contiene 10 datos. Una tnuestra 
de 100 expedientes revel6 la siguiente  distribución  de  datos 
erróneos. 
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Datos  erróneos Número  de 
por cada 10 expedientes 

O 8 
1 25 
2 32 
3 24 
4 10 
5 6 más 1 

1 O0 

Prueba  la  bondad  de  ajuste  de  estos  datos  a  una  distribución 
binomial  con p = .20. Encuentre el valor p para  esta prueba. 

10.3.4 Durante  los  últimos 10 años, l a  siguiente distribución  de 
accidentes  fue  observada  por el médico  encargado  de la  clíni- 
ca de  empleados  de  una gran  empresa  industrial. 

Accidentes  Cantidad  de meses 
Por en que se presentaron 

mes  dichos  accidentes 

O 2 
1 10 
2 1s 
3 30 
4 28 
5 15 
6 10 
7 6 

9 1 
10 o más 1 

8 \  2 

120 

¿Son  compatibles  estos  datos  con la hipótesis  de  que los acci- 
dentes en esta  empresa siguen una  distribución  de  Poisson 
con X = 4? ¿Cuál  es  el  valor p para  esta  prueba? 
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10.3.5 Los siguientes  datos  son las cantidades  de  un  organismo  parti- 
cular  que se han  encontrado  en 1 O0 muestras  de agua tomadas 
de  un  estanque. 

Número de 
orgsnismos 
por muestra Fre'--lencias 

o 15 
1 30 
2 25 
3 20 
4 5 
5 4 
6 1 
7 O 

1 O0 

__I" 

Pruebe l a  hip6tesis  nula  de  que  estos  datos  fueron  extraídos 
de  una  distribución  de  Poisson.  Determine el valor p para  esta 
prueba. 

10.4 PRUEBAS DE INDEPENDENCIA ~ _ _ _  

Otro  uso, y quizá el m &  frecuente,  de l a  distribuciónji-cuadrada es 
probar la hipótesis  nula  de  que dos criterios  de clasificacibn, cuando 
se aplican  al  mismo  conjunto  de  entidades,  san  independientes. Se 
dice  que  dos  criterios  de clasificación son  independientes si la distri- 
buci6n de  uno es l a  misma: sin importar  cuál sea la distribucih del 
otro,  Por  ejemplo, si el estado  socioeconómico y Brea de residencia 
de los habitantes de c,ierta ciudad  son  independientes, se ebperaría 
encontrar la misma proporci6n  de familias en los  grupos  socioeconó- 
micos bajo, medio y d t c r  en todas las ireas  de l a  ciudad. 

La clasificaci6n d e  un  conjunto de entidades. de acuerdo con dos 
cricrrios,  por  decir  personas, puede mostrarse mecljanle una tabla en 
la que  los r rengloncs reprzsemtan los diversos niveles de  uno  de los 
criterios  de clasificación !' 'iss c columnas  representan los diversos 
niveles del  segunde  criterio. Dicha tabla se conoce generalmente 
como tabla de contilzgerzcia En l a  tabla 10.4.1 se muestra 'ia clasifi- 
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Tabla 10.4.1 Clasificaci6n con  dos  criterios  de  una  población  finita  de  entidades 

Nivel  del  Nivel  del  primer  criterio 
segundo  de  clasificación 
criterio  de 
clasificación 1 2 3 . , .  C To tul 

"_____-~"~ " __ 

"" " 

cación de  una población  finita de entidades  de  acuerdo  con  dos cri- 
terios. 

Se tiene  inter&  en  probar la hipótesis nul;l de  que, en la pobla- 
ción,  los  dos  criterios  de clasificación son  independientes. Si se recha- 
za la  hipótesis, se concluirá que los dos criterios de clasificación no 
son  independientes. Se extraerá una muestra de  tamaño n de la  po- 
blación  de  sucesos y,  en  una  tabla como la 10.4.2, se presentarán la 
frecuencia de ocurrencia  de  los sucesos en la muestra  correspondiente 
a las celdas  formadas  por las intersecciones de los renglones y colum- 
nas de la tabla 10.4.1, junto  con los totales marginales. 

______--- "._____ 

Tabla 10.4.2 Clasificación con  dos  criterios  de  una  muestra de  entidades 

Nivel  del  Nivel  del prirtler criterio 
segundo  de claasificacibn 

criterio de _ _ _ _ _ _ _ _ ~ _ _ _ _  ___ 

clasificación 1 2 3 . .  . C To tal 
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Para  cada  celda, se calculan las frecuencias  esperadas  bajo  la hipó- 
tesis nula de  que  los  dos  criterios  de clasificación son  independientes. 
Se comparan las frecuencias  esperadas  y observadas. Si l a  discrepancia 
es “pequeña”.  puede  mantenerse la hipótesis  nula. Si la discrepan- 
cia es “grande”, se rechaza la hipótesis  nula y se concluye que  los 
dos criterios  de clasificacibn no son  independientes. La decisión  de 
si la discrepancia entre las frecuencias  observadas y esperadas  es 
“grande” o “pequeña” se tomará  en base a la magnitud  de la canti- 
dad calculada  cuando se utiliza In ecuación 10.3. l ,  donde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOi y Ei se 
refieren  respectivamente a las frecuencias  observadas  y  esperadas de 
las celdas de  la  tabla  10.4.2.  Sería  más Ihgico designar a  las  frecuen- 
cias observadas y esperadas  en  estas  celdas conlo Oij y Ei j ,  pero  para 
conservar sencilla í a  notaci6n y evitar introducir  otra  fórmula, se ha 
elegido utilizar  la  notaciin rnds sencilla. Resulta-rA útil pensar en las 
celdas como si estuvieran  numeradas desde  1  hasta k, donde 1 se re- 
fiere a la celda 1 i 1’ k a l a  celda YC. Puede  demostrarse  que la X 2  defi- 
nida de  esta  forma está distribuida  aDroximadamente  como  una x2 
con (,Y - l)(c - I )  grados de  libertad  cuando  la  hipótesis  nula es ver- 
dadera. Si  el valor calculado de X 2  es mayor  que el valor tabulado  de 
x2 para  algún a, se rechaza la hipótesis nula al nivel de significación 
a. El procedimiento se ilustra  con el ejemplo  siguiente. 

Ejemplo 10.4.1 

Un grupo  de investigadores, estudiando la relación  entre el tipo 
sanguíneo  y la severidad de  cierta  afección  en  una  población,  reunió 
datos  sobre 1500 personas,  que se presentan  en la tabla  de  contingen- 
cia que se ilustra  en la tabla 10.4.3, 

Tabla 10.4.3 Mil quinientas  personas clasificadas por el  grado de la afecci6n y el 
tipo  sanguíneo 

Tipo sanguzkeo 
Grado  de -- 

la afeccidn il B A B  O To tal 

Ninguno 543 21 1 90 476 1320 
Moderado 44 ” 7 7  8 31 105 
Severo 28 9 7 31 75 

” ________~”_________ ~ 

‘Total 615  242  105  538  1500 
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Los investigadores  deseaban  saber  si  estos datos  eran  compatibles  con 
la hipótesis  de  que el  grado de la afección y el tipo  sanguíneo  son 
independientes. El primer  paso  en el análisis es obtener  la  frecuencia 
para  cada celda que se esperaría si, en  efecto,  los  dos  criterios  de 
clasificación fueran  independientes.  Puede  empezarse  por  calcular 
estimaciones de las  diversas probabilidades marginales a  partir  de  los 
totales  Inarghales  que se muestran  en la tabla  10.4.3. La estimación 
de  la  probabilidad  de  que  una  persona seleccionada al azar,  de  la  po- 
blación  de l a  cual se extrajo  la  muestra,  no tenga  la afección es de 
1320/1500 = .88; la probabilidad  de  que  una  persona seleccionada al 
azar  tenga  una  forma  moderada  de la afección se estima que es  de 
105/1500 L= .07; y la probabilidad  de  que  una  persona seleccionada al 
azar  tenga  una forma severa de la afección se estima que es  de  75/ 1500 
= .05. Asimismo, se estiman  las  probabilidades  de  que  una  persona 
seleccionada al azar  de la población  bajo  estudio tenga  sangre tipo A ,  

B, AB y O como  615/1500 = .41,242/1500 = . L6, l05/1500 = .07, y 
538/1500 I- .36, respectivamente. 

En el capítulo  2 se aprendih  que (vease la ecuación  2.6.4), si dos 
eventos son independientes, la  probabilidad de  que  ocurran  conjunta- 
mente es igual al producto  de  sus  probabilidades individuales. Bajo la 
hipótesis  nula de  que el tipo  sanguíneo y la  severidad de  la  afección 
son  independientes, se calcularfa  entonces la probabilidad  estimada  de 
que  una  persona seleccionada al azar  no  tenga,  por  ejemplo,  la afec- 
ción y tenga sangre.tipo A como sigue: 

La probabilidad  que  acaba  de calcularse es la estimación  de la proba- 
bilidad de  que  una  persona  seleccionada al azar caiga en  la  primera 
celda  de  la  tabla  10.4.3  cuando la hipótesis nula es verdadera. La esti- 
maci6n de la probabilidad  de  que  una  persona seleccionada al azar  no 
tenga  la afección y tenga  sangre tipo B es de 

Las probabilidades asociadas con  cada  una  de las  celdas  restantes se 
calculan de igual forma. 
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Después de calcular  las  prooabilidades  estimadas  asociadas con 
cada  celda,  pueden  obtenerse las frecuencias  esperadas  correspon- 
dientes  nlultiplicando  la  probabilidad  de cada celda  por 1500, t.1 
tamafio  total de 12 muestra.  Por  ejemplo, la frecuencia  esperada  para 
la primera  celda es de (.3608)( 1500) = 541.2 y el número  esperado 
de personas, de !as 1530, que  no tengan  la af'ecci6n y tengan  sangre 
tipo B es de  (.141973j(l500j=  212.96. 

AI calcular  las  frecuencias esperadas,  puede aplicarse una sirnplifi- 
cacibn que  ahorra  bastante  tiempo.  N6tese  que la frecuencia espera- 
da  para la primera. celda  puede  expresarse como 

IJno de los denominadores i500 se sixylifica con  el 1500 del  nume- 
rador,  quedando 

Esto  conduce a l  procedirniento  simplificado de obtener las frecuen- 
cias esperadas de las  celdas,  diLidjendo cl producto d e  los totales  mar- 
ginales correspondientes  entre el tamano iota1 de la muestra. Como 
otro ejemplo,  nótese que el  nDmero esperado de  personas,  de  las 
1500. que 110 tienen la afección y tienerl sailgre tipo B es de (242 j 
ii320),'1506 = 212.96. Las frewencias observadas y esperadas  para 
el ejemplo  ilustrativo se nluestran  en la tabla  10.4.4,  donde ías fre- 
cuencias  esperadas estlin entre par6ntesis. 

Tabla 10.4.4 Frecuenc ia s   obse rvada  y espe rada   pa ra  el ejemplo 10.4.1 
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A  partir  de  las  frecuencias  observadas y esperadas,  puede  calcular- 
se que 

(543 - 541.2)* (211 - 212.96)'  (31 - 26.90)' - "____ - 
S412 

+ " 
212.96 

+ . . .  f -  

26.90 

= .O05987 + .O18039 + . . . + .624907 

= 5.12 

El  valor  calculado de X 2  = 5.12 se compara  con  los  calores  tabulades 
de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx2 con 6 grados de  libertad. Se  observa que la X' calculada no es 
significativa en  cualquier nivel razonable.  Por  ejemplo, el valor crítico 
de x2 para a = .10  y  6 grados de  libertad es de  10.645. Se concluye, 
entonces,  que  estos  datos  son  compatibles  con la  hipótesis de  que el 
grado de la  afección y el tipo  sanguíneo  son  independientes. Al me- 
nos  estos  datos,  debido  a  la  intima  concordancia  entre las  frecuencias 
observadas y esperadas,  no  proporcionan  evidencia  suficiente que 
indique  una  falta  de  independencia  entre los dos criterios de clasifi- 
cación. 

Los grados de  libertad se determinan  multiplicando el número  de 
renglones, r, menos 1, por el número  de columnas, c, menos l .  Es 
decir, ( P  - 1 )  X (c - 1 )  = ( 3 - 1 )(4 - 1 ) = 6. El estudiante  notará  que 
el nilmero de grados de libertad es igual  al número  de celdas de fre- 
cuencias de la  tabla  10.4.1 que  podrian llenarse arbitrariamente 
mientras se mantengan  los  totales marginales  observados.  Por cjern- 
plo,  dado clue 1320 personas no  tienen la  afeccidn y que 543 de 
éstos  tienen sangre tipo A, 2  11  tienen sangre tipo  B y 90 sangre ripo 
AB, deben  tenerse  476  con sangre tipo C). Esto  hace 3 grados de 
libertad.  Aplicando la misma  lógica  al  segundo  renglbn, se encuentra 
que sólo pueden  llenarse  arbitrariamente  tres  celdas, lo que da tres 
grados de libertad más. Cuando se intenta  llenar las  celdas  del  tercer 
renglón, se encuentra que estas  frecuencias e s t h  ya  determinadas por 
las  frecuencias de los dos  primeros  renglones y,  por lo tanto, el total 
de grados de  libertad es de 6. 

Puede  encontrarse el  problema  de  las  frecuencias  esperadas  peque- 
ñ a s  que se estudiij  en la seccihn  anterior  cuar~do se  analizan  los  datos 
de las tablas de  contingencia.  Aunque  existe  una  falta  de conseriso en 
la forma  de  manejar  este  problerna,  muchos  autores siguen  actual- 
mente  la regla de Cochran.1°  Este  sugiere que,  para  tablas  de  contin- 
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gencia con más de 1 grado de  libertad,  puede  permitirse  una  esperanza 
mínima  de 1 si no más  del 20 por  ciento  de  las  celdas  tienen  frecuen- 
cias  esperadas  de  menos de 5. Para  satisfacer  esta  regla,  pueden  combi- 
narse  renglones y  columnas  adyacentes  cuando,  al  hacerlo,  resulta 
lógico  a  la  luz de  otras  consideraciones. Si X 2  está  basada en menos 
de 30 grados de  libertad,  no  pueden  tolerarse  frecuencias  esperadas 
tan  pequeñas  como 2. En el ejemplo 10.4.1 no se tuvo la  experiencia 
del  problema de las frecuencias  esperadas  pequeñas,  ya que  todas 
ellas fueron  mayores  que 5. 

La tabla de contingencia de 2 X 2. A veces, cada  uno  de  los  dos 
criterios  de clasificación puede dividirse  en  sólo dos categorías, o 
niveles. Cuando los datos se clasifican cruzados  de  esta  manera, el 
resultado es una  tabla  de  contingencia  que  consta  de  dos renglones y 
dos columnas.  Dicha  tabla  suele  conocerse  como  tabla de 2 X 2. 
Cuando se aplica la regla (r  - l)(c - 1) para  encontrar  los  grados  de 
libertad,  a  una  tabla  de 2 X 2, el resultado es 1 grado de  libertad. A 
continuación se ilustra  esto  con  un  ejemplo. 

Ejemplo 10.4.2 

Una muestra  de 500 niños de  una  cierta escuela  primaria, se clasi- 
ficd  en forma cruzada  respecto  a su estado  de  nutrición y desempeño 
academico. Los resultados se muestran en la  tabla 10.4.5. 

Los investigadores  deseaban  saber si podrían  concluir  que  existe 
una relaci6n  entre el estado  de  nutrición y el desempeño  académico. 
Una  prueba  ji-cuadrada  resulta  apropiada  para  llegar  a  una  deci- 
sión.  Puede calcularse el valor  de X 2  calculando  primero  las  frecuencias 

II .~ "" 

Tabla 10.4.5 Estado de nutrici6n y desempeño académico de 500 

niños de: escuela primaria 
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Tabla 10.4.6 Tabla de contingencia de 2 X 2 

Segundo Primer  criterio de clasificación 
criterio de 

clasificación 1 2 Total 

1 a b a + b  

2 C d c + d  

Total a + c  b + d  n 
" 

esperadas de las  celdas en la forma  que se estudi6  con  anterioridad. 
Sin embargo,  en el caso de  una  tabla  de contingencia de 2 X 2, X 2  

puede calcularse mediante la  siguiente fórmula simplificada: 

(10.4.1) 

donde u, b, c y d son las  frecuencras  observadas de las  celdas,  como se 
muestra  en la  tabla 10.4'6. Para  el  ejemplo  ilustrativo,  se  tiene que 

A' 2 := ~ 500[(105)(300) - (1S)(S0)]2 

(185)(315)(120)(380) 

= 172.746 

Cuando se compara el  valor  calculado de X 2  con los valores tabu- 
lados de x2 con i grado  de  libertad, se elicuentra que la probabilidad 
de  obtener un valor  de  tan  grande mayor qu.e 172.746, cuando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
H0 es  verdadera,  es  menor  que .005. E¡ kvestigador  puede  conciuk 
entonces que existe  una relación entre las dos  características  bajo 
estudio. 

En el análisis di:  tablas  de  contingencia de 2 X 2, pueden surgir 
los problemas  de  cómo  manejar 13s frecuencias  esperadas pequeñas y 
los tarr2afios totales  de muestra::  pequefias.  Cochran'  sugiere que no 
debe  utilizarse la prueba x2 si n .i.: 20 6 si 20 < n < 40 y si cualquier 
frecuencia  esperada  es menor que 5. Cumdo n Z 40, puede tolerarst: 
una  frecuencia  esperada de las  celdas tan yeyu2fia como l .  

Coveccidn de Yates. Las  frecuzncias  obsewaaas  en  una  tabla de 
contingertéia son disoset.as y. de este modo, dan lugar a una  estadistica 

. k  

' .  
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discreta, X ' ,  que es aproximada  por la distribución x', que es 
continua. Yates,"  en 1934, propuso un procedimiento  para  corregir 
esto  en  el  caso de tablas de 2 X 2. La correcci6n  consiste  en  restar  la 
mitad  del  número  total  de  observaciones  del valor absoluto de la 
cantidad ad - bc antes  de elevar al cuadrado. Es decir, 

(1 0.4.2) 

En general, se ha  convenido  en que  no se necesita  corrección  alguna 
para  tablas  de  contingencia  más  grandes.  Aunque la corrección  de 
Yates se había utilizado  ampliamente  en el caso de  tablas  de 2 X 2, 
los investigadores  actuales, vease, por ejemplo, a Grizzle,18 Lancas- 
ter,lg Pearson" y Plackett2'  han  cuestionado su uso. El trabajo  de 
Grizzle, en  particular, h a  reforzado el caso  contra el uso  de  esta  co- 
rrección,  basándose  en que,  con  demasiada  frecuencia,  conduce  a  una 
prueba  demasiado  conservadora; es decir, el uso de la corrección 
conduce  con  demasiada  frecuencia  al  no  rechazo  de Ia hipótesis  nula. 
Como resultado,  algunos  m6dicos  están en contra  de su uso.  Aparen- 
temente,  esta es una  recomendación  que es  razonable  aceptar. 

Como algo interesante,  puede aplicarse  la  corrección de Yates al 
ejemplo en cuestión.  Utilizando la ecuación iO.4.2 y los datos de la 
tabla 10.4.5, puede calcularse lo siguiente: 

Como podría  esperarse,  con  una  muestra de este tamafio, la  dife- 
rencia  entre los dos resultados no es  considerable. 

Las característica5 de  una  prueba ji. --cuadraba  de  independencia 
que la  distingue de otras pruebas  ji-cuadrada son las siguientes: 
1. En general, se selecciona una sola muestra de  una poblacidn de 

interis y las personas u objetos se clasifican  en forma  cruzada  en 
b a s  a  las dos variables de  inter&, 

2.  El objetivo de calcular las frecuencias  esperadas  de las celdas esti 
basado  en la ley de probabilidad que establece que si dos eventos 
(aqui, los dos  criterios de clasificasión)  son  independientes, l a  
probabilidad de  que  ocurran  cmjuntamente es igual al producto 
de sus probabilidades irrdividuales. 
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3 .  Las hipótesis y conclusiones se establecen  en  términos de la inde- 
pendencia ( o  falta  de ella) de las dos variables. 

Ejercicios 

En  los  siguientes  ejercicios, lleve a  cabo la prueba al  nivel de significa- 
ción  indicado y determine el valor p .  

10.4.1 Se clasificd  en forma  cruzada  una  muestra  de 250 mddicos  en 
base  a su especialidad y a la zona de La comunidad  en  que 
estaban  trabajando. Los resultados  fueron los siguientes: 

Especialidad 
Zona  de la comunidad A B  C D Total 

Norte 20  18 12 17 67 
Sur 6 22 15 13 56 
Este 4 6 14 11 35 
Oeste 10 19 23  40  92 

- " 

~~ 

Total  40  65 64 81 250 

¿Proporcionan  estos  datos la evidencia  suficiente que  indique 
una  falta  de  independencia  entre los dos  criterios  de clasifica- 
cibn? Sea 01 = .O l .  

10.4.2  Quinientos  empleados  de  una  empresa  que  fabrica  cierto pro- 
ducto,  que se suponía estaba  asociado  con  alteraciones  respi- 
ratorias, se clasificaron  en forma  cruzada en base  a  su nivel 
de  exposicih al producto y si tenían o no los síntomas  de 
tales  alteraciones  respiratorias. Los resultados se presentan  en 
Pa siguiente  tabla. 

Nivel de exposici6n 

Presencia de síntomas Alto limitado Sin exposición  conocida Total 
~ ~~~ 

sí 185  33 1 7  235 
No  120  73  72 26 5 

Total  305  106 89 5 O0 
- 
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¿Proporcionan  estos  datos la evidencia suficiente  que indi- 
que, al  nivel de significación de  .01,  una relación entre el 
nivel de exposición y la presencia de  los  síntomas  de las  alte- 
raciones  respiratorias? 

10.4.3 Quinientos  niños  de escuela  primaria se clasificaron  en forma 
cruzada  de  acuerdo  con  el  grupo  socioeconómico y Ía presen- 
cia o ausencia de  cierto  defecto en la pronunciacidn. Los 
resultados  fueron los siguientes. 

Grupo socioeconómico 

Defecto  en l a  Medic Medio 
pronunciación Superior  superior inferior  Inferior  Total 

Presente 8 24 32 27 91 
Ausente 42  121 138 108 409 

Total 50 145 170  135 500 

¿Son  compatibles  estos  datos  con la hipótesis  de  que el defec- 
to  en la pronunciación  no  está  relacionado con el estado so- 
cioeconómico? 

10.4.4 A un grupo  de 350 adultos,  quienes  participaron en una  encues- 
ta  de  salud, se les preguntó si llevaban o no  una  dieta. Las  res- 
puestas por sexos  fueron las  siguientes. 

Sexo 

Masculino Femenino Total 

A dieta 
Sin  dieta 

14 25 39 
159 152 311 

Total  173  177  350 

¿Sugieren  estos  datos  que el estar  a  dieta  depende  del  sexo? 
Sea 01 = .05. 
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10.4.5  Una muestra  de  500  estudiantes  de  bachillerato  participó  en 
un  estudio  diseñado  con el  fin de evaluar  el  grado de  conoci- 
miento  respecto  a  un  cierto  grupo  de  enfermedades  comunes 
de  los  estudiantes  de  este nivel. La tabla  siguiente indica  los 
estudiantes clasificados de  acuerdo  a su principal campo  de 
estudio y al nivel de  conocimiento del grupo  de  enfermedades. 

Conocimiento de 
las enfermedades 

Principal campo 
de estudio  Bueno  Deficiente  Total 

Orientación 
premkdica 31 91 122 

Otras 19 359 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA318 

Total 50 45 O 5 O0 

¿Sugieren  estos datos  que  existe  una relación entre el conoci- 
miento  del  grupo  de  enfermedades y el principal campo  de 
estudio  de  los  estudiantes  de  bachillerato  de  los cuales se 
extrajo la presente  muestra? 

10.5 PRUEBAS  DE HOMOGENEIDAD--".- 

Una  característica de  los  ejemplos y ejercicios presentados  en la  últi- 
ma  sección es que,  en  cada caso, se supuso  que la muestra  total  había 
sido extraída  antes  de  que las entidades se agruparan  de  acuerdo  con 
los  dos  criterios  de  clasificación. Es decir, se determinó el lilúmero 
observado de  entidades  que  caen  en  cada celda una vez que se extrajo 
la muestra.  Como  resultado, los totales  de renglones y columnas  son 
cantidades  aleatorias  que  no  están  bajo el control  del investigador.  Se 
supone  que la muestra  extraída bajo  estas condiciones es una sola 
muestra  tomada  de  una sola población. Sin embargo,  en ocasiones, 
los  totales  de renglones y columnas  pueden  estar  bajo el control  del 
investigador,  es decir, el investigador puede especificar que esas mues- 
tras  independientes se extraigan de varias poblaciones.  En  este caso, 
se dice  que  un  conjunto  de  totales marginales  es fijo, mientras  que el 
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otro  conjunto,  que  corresponde al criterio  de clasificación aplicado a 
las  muestras,  es aleatorio. Como se ha  visto, el primer  procedimiento 
conduce  a  una  prueba  ji-cuadrada  de  independencia. La última  situa- 
ción  conduce  a  una prueba ji-cuadrada de homogeneidad. Las dos 
situaciones  no  sólo  comprenden  procedimientos  de  ~nuestreo  distin- 
tos;  también,  conducen  a  preguntas  e  hipótesis  nulas  distintas. La 
prueba de independencia  trata la pregunta: ison independientes  los 
dos  criterios  de clasificacibn? La prueba  de  homogoneidad  trata l a  
pregunta: ¿las muestras  extraídas  son  de  poblaciones  homogéneas  con 
respecto  a  algún  criterio de clasifkacidn? En el último  caso, l a  hipó- 
tesis  nula  establece que las  muestras se extraen de la misma  pobla- 
ción. A pesar  de  estas  difzrencias  en  concepto y procedimiento  de 
muestreo,  las  dos  pruebas  son  rnatemriticamenle  idénticas,  como se 
aprecia  cuando se considera  el  ejemplo  siguiente. 

Ejemplo 10.5.1 

Un investigador,  estudiando el grado del uso  de  drogas  entre  estu- 
diantes  de  bachillerato,  que  habían  declarado  ser  adictos  a ellas, se- 
leccionó  de  este  grupo  una  muestra  de 150 alumnos  del  primer 
año, I35 del  segundo año, 125 del tercer aiio y 100 del  dltimo  año. 
Cada  estudiante  contest6  un  cuestionario en el que indicaba el grado 
de su uso de drogas como experimental,  casual, o bien,  modzrado 
hasta  intenso. Lcs resultados se muestran en la tabla 10.5.1. La ma- 
nera de seleccionar las muestras, es decir,  de  seleccionar un  número 
especificado de  cada  poblacibn,  tiene el efecto  de fijar los totales  dc 
los renglones de l a  tabla. 

¿Son  compatibles  estos  datos  con la hip6tesis de  que las  cuatro 
poblaciones son homog6neas con  respecto al grado del uso de drogas? 
La estadística  de  prueba es la ahora  conocida X 2  = C [ (Oi  - E, j 2  / E j ] .  
Para  proceder, se necesitan  entonces las frecuencias  esperadas  para 
cada  una de las  celdas de la tabla 10.5.1. 

Si las poblaciones  son  además  hornogheas o, lo que es  equivalen- 
te, si todas las muestras se extraen  de la misma poblaci6n,  con respec- 
to al uso de drogas, el mejor cálculo de la proporcibn e n  la  población 
combinada  de  quienes  han  empleado las drogas s61o experimental- 
mente es de 2 1 5/5 1 O = .4216, Por lo mismo, si las cua: ro poblaciones 
son homogCneas,  esta probabilidad  se  interpreta  como si se splicara 
individualmente  a  cada  una  de  las  poblaciones. Por ejemplo, bajo la 
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Tabla 10.5.1 Grado  del  uso de fármacos  entre 510 estudiantes de bachillerato 
clasificados según el curso. 

Grado  del uso de  fármacos 

Moderado  a 
Cu rso Experimental Casual zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAin tenso To tal 

Rimero 57 50 43 1 so 
Segundo 57 58 20  135 
Tercer o 56  45 24 12s 
Ultimo 45  22 33 1 o0 

Total 21s 175 120  510 

hipdtesis  nula, 2 l5/5  10 es la mejor  estimación de la  probabilidad de 
que  un estudiante  seleccionado al azar de entre los adictos  a las  dro- 
gas las tome sólo con el fin de experimentar. Se esperaría  encontrar 
entonces,  que (2 1515 10) * 150 = 63.24 de  los  150  alumnos  de  primer 
año las toman  con fines  experimentales.  Asimismo, se esperaría  encon- 
trar  que  (215/510) 135 = 56.91  alumnos  de  segundo  año,  (215/510) 

125=52 .70de te rce rañoy(215 /510)*  l00=42.16delú l t imoaño 
las  tomen  con el misnlo  fin. 

Una vez m i s  se  ve que el procedimiento simplificado de multipli- 
car los totales marginales apropiados y dividir entre el gran  total  pro- 
porciona las  frecuencias  esperadas  para las celdas. Cas frecuencias 
esperadas que  han  sido calculadas de esta forma,  junto  con las  fre- 
cuencias  observadas,  se muestran  en la  tabla  10.5.2.  Las  frecuencias 
esperadas  están  entre paritntesis. 

A partir  de los datos  de la tabla  10.5.2, se calcula  la  siguiente  esta- 
dística  de  prueba: 

Se encuentra  que los grados de libertad  asociados  con  este  valor sou 
6 cuando se  aplica  la regla (Y - l)(c - 1).  Consultando la tabla I. se 
encuentra  que la  probabilidad de  obtener  un valor de X 2  tan  grande 
como  19.4 o mayor  que 61, cuando la hipdtesis  nula  es  verdadera,  es 
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Tabla 10.5.2 Frecuencias  observada y esperada  para el ejemplo 10.5.1 - 0- . 
______ "___ "_ - 

Grado  del uso de fármacos 
___ "" 

Moderado  a 
Curso Experimental Casual intenso To tal 

"______ - ___ 
Primero 57(63.24) 50(51.47) 43(35.29) 150 
Segundo 57(56.91) 58(46.32) 20(31.76) 135 
Tercero 56(52.70) 45(42.89) 24(29.41)  125 
Ultimo 45(42.16) 22(34.31) 33(23.53) 1 O0 

Total  215  175  120  510 
"- ______ ~~ ~___ 

___ " ~ ~ _ _ _ _ . .  "~ ____ 

Inenor  que .005. La decisión  es  entonces  rechazar la hipótesis  nula. 
Como  consecuencia, se concluyequelaspoblacionesnosonhomogéneas 
con  respecto  al  grado  del uso de  drogas. 

Las  reglas  para las frecuencias  esperadas  pequeñas, que se dieron 
en la sección  antericr,  se  aplican  cuando se lleva a cabo  una  prueba 
de homogeneidad. 

Cuando la prueba  ji-cuadrada  de  homogeneidad se utiliza  para 
probar la hipótesis  nula de  que  dos  poblaciones  son  homogéneas, y 
cuando s61o existen  dos niveles del  criterio  de  clasificación,  los  datos 
pueden  presentarse  en  una  tabla  de  contingencia  de 2 X 2. El análisis 
es  identic0  al análisis de  las  tablas  de 2 X 2 dado  en  la sección  10.4. 

En  resumen, la prueba  ji-cuadrada  de  homogeneidad  tiene  las 
siguientes  características: 

1 .  

2. 

3. 

4. 

De antemano,  dos o más  poblaciones se identifican y, de  cada 
una, se  extrae  una  muestra  independiente. 
Los jndividuos u objetos  de la muestra se colocan  en  categorías 
apropiadas de la variable de interés. 
El cálculo de las  frecuencias  esperadas de las  celdas se basa en el 
fundamento  de  que si las poblaciones  son  homogéneas,  como se 
señaló  en l a  hipótesis  nula, la mejor  estimación  de la probabilidad 
de que un individuo u objeto caiga en una categoría  particular  de 
la variable de  inter&  puede  obtenerse  juntando los datos  de la 
muestra. 
Las hipótesis y conclusiones se establecen  en  términos de la 
homogeneidad  (con  respecto  a la variable de  interés)  de las  pobla- 
ciones. 
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La prueba  ji-cuadrada de homogeneidad  para el caso de  dos 
muestras  constituye  un  método  alternativo  para  probar la hipótesis 
nula de  que las proporciones  de las dos poblaciones  son  iguales. Se 
recordará que  en la  sección 6.6 se aprendió  a  probarH, :pl = p 2  contra 
HA : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp 1  f p 2  por  medio de la estadística 

donde se obtiene  juntando  los  datos  de las dos  muestras  indepen- 
dientes  disponibles  para  el  análisis. í 

Supóngase, por ejemplo, que en la prueba H,,:p,  = p 2  contra 
HA :pl # p 2 ,  los datos  de la muestra  fueron  los siguientes: n1 = 100, 
i1 = .bo, n2 = 120, F2 = .40. Cuando se juntan  los  datos  de la  mues- 
tra se tiene  que 

.60(100) + .40(120)  10s 
f i = ____ ___ - - 

100 + 120 
- 220 = .4909 

Y 

.60 -~ .40 
-7 = - = 2.95469 

(.4909)(.5091) 

I 
+ 

120 

que es significativa al nivel de .05, ya que es mayor  que el  valor crfti- 
co de 1.96. 

Si se desea probar la  misma  hipótesis utilizando el mdtodo de la 
ji-cuadrada,  la  tabla de contingencia  sería: 

Característica  presente 
- 

Muestra sí No Total 

1 60 40 1 O0 
~ 

2 48 72 120 

Total 108 I 1 2  220 

- - 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



492 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALa distribución ji-cuadrada y el análisis de  frecuencias 

Mediante  la  ecuación  10.4.1, se calcula 

220[(60)(72) - (40)(48)]' 
x2 = ~ ~~ 

~108)(112)(100)(120) 
= 8.7302 

que es significativa al  nivel de .05, ya  que es mayor  que el valor críti- 
co  de 3.841. Por lo tanto, se ve que se llega a la misma  conclusión 
utilizando  ambos  metodos.  Esto  no es sorprendente  ya  que.  como  se 
explicó  en l a  secci6n 10.2, x(,) =z'. Nótese  que 8.7302 = (2.95469)'  y 
que 3.841 = (1.9612. 

Eirrcicios 

En los ejercicios  siguientes, lleve a  cabo la prueba al nivel de significa- 
ción  indicado  y  determine el valor p .  

10.5.1 En u11 estudio del estado  de la caries dental  en los niños de 
seis comunidades con niveles variables de  fluomro en el sumi- 
nistro de a g q  se seleccionó una  muestra  de  125 niiios de 
cada  una  de ias comunidades y se les practicó u n  examen 
dental. La tabla siguiente szñala el número  de niños sin caries 
de cada  muestra. 

Número de niííos N h x r o  de nifios 
en l a  muestra sin caries 

___"_I "- 
12.5 38 
I25 8 
125 30 
i 25 41: 
125 64 
125  32 

;,Son curnpatiblcs estos datos con la hipótesis de que las seis 
poblaciones  son  homegineas  con  respecto a la proporción de 
niños sin caries dental? 

10.5.2 E.n un  estudio diseñado  para investigar la relacion entre el 
estado de nutrición y l a  capacidad  para realizar ciertas  tareas, 
400 animales tie laborstorio,  que  habían sido entrenados para 
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llevar  a cabo  estas  tareas, se dividieron  en  cuatro  grupos. Los 
cuatro  grupos  fueron  alimentados  con  dietas  distintas,  repre- 
sentando  diferentes niveles de deficiencias  en la nutrici6n  que 
iban  desde una dieta  bien  balanceada  (condición de  trata- 
miento  1)  hastauna  altamente  deficiente  en  nutrientes esencia- 
les (condición  de  tratamiento 4). Después de  que los  animales 
habían sido sometidos  a  las  dietas  durante  cierto  tiempo, se 
probó su capacidad  para  realizar  tareas  de  dificultad  variable. 
Algunos  animales fueron  capaces sólo de realizar  las  tareas 
sencillas,  algunos pudieron realizar tareas  de  dificultad  mode- 
rada y otros  pudieron  efectuar las  tareas  más  difíciles.  La 
tabla  siguiente  muestra  los 400 animales  clasificados de acuer- 
do  con la condici6n de  tratamiento y el nivel d e  dificultad de 
la tarea llevada  a cabo. 

Dificultad  de la 
tarea realizada 1 2 3 4 Total 

Condición de tratamiento 

Sencilla 3  12 27 49 91 
Moderadamente 
difícil 13 62 36 4.8 159 

D i f i d  84 26 37 3 150 

Total 100 100 100 I00 400 

¿,Deben  concluir  los  investigadores  que  existe  una  falta  de 
homogeneidad  entre los cuatro  grupos  con  respecto  a la capa- 
cidad para  efectuar  las  tareas  de  dificultad variable? 

10.5.3 Se seleccion6  una  muestra  de los expedientes  de u n  hospital 
que  correspondían  a  pacientes cada uno  de los cuales tenia 
cinco  diagn6sticos.  Los  registros se evaluaron con  respecto a lo 
apropiado de  la duración de la hospitalizacicin. Los resultados 
se muestran  en la tabla  siguiente. 

Hospitalización 

Duración Menos de la Más d e  la 
Diagnóstico  apropiada necesaria  necesaria Total 

I 31 6 13 S O  
I1 45, 2 4 S' 

"" l__" .- 
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Hospitalización 

Duración Menos de  la Más de la 
Diagnóstico  apropiada necesaria  necesaria Total 

- "___..____"__ 

111 55 2 3 60 
IV 42 9 24 75 
v 33 3 9 45 

Total 210 22 53 285 

LSugieren estos  datos  una  falta  de  homogeneidad  entre los 
gmpos  de  diagn6stico con respecto a la  evaluación de la dura- 
ción del. internado'? Sea 01 = .OS. 

10.5.4 En un estudio  sobre la contaminacidn  atmosférica  realizado 
en dos comunidadm se seieccion6  una  muestra  aleatoria de 
200 familias de  cada  una de ellas.  Se  interrrogri a uno  de los 
miembros de  cada  familia  acerca  be si alguien de la familia 
se sentía  afectado  por l a  contaminacih atmosférica. Las res- 
puestas  fueron las  siguientes. 

Comunidad sí N O  Total 
I 43 157 200 

EI 81 119 200 

Total 123 276 400 

iPueden  concluir los investigadores que las dos comunidades 
dificrei~ cen rctspecto i: 1s varisble de  inter&? 

Err es!e capitulo se analizan algunos de los usos de l a  versátil  distri- 
Iriuc%h. .ii-cmxIrada. Se estudian l a s  pruebas  ji--cuadrada  de  bondad 
dc: aji.jste pam las distribuciones  m;rn~aI,  binomial y de Y O ~ S O J L  Se 
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observa que el procedimiento  consiste  en  calcular  la  estadística 

la  cual mide  la discrepancia entre  las  frecuencias  observadas (Oj) y las 
esperadas ( E j )  de  ocurrencia  de los valores en  ciertas  categorías dis- 
cretas.  Cuando la  hipótesis  nula  apropiada  es  verdadera,  esta  cantidad 
se distribuye  aproximadamente  como  una x” Cuando X 2  es mayor 
que el valor tabulado  de x2 para algún a, se rechaza  la  hip6tesis nula 
ai nivel de significación a. 

En  este  capitulo se  analizan tambidn las pruebas  de  independen- 
cia y de  homogeneidad.  Estas  pruebas  son  matemáticamente equiva- 
lentes,  pero  conceptualmente  distintas.  Una vez más,  estos  criterios 
prueban en esencia la bondad  de ajuste de  los  datos  observados  con 
los esperados  bajo  las  hipótesis,  respectivamente, de  independencia 
de  los  dos  criterios al  clasificar los datos y la homogeneidad  de  las 
proporciones  entre  dos o más  grupos. 

Preguntas y ejercicios de repaso 

l .  Explique  cómo  puede  deducirse la distribucibn  ji--cuadrada. 
2. ¿Cuáles  son la media y la variancia de la distribucih  ji-cuadra- 

3. Explique  c6mo se calculan los grados  de  libertad  para  las  pruebas 

4. Enuncie  la regla de  Cochran para  las frecuencias esperadas peyue- 

5. ¿Cómo se hace el ajuste  en el caso de  frecuencias  esperadas pe- 

4. LQUC es una tabla de contingencia? 
7. ;,Cómo se calculan  los  grados de  libertad  cuando se calcula un 

8. Explique las razones que  fundamentan el metodo  de calcular las 

9. Explique la diferencia que  existe  entre  una  prueba  de indepen- 

IO.  Explique las  razones  que  justifican el mCtodo de calcular las fre- 

da? 

ji-cuadrada de bondad  de  ajuste. 

ñas en  las  pruebas  de  bondad  de  ajuste. 

queñas? 

valor X 2  a  partir  de  una  tabla  de  contingencia? 

frecuencias  esperadas en una  prueba  de  independencia. 

dencia y una  prueba  de  homogeneidad. 

cuencias esperadas en  una  prueba  de  homogeneidad. 
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11. Un estudio  de 190 embarazos  proporcionó los siguientes datos 
sobre la relación  que  existe  entre la hipertensión  de  la  madre y 
cierta  complicación  del  embarazo. 

12. 

13. 

Cierta Madre hipersensible 
complicación  en 

el embarazo sí No Total 

Presente 23 55 78 
Aasente 12 100 112 

~~ "" 

~ _ _ _ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~  ~~ _ _ _ ~ ~ ~  

.rota] 35 155 190 
." ~~ ~~~ "" . " 

¿Proporcionan estos datos evidencia  suficiente que indique  que 
las dos  condiciones  nc  son  independientes? Sea o( = .01. ¿Cud1 es 
el valor p? 
Una  muestra  de 150 portadores  crónicos de cierto  antigen0 y una 
muestra de 500 n o  portadores reveló la siguiente  distribución  de 
grupos  sanguíneos. 

Grupo sanguíneo Portadores No portadores Total 
.. ~~~~~~~ ~ ~~~ ~ -~ ~ . "" . " ~~~~ -~ 

o 77 " 7 30 302 
.A 54 192 246 
I3 16 6.3 79 
hB 8 15 21 

.Total 150 500 650 
~~ . ~~ ~ ~" ." ~.~ ~~~~ ~~ 

"" ~~~~~ ~ . ~ ~~~~~~~ "" 

i,Puecie concluirse  a  partir  de estos datos  que las dos  poblaciones 
de las  cuales se tomargn las muestras  difieren  con  respecto a la 
distribución  de  grupos sanguíneos? Sea cu = .05. ;Cua'l es el  valor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p para esta prucba? 
La tabla  siguiente  nluestra  a 200 hombres  clasificados  de acuerdo 
con su clase social y tipo de  dolor  de cabeza: 

Clase social 
Muestra de  estudio A u c Total 

Sin dolor  de cabwa 6 30 22 58 

Dolor de  cabeza simple 11 35 17 63 

-I____ 
_____ 

(en el año anterior) 
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Clase social 
Muestra de estudio A B C Total 

Dolor de cabeza unila- 
teral (sin migraña) 4  19 14 37 

Migaña 5 25 12 42 

Total 26 109 65 2 O0 
“ 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente  que  indique que 
el dolor de  cabeza y la clase  social  están  relaclonados? Sea (Y= .05. 

¿Cuál es el valor p para  esta  prueba? 
14. L a  tabla  siguiente  muestra la distribución de frecuencias de las 

calificaciones  obtenidas en una  prueba  de  aptitud  por 175 aspiran- 
tes a un programa de  adiestramiento  en  fisioterapia: 

Calificacibn Número de aspirantes 

1 O-- 14 3 
15-19  18 
20-24 13 
25-29 17 
30- 34  19 
35-39  25 
40--44 28 
45  -49  20 
SO-54 18 
55-59 12 
40-64  8 
65- 69 4 

Total 175 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique  que la 
población  de  calificaciones no está  normalmente  distribuida? Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o( = .05. ¿Cud1 es el valor p para  esta  prueba? 

15. Varios  estudios  han  aportado evidencia  para apoyar  la  hipótesis 
de  que la manipulación o “amansamiento” de las  ratas  durante 
las  primeras  etapas de su vida tiene  resultados  benéficos.  Supón- 
gase un  estudio  en el cual  se  compara  una  muestra de  ratas  mani- 
puladas y una  muestra  de  ratas sin  amansar  con  respecto al estado 
total  de salud,  obteniendose los  siguientes  resultados: 
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Grupo 
Estado  de salud  Amansado Sin amansar  Total 

Favorable 37 23 60 
Malo 13 27 40 

Total so 50 1 O0 
"___- 

¿Apoyarían  estos  datos la hipótesis?  Sea (Y = .05. 
16. Un departamento  local  de  salud  patrocinó  un  programa  de  informa- 

ci6n  sobre  enfermedades venéreas que  fue  abierto  para  estudidn- 
tes  de  bachillerato  del  penúltimo y último  años  con  edades  que 
fluctuaban  entre  16 y 19  años. El director del  programa  pensó 
que cada nivel de  edades  estaba  igualmente  interesado en  saber 
más  acerca de las  enfermedades  venéreas.  Dado  que  cada nivel de 
edades  estaba casi  igualmente  representado  en  el área de  estudio, 
el director  supuso que se reflejaría un igual inter&  en las  enfer- 
medades  venéreas  debido  a la igual concurrencia  de los estudiantes 
por nivel de  edades  durante la presentación  del  programa. La cla- 
sificaci6n por  edades  de  quienes  concurrieron a l  programa fue la 
siguiente. 

Edad  Número de  concurrentes 

16 26 
17 50 
18 44 
19 40 

17. 

¿Son  incompatibles  estos  datos  con  la  suposición  del  director  del 
programa  de  que los estudiantes  de  los  cuatro niveles de  edades 
están  igualmente  interesados  en el programa  sobre  enfermedades 
venéreas? Sea a = .05. ¿Cuál es el valor de p para  esta  prueba? 
En  una  encuesta,  los  niños  menores  de  15  años  de  edad  que viven 
en la zona  central  de  una gran  ciudad  fueron  clasificados de 
acuerdo  con el grupo étnico al que  pertenecen y el nivel de hemo- 
globina que poseen. Los resultados  fueron  los siguientes: 
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Nivel  de hemoglobina (gm/ 1 O0 ml) 
Grupo 
étnico 10.0 6 mayor 9.0-9.9 <9.0 Total 

A 80 1 O0 20 200 
B 99 190  96 385 
C 70 30 10 110 

Total 249 320 126  695 

¿Proporcionan  estos  dados evidencia  suficiente que  indique, al 
nivel de significación de .05, que las dos variables  estdn  relaciona- 
das?  ¿Cuál  es el valor p para  esta prueba? 

18. Una  muestra  de  los casos reportados  de  paperas en  nifios de edad 
preescolar  mostró la  siguiente  distribución  por  edades: 

Edad (años)  Número  de casos 

Menos de 1 6 
1 20 
2 35 
3 41 
4 48 

" 

Total 150 

Pruebe la  hipótesis de  que los casos se presentan  con igual fre- 
cuencia en las  cinco  categorías por edades. Sea 01 = .OS. ¿Cuál es 
el valor p para  esta  prueba? 

19. A cada uno de los hombres  de  una  muestra  de  tamaño 250 extraida 
de  una  población  que se sospechaba  sufría de las  articulaciones se 
le preguntó  cuál  de  tres  síntomas era el que más presentaba.  La 
misma  pregunta se le  hizo  a  una  muestra  de 300 mujeres  que se 
sospechaba  padecía la misma  enfermedad. Los resultados  fueron 
los siguientes: 
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Síntoma más molesto  Hombres Mujeres 

Rigidez matutina 111 1 02 
Dolor nocturno 59 73 
Edema e11 las articulaciones 80 125 

¿Proporcionan  estos  datos evidencia suficiente que indique  que 
las  dos  poblaciones  no son homogeneas  con  respecto a los sínto- 
mas  principales. Sea a = .05. ¿Cuál  es el valor p para  esta  prueba? 

Para cada  una de las  situaciones  siguientes,  indique si es apropiada 
una  hipótesis nula de  homogeneidad o una  hipótesis nula de  indepen- 
dencia. 
20. 

21. 

22. 

Un  investigador  deseaba  comparar el estado  de  tres  comunidades 
con respecto n la inmunidad  ante la poliomielitis  en  niños  en 
edad  preescolar. St: extrajo  una  muestra  de esos niiios de cada 
una  de las  comunidades. 
En  un  estudio  de la relación que existe  entre el fumar y las  enfer- 
medades  respiratorias, se clasificd una  muestra  aleatoria  de  adul- 
tos  con  respecto a i  consumo  de  tabaco y el grado  de  los  sintomas 
respiratorios. 
Un médico,  quien  deseaba  saber  más  acerca de la  relación  entre el 
fumar  y las alteraciones al nacer,  estudió  los  expedientes  de salud 
de  una  muestra d e  madres  y sus  hijos  incluyendo,  hasta  donde 
fuera  posible, los fetos  todavía vivos y  los que fueron  abortados 
espontáneamente. 

23. Un grupo  de  médicos  investigadores piensa que la incidencia de 
depresión  es  mayor  entre  las  personas  con  hipoglicemia  que  entre 
las personas que  no  padecen  esta  enfermedad. 
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~ ~~~~ 

Estadísticas no paramétricas y de libre 
distribución 

1 1.1 INTRODUCCI~N 

Los procedimientos  de  inferencia  estadística  que se han  estudiado 
hasta  aquí,  con  una  excepción, se  clasifican como estadísticas paru- 
métricas. La única  excepción  son los usos de la ji-cuadrada: como 
una  prueba  de  bondad  del  ajuste y como  una  prueba de independen- 
cia. Estos  usos  de la  ji-cuadrada  vienen  bajo el título  de estadísticas 
no paramétricas. 

La pregunta  obvia  es  ahora: ¿cuál es la diferencia? Como respues- 
ta,  recuérdese la  naturaleza de los  procedimientos  de  inferencia  que 
se han clasificado como paramétricos. En  cada  caso, el interés se cen- 
tr6 en  estimar o probar unL hipótesis  acerca de  uno o más  parámetros 
de la  población.  Además,  lo  básico de  estos  procedimientos  fue el 
que se conociera  la  distribución  de la población de la  cual se extra- 
jeron las muestras  que  proporcionan la base  para  la  inferencia. 

Un ejemplo de  una  prueba  estadística  paramétrica es la amplia- 
mente  utilizada  prueba t. Los usos más comunes de esta  prueba  son 
para  probar  una  hipótesis  acerca  de la media de  una sola  población o 
la diferencia  entre las medias de  dos poblaciones.  Una de las suposi- 
ciones  que  fundamentan el uso válido de esta  prueba es que la pobla- 
ción o poblaciones  muestreadas  tengan, al menos,  una  distribución 
aproximadamente  normal. 

Como se aprenderá,  los  procedimientos  que se estudian  en  este 
capítulo  no se  refieren  a  parámetros  de  población  ni  dependen  del 
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conocimiento  de  la  población  muestreada.  Estrictamente  hablando, 
sólo  aquellos  procedimientos  que  prueban  hipótesis  que  no  son afir- 
maciones  acerca de  parámetros  de  población  se clasifican como no 
purarnétricos, mientras  que  aquellos  que  no  hacen  suposición alguna 
acerca de  la  población  muestreada  se  conocen  como  procedimientos 
a libre  distribución. A  pesar de esta diferencia,  se  acostumbran  utili- 
zar los términos no paramétrico y a libre distrihucibn Indistintamen- 
te y analizar los diversos procedimientos  de  ambos  tipos  bajo el título 
de estadísticas no paramétricas. Se seguirá esta  convención.  Este  pun- 
to  es tratado  por Kendall y Sundrum’  y  Gibbons.2 

La razón  anterior implica las dos  ventajas  siguientes  de las estadís- 
ticas no  paramétricas. 

1.  Pxmiter! la prueba  de  hipótesis  que  no  constituyen  afirmaciones 
, ~ e r c a  de valores de  los  parámetros  poblacionales. Las pruebas  ji- 
.:usi!rada de bondad  de  ajuste  y  de  independencia  son  ejemplos  de 
pr:!ebas .-i!,. . i I:.nen esta  ventaja. 

2. L a s  p s u + ~ s  7 7 : ~  paramétricas  pueden  utilizarse  cuando se descono- 
ce l a  cilsiribu-ic):i ILL%; la población  muestreada. 

Han sic? -5 e!?l;!r!eiii:las otras  ventajas  por varios autores,  como  por 
ejemplo, gib bo^,^^,' ?i:>rn y F a t t ~ , ~  Moses4 y Siegel.’ Además de las 
dos ya  menciol~cl..,.L:.. i,, sigujzntes ventajas  son las que se dan  con 
más frecuencia. 
3. Los prosedimieTicc. 3 . ::amPtricos son más fáciles de calcular y, 

en consecuencia! se ‘ : ; ~ ~ x ? n  con mayor  rapidez  que  losprocedimien- 
tos  paramétricos. Est:: ydi:cc~e ser una  característica  conveniente  en 
ciertos casos, pero C I I Z P L ~ O  tA tiempo no es un  factor  importante, 
merece  poca  prioridad c omo . ::;erio para elegir una  prueba  nu pa- 
ramCtrica. 

4. Los procedimientos IIO paran7etrims  pueden aplicarse c ~ l m c i o  los 
datos  que  se estiin analizando constan simplemente  de  categorías o 
clasificaciones. Es decir, los d a t a  pueden no estar  basados  en  una 
escala de medicibn lo sut’icientementt  sjlida  como  para  permitir 
las operaciones  aritméticas  necesarias pam llevar a  cabo los proce- 
dimientos  paramétricos. El tema d e  I:ts cscalas de medición se ana- 
!izar8 con  más  detalle en l a  sección  siguiente. 
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1. El uso de  procedimientos  no  paramétricos  con  datos  que  pueden 
manejarse  con un  procedimiento  paramétrico  conduce  a  un  desper- 
dicio  de  información. 

2. La aplicación  de  algunas de las pruebas no  pa.ramétricas puede  ser 
laboriosa  para  muestras  grandes. 

En un  libro  de  texto  de  introducción general, la limitación  del es- 
pacio  impide la presentación  de  más  de  una  muestra  de  procedimientos 
no paramCtricos. Otros  procedimientos  estudiados a un nivel intro- 
ductorio o intermedio  pueden  encontrarse en  los  textos  escritos  por 
Conover,6 Siegel,' B r a d l e ~ , ~  Kraft y Van  Eeden,' Tate  y Clelland,' 
Gibbons," Mosteller y Rourke,"  Pierce,12 Noether,I3  Hollander y 
w01fe,14  Daniel,"  Marascuilo y McSweeney16 y Lehmann.17  Libros 
matemáticamente  más  rigurosos  han  sido  escritos  por  Gibbons,2 Ha- 
jek18 y Wal~h .~g .  2 o  Savage21  ha preparado  una  bibliografía de es- 
tadísticas no paramétricas. 

11.2 ESCALAS DE MEDICION _._____._ 

Como se sefialó en la sección  anterior,  una  de las  ventajas de los pro- 
cedimientos  estadísticos no paramétricos es el hecho  de  que  pueden 
utilizarse  con  datos  basados  en  una escala de medición  débil.  Para 
comprender  completamente el significado de esta  afirmación,  es ne- 
cesario  entender el significado  de  medici6n  y  de las  diversas  escalas 
de  medición  que se utilizan  con  más  frecuencia.  Este  aspecto se estu- 
dia  con  considerable  detalle  en  la  literatura  citada.  Consulte,  en  par- 
ticular, los escritos de 2 3  

Medición. Esta  puede definirse. conlo la asignación de  números a 
objetos o eventos  de  acuerdo con un  conjunto  de reglas. Las diversas 
escalas de  medición  son  consecuencia del hecho  de  que la  medicihn 
puede llevarse a  cabo  bajo  diferentes series de reglas. 

La escala nominul. La escala de  medición mris baja es la escala KO- 

minal. Como su nombre lo indica,  consiste en "nombrar"  las  observa- 
ciones o clasificarlas en varias categorías  nlutuamente exclusivas y 
colectivarnente  exhaustivas, La práctica  de  utilizar  números  para dis- 
tinguir  entre los diversos  diagnósticos nlCdicos constituye  una medi- 
ción  sobre u s a  escala  nominal.  Otros  ejemplos  incluyen  dicotomias 
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tales  como  masculino-femenino,  sano-enfermo, de menos de 65 aAos 
de edad y de 65 y más, niño-adulto y casado-soltero. Como se ha vis- 
to.  bajo  ciertas  condiciones, la prueba  ji-cuadrada  puede  utilizarse 
para  probar  hipótesis acerca de la frecuencia de ocurrencia  de  obser- 
vaciones en varias categorías  nominales. 

La escala ordinal. Siempre que las observaciones no sólo  difieran 
de  categoría  a  categoria,  sino  que  puedan clasificarse por  rango de 
acuerdo  con algún criterio, se dice  que se miden  sobre  una escala or- 
dinal. Los pacientes convalescientes pueden  caracterizarse  como  no 
mejorados,  mejorados  y  bastante  mejorados. Las personas  pueden 
clasificarse de  acuerdo  con su estado  socioeconómico  como  pobres, 
de clase media o ricos. La inteligencia de los niLos puede  estar  por 
encima  del  promedio,  en el promedio o por  debajo  de  éste. En cada 
uno  de  estos ejemplos, todos los  miembros  de  cualquiera  de las cate- 
gorias se consideran iguales, pero  los  miembros  de  una  categoría se 
consideran  inferiores,  peores o menores  que los de  otra  categoría  que,  a 
su vez,  guardan  una relación  similar con  los  de  otra  categoría.  Por 
yjemplo, un paciente  bastante  mejorado  está en mejor  estado  de salud 
que  uno clasificado como  mejorado,  mientras  que un paciente  que  ha 
mejorado está  en mejor  condición  que  uno  que  no  ha  mejorado.  Por 
lo comiln, es imposible  inferir que la diferencia entre los miembros 
de  una  de las categorías  y la categoría  inmediata  adyacente sea igual 
a la diferencia  entre  los  miembros  de esa categoría y los  miembros  de 
la categoría  adyacente a ella. El grado  de  mejoría  entre los no mejo- 
rados y los mejorados  quizá  no sea el mismo  que ei que  existe  entre 
los  mejorados y los bastante  mejorados. La implicación es que si se 
hiciera una división más fina  que  conduzca  a  más  categorías, éstas 
podrían  también  ordenarse  de  manera  semejante. La función  de los 
números asignados a  datos  ordinales es la de  ordenar (o asignar una 
categoría según el rango) las observaciones  desde las más  bajas  hasta 
las mis  altas, de  aquí el término  ordinal. Se han desarrollado  numero- 
sas pruebas  estadísticas  no  parametricas  para utilizarlas con  datos  or- 
dinalcs. 

La escala de  intervalos. La escalu de intcrvulos es  un.a escala n h  

especializada que la nominalo  la  ordinal en el sentido  de  que,  con es- 
ta escala, no  sólo es posible  orderlar las mediciones,  sino que se cono- 
ce también la distancia  entre  dos  mediciones cualesquiera. Por  decir 
algo, se sabe  que  la  diferencia  entre una medida de  20 y una medida 
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de 30 es  igual a la  diferencia  entre las medidas  de 30 y 40. La habi- 
lidad  para  hacer  esto  implica el uso de  una distancia  unitaria y un 
punto  cero,  los  cuales  son  arbitrarios. El punto seleccionado  como 
cero  no es un cero  verdadero  en el sentido  de  que  no  indica  una au- 
sencia total  de la cantidad  que se está  midiendo.  Quizá el mejor 
ejemplo  de  una  escala de intervalos  sea  la  forma  en que generalmen- 
te se  mide la temperatura. La unidad de medicibn  es el grado y el 
punto  de  comparación es el arbitrariamente  seleccionado  “cero gra- 
dos”. La escala de intervalos,  a  diferencia de las  escalas nominal y 
ordinal, es una escala verdaderamente  cuantitativa.  Cuando se ha lo- 
grado la escala de intervalos  para  la  medición y cuando se satisfacen 
las  suposiciones  del  modelo,  pueden  utilizarse los procedimientos 
usuales de  estadísticas  paramétricas,  como la prueba zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf y la prueba F. 

La  escala de razones. El nivel más alto  de  medición es la escala de 
razones. Esta  escala se caracteriza por el hecho  de  que  puede  determi- 
narse  la  igualdad de las  razones,  así  como la  igualdad de  los  interva- 
los.  Para  esta  escala,  es fundamental  un  punto  cero  verdadero. La 
medición de rasgos tan familiares como la estatura, el peso y la longi- 
tud,  hacen  uso  de  este  tipo  de escala. Cuando se ha  logrado la  escala  de 
razones  para  la  medición,  puede  utilizarse  cualquier  procedimiento 
estadístico  siempre  que se  satisfagan  las  suposiciones  del modelo par- 
ticular  que se ha  utilizado. 

Muchos autores,  como  por  ejemplo  Conover6 y Siegel,’ indican 
que  pruebas  estadísticas  distintas  requieren  diferentes escalas de me- 
dición.  Aunque  esta  idea  parece seguirse  en  la  práctica, Anderson,24 
 gait^,^' Lordz6 y A r m ~ t r o n g ~ ~  presentan  otros  puntos  de vista  in- 
teresantes.  Este  tema  es  estudiado  también por Borgatta y Bohrns- 
tedt.28 

11.3 LA PRUEBA DEL  SIGNO ~ __ 

La conocida  prueba t no es estrictamente válida  para probar a) la hi- 
pótesis  nula de  que la media  de  una  población es igual a algún  valor 
particular, o bien, b )  la hipótesis  nula  de que la diferencia  entre las 
medias de dos  poblaciones es igual a cero, a menos  que se  sepa (o  
el investigador se incline a suponer)  que las poblaciones  en  cuestión 
estrin normalmente  distribuidas. El caso b )  se reconocer5  como una 
situación  que se analizó  mediante la prueba de  comparaciones  parea- 
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das  dada  en el capítulo 6. Cuando  no  pueden  hacerse  suposiciones  de 
normalidad o cuando  los  datos  disponibles  son  categorías  en  lugar 
de medidas  sobre  una escala de  intervalos o de  razones,  debe  bus- 
carse  una  prueba  alternativa. .4un cuando se sabe  que la prueba t es 
algo insensible a las  violaciones de  la supnsició,a de  normalidad,  hay 
casos en los que es deseable  buscar  una  prueba  alternativa. 

Una prueba  no  parametrica  que se utiliza  con  frecuencia y que  nc 
depende  de  las  suposiciones  de la prueba t. o de  mediciones  que  exce- 
den la escala ordinal,  es !a pmeha  de2 signo. Esta  prueba se centra  en 
la mediana, más que en la  media. como  una medida de tendencia cen- 
tral o de localización. La mediana y l a  media  serán iguales en  distribu- 
ciones  simétricas. L a  unica  suposición  que  fundamenta la prueba es 
que la  distribucirin de la variable de interés es continua. 

L a  prueba  del  signo tom2 su nombre del hecho  de  que los signos 
m i s  y  menos, mis  que los valores  numkrjcos, proporcionan  los  datos 
en  bruto  que se utilizan  en los cálculos. Se ilustrará el uso  de  esta 
prueba  primero  en el caso  de u n a  sola  muestra y. a continuaci6n, me- 
diante  un  ejemplo  que  implique mue5tras  pareadas. 

Ejemplo 11.3.1 

En una  escuela para retrasados  mentaies, 10 njiias seleccionadas 
al azar  recibieron  instruccihn especia¡ sobre cl cuidado y aseo  perso- 
nal. Dos semanas  después de  haber  concluido el curso de instruccibn, 
las niñas  fueron  entrevistadas por una  enfermera y una trabajadora 
social,  quienes  asignaron a cada  niña u n a  calificación  basada en su 
apariencia  general. Los investigadores  creían  que,  a  lo mis,  13s califi- 
caciones  alcanzarían el nivel de  una escala ordinal.  Tenían l a  sem:~- 
ci6n de que  aun  cuando  una calificación de? por  decir, 6 representaba 
uiia  apariencia mejor qv t: una caiificaci6n de 6, no se inclirubai; a dtxlr  

que la  diferencia  entre las cdificaciones  de 6 y 8 era  igual a l a  difewnc-ia 
entre,  por  decir, 13s caliikaciones 8 y 1 O: o bien,  que 12 diferencia en- 
tre  las  calificzciones de h y S rcprescntaba el d~,ble d? mejora que l:t 
diferencia  entre  las calif.icacione:; d e  5 y 6. Lzs calificaciones sc mues- 
tran cn la tabla 1 3.3. ! , 

A continuación, s c  ulilizarhn  estos datos para  probar, :rl n ive l  de 
significación de .05, la  hip6tesis  nula de qu.e la catificacibn  mediana 
de l a  poblacih  hipotética, d e  l a  cual  se  supone !la extraido la 
muestra, es 5 contra la alterr~aliv~: de que la mediaria no  E 5. Este 
enunciado de la hipótesis  allerfiativa implica tina prueba biis;c.ral. 
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Tabla 11.3.1 Calificaciones de  aspecto general obtenidas 
por 1 O niñas con retraso  mental. 

~~~~ 

Niña Calificación  Niña  Calificación 

1 4 6 6 
2 5 7 10 
3 8 8 7 
4 8 9 6 
5 9 10 6 

~~~ ~~ ~~~ ~~ ~~ ~ 

Tabla 11.3.2 Calificaciones por arriba (+) y por debajo (-) de la mediana esta- 
blecida en la hipótesis en base a los datos  del  ejemplo 11.3.1. 

Niña I 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  
Calificación relativa a la 
mediana establecida en 
la  hipótesis - O + + + + + + + +  

”” ” 

Como  primer  paso  en la prueba  de l a  hipótesis,  se  examinarán  los 
datos  de la tabla 1 1.3.1  para determinar  qué calificaciones estin  por 
arriba y cuáles por  debajo  de la  mediana de 5 planteada  en la hipóte- 
sis. Si se asigna un signo  más  a  aquellas  calificaciones que  están  por 
arriba  de la mediana  establecida  en  la  hipótesis y un  menos  a las que 
caen por  debajo, se tienen los resultados que se muestran  en la tabla 
11.3.2. 

Si la  hipótesis  nula  fuera  verdadera,  es  decir, si, en  efecto, la me- 
diana  fuera 5, se  esperaría  encontrar  que el número de calificaciones 
que caen por arriba y por  debajo  de 5 sean aproximadamente iguales. 
Esta línea  de  razonamiento sugiere otra  forma en la que  podría ha- 
berse  enunciado la hipótesis  nula,  a  saber, que la  probabilidad de  un 
signo  más  es igual a la  probabilidad  de uno menos, y estas  probabili- 
dades  son,  cada  una, iguales a .5. Enunciada  simbólicamente,  la  hip& 
tesis sería 

En otras palabras, se esperaría casi el mismo  número de signos más 
que  de signos menos  en la tabla 11.3.2 cuando H ,  es  verdadera. La 
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observación de  esta  tabla revela que hay  más  signos  más;  específica- 
mente, se observan  ocho signos  mas, uno  menos  y un cero, el cual se 
asign6  a  la  calificación que  cayó  exactamente  en la  ,mediana. El proce- 
dimiento  habitual  de  manejar los ceros es eliminarlos  del análisis y 
reducir YZ, el  tamaño  de l a  muestra  de  acuerdo  con esta  eliminación. 
Si se sigue este  procedimiento, el problcma se reduce  a uno que cons- 
ta  de nueve  observaciones,  de las cuales ocho  son signos más y uno es 
menos. 

Dado que el número  de signos  más  y menos  no es el mismo, uno 
se pregunta si la distribución  de  los signos es lo suficientemente des- 
proporcionada  como  para  arrojar alguna duda  sobre la hipótesis. Di- 
cihdolo  de  otra  forma, uno se pregunta si este  pequefio número  de 
signos menos  pudo  haber  sido  únicamente  resultado del  azar  cuando 
la  hipótesis  nula es verdadera; o bien, si el número es tan  pequeño 
que algo que no es el azar  (es  decir.  una  hipótesis  nula  falsa) es res- 
ponsable de los resultados. 

Con base  en lo que se aprendió  en el capítulo 3, parece  razonable 
concluir  que las  observaciones de la tabla 11.3.2 constituyen  un  conjun- 
to  de YZ variables  aleatorias  independientes  de la población  de  Bernoulli 
con  parámetro zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp. Sea k = el número  de signos menos, la distribución 
muestra1 de k tiene  distribución  binomial  con  parámetrop = .j, si l a  

hipótesis  nula es verdadera. 
Puede  determinarse la probabilidad de observar x o un  menor nú- 

mero  de signos menos  cuando se da  una  muestra  de  tamano n y pa- 
rimetro p al  calcular la siguiente expresión: 

(11.3.1) 

Para el ejemplo  se  calcularía 

(~)( .5)0( .5)9-0  + (y)(.5)1(.5)9+1 = ,00195 + .O1758 = ,0195 

Puede  utilizarse  la  tabla C y  encontrar 

P ( k  119. .5) = ,0195 

Con  una  prueba  bilateral, un  número  muy  pequeño  de signos me-. 
nos o de signos más  provocaría el rechazo  de la hipótesis nula.  Dado 
que,  en el ejemplo,  se  tiene  un  menor  número  de signos menos, la 
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atención se centra  en  estos signos más  que en los signos  más.  Asignan- 
do a (Y el valor .05, se está  diciendo  que si el número  de signos menos 
es tan  pequeño  que la probabilidad de observar  tan  pocos o, incluso, 
menos, es menor  que .O25 (la mitad  de a), se rechazará la hipótesis 
nula. La probabilidad que se ha  calculado,  .0195, es menor  que .025. 
Por  lo  tanto,  se  rechaza la hipótesis  nula  y se concluye  que la  califica- 
ción  mediana no es  de .5. El valorp para  esta  prueba es de  2(.0195) = 

.0390. 
Cuando  los  datos  que van a  analizarse  constan  de  observaciones 

en parejas y  no se  satisfacen  las  suposiciones  que  fundamentan la 
prueba t ,  o la  escala de medición  es  débil,  puede  utilizarse la prueba 
del signo  para probar la hipótesis  nula de  que la diferencia  entre las 
medianas es de O. Una  alternativa  es  enunciar la hipótesis  nula  en la 
forma  siguiente: 

P ( X ,  > y )  = P ( X ,  < y ,  = .5 

De la pareja de calificaciones,  se toma  una, digamos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYi y se resta 
de la otra  calificación, Xi. Si Yi es menor  que Xi, el signo de la dife- 
rencia  es +, y si Yi es mayor  que Xi, el signo de la diferencia es -. Si 
la  diferencia  entre las  medianas es O, se  esperaría que una pareja se- 
leccionada al azar  tenga  precisamente  la  misma  probabilidad de  dar 
un + como  un - cuando  se  hace la resta.  Puede  enunciarse  entonces 
la hipótesis  nula  como 

Ho:f(+)  = P ( - )  = .5 

En una  muestra  aleatoria  formada  por parejas, se esperaría  encontrar 
que el número  de signos + y de signos - sea aproximadamente igual. 
Si se tienen  muchos más + o muchos más -, que  los  que  pueden ser 
atribuidos al azar  únicamente,  cuando la  hipótesis  nula  es  verdadera, 
se tendrá alguna duda acerca de la  veracidad de la  hipótesis  nula. Me- 
diante la prueba  del signo, puede decidirse cuántos  de  uno  de los  signos 
constituyen más de los que  pueden  ser  atribuidos  únicamente al azar. 

Ejemplo 11.3.2 

Se formaron  doce parejas de  pacientes  de  una  clínica  dental clasi- 
ficándolos  por  factores tales como la edad, el sexo, la inteligencia y 
las  calificaciones de higiene  bucal  inicial. Un miembro  de  cada  pareja 
recibió  instrucción acerca de la forma  de cepillarse los dientes y otros 
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Tabla 11.3.3 Calificaciones de  higiene oral  de 12 per- 
sonas que recihieron  instrucción  de  higiene  oral ( X j )  y 
de 12 personas que  no recibieron  dicha  instruccibn ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYi) 

I .5 
2.0 
- 1 5  . _  

3.0 
3.5 
2.5 
2.0 
1 .S 
1.5 
2.0 
3 .u 
2.0 

2.0 
2.0 
4.0 
2.5 
4.0 
3.0 
3.5 
3.0 
3.5 
2.5 
2.5 
2.5 

temas de  higiene  bucal. Seis meses después, se examinaron los 24 indivi- 
duos y se les  asignó una  calificación  de  higiene  bucal  mediante el exa- 
men  de  un especialista en  higiene  dental,  quien  ignoraba  qué  personas 
habían  recibido la instrucción. Una  calificación  baja  indica  un  alto 
nivel de higiene  bucal. Los resultados se muestran  en la tabla 1 1.3.3. 

El investigador  deseaba  saber si podía  concluir  que la instrucción 
había  producido  un  efecto  benéfico. Si así  era,  este  hecho se refleja- 
ría  en las calificaciones  asignadas  a los miembros de cada  pareja. Si se 
toman las  diferencias Xi - Yi, es de esperar que se  observen más signos 
- que + si la instrucción  ha  sido  benkfica, ya que  una baja califica- 
ción  indica  un  nivel más alto  de higiene  oral. Si, en  efecto, la instrucción 
es benéfica, la mediana  de  la  población  hipotética  de  tales  diferencias 
sería  menor  que O,  es decir,  negativa. Si, por  otra  parte, la instrucción 
no  ha  tenido  efecto  alguno,  la  mediana  de  esta  población  sería  de ce- 
ro. Las hipótesis  nula y la alternativa  son  entonces, 

H ,  : la mediana de las diferencias es cero. 
H A  : la  mediana  de las diferencias  es  negativa. 

Utilicese un nivel de significación de 0.5 y procédase  a  probar la  hi- 
pótesis  nula.  Como se verá, el procedimiento es idéntico  al  procedi- 
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-_______ - 
Tabla 11.3.4 Sjgnos de las diferencias ( X j  - Y j )  en las calificaciones de higiene 
oral  de 12  personas instruidas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Xi) y 12 personas apareadas no  instruidas (Yi). 

Pareja 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2  

Signo de las 
_ _ _ ~  " - 

diferencias - 0 - 

de las 
calificaciones 
obtehidas 

7 " " "  +" 
- 

miellto  de  una  sola  muestra  una vez que se han  obtenido  las  diferencias 
de  calificaciones  para  cada  pareja.  Haciendo las restas y observando 
los signos, se obtienen los resultados  que se muestran  en  la  tabla 1 1.3.4. 

La naturaleza  de la hipótesis  indica  una  prueba  unilateral,  de mo- 
do  que  todo el CY = .O5 se asocia con la región de  rechazo  que  consta 
de  todos los valores de k (donde k es igual al  nilmero de signos i-) 
para  los  cuales  la  probabilidad de  obtener  tantos  como  esos o menos 
signos de mis, debido  únicamente al azar  cuando No es  verdadera, es 
igual o menor  que .05. En  la tabla  11.3.4 se ve que el experimento 
condujo  a  un  cero,  dos signos  más  y  nueve  signos  menos. Al e!iminar- 
se el cero, el tamaño  efectivo de la muestra es de YE = 1 I ,  con dos sig- 
nos m6s y nueve  signos  menos.  En otras  palabras,  dado  que s61o unos 
pocos sig?los más provocarhn el rechazo  de la hip6tesis  nula, se desea 
conocer l a  probabilidad  de  obtener  no  más  de  dos signos mBs en los 
once  ensayos,  cuando l a  hipótesis  nula  es  verdadera.  Como se ha  vis- 
to, la respuesta  se  obtiene  calculando la expresión  binomial  apropia- 
da. En este  ejemplo,  se  encuentra  que 

Consultando la tabla C, se encuentra  que  esta  probabilidad es de .0327. 
Dado  que .O327 es menor  que .05, debe  rechazarse &, y concluir  que 
la diferencia de las medianas  es negativa. Es decir, se concluye que la 
instruccibn  fue  benefica. Para  esta prueba, p .0327. 

Como si: 113 demostrado, la prueba  del  signo  puede  utilizarse con 
una  sola  muestra o con  dos  muestras  en las cuales  cada miembro de una 
de las muestras se une  con uno  de los miembros de la otra  muestra 
para  formar una muestra  de parejas. Se ha visto tambi6n que la hi- 
pótesis  alternativa  puede  conducir  a  una  prueba  unilateral o a  una 

I .  
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prueba  bilateral.  En  cualquier  caso, la atención se centra  en  el  signo 
que se presenta  con  menos  frecuencia y se calcula  la  probabilidad  de 
obtener ese número o menos  de ese signo. 

Se utiliza el signo que se presenta con  menos  frecuencia  como es- 
tadística  de  prueba  debido  a  que las probabilidades  binomiales de 
la tabla C son  probabilidades  “menores  que o iguales  a”. Utilizando el 
signo que  ocurre  con  menos  frecuencia,  puede  obtenerse la probabi- 
lidad que se  necesita  saber directamente  de la tabla C sin tener  que 
hacer resta  alguna. Si las  probabilidades de  la  tabla C fueran  probabi- 
lidades  “mayores  que o iguales a”,  como  suelen  encontrarse  en las 
tablas de la distribución  binomial, se utilizaría  como  estadística  de 
prueba  el  signo que  ocurriera  con más  frecuencia  para  tomar  ventaja 
de la  conveniencia de  obtener  directamente la  probabilidad  deseada de 
la tabla sin tener  que  hacer  resta alguna. De hecho, en  los  presentes 
ejemplos,  puede  utilizarse  como  estadística  de  prueba el signo que se 
presente  con mAs frecuencia,  pero  dado  que la tabla C contiene  pro- 
babilidades  “menores que o iguales a”, se tendría  que  hacer  una  resta 
para  obtener la probabilidad  deseada.  Como  ilustración,  considérese 
el último  ejemplo. Si se utiliza  como  estadística  de  prueba el signo 
que  ocurre  con más  frecuencia, que es el signo -, el valor de la esta- 
dística es 9. La probabilidad  deseada es entonces la probabilidad  de 9 
ó más signos  menos, cuando y1 = 1 1 y p = .S. Es decir, se necesita 

Sin embargo,  dado  que la tabla C contiene  probabilidades  “menores 
que o iguales a”, debe  obtenerse  esta  probabilidad  mediante  sustrac- 
ción. Es decir, 

P ( k  2 9 11  1, S )  = 1 - P ( k  5 8 I 11, S )  

= 1 - ,9673 

= ,0327 

que es el resultado  obtenido  anteriormente. 
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se estableció  en 13 hipótesis en  los  dos  ejemplos  en  cuestión,  una 
muestra  de  tamaño  12  satisfaría la regla empírica.  Siguiendo  este ra- 
zonamiento,  puede  utilizarse la aproximación  normal  cuando se  usa 
la prueba  del signo  para probar la  hipótesis  nula de  que la  mediana o la 
diferencia de medianas es O y n  es  igual a, o mayor  que  12. Gibbons2 
est& de  acuerdo  con  esta sugerencia, aunque Siegel’ recomienda  que 
n sea, al menos,  25.  Dado  que el procedimiento  implica la aproxima- 
ción  de  una  distribución  continua  mediante  una  distribución  discreta, 
en general, se utiliza  la  corrección de continuidad  de .5. La estadística 
de  prueba es entonces 

(1 1.3.2) 

la  cual  se  compara  con el valor de z de la distribución  normal  unita- 
ria que  corresponde al nivel de significación  elegido.  En la ecuación 
11.3.2, se utiliza k + .5 cuando k < n/2 y k - .5 se utiliza  cuando 
k > n/2. 

Ademas  de las referencias  ya  citadas,  la  prueba  del  signo se estu- 
dia con  considerable  detalle  en  Dixon y 

Ejercicios 

1 1.3.1  A  una  muestra  aleatoria  de  15  estudiantes  de  enfermería se 
les hizo  una  prueba  para  medir su nivel de  autoritarismo, o b  
teniéndosc los siguientes  resultados. 

I 
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1 1.3.2 A un  grupo  de 20 pacientes  que  asistían  a  una  clínica  de fi- 
sioterapia se les sometió  a  una  determinada  prueba  diseñada 
para  medir  su nivel de  motivación,  antes  de  que  participaran 
en  un programa  experimental  de  remotivación. Al término  del 
programa,  los  pacientes  fueron  sometidos a una nueva prueba. 
Las calificaciones antes y después  fueron las siguientes. 

Calificación  Calificación 
Yaciente Antes Después  Paciente  Antes  Después 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 13 

24 
33 
25 
15 
30 
15 
73 

23 
25 
25 

¿Se concluiría que el programa  de  remotivacihn es eficaz? 
Sea a = .05. Una calificación alta  indica  un  alto nive! de  moti- 
vación. Determine el valor p.  

11.4 LA PRUEBA DE LA MEDIANA 

La prueba del  signo pasa dos muestras, dada en la sección anterior, 
requirió  que las muestras estuvieran  relacionadas. Con frecuencia, se 
tiene  inter&  en  hacer  infcrencias basadas en  dos  muestras  que  no es- 
tán relacionadas,  es decir, que  son  independientes. Para probar la hi- 
p6tesis nula  de que  dos  muestras son extraídas de  poblaciones  con 
medias iguales, se utilizan ías estadirticas t o z (dependiendo  del ta- 
nlañu  de las muestras y de si se conocen o desconocen las variancias 
de las poblaciones)  cuando se satisfacen las condiciones  pars cstas 
pruebas  paramétricas.  Una  contraparte  no  paramétrica la praporcio 
na la prueba  de la mediana,  que  puede utilizarse  para probar la h i p 6  
tesis nula de,,.que  dos  muestras  independientes se han extraido  de 
poblaciones  con  medianas iguales.  l3sta prueba, atribuida yrincipal- 
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mente  a Mood3' y We~tenberg,~'  la analizan  también  Brown y 

Las  suposiciones  que  fundamentan  esta  prueba son a) las muestras 
se  seleccionan independientemente y al  azar  de  sus  poblaciones res- 
pectivas, h )  las poblaciones  tienen la misma  ditribución,  difiriendo 
sólo en su localización y c )  la variable de  interés es continua.  El ni- 
vel de medición debe ser, al menos,  ordinal.  Las dos muestras no t i e  
nen que ser del  mismo tamafio. El procedimiento  de  prueba  puede 
demostrarse  mejor  mediante un ejemplo. 

y Moses,4 así  como varias  referencias  ya  citadas. 

Ejemplo 1 1.4. I 

Los miembros de una  muestra  aleatoria  de 12 estudiantes  varones 
de  una escuela  secundaria  rural y de  una  muestra  aleatoria  indepen- 
diente  de 16 estudiantes  varones  de una  escuela  secundaria urbana 
fueron  sometidos  a  una  prueba  para  estimar su nivel de salud men- 
tal. Los resultados se muestran  en la tabla 1 1.4.1. 

Se desea determinar si puede concluirse que  existe  una diferencia. 
en las medianas  de las calificaciones de saiud mental  entre  los  mucha- 
chos  de  secundaria  rural y urbana.  Supóngase que se elige un nivel de 
significacibn de .05. 

El primer paso en  el  procedimiento es  calcular la mediana  común 
de las dos  muestras  combinadas.  Esto se hace  ordenando las observa- 
ciones  en  orden  ascendente y, dado  que el nimero  total  de observacio- 

Tabla 11.4.1 Calificaciones del nivel de salud 
mental  en  estudiantes  varones de enseñanza 
secundaria. 

Escuela 

Urbana  Rural  Urbana  Rural 

"_ 

35 
26 
27 
21 
27 
38 
23 
25 

~ 

29 
50 
43 
22 
42 
47 
42 
32 

~~~ ~~ 

2s SO 
27 37 
45 34 
46 31 
33 
26 
46 
41 
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Tabla 11.4.2 Calificaciones del nivel de salud mental  en  estudiantes  varones  de 
enseñanza  secundaria. 
- - 

Urbana  Rural  Total 

Número  de  calificaciones por arriba de la mediana 6 8 14 
Número de calificaciones por  abJo de la mediana 10 4  14 
Total 16 12 28 

nes es par, obteniendo la media  de  los  dos  números  de en medio.  Para 
el  presente  ejemplo, la mediana  es  de (33 + 34)/2 = 33.5. 

Ahora,  para  cada  grupo, se determina el número  de observaciones 
que caen por  arriba y por  debajo  de la mediana  común.  Las  frecuen- 
cias resultantes se disponen  en  una  tabla  de  2 X 2. Para  el  presente 
ejemplo, se obtiene la tabla  11.4.2. 

Si: en  efecto, las dos  muestras provienen  de  poblaciones  con la 
misma  mediana,  es  de  esperar  que  aproximadamente la mitad  de las 
calificaciones  en  cada muestra  estén  por  arriba  de la mediana  combi- 
nada y alrededor  de la mitad  por  debajo. Si se satisfacen las condicie 
nes  relativas al tamaño  de la muestra y a  las  frecuencias  esperadas  para 
una  tabla  de  contingencia  de  2 X 2, como se trató en  el  capítulo  10, 
puede utilizarse la prueba  ji-cuadrada  con 1 grado  de  libertad  a fin  de 
probar la hipótesis  nula  de  medianas  iguales  de las poblaciones. Por 
ejemplo, mediante la fórmula  10.4.1 se tiene  que 

Dado  que  2.33 < 3.841, el valor crítico  de x' con 01 = .O5 y 1 
grado de libertad, no  puede rechazarse la hipótesis  nula  en base a es- 
tos  datos.  Se  concluye  entonces  que las dos  muestras  pueden  haberse 
extraído de  poblaciones  con  medianas iguales. Dado  que 2.33 < 2.706, 
se tiene  que p > . lo.  

A veces, uno o más  de  los  valores  observados  serán exactamente 
iguales a la mediana  calculada y, por lo tanto,  no caerán por arriba ni 
por  debajo  de ella. Nótese  que si n1 + 1z2 es  impar, al menos  un valor 
siempre  será  exactamente igual a la mediana. Esto lleva  al problema 
de qué hacer  con las observaciones de  este  tipo. Siegel' sugiere eli- 
minarlas  del análisis si zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn, 4- n2 es  grande  y se tienen sólo unos cuan- 
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tos valares, que  caen  en la mediana  combinada, o bien,  dividir  las 
califica&o>nes en  dos grupos: aquellas que  son  mayores  que la media- 
na y  las  que n a  lo  son, en  cuyo caso,  las  observaciones que  son igua- 
les a la mediana se contarán  en la segunda  categoría. Senders33  y 
Hays  y  winkle^^" sugieren otros  procedimientos. El problema es ana- 
lizado  con  bastante  detalle  por Bradley.' 

Antes.  de  utilizar la prueba ji-cuadrada, debe verificar que se satis 
facen las condiciones necesarias para  una  tabla  de  contingencia  de 
2 X 2, esEudiadas en  el  capítulo 10. De no ser  así, puede  utilizarse  un 
procedimiento  conocido  como  prueba  exacta  de  Fisher.35  Esta prue- 
ba es  estudiada  e  ilustrada  por  Daniel.I5 

La prueba  de la mediana se aplica  lógicamente al caso en  que se 
desea probar la hipótesis  nula  de  que k 2 3 muestras  son  de poblacio- 
nes con  medianas iguales. Para  esta prueba,  puede  construirse  una ta- 
bla de  contingencia  de 2 X k utilizando las frecuencias  que  caen  por 
arriba y por  debajo  de la mediana  calculada  a partir  de  muestras 
combinadas.  Si se satisfacen  las condiciones para  el tamaño  de la 
muestra y las frecuencias esperadas, puede calcularse X' y compa- 
rarse con el  valor crítico  de x2 con k - 1 grados de libertad.  Senders33 
y Conover6  dan  ejemplos  numéricos para el caso en  que  intervienen 
más  de dos muestras. 

Ejercicios 

1  1.4.1  Se revisaron quince  expedientes  de  pacientes  de  dos  hospitales 
y se asignó una calificación  diseñada  para estimar  el nivel de los 
cuidados recibidos.  Las  calificaciones fueron las  siguientes: 

Hospital A :  99, 85, 73,  98, 83, 88, 99, 80, 74,  91, 80, 94,  94,  98, 80 

Hospital B: 78,  74, 69,  79, 57, 78.  79, 68, 59,  91,  89,  55, 60, 55, 79 

¿Se concluiría,  al nivel de  significación de .05, que las  media- 
nas  de  las dos  poblaciones  son  distintas?  Determine  el valor p .  

1 1.4.2 Se obtuvieron  los siguientes  valores de  albúmina  en el suero  de 
1 7 personas  normales y 13 hospitalizadas. 

¿Se concluiria,  al nivel de  significación de .OS, que las  media- 
nas de las dos  poblaciones  muestreadas  son  distintas?  Determi- 
ne el valor p .  
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Albúmina  en  suero (g/ 1 O0 ml) 
Personas  normales  Personas  hospitalizadas 

2.4 3.0 
3.5 3.2 

3.1 3.5 
4.0 3.8 
4.2 3.9 
3.4  4.0 
4.5 3.5 
5.0 3.6 
2.9 

1.5 3.1 
2. o 1.3 
3.4 1.5 
1.7  1.8 
2.0 2. o 
3.8 1.5 
3.5 

Ea prueba  de la mediana analizada en la  sección anterior no utiliza 
toda la información  presente  en las dos  muestras  cuando !a varlable 
de  interés se mide  por  lo  menus  en una escala ordinal.  Reducir e1 con- 
tenido  de  informacihn de una observación  para conciuj-r s i  cae (? no 
por arriba o por  debajo  de la  mediana común, es dzsperdiciar infor- 
~ n x i ó n .  Si, para probar la hip6tesis deseadat se cuenta c..v~ un ;?rocedi- 
miento que utilice m9s de la información  inherente en los datos, tl rcho 
procedimiento  debe utilizarse  siempre que sea posible. Este proced i- 
mierito no paramktrico  que  puede utilizarse con frecuencia er! lugar 
de la  prueba  de la  mediana es la  prueba  de Mann-Wbitney." Dado 
que e;ta prueba se, basa en los rmgos de las observaciones, utiliza rnis 
infoxmacitn que 13 prueba de la mediana. 

Las suposkiones  que  fundamentan la prueba  de Mann-W1;itnt.y 
son las siguientes: 

1. Las dos muestras, de tamafios 17 y m, respectivamentc.  que se utili- 
zan para el análisis se han extraído  independientenlente y- a1 ;izar 
de su': poblaciones respectivas. 

2. La escala de  medicibn  es por lo menos ordinal. 
3. Si las poblacjones son diferentes,  difieren s6to en lo que rcspecta h 

sus medianas. 

Cuando se satisfacen estas suposiciones, puede  probarse la h i p 6  
tesis nula de que las dos  poblaciones  tienen  medianas iguales contra 
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cualquiera  de  tres  alternativas  posibles: 1 )  las  poblaciones no tienen 
medianas iguales (prueba  bilateral), 2 )  la mediana  de la población 1 
es  mayor  que la mediana  de la población 2 (prueba  unilateral), o bien, 
3) la mediana  de la poblacibn 1 es  menor  que la mediana tie la pobla- 
ción 2 (prueba  unilateral). Si las dos poblaciones  son  simétricas, dc 
modo  que  dentro  de cada población la media  y Ia mediana son las 
mismas, las conclusiones a las que se llegan respecto  a las medias  de 
las dos  poblaciones se aplicarán  también  a las medianas  de  ambas p u  
blaciones. El siguiente  ejemplo  ilustra el uso de la prueba  de Mann- 
Whitney. 

Ejemplo 11.5.1 

En un experimento  diseñado  para  estimar los efectos de la inha'la- 
c i h  prolongada de óxido de cadmio. 15 animales  de  laboratorio sir- 
vieron  de  sujetos  para  el  experimento,  mientras  que 10 animales 
similares  sirvieron  de  controles. L a  variahit: de interes fue el nivel de 
hemoglobina  después  del  experimento. Los resultados se muestran  en 
la tabla 1 1.5.1. Se desea  saber si puede c~mclulrse que la inhalación 
prolongada  de óxido de cadmio dismi~~uye el niwl  de  hemoglobina. 

Tabla 11.5.1 Determinaciorles de hemog!obina (gramos: 
en 25 animales de laboratoria. 

.4nimales expueslos (X) Animales no Ekpzcestos ( Y )  

14.4 
14.2 
13.8 
16.5 
14.1 
16.6 
15.9 
i 5.6 
14.1 
15.3 
15.7 
16.7 
13.7 
15.3 
14.0 

17.1 
16.2 
17.1 
1'7.5 
15.0 
16.0 
16.9 
15.0 
16.3 
16.8 
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Las  hipótesis  nula y alternativa  son  las  siguientes: 

H,:  Rf, 2 M ,  

H , : M ,  < M ,  

donde M ,  es la mediana  de  una  población de  animales  exp,uestos al 
óxido  de  cadmio y M ,  es la mediana de una población de animales 
no  expuesta  a  esta sustancia.  Supóngase que cy = .05. 

Para  calcular la estadística  de  prueba, se combinan las dos mues- 
tras y se acomodan  por  rangos  todas las  observaciones,  desde las más 
pequeñas  hasta las  más  grandes, teniendo  presente  a  cual  muestra per- 
tenece  cada  observación.  Se  asignan  observaciones  similares  a un rango 

Tabla 11.5.2 Datos y rangos originales para el 
ejemplo 1 1.5. l .  
” 

X Rango Y Rango 

13.7 
13.8 
14.0 
14.1 
14.1 
14.2 
14.4 

15.3 
15.3 
15.6 
15.7 
15.9 

16.5 
16.6 
16.7 

1 
2 
3 
4.5 
4.5 
6 
7 

10.5 
10.5 
12 
13 
14 

18 
19 
20 

~~ 

Total 145 

15.0 
15.0 

16.0 
16.2 
16.3 

16.8 
16.9 
17.1 
17.4 
17.5 

8.5 
8.5 

15 
16 
17 

21 
22 
23 
24 
25 
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igual a la media  de  las  posiciones  del  rango  para el cual se establecie- 
ron. Los resultados  de  este  paso se muestran en la tabla 1 1.5.2. 

La estadística  de  prueba es 

(11.5.1) 

donde n es el número de observaciones de la muestra X y S la suma 
de los  rangos  asignados a las observaciones de la muestra  de la pobla- 
ción  de  valores  de X .  La  elección  de  los  valores  de la muestra  que se 
marcan  con X es  arbitraria. 

Si la mediana de la  población X es, en efecto, más  pequeña  que 
la mediana  de la población Y ,  como se especifica  en la hipótesis  alter- 
nativa,  es de esperar  (para  muestras  de  igual  tamaño)  que  la  suma de 
los rangos  asignados a las  observaciones  de  la  población X sea menor 
que la suma  de  los  rangos  asignados  a las observaciones  de la pobla- 
ción Y .  La estadística  de  prueba  está basada en  este  razonamiento en 
tal  forma  que  un valor de T suficientemente  pequefio causará que se 
rechace la hipótesis Ho : M ,  2 M,. 

Para  el  presente  ejemplo, la  regla de  decisión  es: 

Se rechaza Ho :M, 2 M, si la ?' calculada es menor  que W,, don- 
de W, es el valor critico  de T obtenido al  consultur la tabla M del 
apéndice con n, el número  de observaciones  de X; m, el número 
de observaciones de Y ;  y q el nivel de  significación  elegido. 

Para  el  ejemplo se tiene  que,  como se muestra  en la tabla 1 1.5.2, 
S= 145, de  modo  que 

15(15 + 1) 

2 
T = 145 - - = 25 

Cuando se entra  a la tabla M con n = 15, m = 10 y a = .05, se encuen- 
tra  que  el  valor  crítico de W, es de 45. Dado  que 25 < 45, se rechaza 
H , ,  y se concluye  que M ,  es menor  que M,. De donde se deduce 
que la inhalación  prolongada  de  óxido  de  cadmio s í  disminuye el ni- 
vel de  hemoglobina. 

Dado  que  22 < 25 < 30, se tiene  para  esta  prueba  que .O05 > p 

> .001. 
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Cuando n o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm es mayor que 20. no puzde  utilizarse la  tabla M del 
aphd ice  para obtener los valores críticos de l a  prueba de Mann-Whit- 
ney. Cuando este es el caso, puede calcularse lo siguiente 

y se compara el resultado. cn significación con los valores criticos tlc 
la tlktribución normal  unitaria. 

Si se iguala u13a gran proporci6n de las observacioxs, puede uti- 
lizan.:. un  factor  de  corrcccihn  propuesto por N ~ e t h e r . ~ ~  

Si se utiliza el procedirnientc de hlann-Whitney para probar que 
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Tipo 1 (X): 1.25, 5.30, 1.70,  1.00, 8.50, 3.75, 8.10,  2.25,  5.6, 

Tipo2(Y): .57,  3.90, 8.20, 1.20,  1.70, 1.00, 4.55,5.20, 2.16, 
7.85 

1.90, 4.6 

;,Puede  concluirse  con base en  estos  datos  que los dos  tipos 
de  vacuna  difieren  en  sus  efectos?  Sea a = .O5 y encuentre  el 
valor p. 

11.5.2 Los valores  siguientes son los tiempos  (en  minutos)  pasados 
en la sala de  operaciones  por 20 personas  sometidas  al mismo 
procedimiento  quirúrgico.  Once  de  las  personas  fueron pacien- 
tes  del  hospital A. y 9  fueron  del  hospital B. 

I-Iospital A: 35, 30, 33, 39, 41, 29, 30,  36,  45,  40, 31 
Hospital H :  45,  38, 42, 50, 48, 5 I ,  32, 37, 46 

Con base en  estos  datos,  ipuede  concluirse  que,  para el mismo 
procedimiento  quidrgico,  los  pacientes  del  hospital I3 tien- 
den  a  permanecer  más  tiempo  en la sala de operaciones  que  las 
pacientes  del  hospital A')  Sea a = . O  1 y encuentre el valor p. 

11.6 LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE DE 
KOLMQGOROV-SMIRNOV _ _ _ ~  -."__II 

Cuando se desea determinar qué tan bien se conforma la distribucih 
de los datas  de la muestra  a alguna distribución  tebrica,  una  prueba 
conocida  como  prueba  de  bondad  de  ajuste  de  Kolmogorov-Smirnov 
proporciona  una alt-ernativa  para la prueba  ji-cuadrada  de  bondad  del 
ajuste,  estudiada en el capítulo 10. Esta  prueba  debe su nombre  a A. 
Kolmogorov y a N. V. Smirnov,  dos  matemáticos TUSOS que  introdu- 
jeron dos pruebas  estrechamenie  relacionadas en la década  de, 1930. 

El trabajo de Kolmogorov38 se refiere al caso de una  muestra, CD. 

m o  se analiza aqui. El trabajo  de S n ~ i r n o v ~ ~  trata del  caso que  com- 
prende  dos  muestras,  en las cuales el interés se centra en probar l a  
hipótesis  de  que las distribuciones  de las dos poblacionzs  origina?:x 
SOI? idhticas. La prueba  para la primera  situación suele conocerse zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:o- 

mo  prueba para una  muestra de  Kolmogorov-Smirnov.  La pnlz!-~;i pa- 
ra el caso  de  dos  muestras,  conocida en  general como prueba para dcs 
muestras  de  Kolmogorov-Smirnov, no se estudiarri aqui. Quicves c s t h  
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interesados  en  este  tema  deben  consultar las  referencias  de  Conover,6 
Gibbons2, O y Daniel. 

Al utilizar la prueba  de  bondad  del  ajuste  de Kolmogorov-Smir- 
nov, se hace  una  comparación  entre  alguna  función  de  distribución 
acumulada y teórica, F,(x) ,  y la función  de  distribución  acumulada 
de  una  muestra, F,(x). La muestra  es  una  muestra  aleatoria  de  una 
población  con  función  de  distribución  acumulada, F(x) ,  desconoci- 
da. Se recordará  (sección 3.2) que  una  función  de  distribución  acumu- 
lada  da la probabilidad  de  que X sea igual a o menor  que  un valor 
particular, x. Es decir,  por  medio  de la función  de  distribución  acumu- 
lada  de la muestra, F,(x) ,  puede  determinarse P(X 5 x). Si existe  una 
estrecha  concordancia  entre las distribuciones  acumuladas  teórica y 
de la muestra, se apoya la hipótesis  de  que la muestra se extrajo de la 
población  con la función  de  distribución  acumulada  que se especifi- 
ca, F,(x) .  Sin embargo, si existe  una  discrepancia  entre las funciones 
de  distribución  acumulada  teórica y observada,  demasiado  grande  co- 
mo  para  ser  atribuida  dnicamente al azar, se rechaza la hipótesis, 
cuando Ho es verdadera. 

La diferencia  entre la función  de  distribución,  acumulada  y teóri- 
ca, F,(x), y la función de distribución  acumulada  de la muestra, 
F,(x) ,  se mide  por  medio de la estadistica D, que  es la distancia ver- 
tical  máxima  entre F,(x) y F7,(x). Cuando  resulta  apropiad&  una 
prueba  bilateral es decir, cuando las  hipótesis  son: 

H,, : F ( x )  = F,(x), para todo x desde - m hasta + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 

HA :F(x )  # FT(x ) ,  para  al  menos  un x 

la estadística es 

( 1  1.6.1) 
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1. La  muestra es aleatoria 
2. La distribución F,(x)  establecida  en la hipótesis es continua. 

Noether4'  ha  demostrado  que  cuando los valores de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD se basan 
en  una  distribución  teórica  discreta, la prueba  es  conservadora.  Cuan- 
do la prueba  se  utiliza  entonces  con  datos  discretos, el investigador 
debe  tener  presente  que la probabilidad  real de  cometer  un  error  del 
tipo 1 es, al menos,  igual a CY, el  nivel de significación  establecido. La 
prueba es también  conservadora si tienen  que  estimarse  uno o más 
parámetros  a  partir  de los datos de la muestra. 

Ejemplo 11.6.1 

Las determinaciones de  glucosa  en  sangre  de 36 hombres  adultos 
no obesos, en ayunas y aparentemente sanos,  se muestran  en la tabla 
1 1.6.1. Se desea probar la hipótesis  nula  de  que  estos  datos  provie- 
nen de  una  población  distribuida  normalmente,  con  una  media  de 
80 y una desviación  estándar  de 6. Las  hipótesis  apropiadas  son  las 
siguientes: 

H ,  : F(x)  = F,(x) ,  para todo x desde - 00 hasta + 00 
HA : F ( x )  # F,(x) ,  para  al  menos  un x 

El primer  paso  a  seguir  es  calcular los valores  de F,(x) como se 
muestra en la tabla 1 1.6.2. 

Los valores  de F,(x)  se obtienen  convirtiendo  primero cada va- 
lor  observado  de x a  un valor de la variable normal  unitaria z .  A par- 
tir de la tabla F del  apéndice se encuentra  entonces  el área entre - 00 y 
z .  Con  estas áreas, pueden calcularse  los  valores  de F,(x) .  El proce- 

-____ 
Tabla 11.6.1 Niveles de glucosa en la  sangre 
(mg/l00 ml) de 36 hombres  adultos no obe- 
sos, en ayunas y aparentemente  sanos. 
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Tabla 11.6.2 Valores deFs(x) para el ejemplo 1 I .6.1. 
~~ 

x Frecuencia brecuencia acun~uluda E', (x.) 

68 
72 
75 
76 
77 
78 
x 0  
S 1  
84 
1; 6 
Y7 
92 

.0556 

. 1 1 1 1  
,1667 
,2222 
,3889 
,4722 
.6389 
,7322 
7778 
,8333 
.X589 

1 .o000 
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- %. fx) 

"68 70 72 74 76 78 80 82 84  86  88  90  92 94 

X 

Figura 11.6.1 Fs(x )  y FT(x)  para el ejemplo 11.6.1. 

máxima  entre las curvas de F,(x)  y F,(x) en  una  gráfica. Las gráficas 
de las dos  distribuciones se muestran  en la  figura 1 1.6. l .  

El examen  de las gráficas de F, ( x )  y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAFT(x) revela que D x .16 = 

(.72 - .56).  Utilizando  como referencia la tabla N se observa que una 
D compuesta  de  .16  no  es significativa a cualquier nivel razonable. 
Por lo tanto, no puede rechazarse H o .  La muestra  puede  haber prove- 
nido  de la distribución especificada.  Dado que se tiene  una  prueba 
bilateral, y como  .16 < .174,3e  tiene  que p > .20. 

Calcúlese ahora el valor de D algebraicamente.  Los  valores  posi- 
bles de JFs(x) - FT(x)I se muestran  en la  tabla  11.6.4.  Esta  tabla 
muestra  que el  valor exacto  de D es de  .1547. 

El lector  debe  tener  en  cuenta  que al determinar el valor de D, no 
siempre es suficiente calcular y elegir de entre los valores posibles de 
IF,(x) - F, (x)l. La distancia vertical máxima  entre Fs(x) y F, (x) 
puede  no ser un valor observado, x, pero sí  algún otro valor de X. 
Esta  situación se ilustra  en la figura  11.6.2. Se observa que si sólo 
se consideran los  valores de IF, (x) - F,(x)l de los puntos  terminales 
de la izquierda  de las  barras horizontales, se calcularía  erróneamente 
el  valor de D como 1.2 - .41 = .2. Sin embargo,  puede  observarse al 
examinar la gráfica, que la  distancia  vertical  máxima  entre Fs(x)  y 
F,(x)  está  en  el  punto  terminal  derecho  de l a  barra  horizontal  que 
se origina en el punto  que  corresponde  a x = .4,  por  lo  que el  valor 
correcto  de D es de 1.5 - .21 = . 3 .  

Puede  determinarse  algebraicamente el  valor correcto  de D al 
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Tabla 11.6.4 Cálculo de IFs(.) - FT(x)I para el 
ejemplo  11.6. l .  

x Fs(x) FA4 lFs(x) - F7(x)/ 

68 ,0556 .O228 .O328 
72 . l  1  11 .O918 .O193 
75 ,1667 .2033 .O366 
76  .2222 .2514 .O292 
77  .3889 .3085 .O804 
78  .4722 .3707 .IO15 
80 .6389 .5000 .1389 
81  .7222 ,5675 ,1547 
84  ,7778 .7486 ,0292 
86  .8333 .8413 .O080 

87  .8889 ,8790 .O099 
92  1.0000 .977'2 .O228 
- - 

calcular,  además de las diferencias (Fs(x)  - FT(x)I, las diferencias zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
IFs(xi-I) - FT(xi)l para todos los  valores de i = 1,2, . . . , Y + 1, 
donde Y = el número  de  diferentes valores  de x y Fs(x,) = O. El  valor 
:orrecto de la estadística de prueba  será  entonces 

D = máximo {máximo [ /Fs(xi) - 
l < i S r  

Las  ventajas y desventajas  de la prueba de bondad de  ajuste  de 
Kolmogorov-Smirnov, en  comparación  con la prueba  ji-cuadrada,  han 
sido  analizadas  por  Goodman,40 M a ~ s e y , ~ *   B i r n b a ~ m ~ ~  y  Slakter.44 
Los  siguientes puntos  son  algunos  puntos  de  comparación  impor- 
tantes. 

l .  La  prueba  de Kolmogorov-Smirnov no requiere que las  observa- 
ciones se agrupen  como es el caso con la prueba  ji-cuadrada. La 
consecuencia  de  esta  diferencia es que la prueba de Kolmogorov- 
Smirnov  utiliza  toda la información  presente  en un  conjunto  de 
datos. 
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2. La prueba de Kolmogorov-Smirnov puede  utilizarse  con cual- 
quier  tamaño  de  muestra. Se recordará  que se requieren  ciertos 
tamafios  mínimos  de  las  muestras  para el uso de la  prueba  ji-cua- 
drada. 

3. Como se ha hecho  notar, la  prueba de Kolmogorov-Smirnov no 
es aplicable cuando los parámetros  tienen  que  estimarse  a  partir 
de la muestra.  La  prueba  ji-cuadrada  puede  utilizarse  en  estos ca- 
sos, reduciendo  los  grados  de  libertad en l ,  para  cada parámetro 
estimado. 

4. Ya  se ha  mencionado  el  problema de la suposición  de  una  distribu- 
ción  teórica  continua. 

1 .o 

3 
F ,.., / - 

Figura 

A- 
Valor  correcto de D zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D =  1 . 5 - . 2 1 = . 3  

. l  t/ 
.”- 

.2 .4 .6 .8 1 .o 
X 

11.6.2 Gráfica  de  datos  ficticios  que  indican los cálculos  correctos  de D. 
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Ejercicios 

11.6.1 Los pesos durante la autopsia,  del  cerebro  de  25  adultos  que 
sufrían  de  cierta  enfermedad,  fueron los siguientes: 

Peso del  cerebro  (gramos) 

859 1073 1041 1166 1117 
962 1051 1064 1141 1202 
973 1001 1016 1168 1255 
904 1012 1002 1146 1233 
920 1039 1086 1140 1348 

¿Puede  concluirse  a partir  de  estos  datos  que la población 
muestreada no  (:stá distribuida  normalmente  con  una  media 
de  1050 y una desviacibn estándar  de SO? Determine el valor 
p para  esta  prueba. 

11.6.2  Los  cocientes  intelectuales  de  una  muestra  de 30 adolescentes 
arrestados  por abuso de  drogas  en  cierta  jurisdicción m e t r e  
politana  fueron 10s siguientes: 

Cociente  intelectual 
~~~ " ~ ~ _ _  

95 100 91 106 109 110 
98 104 97 100 107 119 
52 104 103 104 105 112 

101 91 105 102 101 110 
101 95 102 104 107 118 

11 

¿Proporcionan  estos  datos  evidencia  suficiente de  que la PO- 
blación  muestreada  de las calificaciones de  los  coeficientes  de 
inteligencia no está  distribuida  normalmente  con  media  de 105 
y desviación estándar  de  1 O? Determine  el  valor p .  

6.3 Para una  muestra  de  personas  aparentemente  sanas  que sirvie- 
ron  de  control  en un experimento, se  registraron las siguientes 
lecturas de presión  sistólica  sanguínea  al  inicio del experi- 
mento: 
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162 177 151 167 
130 154 179 146 
147 157 141 157 
153 157 134 143 
141 137 151 161 

¿Puede  concluirse  con base en estos  datos  que la  población 
de  presiones  sanguíneas  de la cual se extrajo la muestra n o  e* 
tá  distribuida  normalmente  con  media de 150 y desviación 
estándar de 12? Determine  el  valor p .  

11.7 EL ANALISIS DE VARIANCIA, CON UN SOLO 
CRITERIO DE CLASIFICACI~N POR RANGOS, 
DE  KRUSKAGWALLIS 

En  el  capítulo 7 se estudia  cómo  puede  utilizarse el  análisis de varian- 
cia con  un  solo  criterio  de clasificación  para probar la hipótesis  nula 
de  que las  medias de varios  grupos  son iguales. Cuando  no se satisfa- 
cen  las  suposiciones que  fundamentan  esta técnica,  es  decir, cuando 
las poblaciones de las  cuales se extraen las  muestras no  están distri- 
buidas normalmente  con variancias iguales, o cuando los datos  para 
el análisis constan  sólo de  rangos, puede  utilizarse  una  alternativa no 
paramétrica  para el  análisis de variancia  con un solo  criterio  de clasi- 
ficación  para  probar la hipótesis  de  parámetros  con  igual  localización. 
Como se  señaló  en  la  sección 11.4, la prueba  de la mediana  puede 
ampliarse  para acomodar la situación que  comprenda más  de dos. 
grupos.  Sin  embargo, una deficiencia  de esta  prueba es  el hecho de 
que  sólo  utiliza una pequeña  cantidad de la información  disponible, 
es  decir, si las observaciones  están o no  por arriba o por  debajo  de  un 
solo  número, el cual  es  la  mediana  de  las  muestras  combinadas. Se cuen- 
ta  con varias  analogías no paramétricas  para  analizar la variancia, que 
utilizan m& información,  tomando en cuenta la magnitud  de  cada 
observación  relativa  a  la  magnitud  de  cualquier  otra  observación,  Qui- 
zá el más  conocido  de  estos  procedimientos es el anAlisis de variancia 
con  un  solo  criterio  de clasificación por rangos de Kr~skal-Wallis.~~ 

La aplicación  de  esta  prueba  comprende  los  siguientes  pasos. 

1. Las n l ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn2, . . . , nk observaciones de los k grupos se combinan 
en  una sola  serie de  tamaño n y se disponen  en  orden  de magni- 
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2. 

3. 

4. 

tud desde la mis pequeña  hasta la m& grande.  Las  observaciones 
se sustituyen  entonces  por  rangos  desde 1, que es el asignado a la 
observación  menor,  hasta n,  que se asigna a la observación  mayor. 
Cuando  dos o más  observaclones  tienen  el  mismo  valor,  a  cada  una 
de ellas se le da la media  de  los  rangos  con  los  cuales  está relacie 
nado. 
Los rangos  asignados a las observaciones  en  cada uno de los k gru- 
pos se suman  por  separado  para  dar k sumas  de  rangos. 
Se  calcula la e,stadística  de  prueba 

(11.7.1) 

En la ecuación 1 1.7.1, 

k = el  número de  grupos. 
nj = el  número  de  observaciones  en el  j-ésimo  grupo. 
y1 = el número de  observaciones  en  todos  los  grupos  combinados. 

Rj  = la sum2 de  los  rangos  en  el  j-esimo  grupo. 

Cuando se tienen tres grupos y cinco o menos  observaciones en ca- 
da  grupo, la significacibn  de la H calculada se determina  consultan- 
do la tabla O del  apéndice.  Cuando  hay mis  de cinco observaciones 
en uno o mis de lcs grupos, H se compara  con  los  valores  tabula- 
dos  de la x2 con k - 1 grados  de  libertad. Lo adecuado de la aproxi- 
mación  ji-cuadrada  para  nuestras  pequeñas es tratado  por Gabriel 
y La~henbruch .~q  

Ejemplo 11.7.1 

Se estudiaron  los  efectos  de  dos  medicamentos  en el tiempo  de 
reacción  a  cierto  estímulo  en  tres  grupos  de  animales  de  laboratorio. 
El grupo I11 sirvió como  control,  mientras  que  los  animales  del  grupo 
I fueron  tratados  con el medicamento A y los del  grupo I1 con el  me- 
dicamento B antes  de la  aplicación  del  estímulo. La tabla 1 1.7.1  mues- 
tra los tiempos  de  reacción,  en  segundos,  de los 13 animales. 

¿Puede  concluirse que las tres  poblaciones  representadas por las 
tres  muestras  difieren  con  respecto  al  tiempo  de  reacción?  Puede He- 
garse a esa conclusión  si  puede  rechazarse  la  hip6tesis  nula  de que las 
tres  poblaciones no difieren  en  sus  tiempos  de  reacción. 
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Tabla 11.7.1 Tiempo  de reacción, 
en segundos, de 13 animales de la- 
boratorio. 

Grupo 
I IZ III 

17 8 2 
20 7 5 
40 9 4 
31 8 3 
35 

Tabla 11.7.2 Datos  de la tabla 11.7.1 
sustituidos por rangos 

Grupo 
Z zz ZZI 

9 6.5 1 
10 5 4 
13 8 3 
11 6.5 2 
12 

R ,  = 55 R, = 2 6  R,  = 10 

Cuando se combinan  los  tres  grupos  en  una sola  serie  y se les asig- 
na un rango,  puede  construirse  la  tabla de rangos que se muestra  en la 
tabla 1 1.7.2. 

La hipótesis  nula  implica que las  observaciones  en  las  tres  mues- 
tras  constituyen  una sola muestra  de  tamaño 13 de  una sola población. 
Si este es el caso, es de esperar  que los rangos  estén  bien distribuidos 
entre  los  tres  grupos. En consecuencia es de esperar que la suma  to- 
tal  de  los rangos esté dividida entre  los  tres  grupos,  porporcionalmen- 
te al tamaño  del  grupo. Las desviaciones respecto  a  estas  condiciones 
se reflejan  en la magnitud de la estadística  de  prueba H .  La hipóte- 
sis nula se rechazará  si el valor  calculado  de H es tan  grande  que la 
probabilidad de  obtener  un valor de esa magnitud o mayor,  cuando 
H,, es verdadera, sea igual a, o menor  que el nivel de  importancia ele- 
gido, a. 
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A partir  de  los  datos  de la tabla  1 I .7.2 y la  ecuación 1 1.7.1 se 
obtiene  que 

(55)2 (26)' (10)' 
H =  + ___ + -1 - 3(13 + 1) 

4 4 

= 10.68 

La tabla O muestra  que  cuando  los ni son 5 , 4  y 4, la probabilidad 
de  obtener un  valor de H 2 10.68 es menor  que .009. Puede  recha- 
zarse la hipótesis  nula al nivel de significación de .O1 y puede  con- 
cluirse que  existe  una  diferencia  en el tiempo  promedio  de  reacción 
entre las tres  poblaciones.  Para  esta  prueba, p < .009. 

Se notará  que a dos valores de la muestra I1 se le asignó  el  rango 
de 6.5. Puede  ajustarse el valor de  Hrespecto  a esta  igualdad numéri- 
ca dividiéndolo  entre 

C T  1" 
n3 - n 

(1 1.7.2) 

donde T = i3 -. t. i a  letra t se  utiliza  para  designar el número  de  ob- 
servaciones iguales erx el número en un  grupo  de valores con igual  nú- 
mero. En el presente  ejemplo,  existe  sólo  un  grupo  de  valores  iguales 
en número  pero en general, puede  haber varios  grupos de valores 
iguales en  número que c,mdu.zcan a varios  valores de T. Dado que só- 
lo se tuvieron  dos  observzciones  de  igual  valor  numérico  en el grupo, 
se tiene  que T = 23 - 2 z- 5 y Z: T = 6, de  modo  que la expresión 
11.7.2 es 

6 1 - 9973 
133 -- 13 ' 

Y 
H 10.68 

IT .9973 
- 
I = 10.71 

1"- 
n3 .- n 

lo cual, de  hecho,  también es significativo al nivel de significación 
de .01. 

Como es el  caso aquí, el efecto  del  ajuste  por  empates es por  lo 
general  insignificante.  Nótese  también que el efecto del  ajuste es in- 
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~~~ 

Tabla 11.7.3 Valor neto del  capital  en  equipo  por cama por  tipo  de hospital. 

Tipo de hospital 

A B C D E 

$1735(11)  $5260(35)  $2790(20)  $3475(26)  $6090(40) 
1520(2)  4455(28)  2400(12) 31 15(22)  6000(38) 
1476( 1) 4480(29)  2655(16)  3050(21)  5894(37) 
1688(7)  4325(27)  2500(13)  3125(23)  5705(36) 
1702(10)  5075(32)  2755(19)  3275(24)  6050(39) 
2667(17)  5225(34)  2592(14)  3300(25)  6150(41) 
1575(4)  4613(30)  2601(15)  2730(18) 5110133) 
1 602  (5)  4887(31)  1648(6) 
1530(3)  1700(9) 
1 698 (8) 

R ,  = 68 R,  = 2 4 6  R,  = 124 X , =  159 R,  = 264 

- 

crementar H,  de  modo  que  si la H no ajustada es significativa al nivel 
de significación  elegido, no es  necesario  aplicar el ajuste. 

A continuación,  se  ilustrará el procedimiento  aplicable  cuando se 
tienen más de  tres  grupos y ,  al menos, uno  de  los ni es mayor  que 5 .  

Ejemplo 11.7.2 

La tabla  11.7.3  indica el valer neto  del  capital  en  equipo  por ca- 
ma  para  cada una  de las  muestras  tomadas en  cinco  hospitales. Se de- 
sea determinar,  por  medio  de la prueba  de Kruskal-Wallis,  si puede 
concluirse  que el  valor neto  promedio  del  capital en equipo  por  cama 
difiere  entre  los  cinco  tipos  de  hospital. Los rangos de los  4l.valores, 
junto  con la suma de los  rangos  para  cada  grupo,  se  presentan en  dicha 
tabla. 

A partir de las sumas  de los rangos, se tiene  que 

(159)* (264)’ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
H =  + ~ + -1 - 3(41 + 1) 

7  7 

= 36.39 

Consultando la  tabla I con k - 1 = 4 grados de  libertad,  se  encuen- 
tra  que la probabilidad  de  obtener  un valor de H tan  grande o mayor 
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que 36.39, debido  únicamente al azar,  cuando  no  existe  diferencia 
entre  los  grupos, es menor  que .005. Se concluye  entonces  que  existe 
una  diferencia  entre  los  grupos  con  respecto al valor promedio  de la 
variable de interés. 

Ejercicios 

Para  los  ejercicios  siguientes, se lleve a  cabo la prueba al nivel de 
importancia  indicado y determine el valor p .  

11.7.1 

1  1.7.2 

La siguiente  tabla  indica  los  niveles  del  residuo  de  plaguicida 
(ppb) en  las muestras  de sangre de  cuatro  grupos  de  personas. 
Utilice  la prueba  de Kruskal-Wallis para  probar, al nivel de sig- 
nificación de .05, la hipótesis  nula  de  que  no  existe  diferencia 
entre  los  grupos  con  respecto al nivel promedio  de  residuo  de 
plaguicida. 

Grupo 

A B C D  

10 4 15 7 
37 35  5 11 
12  32 10 10 
31 19 12 8 
11 33 6 2 
9 18 6 5 

44  11 9 4 
12 7 11 5 
15 32 9 9 

42 17  14 6 
23 8 15 3 

L 

Los siguientes  valores son los  honorarios  diarios  promedio 
cobrados a los  pacientes  hospitalizados  para  cierta  interven- 
ción  quirúrgica,  obtenidos  por  muestras  de  hospitales locali- 
zados  en  tres  diferentes  partes  del  país. 
;,Puede  concluirse  al  nivel  de  significación de .O5 que  los grw 
pos  difieren  con  respecto a los honorarios  diarios  prymedio? 
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Grupo 
I I1  I11 

$80.75 $58.63 $84.21 
78.15 72.70 101.76 
85.40 64.20 107.74 
71.94 62.50 11  5.30 
82.05 63.24 126.15 

11.7.3  Utilice como referencia  los  datos  de  la  tabla 7.2.1 (ejemplo 
7.2.1)  y  aplique  la  prueba de Kruskal-Wallis. Compare  los re- 
sultados  obtenidos  con  los  que se obtuvieron  cuando se  utili- 
zó la prueba F: 

1 1.7.4 Utilice como referencia el ejercicio 7.2.1 y aplique  la  prueba 
de Kruskal-Wallis. 

11.7.5 Utilice como referencia  el  ejercicio  7.2.2  y  aplique  la  prueba 
de Kruskal-Wallis. 

11.7.6  Utilice como referencia  el  ejercicio  7.2.3  y  aplique  la  prueba 
de Kruskal-Wallis. 

11.7.7  Utilice como referencia el ejercicio 7.2.4  y  aplique la prueba 
de Kruskal-Wallis. 

1 1  .S EL ANALISIS DE VARIANCIA, CON DOS CRITERIOS 
DE CLASIFICACI~N POR RANGOS DE 
FRIEDMAN 

4sí como en  alguna  ocasión puede  tenerse  la necesidad de  una analo- 
gía no  paramétrica  para el  análisis paramétrico  de variancia con  un 
solo  criterio  de  clasificación,  también  puede  ser  necesario  analizar  los 
datos  de  una  clasificación  con  dos  criterios,  mediante  mktodos no pa- 
ramétricos  anilogos al  análisis de variancia con  dos  criterios  de clasi- 
ficación.  Puede  surgir  esta  necesidad  debido  a que  no se satisfacen  las 
suposiciones  necesarias  para el analisis paramétrico  de la variancia, ya 
que l a  escala de  medición  utilizada es  “frágil” o porque los resultados 
se necesitan  rápidamente. Una prueba  que suele  utilizarse  en  estos 
casos es el análisis de variancia con dos criterios  de clasificación por 
rangos. de  Friedman.47, 4 8  Esta prueba es apropiada  siempre  que los 
datos se midan,  al  menos, en una escala ordinal y puedan  disponerse 
significativamente  en  una  clasificación  con dos criterios, como se ha- 
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ce  en  el experimento en bloques  aleatorizados qw s t  estudió  en el 
capítulo 7. El ejemplo  siguiente  ilustra  este  procedimiento. 

Ejemplo 1 1  3 .1  

Se pidió  a  nueve  fisioterapeutas  que  clasificaran  tres  modelos  de 
estimuladores  eléctricos de bajo  voltaje  según su preferencia. Un ran- 
go de 1 indica  la  primera  preferencia. Los resaltados se presentan  en 
l a  tabla 11.8.1. 

La hipótesis  nula  que va a  probarse es que  no existe  diferencia  en 
las preferencias  por  los  modelos. La hipótesis  alternativa es que  los 
modelos no son preferidos por igual.  Mediante  la  prueba de  Friedman, 
será  posible  determinar si resulta  razonable  suponer  que las colum- 
nas de rangos se han  extraído  de la misma población. Si la hipótesis 
nula es verdadera,  debe  esperarse que la distribución  de  los  rangos 
observada dentro  de  cualquiera  de las columnas sea el producto  de 
factores  aleatorios y,  er,  consecuencia,  debe  esperarse  que  losnúmeros 
1, 2 y 3 se presenten  aproximadamente  con la misma  frecuencia  en 
cada  columna. Si, por  otra  parte, la  hipótesis  nula es falsa  (es decir, si 
los  modelos  no  son  preferidos  igualmente),  debe esperarse una  pre- 
ponderancia de rangos  relativamente  altos ( o  bajos) por lo menos en 
una  columna.  Esta  condicion se reflejaría  en las sumas de los rangos. 

Tabla 11.8.1 Rangos  asignados por fisiote- 
rapeutas  a  tres  modelos  de  estimulador eléc- 
trico  de bajo voltaje. 

Modelo 
Terapeuta A B C  

__ ____________ 

1 2 3 1 
2 2 3 1 
7 2 3 1 
4 1 3 2 
5 3 2 1 
6 1 2 3 
7 2 3 1 
8 1 3 2 
9 1 3 2 
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La prueba  de  Friedman  indicará  si las  sumas  de  los  rangos que  se  ob- 
servan son o no  tan  distintas  que  no sea probable  que  sean  un resul- 
tado del  azar,  cuando H ,  es  verdadera. 

Dado  que  los  datos  consisten ya en  categorías  dentro  de  los blo- 
ques  (renglones), el primer  paso es sumar los rangos dentro  de cada 
columna  (tratamiento). Estas  sumas son  los Rj  que se muestran  en la 
tabla 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 .  l .  Una estadística de prueba,  denotada  por  Friedman  como 
x,", se calcula como sigue: 

1 1  k 

x r 2  = 1 (Rj )2  - 3n(k i- 1) 
1 L  

nk(k + 1) j = l  

(11.8.1) 

donde n = el número  de renglones (bloques) y k el número  de  co- 
lumnas  (tratamientos). Los valores críticos para  diversos  valores de 
n y k se dan  en la  tabla  P. 

Para el ejemplo  ilustrativo,  se  calcula 

I L  

x: = 9(3)(3 + 17 [(15)2 + (25)2 + (14)*] -- 3(9)(3 + 1) 

= 8.222 

Cuando se consulta la tabla Pa del  apkndice, se encuentra  que la 
probabilidad  de  obtener  un valor  de x: tan  grande  como 8.222 debi- 
do  únicamente al azar, cuando la  hipótesis  nula es verdadera, m de 
.016. Por lo  tanto,  puede rechazarse la hipbtesis  nula, y concluir  que 
los  tres  modelos  de  estimulador  eléctrico  de  bajo voltaje no se  pre- 
fieren  igualmente.  Para  esta  prueba, p = .016. 

Cuando  los  datos originales  consisten en mediciones  sobre  una es- 
cala de intervalos o de  razones,  en  lugar de rangos, se asignan  rangos 
a las  mediciones  en  base  a sus magnitudes relativas dentro  de los  blo- 
ques. Si hay  valores  iguales, a  cada valor  se le asigna la media de  todos 
los  rangos que intervienen. 

Cuando  los valores de k, YE o ambos  exceden  a  los  dados  en  la  ta- 
bla P del apéndice, el valor crítico  de x," se obtiene  consultando la 
tabla  de x' (tabla I) con el a elegido y los k - 1 grados  de  libertad. 

Ejemplo 11.8.2 

- 

La tabla 11.8.2 muestra las  respuestas,  en por  ciento  de  disminu- 
ción  del flujo srlival, de 16 animales de  laboratorio  después  de recibir 
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Tabla 11 3 . 2  Porcentaje  de  disminución  del flujo salival en animales de  la- 
boratorio  después de la  aplicación  de  diferentes dosis de  atropina. 

Dosis de  atropina 
Nrimero del animal A B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC D 

1 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

3 
L 

lOO(4) 
lOO(3.5) 
96(3) 
99  (4) 
81  (4) 
8 1 (4) 

8 1 (4) 
79(4) 
96(4) 
79(4) 
99(4) 

79  (4) 
93(3) 
99(3.5) 

lOO(3) 

lOO(3.5) 

Rj 20 36.5 44  59.5 

diferentes niveles de dosis de  atropina.  En la tabla,  se  dan  también  los 
rangos (entre  paréntesis) y la suma  de éstos. Se desea  saber si puede 
concluirse que los diferentes niveles de dosis producen  respuestas 
distintas. Es decir, se prueba  la  hipótesis  nula  de  ninguna  diferencia 
sn la  respuesta  entre los cuatro niveles de la  dosis. 

A partir  de  los  datos, se  calcula que 

12 

16(4)(4 + 1) 
xr2  = ~~ [(20)2 + (36.5)2 + (44)2 + (59.5)2] - 3(16)(4 + 1) 

= 30.32 

Al consultar la  tabla I se encuentra  que,  con k - 1 = 3 grados de 
libertad, la probabilidad de  obtener  un valor de X," tan grande comoL 
30.32, debido  únicamente al azar, es menor  que .005. Se rechaza la 
hipótesis  nula  y se concluye  que  los  diferentes niveles de dosis produ- 
cen  respuestas  distintas. 
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Ejercicios 

Para los siguientes  ejercicios, lleve a  cabo la prueba al nivel de im- 
portancia  indicado  y  determine el valor p. 

I 1.8.1 La tabla  siguiente indica las  calificaciones obtenidas  por nue- 
ve estudiantes  de  enfermería seleccionadas al azar  en los  exá- 
menes  finales de  tres  materias  distintas. 

Número  de  Materia 
la estudiante  Fundamentos Fisiología Anatomía 

98 
95 
76 
95 
83 
99 
82 
75 
88 

95 
71 
80 
81 
77 
70 
80 
72 
81 

77 
79 
91 
84 
80 
93 
87 
81 
83 

Uemuesrre la hipótesis nula de  que las estudiantes  de  enferme- 
ría  que  constituyen la población  de la cual se extrajo la muestra 
anterior  tienen igual aprovechamiento  en las tres  materias, 
contra la  hip6tesis  alternativa  de  que su aprovechamiento es 
mejor  por lo menos  en  una  de las  materias. Sea a= .05. 

I 1.8.2 A quince  estudiantes  de  fisioterapia  seleccionados al azar se 
les dieron las  siguientes  instrucciones:  ‘‘supongan que se  van 
a  casar con  una  persona  que  tiene  alguna  de las  siguientes  in- 
capacidades  (se  enumeraron las incapacidades  y se  les  design6 
mediante las  letras A a la J). Asignen una  categoría  a  estas in- 
capacidades, desde 1 hasta  10,  de  acuerdo  con  su  primera, se- 
gunda,  tercera (y así  sucesivamente)  elección  de  la  incapacidad 
que  aceptarían  en su cónyuge”. L o s  resultados se muestran 
en  la siguiente  tabla. 
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T I  Incapacidad Iwmero del 
estudiante A B C D E F G H I J 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

1 3 5 9   8 2 4 6 7 1 0  
1 4 5 7   8 2 3 6 9 1 0  
2 3 7 8   9 1 4 6 5 1 0  
1 4 7 8   9 2 3 6 5 1 0  
1 4 7 8 1 0 2 3 6 5 9  
2 3 7 9   8 1 4 5 6 1 0  
2 4 6 9   8 1 3 7 5 1 0  
1 5 7 9 1 0 2 3 4 6 8  
1 4 5 7   8 2 3 6 9 1 0  
2 3 6 8   9 1 4 7 5 1 0  
2 4 5 8   9 1 3 7 6 1 0  
2 3 6 8 1 0 1 4 5 7 9  
3 2 6 9   8 1 4 7 5 1 0  
2 5 7 8   9 1 3 4 6 1 0  
2 3 6 7   8 1 5 4 9 1 0  

Pruebe la hipótesis  nula  de  que  no  existe  preferencia  respecto 
de las  incapacidades  contra  la  hipótesis  alternativa  de  que al- 
gunas  incapacidades se prefieren  sobre  otras. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA01 = .05. 

1 1.8.3 Utilice  como  referencia el ejemplo  7.3. l .  Resuelva  el ejemplo 
utilizando la prueba  de  Friedman y compare  los  resultados  con 
los obtenidos  cuando se utiliza el análisis paramétrico  de va- 
riancia con  dos  criterios  de clasificación. 

11.8.4 Utilice como  referencia el ejercicio  7.3.1. Resuelva este ejer- 
cicio utilizando  la  prueba  de  Friedman. 

I 1.8.5 Utilice  la  prueba  de  Friedman  para resolver el ejercicio  7.3.2. 
11.8.6  Utilice  la  prueba de  Friedman  para resolver el ejercicio  7.3.3. 
11.8.7  Utilice  la  prueba  de  Friedman  para resolver el ejercicio  7.3.4. 

11.9 EL COEFICIENTE DE CORRELACI~N 
POR RANGOS  DE SPEARMAN 

El investigador  cuenta  con varias medidas no paramétricas  de correla- 
ción.  Consulte las  referencias de Kendall,49 Kruska150 y Hotelling y 
Pabst5'  para  un análisis detallado  de  los  diferentes  métodos. 

Un procedimiento  que  suele  utilizarse, que es  interesante  por la 
sencillez de los  cálculos  que  implica, se debe  a  Spearman.52 La me- 
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dida de correlación  que se calcula  mediante  este  método  se  conoce 
como  coeficiente  de  correlación  por  rangos  de  Spearman y se designa 
por r#,. Este  procedimiento  utiliza  los  dos  conjuntos  de  rangos  que 
pueden asignarse  a los valores de las  muestras  de X y Y, las variables 
independiente y continua  de  una  distribución ei1 dos variables. Las 
hipótesis y a e  suelen  probarse y sus  alternativas son las  siguientes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f .  H ,  : X y Y son mutuamente  independientes. 

2. H ,  : X y Y son mutuamente  independientes. 

de X y los valores grandes  de Y. 
3. H ,  : X y Y son mutuamente  independientes. 

H A  : X y Y no son  mutuamente  independientes. 

H A  : Existe una tendencia  a  formar  parejas  entre los valores  grand.es 

HA : Existe una tendencia  de  que  los valores grandes  de X formen 
parejas  con los valores pequeños  de Y.  

Las hipóresis  especificadas  en el número 1 conducen  a  una  pme- 
ba  bilateral y se utilizan  cuando se desea  descubrir  cualquier desvia- 
ción  de  la  illdependencia. Las pruebas  unilaterales  indicadas  en las 
números 2 y 3 se utilizan,  respectivamente,  cuando el investigador 
desea s2ber si puede  concluir  que las variables están  directa o inver- 
snrnente  c:m-elacionadas. 

El procedimiento  de  pruebas  de  hipótesis  comprende  los siguien- 
tes  pasos. 

I .  Se asocia una categoría  a los valores de X desde 1 hasta n (el ni;- 
mero de parejas  de valores de X y Y en la muestsa). Se asocia una 
categorla  a los valores  de Y desde 1 hasta n. 

2. Se calcula d i  para cada pareja de  observaciones,  restando el rango 
de Yi del  rango  de Xi. 

3. Sc eleva it1 cuadrado cada di y se calcula 1 d? , la suma  de Io?; valo- 
res  ai cuadr2d.o. 

4.. Se calcula 

(1 1.9.1) 

5. Si IZ est$  entre 4 y 30, se compara el valor calculado de 1 ~ .  con  los 
valores críticos, r,*, de la tabla Q. Para la prueba  bilateral, se recha- 
za Ho a l  nivel de  importancia ct si rs es  mayor  que r: o menor  que 
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- r:, donde r: está  en la intersección  de  la  columna  encabezada 
por a/2 y el renglón  que  corresponde a n. Para la prueba  unilateral 
con HA especificando  correlación  directa, se rechaza H ,  al nivel de 
importancia o( si rs es mayor  que r$ para a y H .  La hipótesis  nula se 
rechaza al nivel de  importancia a en la otra  prueba  unilateral s i  rs 

es menor que - Y$ para a y 1.1. 

6. Si H es  mayor  que 30, puede calcularse 

y utilizar  la  tabla F para  obtener los valores críticos. 
7. Las observaciones  de igual valor numérico  plantean  un  problema. 

Glasser  y Winter53  señalaron  que  el  uso  de la tabla Q es  estricta- 
mente válido sólo  cuando  en  los  datos  no  hay  dos valores iguales (a 
menos  que se emplee algún procedimiento  aleatorio  para  romper 
los que sean  iguales). Sjn embargo,  en la prrictica,  suele  utilizarse la 
tabla  después  de que se ha  utilizado algún otro  método  para  mane- 
jar los valores numéricamente iguales. Si  el número  de valores  nu- 
mericamente iguales es grande,  puede  utilizarse  la  corrección  por 
valores iguales dado en Siegel.' Este  factor  de  correccibn es el si- 
guiente 

donde t = el número  de  observaciones  de igual  valor numérico  pa- 
ra  algún  rango  particular.  Cuando se utiliza  este  factor  de  corrección, 

c rS se calcula  a partir  de 

en  lugar  de la ecuación 1 1.9.1. 
En la ecuación 1 1.9.4 se tiene  que 

(1 1.9.4) 
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T, = 12. suma  de  los valores de T para  los 

T,, 1= la  suma  de  los valores de T para los 
diversos  rangos de valor numérico igual en X ,  y 

diversos  rangos de igual valor numérico  en Y 

Gibbons,2 rrsi como S i ~ g e l , ~  señalan que a  menos  que sea excesivo el 
número  de  cantidades  con igual  valor numérico,  la  corrección  produ- 
ce una  diferencia  muy  pequeña en el valor de Y$. Cuando  el  número 
de valores  iguales es pequeño,  puede seguirse el procedimiento  habi- 
tual  de asignar  a  las  obscrvaciones de igual valor numérico la media 
de  los  rangos  que  intervienen y proceder  con los pasos  anteriores  del 
2 al 6. Edging:od4 analiza con  cierto  detalle  este  problema. 

Ejemplo 11.9.1 

En un estudio de la relación  entre  la  edad  y el electroencefalogra- 
ma (EEG), se recopilaron  datos  en 20 personas con  edades  entre 20 y 
60 años. L a  tabla 1 1.9.1  muestra las edades y un valor de rendimien- 
to  del  EEG  particular,  para  cada  una  de esas 20 personas. 

Tabla 11.9.1 Edad y valor del rendimiento d x E E G  para 20 . 
personas. 

"" ._ 

Valor  del 
Número de la p e u o n a  Edad ( X )  rendimiento  del EEG (Y)  - - "" ~ "" 

1 20 98 
2 21 75 
3 22 95 
4 24 1 O0 
5 27 99 
6 30 65 
7 31 64 
8 33 70 
9 35 8S 

1 0 38 74 
I 1  40 68 
12 42 66 
13 44 71 
14 46  62 
15 48 69 
16  51 54 
17 53 63 
18 55 52 
14 58 67 
20 55 

"" 

____ 60 __ - - - - 
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El investigador  desea  saber si puede  concluir  que  este  rendirnien- 
to  particular  del EEG está  correlacionada  inversamente  con l a  edad. 
Las hipótesis  para l a  prueba  unilateral  son  entonces: 

H o :  este  rendimiento del EEG y l a  edad  son  mutuamente  inde- 

HA : existe una tendencia  para  este  rendimiento del EEG de di9  
pendientes. 

rninuir con l a  edad. 

Supóngase que (Y = .05. 

los resultados que se rnuesrran en l a  tabla 1 1.9.2. 
LOS di, di2 y 1; d? se muestran  en l a  misma  tabla. 

Cuando se han asignado rangos a los valores de X y Y ,  se tienen 

1 
2. 
3 
4 
5 
6 
7 
x 
9 

10 
I 1  
11 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

i 

3 
.1 

6 
5 

7 
x 
9 

1 o 
1 1  
11 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
99 
20 

7 - 
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La sustituciiin  de  los  datos de la tabla 
11.9.1  da 

6(2340) 

54 9 

1 1.9.2 en la ecuación 

y = 1 __ '-A. _ _  
20[(20)2 - 11 

- "76 

Utilizando como referencia  la  tabla (2, se  encuentra  que  para  una 
prueba  unilateral,  con a = .O5 y iz = 20, el valor crítico  de r,* es de 
- .3789.  Dado  que el rS = - .76 calculado es menor  que el  valor  crí- 
tico  de r:, se rechaza la hipótesis  nula  y se concluye  que las dos varia- 
bles están  inversamente  relacionadas. Dado que -.76 < -.6586, se 
tiene  que  para esta prueba, p < .001, 

A continuación se  ilustrará  el  procedimiento  para  una  muestra 
con y1 > 30  y algunas  parejas de observaciones. 

Ejemplo 1 1.9.2 

En l a  tabla 1 1.9.3 se muestran las  edades y las concentraciones 
(ppm) de  cierto  mineral en  el tejido  de 35 personas a quienes se les 

Tabla 11.9.3 Edad y concentración de  mineral (ppm) en el tejido de 35 personas. 
~~~~ 

Número  Concenfracibn  Número  Concentracibn 
de la Edad de mineral  de la Edad  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAVE in eral 

per.rona ( X )  ( Y )  persona ( X )  ( Y )  

82 
85 
83 
64 
82 
53 
26 
47 
3 '7 
40 
65 
40 
32 
50 
62 
33 
3 h 
53 

169.63 
48.94 
41.lf3 
63.95 
21  .O9 

5.40 
6.33 
4.26 
3.62 
4.82 

108.22 
10.20 
2.69 
6.16 

23.87 
2.70 
3.15 

60.5'3 

19 
20 
21 
22 
2 3 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
3 o 
31 
32 
33 
34 
35 

su 4.48 
71 46.93 
54  30.9 1 
62 34.27 
47  41.44 
66 109.88 
3.1 2.78 
4 6 4.17 
21 6.57 
54  61.73 
72  47.59 
41 10.46 
-3 5 3.06 
75 49.57 
5 if 5.55 
76 50.23 
28  6.81 

"___ 
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Tabla 11.9.4 Rangos para los datos  del ejemplo 11.9.2. 
-~ 

Nú mero 

persona ( X )  ( Y )  d, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdi' persona ( X )  (Y) t i .  4 

____ - 

Número 
de la Rango  Rango  de la Rango Rungo 

__-._______ "" 

I 32.5 
2 35 
3 34 
4 25 

6 
5 32.5 

19.5 
7 1 
X 13.5 
9 9 

10 15 
1 1  26 
12 10 
1 3  4 
14  17 
15 23.5 
16 
17 

5 
X 

18 19.5 

35 
27 
23 
32 
19 
I 1  
13 
8 
6 

10 
33 
17 

I 
13 
20 
7 

3 

- 

30 
~ 

"3 5 
8 

11 

13.5 
8.5 

- 13 
- 5 5  ." 

3 
5 

- 7  
- 7  

4 
3.5 
3 
3 

- 10.5 

7 

- I  

> 

- - ~  ~~ 

6.25 
64.00 

121 .o0 
49.00 

182.25 
72.25 

169.00 
30.25 
9.00 

25.00 
49.00 
49 .O0 

9.00 
16.00 
12.25 
9.00 
9.00 

110.25 

8 
3 

.5 
1.5 

~~ 10.5 
." 7 

3 
5 

" 13 
"9.5 

3 
- 7  

3 
2 
5 
2 

- 13 

~ 

64.00 
9.00 

.25 
2.25 

110.25 
49 .O0 

9.00 
25.00 

169.00 
90.25 

9.00 
49.00 

9.00 
4.00 

25.00 
4.00 

169.00 

C L ' , 2  = 1 7 8 x 2  
" ________" __ "" ___"____ 

practicó la autopsia  como  parte  de  un  importante  proyecto  de inves- 
tigación. 

En la tabla 1 1.9.4 se muestran  los rangos, di, di2 y I; d: . Se pro- 
bará  ahora, al  nivel de significación de ,05, la hip6tesis nula de  que 
X y Y son  mutuamente  independientes  contra la alternativa  bilateral 
de  que  no  son  mutuamente  independientes. 

A partir de los  datos  de la tabla 1 1.9.4, se calcula que 

Para probar l a  importancia  de r,, se calcula 
~~ ~ 

z = . 1 5 , ' 3 5  - 1 = 4.37 

Dado  que 4.37 es mayor  que z = 3.09 ,p  < 2(.001) =I; .002, por  lo 
que se rechaza H,, y se concluye  que las dos variables en  estudio  no 
son  mutuamente  independientes. 

Con fines  comparativos,  a  continuación se corregirá por valores 
iguales utilizando la ecuaci6n  11.9.3  y,  en seguida, se calculará r,  uti- 
lizando la ecuación  11.9.4. 
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En los  rangos  de X ,  se tuvieron seis grupos  de valores  iguales que 
se dividieron  asignándoles  los  valores 13.5, 17, 19.5, 21.5, 23.5 y 
32.5. En cinco  de  los  grupos  dos observaciones son iguales en valor 
numérico y, en un grupo, tres. Por lo tanto, se calculan cinco valores  de 

2 3 - 2  6 
x 12 12 

T = -__- -- = ,5 

y un valor de 

33 - 3 24 
x 12 12 

T = = ~~~ = 2 

A partir  de  estos cálculos, se tiene  que T, = 5 ( . 5 )  + 2 = 4.5, de 
manera  que 

Dado  que no se tienen  valores  iguales  en los rangos  de Y,, se tiene 
que T;, = O y que 

A partir  de la tabla 1 1.9.4,  se  tiene  que di2 = 1788.5. A partir  de 
estos  datos,  puede calcularse ahora,  mediante la  ecuación 1 1.9.4,  que 

3565.5 -t 3570.0 - 1788.5 
Y, = 247mTqz70) 

____ -. 
" .75 

Se observa  en  este  caso  que la corrección  por los  valores  iguales no 
produce  diferencia  alguna en el valor  de r,. 

Ejercicios 

Para los siguientes  ejercicios, lleve a  cabo la prueba al nivel de sig- 
nificación indicado y determine el valor p .  

1 1.9.1 La siguiente  tabla muestra 15 regiones  geográficas  selecciona- 
das al azar, con  rangos asignados respecto a la densidad  de po- 
blación y tasa de mortalidad ajustada. por edades. ¿Puede 
concluirse,  al nivel de significación de .05, que la densidad 
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de  poblacibn y la tasa de  mortalidad  ajustada  por  edades  no 
son mutuamente  independientes? 

Rango por 

Densidad de Tasa de  mortalidad 
Reglin poblacibn ( X )  ajustada por edades ( Y )  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 
12 
13 
1 ~4 
15 

Comunidad 
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¿Proporcionan  estos  datos evidencia  suficiente que  indique 
que el número  de  dientes CFO por  cada 100 niAos tiende a 
aumentar a medida  que  aumenta la concentraci6n de fluoru- 
ro? Sea (x = .OS. 

1 1.9.3 Utilice como referencia el ejemplo 8.7.1. Calcu.le rS y pruebe 
la hipbtesis  nula  de  que los dos  metodos  son  mutuamente in- 
dependientes.  Compare 10s resultados  obtenidos  con los que 
se obtuvieron  utilizando los métodos  del  capitulo 8. 

11.9.4  Calcule rs para los datos  del ejercicio 8.7.3 y pruebe ta h i p 6  
tesis  nula de  que las dos variables  son  m.utuarnente  indepen- 
dientes.  Compare  los  resulrados  con los obtenidos uciliz,ando 
los métodos  del capitdo 8. 

11.9.5 Calcule rS para  los  datos  del ejercicio 8.7.4. ;Proporcionan es- 
tos  datos evidencia  suficiente  que  indique que l a  concentración 
de CO aumenta  conforme  aumenta la congeski6n del tráfico? 

1 1.9.6 Calcule rs para los datos del ejercicio 8.7.5 y pruebe la hip6- 
tesis nula de que las dos variables son mutuamente  indepen- 
dientes. 

E.n esre capitulo se estudian las pruebas esladfstic:a;l no paramétricas. 
Estas pnxebzs pueden  utilizarse cuando no se satisfacen las suposiciones 
que  fundamentan las pruebas paranr2tricas G cuando los datos  que 
van a analizame se miden srtbrr: una escala demasiado “frAgi1” para los 
procedimientos a.ritmCticos necesarios para las pruebas  paramétricas. 

Se define11 e  ilustran las cuatro escalas de medicihn: nominal, or- 
dinal, de lntzrvalos y de razones. 

Por  illtirno, se describen t ilustran  siete  pruebas m paramitricas. 
Excepto la prueba  de  bondad del ajnste de  Kolnlogortrv-Smirnov, ca- 
dn prueba  proporciona una alternativa no  paramétrica a ut13 prueba 
param6trica  bien conocida. Hay varias otras prueba!, no paranlCtricas 
que pueden  utilizuse,  muchas  de las cuajes se describen e ilustran en 
las referencias que se sefialan al termino  de  este  capitulo. 

Preguntas y ejercicios de repaso 
___.”___ ~. 

l .  Defina las estadisticas  no  paramétricas. 
2. 2,Qué se entiende por el tkrrnino pruebas  estadisticas  de libre dis- 

.tribuciÓn? 
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3. ¿Cuáles son las ventajas  de  utilizar  pruebas  estadísticas  no para- 

4. ;Cuáles son algunas de las desventajas de las pruebas no pararné- 

5. Defina el término  medición. 
6. Enumere en  orden  de  dificultad y describa las cuatro escalas de 

medición. 
7. Describa  una situación  en su área  particular  de  interés  donde  pue- 

da  utilizarse  cada una  de las siguientes pruebas. Utilice datos reales 
o realistas y pruebe  una  hipótesis  apropiada  utilizando  cada  prueba. 

métricas? 

tricas? 

a )  La prueba  del signo. 
b )  La prueba  de la mediana. 
c) La prueba  de  bondad  del  ajuste  de Kolmogorov-Smirnov. 
d )  El’análisis  de variancia con  un solo criterio  de clasificación 

e )  El análisis de variancia  con dos  criterios  de clasificación por 

f> El coeficiente  de  correlación por rangos de Spearman. 

por rangos de Kruskal-Wallis. 

rangos de Friedman. 

8. La tabla  siguiente  indica  los rangos de las edades (X) de 20 pacien- 
tes  de  cirugía y la dosis ( Y )  de  un analgésico necesaria para blo- 
quear  un  segmento espinal. 

Rango de edad 
en aAos 

!X 1 

Rango de 
requerimiento 
del analgksico 

(y - )  

Rango  de  edad 
en  años 

(X 1 

Rango de 
requerimiento 
del  analgésico 

( Y )  

1 
7 

4 
6 
8 
3 

15 
9 

12 

7 

1 1  
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

13 
5 

1 1  
16 
20 
18 
19 
17 
I O  
14 
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Calcule r, y haga la prueba  (unilateral)  de  importancia. Sea 01 = 
.05. Determine el valor p para  esta  prueba. 

9. Se reunieron  los  siguientes  datos  sobre  funcionamiento  pulmonar 
en niños con distrofia  muscular  antes y después  de  un  período 
de  terapia  respiratoria. Los resultados se expresan  como  porcen- 
tajes  de  los valores  normales  pronosticados  por  estatura,  peso y 
medida  de la superficie  corporal. 

Capacidad  vital  forzada  (litros) 

Antes: 74 65 84 89 84 65 78 86 83 82 

Después: 79 78 100 92 104 70 8 1 84 85 90 

Utilice  la  prueba  del  signo  para  determinar si puede  concluirse o 
no  que la terapia  es  efectiva. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY .05. ¿Cud es  el  valor p ?  

1 O. Se compararon  tres  métodos  para  reducir,  con  el  baño, la flora 
bacteriana  de la pie!. Los conteos  de las  bacterias se efectuaron 
en el pie  derecho  de  personas  antes y después  del  tratamiento. L a  

variable de  interés  fue el porcentaje  de  disminución  de las bacte- 
rias. Veintisiete  estudiantes  de  enfermería  voluntarias  participa- 
ron  en el experimento. Los tres mtttodos  de  baño  del  pie  fueron 
agitación en remolino,  por  ducha y baño  de pies. Los resultados 
fueron los siguientes: 

.. 

Agitación 
en  remolino Ducha  Baño de pies 

91 80 18  16 6 10 
87 92 22 1s 6 12 
88 81  20  26 8 5 
84 93 29 19 9 9 
86 25 13 

¿Puede  concluirse  con  base  en  estos  datos que los tres  métodos 
no  son  igualmente eficaces? Sea a = .05. ¿Cuál es el valor p para 
esta  prueba'? 

1 1. Diez personas  con  asma  bronquial  participaron  en  un  experimen- 
to para  estimar la eficacia  relativa de  tres  medicamentos. La si- 
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guiente  tabla  muestra el cambio  en el VFE, (volumen  forzarlo 
2spirado  en 1 segundo)  (expresado en litros) dos horas desguts 
de l a  atlministración  del  medicamento. 

Medicamento 
Persona A €3 C 

1 .o0 . I3  .26 
3 "04 .17 .23 
3 .o2 20  2 1  
3 .o2 .27 .I9 
5 .o4 .l! .36 
6 .o3 .18 .25 
7 .O5 .21 .32 
x .O' 2 3  .38 
9 .o0 .24 .30 

1 o .12 .OS .30 
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;,Proporcionan estos  datos evidencia suficiente que indique  una 
diferencia en las medianas  de  las  poblaciones?  Sea (Y = .OS. ¿Cui1 
es el  valor p para  esta  prueba?  Utilice la prueba  de la mediana y la  
prueba  de Mann-Whitney y compare  los  resultados  obtenidos. 

13. Los siguientes  valores son los valores de la Pacoz  (en  mm He) de 
16 pacientes con  enfermedad  broncopulrnonar: 

39, 40,45, 48, 49, 56, 60, 75,42.48, 32,  37,  32,  33, 33, 36 

Utilice la prueba de Kolmogorov-Smirnov  para  probar la hipó- 
tesis  nula de que los valores de la Paco2 de la población mues- 
treada  están  normalmente  distribuidos  con 1-1 = 44 y u 12. 

14. La tabla  siguiente  muestra  los  consumos  de  calorías  (cal/día/kg) 
y de  oxígeno, VO, (ml/min/kg), de 10 niños. 

Consumo 
de calorías ( X )  VOZ ( Y )  

50 
70 
90 

120 
40 

1 O0 
1 so 
110 
75 

160 

7.0 
8.0 

10.5 
11.0 
9.0 

10.8 
12.0 
10.0 
9.5 

11.9 

Pruebe la hipótesis nula de que las dos variables son  mutuanien- 
te independientes,  contra la alternativa  de que están directamente 
relacionadas. Sea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACY = .05. 2,Cuál es el valor p para csta prueba? 
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12 
Estadistica demogrhfica 

12.1 INTRODUCCI~N 

El médico  particular llega a un diagnóstico  y  a  un  plan  de  tratamiento 
para un  pacienteindividualpor  medio  deuna  historiaclinica,un  examen 
físico  y varias pruebas  de  laboratorio.  Puede  considerarse  a  la  comuni- 
dad  como  un  complejo  organismo viviente,  para el cual, el grupo  de 
salud  pública es el médico. Para desempeñar  satisfactoriamente  este 
papel, el grupo de  salud  pública  debe  utilizar  también  medios  y  técni- 
cas apropiadas  para evaluar  el estado de salud de  la  comunidad. Tra- 
dicionalmente,  estos  medios  han  consistido  en los datos  demográficos 
de la comunidad,  que  incluyen  los  conteos  de  nacimientos,  muertes, 
enfermedades y las diversas tasas y razones  que  pueden calcularse  a 
partir  de ellos. 

En las siguientes  secciones, se dan algunas de las  tasas  y razones 
más  útiles y ampliamente  utilizadas. Sin embargo,  antes  de seguir  ade- 
lante,  deben  distinguirse los términos tasa y ra;:ón, definiendo  cada 
uno  como sigue. 

l .  Tasa. Aun  cuando  hay  algunas  excepciones, el término  tasa se re- 
serva por lo general  para  referirse  a aquellos  cálculos que implican 
la probabilidad  de  ocurrencia  de algún evento. Una  tasa se expre- 
sa en la forma 

donde 

563 

(12.1.1) 
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a = la frecuencia  con la cual se ha  presentado  un  evento 

a + b = el número  de  personas  expuestas al riesgo del  evento 

k = algQn nlirnero  tal como 10, 100, 1000,10,000 ó 100,000. 

durante algitn período  especificado. 

durante el mismo  período. 

Como se indica  mrdiante la expresión  12.1.1? el numerador  de 
una  tasa es una  parte  L-ornponente  del  denominador. El propósito 
del  multiplicador, k:  l!amado base, es evitar  resultados  que  com- 
prendan  números mu!' pequeños  que  puedan  surgir  en el cálculo 
de las tasas, y facilitar la comprensi6n  de  estas  últimas. El valor 
elegido  para k t!cpenderá de la magnitud  del  numerador y del  de- 
nominador. 

2. Razón. Una razón t:s una  fracción de la forma 

(121.2) 

donde k es alguna  base,  como ya se definió, y tanto c como d se 
refieren  a la frecLi.xcia  de ocurrencia  de algún evento o artículo. 
En el caso  de un;: razón, el contrario  de la tasa, el numerador  no 
es una  parte  componente  del  denominador.  Por  ejemplo,  puede 
hablarse  de la r a z h  de personas-doctores o de  la  razón personas-ca- 
mas  de  hospital de cierta  área geográfica. Los valores de k que se 
utilizan  con más frecuencia  en las razones  son 1 y 100. 

12.2 TASAS Y RAZONES DE MORTALIDAD 

Las tasas y razones  que se estudian  en  esta  sección se refieren  a la ocu- 
rrencia de la muerte. Las tasas de  mortalidad  expresan la frecuencia 
relativa de  ocurrencia  de  muerte  dentro  de algún  intervalo  especificado 
en  una  población  fspecífica. El denominador  de  una  tasa  de  mortali- 
dad  se  conoce  como  población  en riesgo. El numerador  representa sólo 
aquellas  muertes que ocurrieron  en l a  población  especificadas por el 
denominador. 
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1. Tasa bruta  de  mortalidad  anual. La tasa bruta de mortalidad  anual 
se define  como 

número  total  de  muertes  durante  un aiio  (enero  1  a  diciembre 3 1) 

población total a julio 1 
* k  

donde,  por  lo general, se elige 1,000  como el  valor de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk. Esta  es la 
tasa que se  utiliza  más  ampliamente  para  estimar  la  salud  global 
de  una  comunidad.  Comparar las  tasas brutas  de  mortalidad  de  dos 
comunidades es  riesgoso, a  menos  que se sepa que las comunida- 
des  son comparables  con  respecto  a las muchas  características, dis- 
tintas  a las condiciones  de  salud, que  afectan la  tasa de  mortalidad. 
Las variables que  entran en juego  comprenden la edad,  raza,  sexo 
y condición  socioeconómica.  Cuando dos poblaciones  deben  com- 
pararse  con  base  en la tasa de  mortalidad,  deben hacerse  ajustes pa- 
ra conciliar las diferencias  entre las poblaciones  con  respecto  a 
estas  variables.  Deben  tenerse las mismas  precauciones al compa- 
rar  las  tasas de  mortalidad  anual  para la  misma comunidad,  para 
dos  años  distintos. 

2. Tasas específicas  de  mortalidad anual. En  general, es más impor- 
tante  e  ilustrativo observar las tasas de  mortalidad  de  subgrupos 
pequeños,  bien  definidos,  de la población  total. Las tasas de  este 
tipo se conocen  como tasas específicas de mortalidad y se defi- 
nen como 

número  total de muertes  en  un  subgrupo  específico  durante un  año . 
k 

población totai en el subgrupo  específico  a julio 1 

donde,  por lo general, k es igual a 1,000.  Los  subgrupos para los cua- 
les pueden calcularse  las  tasas  específicas de  mortalidad  compren- 
den  aquellos  grupos  que  pueden  distinguirse  en  base  al  sexo, la 
raza y la edad.  Pueden  calcularse  simultáneamente  las  tasas  espe- 
cíficas  para  dos o más  características.  Por  ejemplo,  puede  calcularse 
la  tasa  de  mortalidad  para  los  varones  blancos,  obteniendo  así 
una tasa  específica  de  raza-sexo.  Pueden  calcularse  también  las  ta- 
sas específicas de  mortalidad  por causas, incluyendo en el  numera- 
dor sólo aquellas muertes  debidas  a  una  causa  particular, por decir 
csncer,  enfermedad  del  corazón o accidentes.  Debido  a  la  pequeña 
fracción  que  resulta, la base k, para  una  tasa  específica por causa, 
es por  lo general de  100,000 ó 1,000,000. 
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3, Tusas de  mortalidad  ajustadus o estandatizadas.  Como  ya se ha se- 
ñalado, la utilidad  de la tasa bruta  de  mortalidad  se restringe por 
el hecho  de  que  no refleja la composición de  la  población  con res- 
pecto  a  ciertas  características  por las cuales es afectada. Se ha visto 
que  por  medio  de las tasas específicas  de  mortalidad,  pueden es- 
tudiarse  individualmente  varios  sectores de la población. Sin em- 
bargo, si  se intenta  obtener  una  impresión global de la salud de 
una  población,  observando las tasas específicas de mortalidad 
individuales, pronto se queda  uno  abrumado por su gran número. 

LO que se desea es un solo valor que mida la intensidad  de la mor- 
talidad en  una  población,  mienrras se mantienen  constantes  uno o más 
de los factores  de  ajuste, como la edad, la raza o el sexo. Se cuenta 
con  dicho valor, conocido  comotasa  ajustada  de  mortalidad. Se obtiene 
por lo general  mediante lo que se conoce  como  método  directo  de 
ajuste. Este método  consiste  esencialmente  en aplicar, a unapoblaciórz 
eskinclar, las tasas especificas observadas  en la población de  interés. 
A partir  de los números  esperados que resulten,  puede calcularse una 
tasa global qui: irdique cgál seria l a  tasa para la población  de  interés, si 
esa población  tuviera  la misma composición  que la población  estándar. 
Este metodo  no se zeszrlrqe úcicamente al  cálculo  de las tasas ajustadas 
dz  mortalidad, sino que puedc utilizar'e para  obtener  otras tasas ajus- 
tadas, como  por  ejalplo., una tssa  de  natalidad  ajustada. Si se ajustan 
de  esta  manera dos o n:8s p&:icioncs, entonces  pueden  compararse 
directamente en bas-3 a lo?; f ~ i .  ~ttrci;  de ajucte. Las opiniones  difieren 
respecro  a que pobiacibn dc:v urilizarse cc)mo estándar. Suele  utili- 
zarse para  este fin la pobl;c?hn dc los EsEados LJnidos. de acuerdo 
con el último censo decenai. P ~ r a  10s c4lkulos dc  ajuste, se utiliza  por 
lo común  una  poblacibn dt; 1 ,OCiO,OOO que re tkjc  l a  composición de 
la pobtación estAndar, conocida como ~ ~ ~ i / Z G ~ ~  cstátzdar. Ln el siguien- 
te ejemplo se ilustra el n~ktocto d i r e c i ~  de  ajuste para obtener  una 
tasa dc mortalidad  ajustada pos irdades 

La tasa bruta  de rnortalidaci para Georgia en I970  fue de 9.1 rnuer- 
:es por cada 1,000 de población. Bbtkngzssr a F o a  u11a z x  a de  morta- 
lidad ajustada por edades  pzra Gzorgk  utilizando como población 
estándar cl censo de 1970 para los Estados Unidos. FTI o t r x  palabras, se 
desea m a  E;tsa de mortalidad que purijera haberse cspcracio :;n Gwr- 
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Tabla 12.2.1 Chlculo  de la tasa de mortalidad  ajustada por edades  para Georgia, 
1970, por el método  directo. 

1 2 3 4 5 6 
Población 
estándar Nú mero 

Tasas de  basada en  la de  muertes 
mortalidad  población  esperadas 
especificada d e  los en la 
por  edades EE. UU. población 

Edad  (años)  Poblacióna  Muertesa (por 100,000) 19 70b estándar 

O a 4  
S a  14 

1 5  a 24 
25 a 34 
35 a  44 
45 a 54 
55 a 64 
65 a 74 

75 y más 

424,600 
955,000 
863,000 
608,100 
5  18,400 
486,400 
384,400 
235,900 
132,900 

2,483 
449 

1,369 
i,%o 
2,296 
4,632 
7,792 
9.363 

12,042 

584.8 
47.0 

158.6 
223.6 
442.9 
952.3 

2,027.1 
3,969.1 
9,060.9 

84,4 16 
200,508 
174,406 
122,569 
113,614 
114,265 
9  1,480 
61,195 
37,547 

' 494 
94 

277 
274 
503 

1,088 
1,854 
2,429 
3,402 

~ 

Total 4,608,700  41,786' 1,000,000  10,415 

aGeorgia Vital and Morbidity Statistics, 1970, Georgia Department of Public Health,  Atlan- 
ta,  Georgia. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
'1970 Census ofPopulation, PC(l)-Bl ,  tabla 49. 

CExcluy. a 44 muertes  a edad desconocida, 

gia,  si  la composición  por  edades  de la población de Georgia hubiera 
sido la misma que la de  los  Estados  Unidos  en 1970. Los datos nece- 
sarios  para  los  cálculos se muestran en la tabla 12.2. l .  

El procedimiento  para calcular  una  tasa de  mortalidad  ajustada 
por  edades  comprende los  pasos  siguientes. 

I .  Se lista  la población  de  inter&  (columna 2) de  acuerdo  con  el grupo 
dc  edades  (columna 1). 

2. Se listan las muertes en la población de  inter&  (columna 3 )  según 
las edades. 

3. Se calculan las tasas específicas  de  mortalidad  por  edades  (colum- 
na 4) para  cada grupo,  dividiendo la columna 3 entre la columna 
2 y multjplicando  por 100,000. 

4. Se lista  la población  estándar  (columna 5) por  grupo  de  edades. 
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5, Se calcula  el número  esperado  de  muertes  en la población  están- 
dar  para  cada  grupo  (columna 6), multiplicando la columna 4 por 
la columna 5 y dividiendo  entre 100,000. Los valores de la columna 
6 son las muertes  que se esperarían  en la población  estándar si las 
personas  de  esta  población se hubieran  expuesto al mismo  riesgo 
de  muerte  experimentado  por la población  que se  está  ajustando. 

6. Se suman los  valores de la columna 6 para  obtener el número  to- 
tal  de  muertes  esperadas en la población  estándar. 

7. La tasa de  mortalidad  ajustada  por  edades se  calcula de la misma 
manera que  una tasa bruta  de  mortalidad. Es decir, la tasa  de  mor- 
talidad  ajustada por edades es igual a 

número  total  de  muertes esperadas 
* 1 O00 

población  estándar total 

En el presente  ejemplo, se tiene  una tasa de  mortalidad  ajustada  por 
edblles de 

~ 1000 = 10.4 
1,000,000 

Se observa entunlw que  la tasa bruta  de  mortalidad se ha incre- 
mentado  de  un 9.1 por  1.0~20 a un 10.4 por 1,000 ajustando la pobla- 
ción de Georgia  en I $?U 8 :; distribución de edades de la población 
estándar.  Este incremwio 'rl la tasa  de mortalidad, despuCs del ajus- 
te, refleja  el hecho  de que. ( '11 1.970, la poblacih  de Georgia era un 
poco  más  joven  que la población de los Estados  Unidos  en general. 
Por  ejemplo, sólo el 8 por cie ,~;o de la población  de Georgia tenía 
65 años  de edad o más, mientws qui. cl 10 por  ciento  de la población 
de  los  Estados  Unidos  estaba e?> ese grupo de  edades. 
4. Tasa de mortalidad  matcmn. Esta taqa se define  como 

muertes  debidas a todas las causas p-lerperales durante  un año 
""_"_I_ 

total  de  nacimientos vivos durmte  cl a50 
. - k  

donde k se toma  como 1,000 6 100,000. El denominador  preferido 
para  esta  tasa es el núrnero  de mujcres que  estuvieron embaraza- 
das  durante  el  año. Sin embargo. es imposible determinar  este de- 
nominador. 
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Una muerte  debida  a  una causa puerperal es  aquella que  puede 
atribuirse  a  alguna  fase  del  parto.  Debido  a la disminución  de la 
tasa de  mortalidad  maternal  en los Estados Unidos,  resulta  más 
conveniente  utilizar k = 100,000. Sin embargo,  en  algunos  paí- 
ses, k = 1,000 conduce  a  una tasa m& conveniente. La disminu- 
ción  de la tasa de  mortalidad  materna  en Esta.dos Unidos ha  tenido 
también el efecto  de reducir su utilidad como discriminador  entre 
las comunidades  con  cualidades variables de  atención  médica  e 
instalaciones  sanitarias. 

Algunas de las limitaciones de la tasa de  mortalidad  materna 
incluyen las siguientes: 

a )  Las muertes  fetales  no se incluyen  en el denominador.  Esto 
conduce  a  una tasa  inflada,  ya que  una  madre  puede  morir  de 
una causa puerperal sin producir  un  nacimiento vivo. 

b )  La muerte  de la madre sólo puede  contarse  una vez, aunque  pue-. 
de  haber  ocurrido  un  nacimiento  de gemelos o un  nacimiento 
múltiple  mayor.  Estos casos hacen  que el denominador sea de- 
masiado  grande y, en consecuencia,  se  tiene  una  tasa  demasiado 
pequeña. 

c )  Algunos nacimientos vivos no se registraron, lo cual  conduce  a 
un  denominador  demasiado  pequeño,  hace  que la tasa sea de- 
masiado  grande. 

d )  La muerte  de la madre  puede  ocurrir  en  un  año  posterior al 
cual  ocurrió el nacimiento.  Aunque  hay  excepciones,  en la ma- 
yoría  de  los casos la transferencia de  muerte  materna se balan- 
ceará  en un  determinado  año. 

5.  Tasa de mortalidad infantil. Esta  tasa  se define  como 

número  de  muertes  de niños  menores  de 1 año de edad  durante  un  año 

número  total  de nacimientos de niños vivos durante el año 
- k  

donde k se toma  generalmente  como- 1,000. El uso y la interpre- 
tación  de  esta tasa debe hacerse  a  la  luz de sus  limitaciones que son 
semejantes  a las que  caracterizan  a la tasa de  mortalidad  materna. 
Muchas de las criaturas  que  mueren  durante  un  determinado año 
nacieron  durante el año  anterior y, de  modo  semejante,  muchos 
de los  niños  nacidos  durante  un  determinado  año  morirán  duran- 
te el año  siguiente. En las poblaciones  con  una  natalidad  estable, 
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esto  no  plantea  un  problema  serio. Sin embargo,  en  períodos  de 
cambio  rápido,  deben hacerse  algunos  ajustes. Una manera de ha- 
cer  un  ajuste es asignar las muertes  infantiles al año  calendario  en 
31 que  nacieron las criaturas  antes  de calcular la  tasa. 

6.  Tasu de  mortalidad  neonatal. En un  esfuerzo por comprender me- 
jor la naturaleza  de las muertes  infantiles,  suelen calcularse  tasas 
para  períodos  menores  de  un  año. De éstas? la que se calcula con 
mayor  frecuencia es la tasa de  mortalidad  neonatal, que se define 
como 

número de muertes  de  niños menores de 28 días de edad  durante  un  año zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.li 

número  total  de  nacimientos  de  niños vivos durante el año 

donde k = 1,000. 
7.  Tasa de  mortalidad  fetal. Esta  tasa se define  como 

número  total  de  muertes fetales durante  un  año 

número  total de alumbramientos  durante el año 
~ ___ - - . k  

donde k se torna por lo general como 1,000. Una muerte  fetal  se 
define como un producto  de concepción  que no  muestra signos de 
vida después de  concluir el nacimiento.  Existen varios problemas 
asociados con el uso  e  interpretación  de  esta  tasa.  Hay variaciones 
entre las diferentes regiones que  informan  con  respecto  a la dura- 
ción  de la gestación. Algunas regiones reportan  todas las muertes 
fetales sin importar la duración  de la gestación,  mientras  que  otras 
tienen  un  período  de gestaci6n mínimo  que  debe alcanzarse  an- 
tes  de  que se requiera el reporte.  Otra  objeción  a la tasa de  morta- 
lidad  fetal es que  no  toma en cuenta el grado al cual  una  comunidad 
intenta  reproducirse. Se ha  propuesto la razón que  se  considera  a 
continuación  para  superar esta objeción. 

8 .  R ~ Z ~ F Z  de  mortalidad  ,fetal. Esta  razón se define  como 

" número  total de  muertes  fetales  durante  un  año - k  
nhmero  total de  nacimientos de niños vivos durante el año 

donde k se toma  como 100 6 1 000. 
Algunas autoridades hall sugerido que  en el denominador se i n -  

cluyan tanto el número  de  mucrtes fetales como los nacimientos 
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de niños vivos en  un  intento  por  incluir  toda clase de  preñez  en el 
cálculo  de  la  razón. La objeción  a  esta sugerencia  se apoya  en lo 
incompleto  de  los  datos  sobre  muertes fetales. 

9. Tasa de  mortalidad perinatal. Ya que,  con  frecuencia,  las  muertes 
fetales que  ocurren al final  del  embarazo y las muertes  neonata- 
les tienen las mismas  causas  fundamentales,  se  ha  sugerido  que se 
combinen las dos  para  obtener  lo  que se conoce  como tasa de mor- 
talidad perinatal. Esta  tasa se calcula  como 

(número de muertes  fetales  de 28 semanas o más) 
+ (número  de  muertes  infantiles de menos  de 1 semana) 

(número de muertes  fetales  de 28 semanas o más) 
+ (número  de  nacimientos  de nifios vivos) 

* k  

donde k = 1,000. 

10. Razón de causas de de,@nción. Esta  razón se define  como 

número  de  muertes  debidas  a  una  enfermedad 
específica  durante  un  año 

número  total  de  muertes  debidas  a  todas las 
causas durante el año 

. k  

donde k = 100. Esta  índice se utiliza  para  estimar la importancia 
relativa  de una  determinada  causa  de  defunción.  Debe  utilizarse 
con  precaución  al  comparar  una  comunidad con otra. Una raz6n 
de causa de  defunción  mayor, en una  comunidad  que  en  otra, 
puede  deberse a que la primera  comunidad  tiene  una baja morta- 
lidad  debida  a  otras causas. 

1 1. Razón  de mortalidad  proporcional. Se ha  sugerido este indice co- 
mo una sola medida  para  comparar las condiciones  sanitarias globa- 
les de  diferentes  comunidades. Se define  como 

número  de  muertes  de  personas  de 50 arlos de edad y más 
número  total de muertes 

_ _ _ .  k 

donde k = 100. La clase especificada es por l o  general UP, grupo 
de edades tal como  de SO años y mis. o biw,  una causa de ca te  
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goría  de  muerte,  como  por  accidente.  Linder y Grove' han des- 
tacado  que este índice  tiene  ciertas desventajas. 

Ejercicios 

12.2.1 Se reportaron los siguientes datos anuales  para  cierta  región 
geogrifica. 

Población estimada 
a julio lo. 

Total  de  nacimientos  de 
niños vivos 
Nacimientos inmaduros 

Muertes fetales: 
To tal 
De menos  de 20  semanas  de 

De 20 a 27  semanas  de ges- 

28 semanas y más 
Duración desconocida  de 

gestación 

taciólp 

gestación 
Muertes: 

Total  en  todas las edades 
De menos  de  un  año 
De menos  de 28 días 
Muertes por  inmadurez 
Muerte  de las madres 

Neoplasmas malignos 
Corazón isquémico 

Causas de  muerte: 

Total 

597 500 

12  437 
1  243 

592 

355 

103 
123 

11 

6 219 
26 7 
210 

16 
2 

948 
1 697 

Número d e  
Bluncos N o  blancos 

361  700 235 800 

6 400 6 O37 
440 803 

365 2 27 

269  86 

42 6 i  
49 74 

5 6 

3 616 2 583 
97 179 
79 131 
12 4 

2 

626 3 22 
1 138 559 

" 

I:uente: Georgia V¿faI and Morbidirv Sraristics 1970, Georgia Department of Public M 4 t h .  
Atlanta, pág. 47. 

A px t i r  de estos datos. calcule las siguientes  tasas y razones: a l  tasa 
bruta de mortalidad. b )  tasas específicas de  mortalidad  por ra7as para 
blancos y no blancos, c )  tasa de mortalidad  materna, d l  tasa GAz: mor- 
taiidad infantil, c.) t:lsa d e  mortalidad  neonatal, f) x z 6 n  d c  mortali- 
dad  fetal y g )  razones  de  causas  de  defunción  por neoplasmas malig!;os 
y corazón i squh ico .  
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12.2.2 La siguiente  tabla muestra las muertes y la población  estimada 
por  edades  para  el  estado  de Georgia  en 197 1. Utilice estos 
datos  para calcular la tasa de mortalidad  ajustada  por  edades 
para  Georgia, 1971. Utilice la misma  población  estándar  que 
se utilizó  en  el  ejemplo  12.2.1. 

Edad  (años) Población estimada Micertes 

O a 4  
5 a  14 

15 a 2 4  
25 a 34 
35 a 44 
45 a 54 
55 a 64 
65 a 74 
75 y más 

423,700 
947,900 
891,300 
623,700 
520,000 
494,200 
388,600 
243,000 
136,000 

2,311 
480 

1.390 
t,307 
2,137 
4,640 
7,429 
9,389 

12,411 

Total 4,668,400 41,494“ 

Fuente: Statistics  Section,  Office of Evaluation  and  Research, 
Georgia  Department of Human  Resources, Atlanta. 
a Fxcluye  a 42 muertes  a  edad  desconocida. 

12.3 MEDIDAS DE FERTIEIDAD- .-_______^- 

El términofertilidad,  como es utilizado  por los demógrafos  de los Es- 
tados  Unidos, se refiere  al acto real de  dar  a luz  niños, contrario  a la 
capacidad  de  concebir niños, fenómeno para  el  cual  se  utiliza el tér- 
mino  fecundidad.  Conocer la “tasa”  de  alumbramientos  es  una  comu- 
nidad  es  importante  para  quienes se dedican  a la salud  pública,  para 
planificar  los  servicios  e  instalaciones  para las madres,  bebés y niños: 
Los siguientes puntos  son las seis medidas básicas de la fertilidad. 

1. Tasa bruta  de natalidad.  Esta  tasa  es la medida  de  fertilidad  que 
se utiliza  más  ampliamente. Se obtiene  a  partir  de la  relación 

número  total  de  nacimientos  de niños vivos durante  un  año 
población total a  julio 1 

-k 

donde k = 1,000. Para  ilustrar el cálculo  de tSsta y de las otras cin- 
co tasas. véase la tabla  12.3.1. 
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2. Tasa general de  jertilidad. Esta  tasa se define  como 

número  de  nacimientos  de  niños vivos durante un año 
. k  

número  total  de  mujeres  en  edad  de  dar  a  luz 

donde k = 1,000 y ,  por 10 general, la edad  de  dar  a luz se define 
como las edades de 15 a 44 años, o bien, de 15 a 49. La carac- 
terística  dc  inter&  de ctsta tasa,  cuando se compara  con la tasa 
bruta  de  natalidad, es el hecho  de  que el denominador es una 
aproximación  del  número de  personas que. en  realidad,  están ex- 
puestas al riesgo de  dar  a  luz un nifío. 

3. Tasa de  fertilidad, especificada por. edades. Dado  que la tasa  de 
alumbramientos  no  es  uniforme  en  todas las edades  de  dar  a luz, 
resulta  conveniente  una tasa que  permita el análisis de las  tasas  de 
fertilidad  para  intervalos  de  edad  maternal  más  cortos. La tasa  uti- 
lizada es la tasa específica  de  fertilidad  por  edades  que se define 
como 

nilmero  de  nacimientos  para  mujeres  de  cierta  edad en un  año . 

número  total  de  mujeres  de l a  edad  especificada 
-n 

donde k =  1,000. Las tasas  especificas por  edades  pueden c,alcularse 
para  una  sola  edad o cualquier  intervalo  de  edades.  Las  que se  cal- 
culan  con  más  frecuencia son l a s  tasas  para  grupos  de  edad  de  cinco 
años.  Pueden  calcularse  también  las  tasas  espccíficas  de  fertilidad 
para otros  subgrupos  de la población,  como los definidos  por la 
raza, el nivel socioeconómico y diversas características demográ- 
ficas. 

4. Tasa total  de  fertilidad. Si se suman  las  tasas  específicas  de fertili- 
dad  por  edades, para todas las  edades, y se multiplican  por  el in- 
tervalo en el cual se agruparon  estas  últimas,  el  resultado se conoce 
como tasa total  de  fertilidad. El valor  resultante es una  estimación 
del  número  de  niños  que  tendría un grupo  de  1,000  mujeres si, 
durante  sus  años  fértiles, se reprodujeran a las  tasas representadas 
por las específicas  por  edades,  a  partir cle las cuales se calcula la 
tasa  total. 
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Tabla 12,. 3.1 Ilustración  del  procedimiento  para calcular seis medidas básicas de 
fertilidad, para Georgia, 1970. 

1 2 3 4 S 6 7 
Tasa d e  Población 

Número  de  natalidad estándar 
nacimientos  específica basada en la 

Edad para las por  edades  población  Tasa 
de la Número  de  mujeres  de para cada d e  los Naci-  acumu- 
mujer  mujeres  en  edad  espe- 1.000 EE. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUL! mientos ladade 
(años) la poblacióna  cificadab  mujeres  en 1970' esperados  fertilidad 

15  a  19 220,100 21.790 99.0 193,762 19,182 495.0 
20  a 24 209,500 35,051 176.9 173.583 30,707 1,379.5 
25 a  29 170  100 22,135 130.1 140.764 18,313 2,030.0 
30 a 34 139.100 9.246 66.5 119.803 7.961 2.362.5 
35  a 39 135,400 3.739 27.6 1 16.925 3,221 2,500.5 
40 a 49 26l,700 1 .O44 4.0 255.1o2 1,021 2,540.5 

Total 1,135,900  95,005 1 .000.000  80.41  7 

Cálculo de las seis tasas básicas: 

Tasa bruta  de  natalidad = total  de nacimientos dividido entre la población 
total=(95,584/4,608,700)(1,000)=21. 
Tasa general de  fertilidad = (95,584/1,135,900) (1.,000) = 84.1. 
Tasas de  fertilidad especificas por  edades = valores de la columna  3 dividi- 
dos  entre  los valores de la columna 2,  multiplicados  por  1,000  por  cada 
grupo de sdades. Los resultados se muestran en la columna 4. 
Tasa total  de  fertilidad = la suma de cada tasa esprxífica por edades  multi- 
plicada por la amplitud del intervalo de edades = (99.0) ( 5 )  + (176.9)(5) 
+ (130.1)(5) + (66.5)(5) + (27.6)(5) + (4.0)(10) = 2,540.5. 
Tasa acumulada de  fertilidad = tasa de natalidad específica  por  edades mul- 
tiplicada por la  amplitud  del  intervalo de edades  acumulada  por edades. 
VCase la columna 7. 
Tasa general estandarizada de fertilidad = (80,417/1 ,OOO,OOO)(l,OOO) = 
80.4. 

sources,  Atlanta. 
'Statistics  Section,  Office of Evaluation  and  Research,  Georgia  Department o f  Human Re- 

Gear.@ vital and  Morbidity  Statistics, 1970,  Georgia  Department of Public  Health, 
Atlanta. 

' 1970 Census of Population,  PC(1)-BI. 
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5.  Tasa acumulada  de  fertilidad. La tasa  acumulada  de  fertilidad se 
calcula  de la  misma manera  que la tasa  total  de  fertilidad, excep  
to  que  el  proceso  de  sumar  puede  terminarse al final  de  cualquier 
grupo  de  edades  deseado. Los números  que se dan  en l a  columna 
7 de la tabla 12.3.1 son las tasas acumuladas de fertilidad que 
comprenden las edades  indicadas  en la columna 1. El valor  final 
de la columna  de la tasa acumulada  de  fertilidad es  la tasa total  de 
fertilidad. 

6. Tusa estandarizada de fertilidad. Así como la tasa  bruta  de  morta- 
lidad puede  estandarizarse o ajustarse,  también se estandariza la 

tasa  general  de  fertilidad.  El  procedimiento  es  idéntico al que se 
analizó  en la sección 1 2.2 para  ajustar la tasa bruta  de  n~ortalidad. 
Los cálculos  necesarios  para  calcular Ia tasa  estandarizada  de fer- 
tilidad  por  edades se muestran  en la tabla 12.3. l .  

Ejercicios 

12.3.1 Los datos de la tabla  siguiente  son  para el estado  de  Georgia, 
para  el año de 197 l .  

Número  de 
hlúmero de  nacimientos en 

Edad  de la mujeres  en las mujeres  de 
mujer (años) la pobiacibn edad  especificadu 

15 a 19 225,200 21,834 
20 a 24 2 17,600 35,997 
25 a 29 173,400 21,670 
30 a 34 143,300 8,935 
35 a 39 134,100 3,464 
40 a 49 267,800 925” 

Fuente:  Statistics  Section,  Office of Evaluation  and  Research,  Georgia 
Department of Human  Resources,  Atlanta. 

a Puede incluir algunos  nacimientos  en  mujeres  de  más  de 49 años de 
edad. 

A partir  de Ids datos  anteriores,  calcule las tasas  siguientes: 

a )  Tasas  específicas de fertilidad por edades  para  cada  grupo 
de edades. 
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b )  Tasa total  de  fertilidad. 
c )  Tasa acumulada  de  fertilidad  para  cada  grupo  de  edades. 
d )  Tasa general estandarizada  de  fertilidad  por edades. 

Utilice la población  estándar  mostrada  en la  tabla 12.3.1. 

12.3.2.-Hubieron  un  total  de  95,546  nacimientos  de niños vivos en 
Georgia  en 1971, La población  total  estimada  a  julio 1 de 
1971  fue  de  4,668,400 y el número  de  mujeres  entre las  eda- 
des  de  15 y 49  años  fue  de  1,161,400. Utilice  estos datos y 
calcule: 

a )  La tasa bruta  de  natalidad. 
b’, La tasa  general de  fertilidad. 

12.4 MEDIDAS DE MORBILIDAD - 

Otra  área  que le  interesa al profesionista  dedicado  a la  salud pública 
que está analizando las condiciones  de salud de  una  comunidad es la 
morbilidad. Como regla general, no se cuenta  con  tanta facilidad ni 
en la forma  tan  completa  con  datos  para el estudio  de la morbilidad 
de  una  comunidad como para la natalidad  y la mortalidad,  debido a 
lo  incompleto  de  los  informes  y  a  las diferencias entre los estados  en 
relación con las  leyes que  requieren el reporte  de las enfermedades. 
Las dos tasas que se  utilizan  con  mayor frecuencia en el estudio  de las 
enfermedades  en  una  comunidad  son la tasa de incidencia y la tasa 
de prevalencia. 

l .  Tasa de incidencia. Esta  tasa se define  como 

número  total  de  nuevos casos de  una  enfermedad 
específica  durante  un  año 

población  total  a  julio 1 

- ~ .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk 

donde el  valor de k depende  de la magnitud del numerador. Se uti- 
liza una base de 1 O00 cuando resulta conveniente,  pero  puede 
utilizarse 1 O0 para las enfermedades  más  comunes, y 10,000 ó 
100,000 para aquellas que son  menos  comunes o raras.  Esta ta- 
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sa, que  mide el  grado  con el cual  están  ocurriendo  nuevos casos 
en la comunidad,  es  útil  para  ayudar  a  determinar la  necesidad 
de  la  iniciación de medidas  preventivas. Es una  medida  muy im- 
portante  tanto  para las enfermedades  cr6nicas  como  paralasagudas. 

2. Tasa de prevalencia. Aunque se menciona  como  tasa,  la tasa depre- 
vdencia es en realidad una  razón,  ya  que se calcula a  partir  de la 
relación. 

número  total  de casos,  nuevos o viejos, que  existen 
en  un  instante 

población  total en  ese instante 
- . k  

donde el valor  de k se selecciona mediante  los  mismos  criterios 
que  para la tasa de incidencia.  Esta  tasa  es  especialmente  útil  en 
el estudio  de las enfermedades  crónicas,  yero  puede calcularse 
también  para las enfermedades  agudas, 

3.  Razcin de muertes-casos. Esta  razón es útil pdra determinar  qué 
tanto  éxito  esta  teniendo el programa d.e tratamiento  para  cierta 
enfermedad. Se define  como 

n6mero  total  de  muertes  debidas  a  una  enfermedad 
I_"" "" . k 

número  total  de casos debidos a la enfermedad 

donde k = IUO. El período  abarcado es arbitrario,  dependiendo 
de la naturaleza  de la enfermedad, y puede  abarcar varios años pa- 
ra una  enfermedad  endemica. Nótese que esta  razón  puede  inter- 
pretarse  como l a  probabilidad de moris al contraer la enfermedad 
en cuesti6rl y,  como tal,  revela la gravedad de la enfermedad. 

4. Razón  de  inmadurez. Esta razón se define  como 

nbmero  de  nacimientos  de nifíos vivos con un peso 
inferior  a los 2,500 gramos  duranre  un afío 

número  total de  nacimientos de  niños vivos 
durante el aAo 

- .  !c 

donde k = 100. 
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5. Tasa de  ataque secundario. Esta  tasa mide la ocurrencia  de  una  en- 
fermedad  contagiosa  entre  personas  susceptibles que se han ex- 
puesto  a  un  caso  primario, y se define  como 

número  de casos  adicionales  entre  contagios de un caso 
primario  dentro  del  período máximo de incubacih 

número  total  de  contagios  susceptibles 
” ”” . k 

donde k = 1 OO. Esta  tasa se utiliza  para  estimar la propagación  de 
la infección y se  aplica por lo general a grupos cerrados o salones 
de clase, donde  puede  suponerse  razonablemente  que,  de hecho, 
todos los miembros  fueron  contagiados. 

Este  capitulo  trata del  cálculo  e  interpretación de diversas tasas y ra- 
zones que son útilzs  en el estudio  de la  salud de  los  miembros d-. u una 
comunidad. Más especificamente,  se  estudian las tasas y razones más 
importantes en re lac ih  con los nacimientos,  muertes y la morbilidnd, 
Quienes  deseen  saber anis acerca de esta  área,  deben  consultar  las  re- 
ferencias. 
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Apéndice 

Tabla A Cuadrados y raíces  cuadradas. 

I1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 .o0 
1.21 
1.44 
1.69 
1.96 
2.25 
2.56 
2.89 
3.24 
3.61 
4.00 
4.41 
4.84 
5.29 
5.76 
6.25 
6.76 
7.29 
7.84 
8.41 
9.00 
9.6 1 
0.24 
0.89 
1 .S6 
2.25 
2.96 
3.69 
4.44 
5.21 
6.00 
6.X 1 

17.64 
18.49 
19.36 
20.25 
21.16 
22.09 
23.04 
24.01 
25.00 
26.01 
27.04 
28.09 

- 

\ '  tz 

1 .000o0 
1.0488 1 
1.09545 
1.14018 
1.18322 
1.22474 
1.2649 1 
1.30384 
1.341 64 
1.37840 
1.41421 
1.44914 
1.48324 
1.51658 
1.54919 
1.581  14 
1.61  245 
1.643  17 
1.67332 
1.70294 
1.73205 
1.76068 
1.78885 
1.81659 
1.84391 
1.87083 
1.89737 
1.92354 
1.94936 
1.97484 
2.00000 
2.02485 
2.04939 
2.07364 
2.09762 
2.12132 
2.14476 
2.16795 
2.19089 
2.2 1 359 
2.23607 
2.25832 
2.28035 
2.302 17 

3.16228 
3.3  1662 
3.46410 
3.60555 
3.741 66 
3.87298 
4.00000 
4.1231 1 
4.24264 
4.35890 
4.472 I 4  
4.58258 
4.69042 
4.79583 
4.89898 
5 .o0000 
5.09902 
5.19615 
5.29 I 50 
5.3851  6 
5.47723 
5.56776 
5.65685 
5.74456 
5.83095 
5.9 1608 
6.00000 
6.08276 
6.16441 
6.24500 
6.32456 
6.403  12 
6.48074 
6.55744 
6.63325 
6.70820 
6.78233 
6.85565 
6.92820 
7.00000 
7.07107 
7.14143 
7.21 110 
7.2801 1 

1 00 
121 
144 
169 
196 
225 
256 
280 
324 
361 
400 
44 1 
484 
529 
576 
625 
676 
729 
784 
841 
900 
9h1 

1 O24 
1089 
1156 
1225 
1296 
1369 
1444 
1521 
1600 
1681 
1764 
1849 
1936 
2025 
21 16 
2209 
2304 
240 I 
2500 
2601 
2704 
2809 
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n 

5.4 
5.5 
5.6 
5.7 
5.8 
5.9 
6.0 
6.1 
6.2 
6.3 
6.4 
6.5 
6.6 
6.7 
6.8 
6.9 
7.0 
7.1 
7.2 
7.3 
7.4 
7.5 
7.6 
7.7 
7.8 
7.9 
8.0 
8.1 
8.2 
8.3 
8.4 
8.5 
8.6 
8.7 
8.8 
8.9 
9.0 
9.1 
9.2 
9.3 
9.4 
9.5 
9.6 
9.7 
9.8 
9.9 

Tabla A (Continuación). 

" 

n2 

29.16 
30.25 
31.36 
32.49 
33.64 
34.81 
36.00 
37.21 
38.44 
39.69 
40.96 
42.25 
43.56 
44.89 
46.24 
47.61 
49.00 
50.41 
51.84 
53.29 
54.76 
56.25 
57.76 
59.29 
60.84 
62.4 I 
64.00 
65.61 
67.24 
68.89 
70.56 
72.25 
73.96 
75.69 
77.44 
79.21 
81.00 
82.81 
84.64 
86.49 
88.36 
90.25 
92.16 
94.09 
96.04 
98.01 

2,32379 
2.34521 
2.36643 
2.38747 
2.40832 
2.42899 
2.44949 
2.46982 
2.48998 
2.50998 
2.52982 
2.5495 1 
2.56905 
2.58844 
2.60768 
2.62679 
2.64575 
2.66458 
2.68328 
2.70185 
2.72029 
2.73861 
2.75681 
2.77489 
2.79285 
2.81069 
2.82843 
2.84605 
2.86356 
2.88097 
2.89828 
2.9  1548 
2.93258 
2.94958 
2.96648 
2.98329 
3.00000 
3.01 662 
3.033  15 
3.04959 
3.06594 
3.0822 1 
3.09839 
3.1 1448 
3.13050 
3.14643 

7.34847 
7.4 1620 
7.48331 
7.54983 
7.61577 
7.68115 
7.74597 
7.8 1025 
7.87401 
7.93725 
8 .ooooo 
8.06226 
8.12404 
8.18535 
8.24621 
8.30662 
8.36660 
8.42615 
8.48528 
8.  54400 
8.60233 
8.66025 
8.71780 
8.77496 
8.831  76 
8.88819 
8.94427 
9.00000 
9.05539 
9.11043 
9.16515 
9.21 954 
9.27362 
9.32738 
9.38083 
9.43398 
9.48683 
9.53939 
9.59166 
9.64365 
9.69536 
9.74679 
9.79796 
9.84886 
9.89949 
9.94987 

2916 
3025 
3136 
3 249 
3364 
348 1 
3600 
3721 
3844 
3969 
4096 
4225 
4356 
4489 
4624 
4761 
4900 
504 1 
5184 
5329 
5476 
5625 
5776 
5929 
6084 
6241 
6400 
6561 
6724 
6889 
7056 
7225 
7396 
7  569 
7  744 
792 1 
8100 
828 1 
8464 
8  649 
8836 

9216 
9409 
9604 
9801 

9025 
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Tabla B Logaritmos. 

1 

I 

004 3 
0453 
08.28 
1173 
1492 
1790 
706b 
3330 

2 

0086 
0492 
0864 
1706 
1523 
lX iS  
'OS5 
" 3355 

9 

o 3  74 
0755 
1106 
1 43 o 
1732 
101 4 
2779 
2529 
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>\' 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
X 1  
82 
83 
84 
x5 
86 
87 
X8 
S9 
90 
o 1 
92 
93 
9 3 
9 5 
96 
97 

__ 
0 

7324 
7404 
7181 
7559 
7634 
7709 
7782 
7853 
7924 
7993 
xo(13 
XI29 
81 95 
8261 
x325 
8388 
815 1 
8513 
8573 
X633 
X692 
X75 1 
8808 
8865 
X02 1 
X976 
903 1 
90x5 
9138 
9191 
9243 
9294 
9345 
9395 
9445 
9394 
9542 
9590 
06.3s 
96x5 
973 1 
1) 7 77 
9823 
9868 

___ 

___ 

1 

7332 
74 1 2  
7490 
7566 
7642 
77 1 6  
7789 
7860 
793 1 
8000 
8069 
X 136 
8202  
8267 
8331 
8395 
x45;7 
8519 
x579 
8639 
8698 
8750 
88 la 
8x71 
8927 
8982 
9036 
9090 
9143 
9 I96 
9248 
9299 
935(! 
9400 
9450 
9499 
9537 
9595 
9643 
9689 
9736 
9782 
9827 
9x72 
9917 
996 I 

~- 

2 

7340 
7419 
7497 
7574 
7649 
7723 
7796 
7868 
70 3 X 
x007 
8075 
8142 
8209 
8274 
8338 
X40 1 
8463 
8525 
8585 
8645 
8704 
8762 
8820 
8876 
8932 
8987 
9042 
9096 
9149 
920 1 
9253 
9304 
9355 
9405 
9355 
Y503 
9552 
9600 
9637 
9694 
974 1 
9786 
9832 
9877 
992 1 
9965 

~ 

~~~ 

3 

7348 
7427 
7505 
7582 
7651 
773 1 
7 x 0 3  
7875 
7945 
8014 
8081 
8149 
821 5 
8280 
8344 
8407 
8470 
8531 
859 1 
865 1 
8710 
8768 
8825 
8882 
X938 
X993 
9047 
9101 
Y 1  54 
9200 
9258 
9309 
O360 
94 1 o 
9360 
9509 
9557 
9605 
9652 
Y699 
9745 
979 I 
9836 
9881 
9926 
9969 

__ 

7356 

7513 
7589 
7664 
7738 
7810 
7882 
7951 
802 I 
8089 
8156 
8222 
8287 
835 I 
8414 
8476 
x537 
x597 
8657 
8716 
87  74 
883 I 
8887 
X933 
8998 
9053 
9106 
9 1 59 
9212 
9263 
0315 ~ 

9365 ~ 

9415 I 

9465 
9513 
9562 
9609 j 

9703 , 
9657 I 
9750 I 
9795 j 
9x4 I 

9930 1 

! 

1 

1 

1 
j 
j 

-___ 

5 

7364 
7443 
7 520 
7597 
7672 
7745 
781 8 
7889 
7959 
8028 
X096 
X162 
X228 
8293 
8357 
X420 
8482 
8543 
8603 
8663 
8772 
x779 
X837 
X893 
x949 
9004 
9058 
Y I  I:! 
Y165 
921 7 
9269 
9320 
9370 
9320 
Y469 
951 8 
9566 
96 I3 
966 1 
9708 
9753 
9x00 
9x45 
Y 8 C ) O  
9933 

___ 

9974 1 997x 

6 

7372 
745 1 
7528 
7 604 
7679 
7752 
7x25 
7896 
7966 
x035 
8 1 o2 
,Y 169 
8235 
8299 
8363 
X426 
8488 
x 519 
X609 
S669 
x727 
X78.5 
8847 
8899 
895'1 
9 009 
006.3 
9 1 I '7 
9 170 
922.2 
9274 
9375 
0375 
9315 
9471 
9523 
957 I 
9h 1 o 
Oh66 
9713 
9750 
9805 
9850 
9894 
993) 
99x:i 

~~~ 

~ 

-~ 

7 

7380 
7459 
7536 
761 2 
7686 
7760 
7832 
7903 
7973 
x04 1 
8109 
X I  76 
X24 I 
8306 
8370 
X432 
5494 
8555 
8615 
8675 
x733 
879 1 
8848 
x904 
X" 
90 i 5 
9069 
9122 
9175 
9227 
9279 
Y330 
93x0 
93.30 
9479 
9528 
9576 
9673 
967 I 
9717 
9763 
9 809 
9x54 
0x99 
9943 
99x7 

~~ 

~- . 

9 

7396 
7,174 
755! 
7627 
770 1 
7774 
7846 
70 I 7 
7987 
X055 
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Tabla C Distribución  binomial de probabilidad  acumulada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P fX < (31 5, .40) = ,9130 

0 
1 
2 
3 
4 x 
0 
1 
2 

4 

5 

1 

0 
1 
2 
3 
4 

5 x 
~- 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
_" 

It = 5 
~~ __-__._ 

.O1 .O2 .O3 .O4 .O5 .O6 .O7 .O8 .O9 .10 

- 

,9510 ,9039 -8587 ,8154 ,7738 ,7339 .6957 ,6591 ,6240 .5905 
,9990 ,9962 ,9915 ,9852 ,9774 ,9681 ,9575 .9456 ,9326 ,9185 

1.0ooO ,9999 ,9997 ,9994 ,9988 ,9980 ,9969 ,9955 ,9937 ,9914 
1.0ooO 1.0000 1.0000 1.0000 1.oooo .9999 .9999 ,9998 ,9997 .9995 
1.OooO 1.0000 1.0000 1 . 0 0 0 0  1.0000 1.0000 1.oooO 1.oooO 1.ooO0 1.ooO0 

"~ 

.11 .12 .13  .14 .I5 .16 .17 .18 . I9  .2O 

- ____ . _ ~ _ _ _ _  

,5584 ,5277 ,4984 .4704 ,4437 ,4182 ,3939 ,3707 ,3487 ,3277 
,9035 ,5875 8708 ,8533 ,8352 ,8165 ,7973 ,7776 ,7576 ,7373 
,9888 ,9857 ,9821 ,9780 ,9734 ,9682 .9625 ,9563 ,9495 ,9421 
.9993 ,9991 ,9987 ,9983 ,9978 ,9971 ,9964 .9955 .9945 .9933 

1 .oooo 1.0000 1.0000 ,9999 ,9999 ,9999 ,9999 .9998 ,9998 ,9997 

1 .o000 1.o000  1.0000  1.0000 1 .o000 1 .o000 1.0000 I .o000 1 .o000 I .o000 
_ ~ _ _ _ _ _ _  

.21 .22 .23 .24 .25 .26 .27 .28 29  .30 

,3077 ,2887 ,2707 ,2536 ,2373 ,2219 ,2073 .1935 .1804 ,1681 
,7167 .6959 ,6749 .6539 ,6328 ,6117 ,5907 ,5697 S489 5282 
,9341 .9256 ,9164 ,9067 .8965 3857 ,8743 3624 ,8499 3369 
,9919 .9903 ,9886 ,9866 ,9844 ,9819 ,9792 ,9762 .9728 .9692 
,9996 .9995 ,9994 ,9992 ,9990 ,9988 ,9986 ,9983 ,9979 .9976 

1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 l . m  1.0000 1.o000 1.0000 

____ 

"~ 

3 1  32 .33 .34 .35 .36  .37 .38 .39 .40 

,1564 .1454 ,1350 . I252 ,1160 .lo74 ,0992 ,0916 ,0845 .O778 
,5077 ,4875 ,4675 ,4478 ,4284 ,4094 ,3907 ,3724 .3545 .3370 
,8234 ,8095 ,7950 .7801 ,7648 .7491 .7330 ,7165 .6997 .6826 
,9653 ,9610 ,9564 .9514 ,9460 .9403 .9340 ,9274 ,9204 ,9130 
,9971 ,9966 ,9961 ,9955 ,9947 ,9940 ,9931 ,9921 ,9910 .9898 

1.0000 1.0000 1 0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 . m 0  1.0000  1.0000  1.0000 

"_ 

" _ _ _ " _ _ _ _ _ _ ~ _ ~  
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Tabla C (Continuación). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n = 5 (Continuación) 

_^___ 

.44 .45 .46 .47  .48 .49 .SO 

,0715 ,0656 .o602 ,0551 ,0503 .o459  ,0418 ,0380 ,0345 ,0312 
__________"__ 

.3199 .3033 .2871 ,2714 ,2562 ,2415 ,2272 ,2135 ,2002 ,1875 

.6651 ,6475 ,6295 ,6114 S931 S747 ,5561 S375 ,5187 S000 
,9051 ,8967 ,8879 ,8786 ,8688 ,8585 ,8478 ,8365 .S247 ,8125 
,9884 ,9869 ,9853 ,9835 ,9815 ,9794 ,9771 ,9745 ,9718 ,9688 

I .o000 1 .o000 1.0000  1.0000 1.0000 I.FO00 1.0000 
" 

O 
1 
2 
3 
4 

5 
6 

0 
1 
2 
3 
4 

6 
5 

1 1  = 6 
_____~ "" - " 

.O1 .O2 .O3 .O4 .O5 .O6  .O7 .O8 .O9 . ¡u 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ~ " _  -~ ~~ 

,9415 ,8858 .8330 ,7828  ,7351 .6899 ,6470  ,6064  ,5679 S 1 4  
,9985  ,9943  ,9875  ,9784  ,9541  ,9392  ,9227  ,9048 x857 

1.0000 ,9998  ,9995  .9988 ,9978 ,9962  ,9942 . w s   . 9 m  .9n41 
1.00oo 1.00oo 1.oooo 1.00oo  ,9999 ,9998 ,999'7  ,9995 .9992  ,9987 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.oOoo 1.0000  ,9999 

1 .o000 1 .o000 1 .o000 1.0Ooo 1.0000 I .o000 1 .moo 1 . o o o o  1 .o000 I .o000 
~" _" 

. I 1  . I 2  .13 . I 4  .15 .16 . I7  . I8  . I 9  20 

.4970  .4644 .4336 ,4046  ,3771  ,3513 ,3269 ,3040  ,2824 ,2621 

,9794 ,9739 ,9676 ,9605 ,9527 ,9440 .Y345 .9241 ,9130 ,901 I 
.9982 ,9975 ,9966 ,9955 ,9941 ,9925 .Y906 ,9884 ,9859 ,9830 
,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9996 ,9995 .99Y3 ,9990 ,9987 ,9984 

1 .oOOo 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 .oooo 1 .o000 1 .oOOo ,9999 
1 .oooo 1.0000 1.0000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1.0000 1 .o000 

" 

3444 ,8224  ,7997  ,7765 . :m ,7287 ,7044 ,6709  ,6554 

~- 

.21 .22 .23 .24 .25 .26 .27 .2n .29 .30 

,2252 ,2084 ,1927 ,1780 ,1642 .15-1:3 ,1393 ,1281 ,1176 
" 

.6308 ,6063 ,5820 ,5578 ,5339 ,5104 ,4872 ,4644 .442O ,4202 
,8885 ,8750 ,8609 ,8461 ,8306 ,8144 ,797'7 ,7804 ,7626 ,7443 
,9798 ,9761 ,9720 ,9674 ,9624 ,9569 ,9508 ,9443 ,9372 ,9295 
,9980 ,9975 ,9969 .9962 ,9954 ,9944 ,9933 ,9921 ,9907 .')X91 

,9999  .9999  ,9999 ,99953 ,9998  .9997  ,9996  ,9995  .9994  ,9993 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.oOOo 1.oooo 1 . 0 0 0 0  1.oooo 1.0000 1.0000 

- 

.31 .32 .33 .34 3 5  .36 .37 .38 .39  .40 

,1079  ,0989 ,0905 .O827 ,0754  ,0687 ,0625 ,0568 ,0515 ,0467 
____ ____ ." 

,3988 ,3780 ,3578 ,3381 ,3191 ,3006 ,2828 .2657 .2492 ,2333 
,7256 ,7064 ,6870 ,6672 ,6471 ,6268 ,6063 S857 ,5650 ,5443 
,9213 ,9125 ,9031 3931 ,8826 ,8714 ,8596 3473 X343 ,8208 
,9873 .9852 .Y830 ,9805 ,9777 3746 ,9712 .9675 .9635 ,9590 

. w 9 1  .o989 ,9987  .y985  .9982  ,9978  ,9974  ,9970  .996s  ,9959 
1.0000 1.oooo 1.0000 1.oOOo 1.0000  1.0000  1.oooo 1.oooo 1.0000 1.00i)o 
- 
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588 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAApéndice 

Tabla C (Continuación) 

1 

u 

í I  
I 

4 

, 
¡> 

I .¡!OOil 

I 9 

.. ' 7  . '4 ., 
-U 27 .2K 29 io 
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Apéndice 589 

Tabla C (Continuación). 

11 = 7 (Continnacibn) 

3 1  .32 

" 

,0672 
,2887 
,601 3 
,8466 
.9620 

,9945 
,9997 

1 .o000 

.34 .35 .36 .37 

"" 

,11394 
2013 
,4866 
,7659 
.Y299 

,0877 
.Y991 

I .IjO(K) 

.39 .40 .33 

.u606 

.2696 
,5783 
.X318 
,9566 

,9935 
.9996 

1 . M 0  

.3x 

.O352 
,1863 
,4641 
,7479 
,921 8 

,9858 
.9989 

1 .o000 

" 

.o745 
,3086 
,6243 
.8ho6 
.O668 

.O546 ,0490 ,0440 
,2513 ,2338 2172 
,5553 ,5323 ,5094 
,8163 ,8002 .7833 
,9508 ,9444 ,9375 

,9923 .9910 .9895 
,9995 ,9994 ,9992 

1.0000 1.0000 1.0000 

,0314 ,0280 
.1721 ,1586 
.44 I9 .4 I99 
,7293 .'7102 
.9131 .Y037 

,9836 .')x12 
,9986 .9984 

1 .o000 1 .o000 

\ 1 .41 .42 .43 .44 .45  .46 .47 .48 .49 50  

,0249 ,0221 .O195 ,0173 ,0152 ,0134 ,0117 O103 .O090 .O078 
.I459 .I340 .122X ,1123 ,1024 ,0932 ,084.7 .O767 ,0693 ,0625 
.3983 ,3771 ,3564 3362 .3164 ,2973 27K7 .2607 ,2433 ,2266 
,6906 ,6706 ,6502 ,6294 ,6083 ,5869 ,5654 ,5437 .5219 SO00 
,8937 ,8831 3718 ,8598 ,8471 3337 3197 ,8049 ,7895 .7734 

,9784 ,9754 ,9721 ,9684 ,9643 ,9598 ,9549 ,9496 ,9438 .9375 
,9981 .9Y77 ,9973 ,9968 ,9963 ,9956 ,9949 ,9941 ,9932 .9922 

1 .o000 1 .o000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1 0000 1 o000 I .o000 I .ooo0 1 .oooo 

,9227 ,850X ,7837  .7214 ,6634 ,6096 ,5596 ,5132 ,4703 ,4305 

,9999 ,9996 ,9987 ,9969 ,9942 ,9904 ,9853 ,9789 ,971 I .96S9 
1.0000 1.OOOO ,9999 ,9998 ,9996 .9993 ,9987 .9978 ,9966 ,9950 
I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.O000 1.0000 1 .O000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 9999 .9997 ,9996 

,9973  ,9897  ,9777 ,9619 .9428 ,9208 A965 ,8702 ,8423 A 1 3 1  

1.00011 1.0000 1.0000 1.oooo 1.0000 1.0000 1.cooo 1.0000 1.0000 1.0000 
~~ 

\ I . I 1  . I2  . I3  . I4  . I 5  . I6 . I 7  ~ . 1 X  . 1 Y  . 2 J  

,3937 
.7829 
,9513 
,9929 
,9993 

I .oooo 
I .cQoo 

1 .o000 

,3596 
.7520 
,9392 
.9903 
,9990 

,9999 
I .0OOo 
1 .o000 

,3282 .2992 
.7206 ,6889 
,9257 ,9109 
,9871 ,9832 
,9985 ,9979 

,9999 ,9998 
1.0000 1.oooo 
1.oooo 1.0000 

,2725 
,6572 
,8948 
,9786 
,9971 

,9998 
I .o000 
1 .o000 

,2479 
,6256 
,8774 
.9733 
9962 

,9997 
1 .o000 
1 .o000 

.2252 
,5943 

.M72 
,9950 

,2044 
,5634 
,8392 
,9603 
,9935 

. I  853 
S 3 3 0  
.X I 85 
,9524 
.99 17 

. I678 
,5033 
,7969 
,9437 
,9896 

5 
6 
7 

.9995 
1 .o000 
I .oow 

.9993 
I .o000 
I .o000 

.999 I 
,9999 

1 .o000 
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Tabla C (Continuación). 

n = X (Continuación) 
- ___ "" " 

7"' 

I " 

O 9135 ,8337 ,7602 6925 ,6302 ,5730 5204 4722 ,4279 ,3874 
I I :9966 .OX69 .97iX ,9522 .92XX .')O23 X729 X417 . X X X  ,7748 
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Tabla C (Continuación). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = 9 (Continuación) 

O 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

O 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

\p 
" \  - 

O 
I 
2 

4 
3 

5 
6 
7 
8 
9 

.ll .12 .13 . I  4 .15 . I6  

,3504 ,3165 
.7401 ,7049 
,9327 ,9167 
.9883 ,9842 
,9986 .9979 

,9999 ,9998 
I .oOOo 1 .o000 
1 .o000 1 .o000 

,2855 
,6696 
,8991 
,9791 
,9970 

,9997 
1 .o000 
1 .woo 

,2573 
,6343 
,8798 
,9731 
,9959 

,9996 
1 .moo 
I .woo 

,2316 ,2082 
S995 ,5652 
,8591 ,8371 
,9661 ,9580 
,9944 ,9925 

,9994 ,9991 
1 .o000 ,9999 
I .o000 1 .o000 

.17 

" 

.I 869 

.5315 

.8 1 39 
,9488 
,9902 

,9987 
,9999 

1 .o000 

.I8 .1Y .20 

.1676 .1501 ,1342 
,4988 .4670 ,4362 
,7895 ,7643 ,7382 
,9385 ,9270 ,9144 
,9875 .9842 ,9804 

,9983 ,9977 ,9969 
.9998 ,9998 .9997 

1.0000 1.0000 1.0000 

.21 .22 .23 .24 .25 .26 .27 2 8  .29 .30 

. 1  199 
,4066 
,7115 
,9006 
,9760 

,9960 
,9996 

1 .o000 
1 . o o o o  

. I069 
,3782 
.6842 
X856 
,9709 

,9949 
,9994 

1 .oOOo 
I .o000 

,0952 
,3509 
.6566 
,8696 
,9650 

,9935 
,9992 
,9999 

1 .o000 

.O846 
.3250 
,6287 
X525 
,9584 

,9919 
,9990 
,9999 

I .o000 

,0751 
,3003 
,6007 
-8343 
,951 I 

,9900 
,9987 
,9999 

1 .o000 

,0665 
,2770 
,5727 
3151 
,9429 

,9878 
,9983 
,9999 

I .o000 

,0589 
,2548 
,5448 
,7950 
.9338 

,985 1 
,9978 
,9998 

I .(X)Oo 

.o520 

.2 340 
S171 
,7740 
,9238 

,9821 
,9972 
,9997 

1 .o000 

,0458 
.2 144 
,4898 
,7522 
.9 1 30 

,9787 
,9965 
,9997 
I .o000 

,0404 
,1960 
,4628 
,729 7 
,9012 

,9747 
,9957 
9996 

I O000 

.31 .32 .33  .34 .35 .36 .37 .38 3 9  .40 

,0355 
,1788 
,4364 
,7065 
,8885 

,9702 
,9947 
.9994 

1 .o000 

I . o ( ~  

,031 1 
,1628 
,4106 
,6827 
,8748 

,9652 
.9936 
,9993 

1 .o000 
1 .o000 

.O272 
,1478 
.3854 
,6585 
.8602 

,9596 
,9922 
,999 1 

1 .o000 
1 0000 

,0238 
. I339 
,3610 
,6338 
,8447 

,9533 
,9906 
,9989 
,9999 

1 .o000 

,0207 
,121 1 
.3373 
,6089 
,8283 

.9464 
,9888 
,9986 
,9999 

1 .o000 

.O1 80 
,1092 
,3144 
,5837 
.S110 

.9388 
,9867 
,9983 
.Y999 

1.0000 

.o1 56 
,0983 
.2924 
S584 
,7928 

,9304 
.9843 
,9979 
,9999 

I .o000 

.o1 35 

.O882 
,271 3 
,5331 
,7738 

,921 3 
,981 6 
,9974 
,9998 

1 .o000 

.O1 I7 
,0790 
,251  1 
S078 
.7540 

,9114 
,9785 
,9969 
,9998 

1 .o000 

0 ! 0 1  
,0705 
,2318 
,4826 
,7334 

,9006 
,0750 
,9962 
.9997 

1 .o000 

.41  .42 ,113 .44 .45 .46 .47 .48 .49 .SO 

.cm7 .o074  ,0064  ,0054 ,0046 ,0039 . o m  .OKY .o023 0020 
,0628 ,0558 ,0495 ,0437 ,0385 .O338 ,0296 ,0259 ,0225 ,0195 
,2134 .I961 .I796 ,1641 ,1495 ,1358 ,1231 . I 1 1 1  ,1001 ,0898 
,4576 ,433'0 ,4087 ,3848 3614 ,3386 ,3164 ,2948 ,2740 ,2539 
7122 .6903 .6678 ,6449 .6214 ,5976 ,5735 ,5491 S246 , 5000  

.889! ,8767 3634 ,8492 .X342 ,8183 ,8015 ,7839 ,7654 ,7461 
,9710 ,9666 ,9617 ,9563 ,9502 .9436 ,9363 .9283 ,9196 ,9102 
,9954 ,9945 ,9935 ,9923 .9909 ,9893 ,9875 ,9855 .9831 9805 
.9997 ,9996 ,9995 ,9994 ,9992 ,9991 ,9989 ,9980 ,9954 ,9980 

1.0000 1.0000 I .o000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 I O O @ O  
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Tabla C (Continuación) 

n -  10 
~- " ~ " _ _ _ _ _ _  

.O1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.O? .O? .O4 .O5 .O6 .(I7 .()X ,O9 .I() 

~~ 

,9044 ,8171 ,7374 .6648 ,5987 ,5386 ,4840 ,4344 .3894 3487 
,9957 ,9838 ,9655 ,9418 ,9139 ,8824 ,8483 ,8121 ,7746 ,7361 
,9999 ,9991 .9072 ,9938 ,9885 ,9812 .Y717 ,9599 ,9460 .9298 

1.0000 1.0000 ,9999 ,9996 ,9990 ,9980 ,9364 ,9942 ,9912 .9872 
1.ooo0 1.0000 1 . o o o o  1.0000 ,9999 ,9998 ,9997 ,9994 9990 ,3984 

1 .o000 I .o000 1 .000(¡ 1 .o000 1 .o000 1 .o000 I .o000 1 ,0000 ,9999 ,9999 
1 .o000 I 0000 I .o000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 I .o000 1 .o000 1 . o 0 0 0  1 .o000 

" 

" 

. I 1  . I 7  .l.? I4  . I5  . I6  : 7  .1x . I 9  .20 

______ 
,3118 .2785 ,2484 ,2713 ,1969 ,1749 ,1552 ,1374 ,1216 ,1074 
,6772 ,6583 ,6196 ,5816 ,5443 ,5080 ,4730 ,4392 ,4068 ,3758 
.91 16 ,8913 ,8692 ,8455 ,8202 ,7936 ,7659 .7172 ,7078 .677X 
,9822 ,9761 ,9687 .Y600 ,9500 ,9386 ,9259 .91 17 ,8961 .X791 
.9975 ,9963 ,9947 ,9927 .Y901 ,9870 ,9832 ,9787 ,9734 ,9672 

,9997 ,9996 ,9994 9990 ,9986 ,9980 9973 .Y967 .9951 .9936 
1.0000 1.0000 ,9999 ,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9996 ,9994 ,9991 
1 .o000 1 .o000 1 .o000 I .o000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 ,9099 ,9999 
1 .o000 1 .o000 1 .o000 1 . o 0 0 0  I .o000 1 0000 1 .o000 I .o000 ! .o000 1 .o000 

- ." 

"_ 

.21 .2? .23 .24 .25 .26 2 7  .?X . ?Y . 30  

~~ _ "" "_ 
.OY47 ,0834 .073.\ .O643 ,0563 ,0492 (14.10 ,0374 ,0326 .O282 
.3464 .3185 2921 ,2673 ,2440 ,2222 X 1 9  .I830 .I655 ,1493 
,6474 .6169 5x63 ..íS58 ,5256 ,4958 ,4665 .437X .4099 3828 
,8609 ,8413 .X206 .7Y88 ,7759 ,7521 ,7274 ,7021 ,6761 ,6496 
.Y601 ,9521 ,9431 ,9330 ,9219 ,9090 ,8963 ,8819 ,8663 .X497 

.Y918 ,9896 .9:i70 ,9839 .9803 ,9761 ,9713 ,9658 ,9596 .Y527 
,9988 ,9984 ,9979 ,9973 ,9965 ,9955 ,9944 ,9930 ,9913 ,9894 
,9999 .999X ,9998 ,9997 .Y996 ,9994 ,9993 .9990 ,9988 .99X4 

1.0000 1.0000 I .O000 I . 0 0 0 0  1 .O000 1.0000 ,9999 ,9999 .Y999 ,9999 
1 .o000 1 .o000 I .OOO(~ 1 .o000 I . o 0 0 0  1 .o000 1 0000 1 .o000 1 . O N 0  1 .o000 

" 

..3l .32 7 3  .34 .35 .36 .37 .?X .39 .40 

". 

.O245 .O21 1 .O1 82 .O1 57 .O1 35 .O1 1 S .O098 ,0084 .O07 I .O060 

~ _ _ ~ _ _  "_______"_ 
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'1 = 10 (Continuación) 
" 

.41 .42 .43  .44  .45  .46  .47 .48 .49 S O  

____- 

,0051 ,0043 ,0036 ,0030 ,0025 ,0021 .O017 ,0014 ,0012 ,0010 
.O416 .O355 ,0309 ,0269 ,0233 ,0201 ,0173 ,0148 ,0126 .O107 
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Tabla C (Continuación). 
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J I  =L 1 1  (Continuación) 
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Tabla C (Continuación). 
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t7 = 12  I (Continuación) 
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, I  1 . I 2  . I3  . I4  .15 . i6 .17 .18 .19 20 

-___ 
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,6133 S686 S252 .4834 ,4435 .4055 .3696 ,3359 ,3043 ,2749 
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,9935 ,9905 ,9867 ,9819 ,9761 ,9690 ,960'7 ,9511 .9400 ,9274 

,9991 ,99116 ,9978 .9967 ,9954 ,9935 ,9912 ,9884 ,9849 Y806 
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1 .o000 l.OO(x) 1 .o000 1.0000 1.0000 1.000(1 1 .o000 1.0000 1.oOOo .3',YSr 

1 .O000 1.0000 1.0000 1 ,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 I . ~ ~ i O O  
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- - "-___"I_ 
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,2476 .2?24 ,1991 ,1778 ,1584 .I406 ,1245 .I100 ,0968 .O850 
,5232 ,4886 ,4550 .4222 .3907 ,3603 ,3113 ,3037 .2775 ,2528 
.7h74 .?390 ,7096 ,6795 ,6488 ,6176 ,5863 ,5548 ,5235 ,4925 
,9134 ,8979 3808 ,8623 ,8424 ,8210 ,7984 ,7746 ,7496 ,7237 

.9755 ,9696 ,9626 ,9547 ,9456 ,9354 ,9240 ,9113 ,8974 ,8822 

.9948 .99?2 .9911 ,9887 ,9857 ,9822 .9'781 ,9733 ,9678 ,9614 
,9992 .99&9 ,9984 ,9979 9972 9964 ,9953 ,9940 ,9924 9905 
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I .(BOO 1 .IWO(! 1 .o000 1 .o000 1.0000 1.0000 1 . ( k )00  1.0000 1.0000 1.0000 

- - 

"___ __._ 
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_ _ _  
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Tabla C (Continuación). 
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Tabla C (Continuación). 
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n = 14 (Continuación) 

.31  .32 .33 .34  .35 .36 .37 .38 .39 .40 
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,5514 ,5187 .4862 .4542 .4227 ,3920 ,3622 .3334 ,3057 .2193 

.7546 .I276 .6994 .6703 ,6405 ,6101 ,5792 S481 ,5169 .4859 
,8916 3750 .8569 3374 ,8164 ,7941 ,7704 .7455 ,7195 ,6925 
,9619 ,9542 ,9455 .9357 ,9247 ,9124 ,8988 .8838 ,8675 ,8499 
,9895 ,9869 .9837 ,9800 ,9757 .9?06 .9647 ,9580 ,9503 ,9417 
.9978 ,9971 ,9963 .9952 ,9940 ,9924 .9905 .9883 ,9856 ,9825 

,9997 ,9995 ,9994 ,9992 ,9989 ,9986 ,9981 ,9976 ,9969 ,9961 
1.OO00 ,9999 ,9999 ,9999 ,9999 ,9998 .9997 ,9997 ,9995 ,9994 
1.oooo 1.0000 1.0000 1.oooo 1.oooo 1.0000 1.uoOo 1.0000 1.0000 ,9999 
1.oO00 1.0000 1.0000 1.O000 1.oO00 1.0000 1.0000 1.0000 3.0000 1.oooo 

.41 .42 .43  .44  .45 .46 .47 .48  .49 S0 

,0006 ,0005 ,0004 ,0003 ,0002 ,0002 .O001 .O001 ,0001 .O001 
.O066 ,0054 .O044 .O036 ,0029 ,0023 ,0019 ,0015 ,0012 ,0009 
.O339 ,0287 .O242 ,0203 ,0170 ,0142 .O1 17 .OC97 ,0079 .O065 
,1095 ,0961 .O839 .O730 ,0632 .O545 ,0468 ,0399 .O339 .O287 
.2541 .2303 ,2078 .1868 ,1672 ,1490 ,1322 ,1167 ,1026 .O898 

,4550 ,4246 ,3948 ,3656 ,3373 ,3100 ,2837 ,2585 ,2346 ,2120 
.6645 .6357 ,6063 ,5764 ,5461 S157 ,4852 ,4549 ,4249 ,3953 
3308 ,8104 .7887 ,7656 ,7414 .7160 ,6895 .6620 ,6337 ,6047 
.9320 .Y211 .9090 3957 .8811 ,8652 ,8480 ,8293 ,8094 ,7880 
,9788 ,9745 ,9696 ,9639 ,9574 .9500 ,9417 ,9323 ,9218 ,9102 

.9951 .9939 ,9924 ,9907 ,9886 .9861 ,9832 .9798 ,9759 ,9713 

.99Y2 .9990 .9987 ,9983 ,9978 .9973 ,9966 .9958 ,9947 ,9935 
,9999 ,9999 ,9999 .9998 ,9997 ,9997 ,9996 ,9994 ,9993 ,9991 
l . m  1.Oooo 1.oOoo 1.oooo l . O o 0 0  1.0000 1.0000 l .OO00 1.oooo ,9999 
1.0000 1.oooo 1.oooo 1.oooo 1.oooo 1.Oooo 1.0000 1.0000 1.oooo 1.0000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n =  15 

\ 'I 1 .O1 .O2 .O3 .O4 .O5 .O6  .O7 .O8 .O9 . IO  
X \ l  

5 
6 
7 

,8601 
,9904 
,9996 

1 .o000 
1 .o000 

I .moo 
1 .o000 
1 .o000 

,7386 
,9647 
,9970 
,9998 

I .o000 

1 .o000 
1 .o000 
1 .o000 

,6333 
,9270 
.9906 
,9992 
,9999 

1 .o000 
1 .o000 
1 .moo 

,5421 
,8809 
,9797 
,9976 
,9998 

1 .o000 
1 ,0000 
1 .o000 

,4633 .3953 
,8290 ,7738 
.9638 ,9429 
,9945 ,9896 
.9994 ,9986 

,9999 ,9999 
1.oooo 1.0000 
1.oooo 1 .o000 

,3367 
,7168 
,9171 
,9825 
,9972 

,9997 
1 .o000 
1 .o000 

,2863 
,6597 
3870 
.9127 
.9950 

.9993 
,9999 

1 . o m  

,2430 
,6035 
3531 
,9601 
.99  18 

,9987 
,9998 

1 .oooo 

,2059 
,5490 
.8 I59 
,9444 
,9873 

,9978 
,9997 

1 .o000 
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Tabla C (Continuación). 

)I  = 15 (Continuación) 

kl . I 1  . I 2  13 . I4  1 . I6  . I 7  . I 8  . I O  ,211 

,1741 ,1470 .I238 1041 ,0874 ,0731 ,0611 ,0510 .O424 ,0357 
,4969 ,4476 ,4013 ,3583 ,3186 ,1831 ,2489 ,2187 ,191.5 .I671 
,7762 ,7346 ,6916 ,6480 ,6042 ,5608 ,5181 ,4766 ,4365 ,3980 
,9258 ,9041 ,8796 .X524 ,8227 ,7908 ,7571 ,7218 ,6854 ,6482 
9813 ,9735 9639 9522 ,9383 ,9222 ,9039 .M33 ,8606 .X35X 

,9963 ,9943 .Vol6 ,9870 ,9832 
,9994 ,9990 ,9985 ,9976 .9964 
,9999 ,9999 ,9998 9996 ,9994 

I .0000 I .o000 1 .o000 I .o000 ,9999 
I Oi~OO I .on00 I .oooo I .o000 1 .o000 

,9773 ,9700 ,9613 .9510 ,9389 
,9948 ,9926 ,9898 ,9863 ,9819 
,9990 ,9986 .9979 ,9970 ,9958 
,9999 ,9998 .9997 ,9995 ,9992 

1 . 0 0 0 ! ~  I .o000 I .o000 ,9990 ,9999 
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Apéndice 601 

Tabla C (Continuación). 
~ ~~ ~~ ~ ~ ~~~ 

'7 = 15 (Continuación) 

.43 .44 .45  .46  .47 .4X  .49 S O  

.0GO4 .O003 ,0002 ,0002 ,0001 .o001 .o001 .O001 .OOOO ,0000 
.O027 ,0021  ,0017 ,0013 .OOIO ,0008 ,0006 ,0005 
,0157 ,0130 ,0107 ,0087 ,0071 ,0057 ,0046  ,0037 
.O583 ,0498 ,0424 ,0359 ,0303 .O254 ,0212 ,0176 
.I546 ,1367 ,1204 ,1055 ,0920 ,0799 ,0690  ,0592 

.3144 ,2869 ,2608 .2359 ,2125 .I905 ,1699 ,1509 
S153 .4836 ,4522 .4211 ,3905 ,3606 ,3316 ,3036 
,7102 ,6824 .6535 .6238 ,5935 ,5626 ,5314 ,5000 
3573 A385 .8182 ,7966 ,7735 ,7490 ,7233 ,6964 
,9435 ,9339 ,9231 ,9110 ,8976 ,8829 ,8667 .X491 

,9826 ,9789 ,9745 3695 ,9637 ,9570 ,9494 ,9408 
,9960 ,9949 ,9937 ,9921 ,9903 ,9881 ,9855 ,9824 
.9993 ,9991 ,9989 ,9986 ,9982 ,9977 .9971 ,9963 
,9999 ,9999 ,9999 ,9998 ,9998 ,9997 ,9996 ,9995 

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.o(m 1.0000 1.0000 1.0000 
- 

S -7 
- 

I' I 

o 
1 
2 

4 
3 

6 
5 

7 
X 
" 

\ 
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Tabla C (Continuación). 
____ 

7" 

\ \'> ' ,  

'7 I(. (Continuación) 
~~ -" ~ ~ - 

.2l  ." -17 2 3  2 4  2 5  .26 .?.i .?S 29  3 0  

~" 

.O230 ,0188 ,0153 ,0124 .O100 .O081 ,0065 .O052 ,0042 ,0033 

.I209 ,1035 ,0883 ,0750 ,0635 ,0535 .U450 .O377 ,0314 .OX31 

,3161 ,2827 .2517 ,2232 ,1971 . I733 ,1518 ,1323 ,1149 .O994 
5582 ,5186 .4797 ,4417 .4050 ,3691 ,3360 ,3041 ,2740 ,2459 

,7673 ,7348 .7009 ,6659 .6302 ,5940 ,5575 ,5212 ,4853 ,4499 

.900X ,8812 ,8595 ,8359 3103 ,7831 .7542 ,7239 ,6923 ,6598 

,9905 ,9873 ,9834 ,9786 ,9729 9660 .9580 ,9486 .9379 ,9256 
,9979 ,9970 ,9959 ,9944 ,9925 ,9902 ,9873 ,9837 ,9794 ,9743 
.Y906 ,9994 ,9902 .9988 ,9984 ,9977 ,9969 ,9959 ,9945 9929 

.9999 ,9999 ,0999 .9998 ,9997 .9906 ,9994 ,9992 ,9989 ,9984 

1 .í)O00 1 .o000 I .o000 1 .o000 1 .o000 1 .O000 1 .o000 1 .00OO 1 .o000 1 .o000 

~~___-~___-___"  

.9658 .9568 ,9464 9342 .9204 ,9049 .X875 ,8683 ,8474 ,8247 

1 .O000 1.0000 1.0000 1.0000 l.O(J00 ,9999 .9999 ,9999 ,9998 .9997 

" ~ " ~ ~ ~ _ _ _ _ _  "" ___.__~~"_ ___ 

.3l  .32 .31 .34 .35 .36 .?7 38 .39 .40 

"_______ 
,0026 ,0022 .O016 .O013 ,0010 .O008 ,0006 ,0005 ,0004 ,0003 

.______~~__ 

,0210 .O178 ,0146 .O120 .O098 ,0079 .O064 ,0052 ,0041 .O037 
,0856 .O734 ,0626 ,0533 ,0451 .0?80 .O319 ,0266 ,0222 ,0181 
2196  .I953 ,1730 ,1525 ,1339 .1170 ,1018 .O881 ,0759 ,0651 
-4154 3819 3496 ,3187 2892 ,2613 ,2351 ,2105 ,1877 ,1666 

,6264 ,5926 ,5584 ,5241 ,4900 ,4562 ,4230 ,3906 ,3592 ,3288 
.800! ,7743 ,7469 .7181 .6X81 ,6572 ,6254 S930 ,5602 ,5272 
.91 19 .X965 ,8795 ,8609 .X406 ,8187 ,7952 .7702 ,7438 ,716; 
,9683 .Y612 ,9530 ,9436 ,9329 ,9209 .9074 ,8924 ,8758 .X577 
,9908 ,9883 ,9852 ,9815 ,9771 ,9720 ,9659 9589 ,9509 ,9417 

.9979 ,9972 ,9963 ,9952 ,9938 .Y921 ,9900 ,9875 .O845 .9XO9 
,9996 ,9995 ,9993 ,9990 ,9987 ,9983 .9Y77 ,9970 .996? .'PI51 

1.0000 ,9999 ,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9996 ,999s .9993 ,9991 
I .o000 I .o000 I .o000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 I .o000 9999 ,9999 .99w 
I .o000 I ,0000 1 .o000 1 .o000 I .o000 I .o000 1 .o000 I , 0 0 0 ' r  1 .o000 ; .oooo 
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Tabla C (Con t inuac ión ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = 16 ( C o n t i n u a c i ó n )  

.43 .44 .45  .46  .47  .48 .49 .50 

" " 

.o002 .o002 .o001 .O001 .o001 ,0001 .o000 .ow0 .o000 .m 

.O026 ,0021 ,0016 0013 .O010 ,0008 .O006 ,0005 ,0003 ,0003 
,0151 ,0124 ,0101 ,0082 .O066 ,0053 .O042 ,0034 ,0027 ,0021 
,0556 ,0473 .O400 ,0336 ,0281 ,0234 ,0194 ,0160 ,0131 .O106 

4 ,1471  ,1293  ,1131 .O985 ,0853  ,0735  ,0630 .O537 ,0456  ,0384 

5 .2997 ,2720  ,2457  ,2208  ,1976  ,1759  ,1559  ,1374  ,1205  ,1051 
6 ,4942  ,4613  ,4289  .3971  ,3660  .3359  ,3068  ,2790  ,2524  ,2272 
7 ,6872  .6572  ,6264  ,5949 S629 .5306  ,4981  ,4657  ,4335 .4018 
8 ,8381  ,8168  ,7940  ,7698  ,7441  ,7171  ,6889  ,6596  ,6293  ,5982 
9  ,9313  ,9195  ,9064  ,8919  ,8759  ,8584  ,8393  ,8186  ,7964  ,7728 

10  ,9766  ,9716  ,9658  ,9591  .9514  ,9426 .9326 ,9214  ,9089  ,8949 
11 .9938 ,9922  ,9902  ,9879  ,9851  ,9817  ,9778  ,9732  ,9678  ,9616 
12 ,9988  ,9984  ,9979  ,9973  ,9965  ,9956  ,9945  ,9931  ,9914  ,9894 

14 1.0000 1.0000 1.0000 1.oooO ,9999  ,9999  ,9999  .9999  ,9998  ,9997 

15 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 

13 .9998  ,9998  ,9997  ,9996  ,9994  ,9993  ,9990  ,9987  ,9984  ,9979 

~- "_ -__ 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 

O 
1 
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

n = 17 
_" - 

.O1  .O2  .O3 .O4 .O5  .O6  .O7 .O8 .O9 .10 

" 

,8429 ,7093 ,5958 ,4996 ,4181 .3493 ,2912 ,2423 ,2012 ,1668 
.9877 .9554 ,9091 ,8535 ,7922 ,7283 .6638 ,6005 S396 .4818 
.9Y94 ,9956 ,9866 ,9714 ,9497 .9218 ,8882 X497 ,8073 ,7618 

1.0000 .9997 ,9986 ,9960 ,9912 ,9836 ,9727 ,9581 ,9397 ,9174 
1.0000 1.0ooO .9999 .9996 ,9988 ,9974 .9949 .9911 ,9855 ,9779 

1.0000 1.OOOO 1.oooO 1.0000  ,9999  ,9997  ,9993  ,9985  ,9973  ,9953 
1.oooO 1.oooO 1.ooOO 1.oooO  1.oooO 1.oooO ,9999  .9998 9996 ,9992 
1.0000 1.0000 1.0000 1.oooo 1.oooo  1.oooo  1.oooo 1.0000 1.oooo .9999 
1.0000 1.0000 Y . O O O O  1.oO00 1.o000 1.oooo l.m 1.0000 1.oooo l.O(H)O 
___" ____ 

.11  .12  .13  .14  .15  .16  .17 .18 .I9 .20 

"_ 
,1379 . I  138 ,0937 ,0770 ,0631 ,0516 ,0421 ,0343 ,0278 .O225 
,4277 .3777 ,3318 ,2901 ,2525 ,2187 ,1887 ,1621 .1387 ,1182 
.7142 .6655 ,6164 ,5676 S198 ,4734 .4289 ,3867 .3468 ,3096 
3913 23617 ,8290 ,7935 ,7556 ,7159 .6749 ,6331 ,5909 ,5489 
,9679 ,9554 ,9402 ,9222 ,9013 ,8776 ,8513 ,8225 .7913 ,7582 

,9925 ,9886 ,9834 ,9766 .9681 ,9577 ,9452 ,9305 ,9136 3943 
,9986 ,9977 .996? .9944 ,9917 .9882 ,9837 ,9780 ,9709 ,9623 
.9998 ,9996 ,9993 ,9989 ,9983 .9973 ,9961 .9943 .9920 ,9891 

1.0000 1.0000 1.0O00 1.0000  1.0000  ,9999  ,9999  ,9998  ,9997 9995 
1 . r m  ,9999  .9999 ,9998 ,9997  ,9995  ,9992  ,9988 . m 2  ,9974 

1.0000 1.0000 1 . m 0  1.ooocI 1.oooo 1.o000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 
1.0000 l.m 1.0000  1.oooo 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l . m  

__ ____ "_ "" 
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Tabla C (Continuación). 
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Tabla C (Continuación). 
~. 

11 = 17 (Continuación) _______ 
-\q4; .43 .44 .45 .46 .47 .48 .4Y .so 

~~ 

~ "______"_ 
o I .o001 , 0 0 0 1  .o001 ,0001 ,0000 .o000 .o000 .0000 .o000 .o000 
1 
2 

,0016 ,001 3 ,0010 .O008 ,0006  .o004 .o003 .O002 ,0002 .o001 

,1096 ,0949 ,0817 ,0699 .O596 ,0505 ,0425 ,0356 .O296 ,0245 4 
,0390 ,0326 ,0271 ,0224 ,0184 ,0151 ,0123 ,0099 .O080 ,0064 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 
.O100 ,0080 ,0065 ,0052 ,0041 ,0032 ,0025 ,0020 .O015 ,0012 

5 ,2372 ,2121 ,1887 ,1670 ,1471 ,1288 ,1122 ,0972 ,0838 ,0717 
6 ,4144 ,3818 ,3501 ,3195 2902 2623 ,2359 ,2110 ,1878 ,1662 
7 .6080 ,5750 ,5415 S079 ,4743 4410 ,4082 ,3761 ,3448 3145 
8 .7762  ,7498 ,7220 ,6928 .6626 ,6313 ,5992  ,5665 ,5333 .S000 
9 A930 ,8764 ,8581 .8?82 ,8166 ,7934 ,7686 ,7423  ,7145 ,6855 

10 ,9580 ,949:' ,9403 ,9295 ,9174 .9038 ,8888 ,8721 ,8538 ,8338 
1 I .9867 ,983.'; .9797 ,9752 ,9699 ,9637 .9566 ,9483 ,9389 9283 

1 3  9994 .999;! .998Y ,9986 ,9981  ,9976 ,9964, ,9960 ,9950 .Y936 
11 

1 .o000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1.0000 1 .o000 9999 .9999 ,9909 ,9999 

,9999 ,9999 ,9998 ,9998 ,9997 .9996 .99Y5 ,9993 ,9991 ,9988 

,9967 :IYSX ,9946 ,9931 ,9914 .9892 ,9866 ,9835 ,9798 ,9755 

1 .o000 1.0000 1.0000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1.00il0 I .o000 1.0000 1 .o000 

l 4  I 
. ____ ~ ___~~~~__ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l i  = 18 
- ~ _ _  - 

.O1 .O? .O3 .O4 .O5 .O6 .O7 .O8 .O9 . I O  

_ _ _ _ ~ " _ _ _  ____ ~ 

.X345 ,695; ,5780 ,4796 ,3972 ,3283 .2708 2229  ,1831 ,1501 
9862 9505 ,8997 ,8393 ,7735 ,7055 ,6378 S719 ,5091 ,4503 
9993 ,99411 ,9843 ,9667 ,9419 ,9102 ,8725 ,8298 .7832 ,7338 

1.0000 ,9996 ,9982 ,9950 .9891 ,9799 .Y667 .9494 ,9277 ,9018 
I.OOcK, 1 .O000 .99!28 ,9994 .9985 ,9966 ,9933 ,9884 ,9814 ,971 8 

1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 ,9998 ,9995  .9990  .9979 .O962 .9936 
1 .o000 I .o000 1.0000 1 .o000 1.0000 I .O000 ,9999 ,9997 ,9994 .POX8 
1.0000 1 .m00 1 .o000 1.0000 1.0000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 .9999 ,0998 
I .0o(K) 1 .o000 1 .o000 1 .0000 1.0000 1 .o000 1.0000 1.0000 1.000i1 1 .o000 

~~ 

. I 1  .12 .13 . I4  . I 5  . I6  . I ?  . I 8  .19 .20 

"_____ -_____ 

,1227 .I002 ,0815 ,0662 ,0536 .o434 .o349 ,0281 ,0225 .O180 
,3958 ,3460 ,3008 ,2602 ,2241 ,1920 ,1638 ,1391 ,1176 ,0991 
,6827 6 3 1 0  ,5794 ,5287 .4797 .4327 ,3881 ,3462 3073  ,2713 
,8718 ,8382 ,8014 ,7618 ,7202 .6771 .6331 S888 ,5446 S010 
.9505 ,9442 ,9257 ,9041 .8794 ,8518 ,8213 ,7884 ,7533 ,7164 

.989X .Y840 9778 ,9690 ,9581 ,9449 ,9292 ,9111 ,8903 ,8671 
,9979 ,9966 ,9946 ,9919 ,9882 ,9833 ,9771 ,9694 ,9600 ,9487 
.Y997 ,9994 ,9989 ,9983 ,9973 ,9959 .9940 ,9914 Y8XO .Y837 

1.0000 999Y ,9998 ,9997 ,9995 ,9992 ,9987 .99W 9971 ,9957 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 ,9999 .999X ,9996 .99Y4 ,9991 

I .o000 I .o000 I .0000 I .o000 I .0000 I ,0000 1 .0000 ,0999 ,9999 ,9998 
I .o000 1 .o000 I .o000 1 .o000 I .o000 1 .O000 1 .o000 I .o000 1 .o000 1 .o000 

__ - 
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Tabla C (Continuación). 

o 
1 

3 
4 

7 
L 

5 

6 
7 
8 
9 

10 
1 1  
12 
13 
I4 

15 

7 

t 

l. 

= 18 (Continuación) 
__"__ ~__ "" 

2 1  2 2  .2? 2 4  .25 .26 .27 28 .29 3 o 

,0144 ,0114 ,0091 ,0072  ,0056 ,0044 ,0035 ,0027 ,0021 ,0016 
,0831 ,0694 ,0571 ,0478 ,0395 ,0324 ,0265 ,0216 ,0176 ,0142 
,2384 ,2084 ,1813 ,1570 ,1353 ,1161 ,0991 .O842 .O712 ,0600 
,4586 .4175 .37X2 ,3409 ,3057 2728 ,2422 2140 .I881 ,1646 
,6780 I1387 S988 5586 ,5187 ,4792 ,4406 ,4072 ,3671 3327 

.h4:4 .X134 ,7832 ,7512 ,7174 ,6824 ,6462 .6093 ,5719 ,5344 
,9355 ,9201 ,9026 ,8829 ,8610 ,8370 ,8109 ,1829 ,7531 .7217 
,9783 .9717 ,9637 ,9542 ,9331 .9301 ,9153 ,8986 .8800 ,8593 
,9930 .Y917 ,9888 ,9852 ,9807 ,9751 ,9684 ,9605 ,9512 9404 
,9986 ,9980 ,9972 .9Ohl ,9946 ,9921 ,9903 ,9873 ,9836 9790 

,9997 ,9996 ,9994 ,9991 ,9988 ,9982 ,9975 ,9966 ,9953 ,9939 
1.000 .9999 ,9999 ,9998 ,9998 ,9997 ,9995 ,9993 ,9990 .9986 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 !.0000 ,9999 ,9999 ,9999 ,9998 .Y997 
1 .OOti0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000 i.0000 
". ___ "" ___ ___.___"_~~"__ 

. : ; I  .32 .3? .34 .35 . 3 b  .?7 3 8  39 .40 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ " . ~ . . . ~  "" 

.O013 .O010 ,0007 .O006 .O004 ,0003 , 0002  ,0002 ,0001 O001 

.O114 .O092 ,0073 ,0058 0036 ,0036 ,0028 .O022 .O017 .O013 
,0502 ,0419 ,0348 ,0287 0236 ,0193 0157 .O127 .O103 ,0082 
,1432 ,1241 ,1069 ,091: ,0783 .O665 ,0561 .O472 ,0394 0328 
2999 2691 .2402 ,2134 .I886 ,1659 ,1451 ,1263 .1093 0942 

,4971 4602 ,4231 ,3889 ,3550 ,3224 2914 ,2621 ,2345 ,2088 
,6889 .655U .h202 ,5849 ,5491 S 3 3  .4776 ,4424 ,4079 .3'43 
,8367 ,8122 ,7850 ,7579 ,7283 .b97i ,6651 ,6319 ,597'1 ,5634 
,9280 ,9139 .X961 .M04 .86W ,8396 ,8165 ,7916 ,7650 .7368 
,9736 ,9671 9595 9506 ,9403 .Y286 ,9153 ,9003 8837 ,8653 

,9920 ,9896 ,0867 .9831 ,9788 ,9776 ,9675 ,9603 9520 ,9424 
,4980 ,9973 ,9964 .W53 ,9938 ,9920 ,9898 ,9870 ,9837 ,9797 
,9996 .9995 ,9992 ,9989 ,9986 .9981 ,9974 ,9966 .9056 ,9942 
,9999 ,9999 ,9999 9998 .9997 .9996 ,9995 ,9993 ,9990 ,9987 

1.0000 1.0000 1.0000 I .o000 1.0000 ,9999 .9999 ,9999 ,9998 ,9998 

I .o000 1.0000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 1.0000 1 .o000 1 .o000 1 .o000 I .o000 
_______. - 
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Tabla C (Continuación). 

n = 18 (Continuación) -* '\x-- " - 

.42 .43 .44 .45 .46 .47  .48 .49 .SO 

.o001 . o o o o  .o000 .o000 . o o o o  .m .o000 .m .o000 
,0010 .o008 .M06 ,0004 ,0003 . o 0 2  .O002 ,0001 .WI .o001 
,0066 .O052 ,0041 ,0032 .O025 ,0019 ,0015 ,0011 ,0009 .o007 
,0271 .O223 ,0182 .O148  .O120 ,0096 .O077 ,0061  ,0048 .O038 

___ - 

4 ,0807  ,068:' ,0582  ,0490 .O411 ,0342 ,0283 ,0233 .O190 .ot% 
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,8451 .823;! ,7996 .7742  ,7473  ,7188 ,6890  ,6579  .6258  ,5927 9 
,7072 ,6764 .6444 ,6115 ,5778 ,5438 ,5094  ,4751  ,4409  ,4073 8 
,5287  ,4938  .4592  ,4250  ,3915  ,3588 .32'72  ,2968 ,2678 ,2403 7 
,3418 3105 .2807 ,2524 ,2258 ,2009 .17'78 .1564 ,1368 .1189 6 
,1849 .16211 ,1427  ,1243  ,1077  ,0928 ,0795 ,0676 ,0572 ,0481 

10 ,9314 ,9189  ,9049 ,8893 .8720  ,8530 ,8323 ,8098  ,7856  ,7597 
11 ,9750  9693  ,9628 .9551  .9463 .9362 .9247  .9117  .X972 ,8811 
12  ,9926  ,9906  ,9882 ,9853 .9817 ,9775 ,9725 ,9666 ,9598 ,9519 
13 ,9983 ,9978  .9971 ,9962  ,9951  ,9937  ,9921  ,9900  ,9875 ,9846 
14 ,9991 ,9996 ,9994 ,9993  ,9990  ,9987 ,9983  .9977 ,9971  ,9962 

. 15 1.oooO ,9999  ,9999  ,9999  .9999  ,9998 .9997 .9996 .9995 ,9993 
16 1.0000 1,0000  1.0000 1.0000  1.0000 1.0oO0 I .oOoO 1 ,0000 9999 ,9099 
17 1.0000  1.0000  1.0000 1.ooO0 I.OOO0 1.0oO0  1.ooO0 1.0000 1.0000 1.0000 

~ _ . _ _  
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".___ 
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,3658 ,3165 .2723 ,2331 .1985 ,1682 .1419 ,1191 ,0996 ,0829 
,6512 S968 ,5432 ,4911 ,4413 ,3941 ,3500 3090 ,2713 ,2369 
,8510 3133 ,7725 ,7292 ,6841 ,6380 3915 ,5451 ,4995 ,4551 
,9498 ,9315 ,9096 ,8842 ,8556 ,8238 ,7893 ,7524 ,7136 .6733 

,9865 ,9798 ,9710 ,9599 ,9463 .9300 ,9109 3890 X643 ,8369 
.9970 ,9952 ,9924 ,9887 ,9837 ,9772 ,9690 ,9589 .9468 ,9324 
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,9999 ,9998 ,9997 3995 .Y992 ,9986 ,9979 ,9968 ,9953 ,9933 
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1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.m 1.oooo 1.0000 1.0000 !.O000 
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Tabla C (Continuación). 
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12 
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,9693 ,9604 ,9497 .9371 ,9225 ,9059 ,8871 ,8662 ,8432 3180 
,9907 ,9873 ,9831 ,9778 ,9713 .96.V ,9541 ,9432 ,9306 .Y161 
.9977 ,9966 ,9953 ,9934 ,991 1 .9Shi ,9844 ,9798 ,9742 ,9674 

.9995 ,9993 ,9989 .Y984 ,9977 . W o 8  ,9956 ,9940 .9920 .9895 
,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9995 ,9903 ,9990 ,9985 ,9980 ,9972 

1.0000 1 . O 0 0 0  I . ( H H K )  ,9999 .9999 .9999 .999X ,9997 ,9996 ,9994 
I.OO(i0 1.0000 I.(HW I . O 0 0 0  i .O000 l.OO(XI 1 .O000 1.0000 ,9999 ,9999 
1 .OCJ00 1.OOoO I.(X)(IO 1.0000 1.0000 I O000 I 0000 1.0000 1.0000 1.0000 

,4123 ,371s . m 9  ,2968 ,2631 2 . m  2035 ,1776 ,1542 ,1332 

"" - ."- ____ 

. 3 1  .12 .33 .?4 .35 36 37  .38 .39 .40 
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,0009 .O007 . 0 ( 1 0 ' ;  ,0004 ,0003 ,0002 .o002 .00(!1 .O001 .O001 

_____ ~~ ~~ "" ___ 

,0083 ,0065 ,0051 ,0040 0 0 3 1  ,0024 , 0 0 1  9 ,0014 ,001 1 .O008 

,0382 ,0314 ,0257 ,0209 ,0170 .O137 .O1 I O  ,0087 .006') .O055 

,2514 ,2227 .IO63 . I720 ,1500 ,1301 I122 ,0962 ,0821 0696 

,4359 .39W ,3634 .U93 .2968 2661 ,2373 ,2105 .I857 ,1629 
.6294 ,5927 .5555 ,5182 .4812 ,4446 ,4087 .3739 ,3403 ,3081 
.7909 ,7619 ,7312 ,6990 .6656 .h310 ,5957 ,5599 ,5238 ,4878 
,8997 ,8814 ,8611 ,8388 .X145 ,7884 ,7605 ,7309 ,6998 6675 
,9595 .95í)I ,9392 9267 ,9125 ,8965 ,8787 ,8590 ,8374 ,8139 

,9863 ,9814 ,9777 ,9720 ,9653 9574 ,9482 ,9375 ,9253 ,9115 

,9962 ,9940 .Y932 .9911 ,9886 ,9853 ,9815 ,9769 9713 ,9648 

,9991 ,9988 ,9983 .Y977 ,9969 ,9959 ,9946 ,0930 ,9909 ,9884 
,9998 ,9998 ,9997 ,9995 ,9993 .9991 ,9987 ,9983 ,9977 ,9969 

l . o o 0 0  1 . m  ,9999 .9999 ,9999 ,9998 ,9998 ,9997 ,9995 ,9994 

1.0000 1.Oooo 1 . o o o o  1.0000 2.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 .9999 

1 . 0  1.o000 l . u o O c 1  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 I . o O o 0  1.0000 1 . 0 0 0 0  

,1144 .O978 .O831 ,0703 ,0591 ,0495 ,0412 ,0341 ,0281 ,0230 
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Tabla C (Continuación). 

n = 19 (Continuación) 

o 
1 
2 

4 
3 

6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS 
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,4520 .416S ,3834 ,3491 .3169 ,2861 ,2570 ,2294 ,2036 ,1796 
,6340 ,5997 ,5647 ,5294 .4940 ,4587 ,4238 .3895 ,3561 ,3238 
,7886 7615 .7328 ,7026 .6710 ,6383 ,6046 S701 ,5352 ,5000 

,8960 ,8787 ,8596 ,8387 3 1 5 9  ,7913 ,7649 .7369 .7073 ,6762 
,0571 .O482 ,9379 ,9262 ,9129 3979 3 x 1 3  3628 ,8425 ,8204 
,9854 '1817 .O773 ,9720 9 6 5 8  ,9585 ,9500 ,9403 ,9291 ,9165 
,9960 .Y948 ,993.j ,9914 .9X91 ,9863 ,9829 ,9788 ,9739 ,9682 
.Y991 .9W8 ,9984 9979 .9W2 ,9964 .9954 ,9940 ,9924 ,9904 

.O999 9998 ,9997 ,9996 .9995 9093 ,9990 ,9987 ,9983 ,997s 
i .o000 1 .oooo 1.0000 ,9999 ,9999 ,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9996 
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Tabla C (Continuación). 
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Tabla C (Continuación). 
" 

T 
I 

1 1  
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Tabla C (Continuación). 
-.___ 
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. .  Tabla C (Continuación). 
I " 

- .  .__- 

I 
i- 

I 

= 15 (Continuación) 
"_ 

.24 25 .26 2 7  .28 .29 .30 

. .___ __ 
.0~)10 .O008 .O005 O(WW ,0003 .O002 .O001 
.O093 ,0070 ,0053 .O039 ,0029 ,0021 ,0016 
,0407 ,0321 ,0252 .Oi!)h ,0152 .O117 ,0090 
. I  166 ,0962 O789 ,0642 ,0519 ,0417 ,0332 
,2484 ,2137 ,1826 ,1548 ,1304 ,1090 ,0905 

4233 ,3783 3356 ,2956 ,2585 ,2245 ,1935 
.bo73 ,561 I ,5149 .a692 ,4247 ,3817 ,3407 
.7651 ,7265 ,6858 ,6435 ,6001 ,5560 ,5118 
,8772 3506 ,8210 .7885 ,7535 ,7162 ,6769 
,9440 -9287 ,9107 ,8899 .X662 ,8398 ,8106 

,9778 ,9703 ,961 I ,9498 ,9364 ,9205 ,9022 
,9924 .Y893 ,9852 .OX(JI ,9736 .Y655 ,9558 
,9977 .'I966 ,9951 ,9931 ,9904 ,9870 ,9825 
,9994 ,9991 ,9986 .99'19 ,9970 ,9957 ,9940 
,9999 ,9998 ,9997 .9YY5 ,9992 .Y988 ,9982 

1.0000 I .~X)OO ,9999 ,9999 ,9998 ,9997 ,9995 
I . o o o o  I .o000 I .o000 I .1)000 i .0000 ,9999 ,9999 
1.0000 1.0000 1 .O000 1.0000 i ,0000 1 .O000 1 .O000 

-~ "" "____ __- 

3 4  ..;S .36 .?7 .3h .39 .40 

"" ____"_______ "" __ "" 
. ( K m  .o000 .o000 .0000 .o000 .o000 .o000 
.o004 .o003 .00!)2 .0o02 .o001 .o001 .o001 
,0029 .O021 ,001 6 ,001 1 ,0008 ,0006 ,0004 
,0126 ,0097 O074 .0O.j6 ,0043 ,0032 ,0024 
04t)O ,0320 ,0255 . ( J l O  .O1 58 .O1 23 ,0095 

O994 .O826 ,0682 .05.59 ,0454 ,0367 ,0294 
,7013 .1714 ,148.i .17 :P  ,1060 ,0886 ,0736 
,3439 ,3061 ,2705 .23*4 ,2068 ,1789 ,1536 
,5092 ,4668 ,4252 3848 ,3458 ,3086 ,2735 
.h7i)0 .6303 .S836 .5#3 ,5067 .4653 ,4246 

,8025 .7712 ,7375 .7Ol</ .O645 ,6257 ,5858 
.X956 .X745 . t i 5 1 0  .x219 ,7964 ,7654 ,7323 
3 5 1 5  9396 ,0255 . O W 3  ,8907 8697 ,8462 
9804 9745 ,9614 ,9588 9485 .9363 ,9222 
,9931 ,9907 .9S76 ,9837 .978X ,9729 ,9656 

3979 ,4971 9955 .9L/4.: ,9925 ,9900 ,9868 

.Y999 .99YX ,9997 ,9996 o094 9992 9'J88 
1 .O000 1 OO(M) 9999 9W9 ,9909 .9!J98 9997 
1 .O000 1 0000 ! . O 0 0 0  I .O000 1.0000 1.1J000 .9999 
! .O000 1 .O000 1 .OOc)O I .O000 1.0000 I .O000 I .OooO 

,9995 . w 2  . w w  ,9984 .ow./ .ir968 3957  
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Tabla C (Continuación). 
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1 1  == 25 (Continuación) 
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Tabla D Funciones  exponenciales. 
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1 .o0 
1.10 
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1.70 
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1.90 
2.00 
2.1 o 
2.20 
2.30 
2.40 
2.50 
2.60 
2.70 
2.80 
2.90 
3.00 

1 .o00 
1.105 
1.21 1 
1.350 
1.492 
I .649 
1.822 
2.014 
2.226 
2.460 
2.718 
3.004 
3.320 
3.669 
4.055 
4.482 
4.953 
5.474 
6.050 
6.686 
7.389 
8.166 
9.025 
9.974 

1 1 .o23 
12.182 
13.464 
14.880 
16.445 
18.174 
20.086 

I .O00 
,905 
,819 
.74 1 
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,607 
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,449 
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,368 
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.30 1 
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.247 
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.202 
. I  83 
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, 1 1 1  
.1 o0 
.O9 1 
.O82 
.O74 
.O6 7 
.O6 1 
.O55 
,059 . 
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3.90 
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5.00 
5.1 O 
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5.30 
5.40 
5.50 
5.60 
5.70 
5.80 
5.90 
6.00 

22.198 
24.533 
27.1 13 
29.964 
33.1 15 
36.598 
40.447 
44.701 
49.402 
54.598 
60.340 
66.686 
73.700 
81.451 
90.0 1 7 
99.484 

109.947 
121.510 
134.290 
148.4 I 3 
164.022 
18 1.272 
200.337 
22 I .406 
244.692 
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Tabla E Distribución  acumulada  de Poisson, P(X < xfi) 1,000 veces la probabili- 
dad de x o menos  ocurrencias  del  evento  que  tiene un nímero promedio  de ocu- 
rrencias igual a A. 
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Trbla E (Continuación). 

5.2 5.4 5.6  5.8 6.0 6.2 6.4 6.6 

006 005 004 003 002 002 002 001 
034 029 024 021 017 015 012 O10 
109 O95 082 O72 062 054 046 040 
238 213 191 170 151 134 119 105 
406 373 342 313 285 259 235 213 
581 546 512 478 446 414 384 355 
732 702 670 638 606 574 542 51  1 
845 822 797 771 744 716 687 658 
918 903 886 867 847 X26 803 780 
960 951 941 929 916 902 886 869 
982 977 972 965 957 949 939 927 
993 990 988 984 980 975 969 963 
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1 o00 1000 1000 999  999  999 999 

1000 1000 1000 999 
1 000 

6.8 7.0 7.2  7.4  7.6  7.8  8.0 8.5 

00 1 
009 
034 
09 3 
192 
327 
480 
628 
75s 
8 50 
915 
955 
978 
990 
996 
998 
999 

1 000 

00 1 
007 
033 
082 
173 
30 1 
450 
599 
729 
830 
90  1 
947 
973 
987 
994 
998 
999 

1 O00 

O0 I 
006 
025 
072 
1 56 
276 
420 
569 
703 
810 
887 
937 
967 
984 
993 
997 
999 
999 

I 000 

00 1 
005 
022 
063 
1 40 
253 
392 
539 
676 
788 
87 1 
926 
96 1 
980 
99 1 
996 
998 
999 

1 000 

o0 1 
004 
O19 
055 
125 
23 1 
365 
510 
648 
765 
854 
915 
9 54 
976 
989 
995 
998 
999 

1 000 

O00 o00 000 
004 003 002 
O16 014 009 
048 042 030 
112 100 o74 
210 191 150 
338 313 256 
481 453 386 
620 593 523 
741 717 653 
835 816 763 
902 888 849 
945 936 909 
971 966 949 
986 983 973 
993 992 986 
997 996 993 
999 998 997 

1000 999 999 
1 000 999 

1000 
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Apéndice 619 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 

Tabla E (Continuación). 

9.0 ! > S  10.0 10.5 11.0  11.5  12.0  12.5 

O0 1 
006 
02  1 
05 5 
116 
207 
324 
456 
587 
706 
803 
876 
926 
959 
978 
989 
995 
998 
999 

1 O00 

O0 1 
O04 
015 
040 
089 
165 
269 
392 
522 
645 
752 
836 
898 
940 
967 
982 
99  1 
996 
998 
999 

1000 

o00 
003 
010 
029 
067 
130 
220 
333 
458 
583 
697 
792 
864 
917 
951 
973 
986 
993 
997 
998 
999 

L O O 0  

o00 
002 
007 
02 1 
050 
102 
179 
279 
397 
521 
639 
742 
825 
888 
932 
960 
978 
988 
994 
997 
999 
999 

lo00 

O 0 0  
O0 1 
005  
O1 5 
038 
079 
143 
232 
341 
460 
5 79 
689 
78 1 
854 
907 
944 
968 
982 
99 1 
995 
998 
999 

lo00 

O00 
O01 
003 
o1 1 
02 8 
060 
114 
191 
289 
402 
520 
633 
733 
Y15 
878 
924 
954 
974 
986 
992 
996 
998 
999 

1000 

O00 
O0 1 
002 
008 
020 
046 
090 
155 
242 
347 
462 
576 
682 
772 
844 
899 
937 
963 
979 
988 
994 
997 
999 
999 

1000 

000 
000 
002 
005 
015 
035 
070 
125 
20 1 
297 
406 
519 
628 
725 
806 
869 
916 
948 
969 
983 
99 1 
995 
998 
999 
999 

1 O 0 0  
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620 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAApéndice 

'Tabla E (Continuación). 

13.0 13.5 

" " 
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Apéndice 

7 
6 
7 
8 
9 

I O  
1 1  
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

- " 

621 . 

Tabla E (Continuación). 

19 20 21 22 23 24 25 

00 1 
O02 
004 
009 
O18 
035 
06 1 
O9 8 
150 
215 
292 
378 
469 
561 
647 
725 
793 
849 
893 
927 
95 1 
9 69 
O 80 
988 
993 
996 
998 
999 
999 

1 O00 

O00 
O0 1 
O02 
005 
o 1  1 
02 1 
039 
066 
105 
1 S7 
22 1 
237 
381 
470 
559 
644 
721 
787 
843 
888 
922 
948 
9 66 
978 
987 
992 
995 
997 
999 
99Y 

f 000 

O00 
O00 
O0 1 
O03 
006 
013 
025 
043 
072 
111 
163 
227 
302 
384 
47 1 
558 
640 
716 
782 
838 
883 
917 
9 44 
963 
976 
985 
99 1 
994 
997 
398 
')?y 

999 
1 0 0 0  

O00 
O00 
O0 1 
002 
004 
O08 
o15 
028 
048 
O77 
117 
169 
232 
306 
387 
472 
556 
637 
712 
777 
X32 
877 
913 
940 
959 
973 
983 
989 
994 
9% 
998 
999 
999 

1 O00 

O00 
O00 
O00 
O00 
O0 1 
O0 3 
O05 
o1 1 
020 
034 
056 
OX7 
I28 
180 
243 
314 
392 
473 
554 
632 
704 
768 
823 
868 
904 
932 
953 
9h9 
979 
987 
992 
99 5 
997 
99s 
999 
$)y> 
! o(Ji) 

I. .   www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Tabla F Areas de la cuma normal P(z < z o )  los  valores  en el cuerpo de la tabla 
son Breas entre - 00 y z ,  

O 1 96 

- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 o x  
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Apéndice 623 

Tabla F (Continuación). 

i 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06  0.07 0.08 0.09 2 

0.00 
0.10 

0.30 
0.40 

. 0.20 

,5000 
,5398 
,5793 
,6179 
,6554 

.5 040 
S438 
3 x 3 2  
,621 7 
,6591 

S080 
,5478 
,587 I 
,6255 
.6628 

-5 I20 
.55 17 
,5910 
,6293 
,6664 

,5160 
,5557 
,5948 
.6331 
.6700 

,5199 
,5596 
,5987 
,6368 
,6736 

S239 
S636 
,6026 
,6406 
,6772 

S279 
,5675 
,6064 
,6443 
,6808 

S319 

.6 103 
,5714 

,6480 
,6844 

,5359 0.00 
,5753 0.10 
A141 0.20 
,6517 0.30 
,6879 0.40 

,7224 0.50 
,7549 0.60 
,7852 0.70 
,8133 0.80 
.X389 0.90 

,8621 1.00 
.X830 1.10 
.9015 1.20 
.9177 1.30 
,9319 1.40 

.9441 1.50 
,9545 1.60 
,9633 1.70 
,9706 1.XO 
.9767 1.90 

,9817 2.00 
,9857 2.10 
,9890 2.20 
.9916 2.30 
.99.36 2.40 

,9952 2.50 
.9964 2.60 
,9974 2.70 
.99x1 2.80 
,9986 2.90 

,9990 3.00 
,9993 3.10 
,9995 3.20 
,9997 3.30 
.9998 3.40 

0.50 
0.60 
0.70 
0.80 
0.90 

1 .o0 
1.10 

I 1.20 
1.30 
1.40 

1 s o  
1.60 
1 .lo 
1 .x0 
1 .YO 

2.00 
2.10 
2.20 
2.30 
2.40 

2.50 
2.60 
2.70 
2.80 
2.90 

.69 1 S 

.7257 

.7S80 
,7881 
.Y1 59 

,8413 
,8043 
-8849 
,9032 
.? 1 92 

.9332 
,9452 
.9s54 
,9641 
.97 13 

,9772 
,982; 
,9861 
,9893 
.9913 

,9938 

.9Y6j 

.Y953 

.9974 
9% I 

,9987 
,9990 
,9993 
,9995 
,9997 

,6950 
.729 1 
,761 1 
.79 1 O 
.81 X6 

,8438 
.X665 
,8869 
,9049 
,9207 ' 

,9345 
.9463 
,9564 
,9649 
.97 1 Y 

,9778 
.9826 
,9864 
,9896 
,9920 

,9940 
,9955 
.Y!&& 
,9975 
,9982 

,9987 
,9991 
,9993 
,9995 
,999'7 

.6985 
,7324 
,7642 
,7939 
,8212 

346 1 
,8686 
,8888 
,9066 
.9222 

,9357 
.9474 
.9573 
,9656 
,9726 

.9783 
,9830 
,9868 
.9898 
.9922 

,9941 
,9956 
.9967 
,9976 
,9982 

,9987 
,999 1 
9994 
,9995 
,9997 

,7019 
,7357 
,7673 
.7967 
,8238 

,8485 
3708 

.9082 
,9236 

.9370 
,9484 
,9582 
9664 
9732 

,9788 
,9834 
,9871 
,9901 

,8907 

,9925 

.9943 
,9957 
,9968 
,9977 
,9983 

,9988 
,9991 
.9994 
.9996 
,9997 

,7054 
,7389 
,77134 
,7995 
,8264 

,8508 
,8729 
8925 
,9099 
,925 I 

.9382 
,9495' 
,9591 
,9671 
,9738 

,9793 
.9838 
,9875 
,9904 
3927 

.9945 
,9959 
,9969 
,9977 
.9984 

,9988 
.9992 
,9994 
,9996 
,9997 

,7088 
,7422 
,7734 
302.1 
.X289 

8531 
,3749 
.u944 
,9115 
,9265 

.Y 394 

,9599 
,9678 
,9744 

,9798 
,9842 
,9878 
,9906 
,9929 

,9946 
,9960 
,9970 
,9978 
,9984 

,9989 
,9992 
,9994 
,9996 
,9997 

. Y S 0 5  

,7123 
.7454 
,7164 
,805 1 
.Xi I5 

,8554 
. X 7  70 
X962 
,9131 
,9279 

,7157 
,7486 
,7794 
,8078 
3340 

,8577 
,8790 
,8980 
.9 147 
,9292 

341 8 
,9525 
,961  6 
,9693 
,9756 

.Y 808 
,9850 
,9884 
.99 1 1 
,9932 

.9949 
,9962 
9972 
,9979 
9985 

9989 
,9992 
,9995 
.9996 
,9997 

,7190 
,7517 
,7823 
.X 106 
,8365 

,8599 
.X810 
,8997 
.9 I62 
,9306 

.9429 
,9535 
,9625 
,9699 
.9761 

,981 2 
,9854 
,9887 
,9913 
,9934 

,9951 
,9963 
,9973 
,9980 
.9986 

,9990 
,9993 
,9995 
,9996 
,9997 

.9608 
,9686 
,9750 

,9503 
,9846 
,9881 
,9909 
.99 3 I 

.9948 
,9961 
,9971 
,9979 
,9985 

,9989 
,9992 
,9994 
,9996 
.99Y7 

3.00 
3.10 
3.20 
3.30 
3.40 

3.50 
3.60 
3.70 
3.80 

.9998 
,9995 
,9999 
.9999 

.9998 
,9998 
,9999 
,9999 

,9998 
.9999 
.9999 
,9999 

,9998 
,9999 
,9999 
.9999 

,9998 
,9999 
.9999 
,9999 

,9998 
,9999 
.9999 
.9999 

.9998 
,9999 
,9999 
,9999 

.999x 
,9999 
,9999 
,9999 

,9998 
,9999 
,9999 
,9999 

,9998 3 50 
,9999 3.60 
.Y999 3.70 
,9999 3.X0 
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Tabla zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG Números aleatorios. 
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"_ 
g.1. 
" 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 o 
1 1  
l.? 
13 
14 

15' 
16 
14 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
35 
40 
45 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
120 
140 
160 
180 
200 

" 

C L  

.. . 

3.078 
1.886 
1.638 
1.533 
1.476 
i ,440 
1.41 5 
1.397 
1.383 
1 .3?2 
1.363 
1.356 
1.350 
1.345 
1.341 
1.337 
1.333 
1.330 
1.328 
1.325 
1.323 
1.321 
1.319 
1.318 
1.314 
1.315 
1.314 
1.313 
1.31 1 
1.310 
1.3062 
1.303 1 
1.3007 
1.2987 
1.2959 
1.2938 
1.2922 
1.2910 
1.2901 
1.2887 
1.2876 
I .2869 
1.2863 
1.2858 
1.232 

6.31 38 
2,9230 
2.3134 
2.13IX 
2.01 50 

1 ,0.4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 +! 

1 .P946 
1.8595 
1.833 I 
1.81  25 
1.7953 

1 ,7822 
1.77;tCi 

I ,7b: ' 

1,75:;\2 
1 .745') 
1.73% 

1.7441 
1.720 i 
1.7247 
1.7207 
1.7171 
1.71 39 
1.7109 
1.708 1 
1.7056 
I .7033 
I .7011 
1.6991 
1.6973 
1.6896 
1 A839 
1.6794 
1.6759 
1.6707 
1.6669 
1.664! 
1.6620 
1.6602 
1.6577 
1.6558 
1.6545 
1.6534 
1.6525 
1.645 

12.706 
4.3027 
3.1825 
2.7764 
2.5706 
2.4469 
2.3646 
2.3060 
2.2622 
2.2281 
2.2010 
2. I788 
2.1604 
2.1148 
2.1315 
2.1  199 
2.1098 
2.1009 
2.0930 
2.0860 
2.0796 
2.0739 
2.0687 
2.0639 
2.0595 
2.0555 
2.05 18 
2.0484 
2.0452 
2.0423 
2.0301 
2.021 1 

\-..~ 2.014r., .,. 
2.0086 
2.0003 
1 .9945 
1.9901 
1.9867 
1.9840 
1.9799 
1.9771 
1.9749 
1.9733 
1.9719 
1.96 

3 I .821 
6.965 
4.541 
3.747 
3.365 
3.1.43 
2.998 
2.896 
2.821 
2.764 
2.718 
2.681 
2.650 
2.624 
2.602 
2.583 
2.S67 
2.552 
2.539 
2.528 
2.518 
2.508 
2.500 
2.492 
2.485 
2.479 
2.473 
2.467 
2.462 
2.451 
2.438 
2.423 
2.412 
2.403 
2.390 
2.381 
2.374 
2.368 
2.364 
2.358 
2.353 
2.350 
2.347 
2.345 
2.326 

63.657 
9.9248 
5.8409 
4.6041 
4.0321 
3.7074 
3.4995 
3.3554 
3.2498 
3.1693 
3.1058 
3.0545 
3.0123 
2.9768 
2.9467 
2.9208 
2.8982 
2.8784 
2.8609 
2.8453 
2.8314 
2.8188 
2.8073 
2.7969 
2.7874 
2.7787 
2.7707 
2.7633 
2.7564 
2.7500 
2.7239 
2.1045 
2.6896 
2.6778 
2.6603 
2.6480 
2.6388 
2.6316 
2.6260 
2.6175 
2.61  14 
2.6070 
2.6035 
2.6006 
2.576 
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626 

Tabla I Percentiles  de  la  distribución  ji-cuadrada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Apéndice 

1 . m 3 9 3  
2 .o100 
3 .O717 
4  ,207 
5  ,412 
6  ,676 
7 .989 
8 1.344 
9 1.735 

I O  2.156 
11 2.603 

12 3.074 
I ?  3.565 
14 4.075 

I 5  4.601 

16 5.142 
17 5.697 
18 t.265 
19 0.844 
20 7.434 
21 8.034 
22 8.643 
23 9.260 
24 9.886 
25 10.520 
26 11.160 
27 11.808 
28 12.461 
29 13.121 
30 13.787 

35  17.192 .,, 
40 20.707 
45  24.311 
50 27.991 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
60 35.535 
70 43.275 
ao 51.172 
90 59.196 

100 67.328 

.O00982 
.O506 
,216 
,484 
,831 

1.237 
1 .6YO 
2.180 
2.700 
. .  7 247 
1 8 1 6  

4.404 
5. o o ( J  

5.6,'; 
6.' \2 
< ti08 

'> .  564 
8.23 1 
8.907 
9.591 

10.283 
10.982 
11.688 
12.401 
13.120 
13.844 
14.573 
15.308 
16.047 
16.79 1 

20.569 
24.433 
28.366 
32.357 
40.482 
48.758 
57.153 
65.647 
74.222 

.o0393 

. l  03 
,352 
.71 1 

I .  145 
1.635 
2.167 
~. ' . 7 3 :  
7 2:_5 

? Y40 
1.575 

5.226 
5.892 
6.571 
7 

7.952 
8.671 
9.390 

10.1 17 
10.851 
1 I .591 
12.338 
13.09 1 
13.848 
14.61 1 
15.379 
16.151 
16.928 
17.708 
18.493 

22.465 
26.509 
30.612 
34.764 
43. I88 
51.739 
60.391 
69.126 
77.929 

2.706 
4.605 
6.251 
7.779 
9.236 

10.645 
12.01 7 
13.362 
14.684 
15.987 
17.275 
18.549 
19.812 
2 1 .OM 
22.307 
23.542 
24.769 
25.989 
27.204 
28.41 2 
29.615 
30.8 I 3  
32.007 
33.196 
34.382 
35.563 
36.741 
37.916 
39.087 
40.256 

46.059 
5 1.805 
57.505 
63.167 
74.397 
85.527 
96.578 

107.565 
118.498 

3.841 
5.991 
7.815 
9.488 

1 1 .O70 
12.592 
14.067 
15.507 
16.919 
18.307 
19.675 
21 . a x  
22.362 
21.6U' 
24.996 
26.296 
27.587 
28.869 
30.144 
31.410 
32.671 
33.924 
35.172 
36.41 5 
37.652 
38.885 
40.1 13 
41.337 
42.557 
43.773 

49.802 
55.758 
61.656 
67.505 
79.082 
90.531 

101.879 
113.145 
124.342 
___- 

5.024 
7.378 
0.348 

11.143 
12.832 
14.449 
16.013 
17.535 
1 9 .O23 
20.483 
21.920 
23.336 
24.736 
:6 i 1 ' )  

27.488 
28.845 
30.191 
3  1.526 
32.852 
34.170 
35.479 
36.781 
38.076 
39.364 
40.646 
41.923 
43.194 
44.461 
45.722 
46.979 

53.203 
59.342 
65.410 
7 1.420 
83.2Y8 
95.023 

106.629 
118.136 
129.561 

6.635 
9.210 

11.345 
13.277 
15.086 
16.812 
18.475 
20.090 
2 1.666 
23.209 
24.725 
26.217 
27.688 
29.141 
30.578 
32.000 
3  3.409 
34.805 
36.191 
37.566 
38.932 
40.289 
41.638 
42.980 
44.314 
45.642 
46.963 
48.278 
49.588 
50.892 

57.342 
63.691 
69.957 
76.154 
88.379 

100.425 
112.329 
124.116 
135.807 

7.879 
10.597 
1 2 . m  
14.860 
16.750 
18.548 
20.278 
2 1.955 
23.589 
15.188 
26.757 
28.300 
29.819 
31.319 

32.801 
34.267 
35.718 
37.156 
38.582 
39.997 
41.401 
42.796 
44.181 
45.558 
46,928 
48.290 
49.645 
50.993 
52.336 
53.672 

60.275 
66.766 
73.166 
79.490 
91 .%2 

104.215 
116.321 
128.299 
140.169 
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Apéndice 627 

Tabla J Percentiles de l a  distribución F 

F.995 

O 4.04 F9.19 

P fFs, ,S < 4.04) = ,995 

Grados  de 
libertad  del  Grados de libertad  del  numerador 

denominador I 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 
1 

3 
4 

6 
5 

7 

9 
8 

10 
I I  
12 
13  
14 

I 5  

17 
16 

18 
19 

21 
20 

22 
23 
24 

25 
26 

28 
27 

29 

30 
40 
60 

120 
03 

I621 1 20000 2161 5 22500  23056  23437  23715  23925  24091 
198.5 199.0 199.2 199.2 199.3 199.3 199.4 199.4  199.4 
55.55  49.80 47.47 46.19 45.39 44.84 44.43 44.13 43.88 
31.33 

22.78 
18.63 
16.24 
14.69 
13.61 

12.83 
12.23 
1 I .75 

I I .O6 
11.37 

10.80 
10.58 
10.38 
10.22 
10.07 

9.94 
9.83 
9.73 
9.63 
9.55 

9.48 
9.41 
9.34 
9.28 
9.23 

9.18 
8.83 
8.49 

7.88 
8.18 

26.28 

18.31 
14.54 
12.40 
I I .O4 
10.1 I 

9.43 
8.91 
8.51 

7.92 
8.19 

7.70 
7.51 
7.35 
7.21 
7.09 

6.99 
6.89 
6.8 I 
6.73 
6.66 

6.60 
6.54 
6.49 
6.44 
6.40 

6.35 
6.07 
5.79 
5.54 
5.30 

24.26 

16.53 
12.92 
10.88 
9.60 
8.72 

8.08 
7.60 
7.23 
6.93 
6.68 

6.48 
6.30 
6.16 
6.03 
5.92 

5.82 
5.73 
5.65 
5.58 
5.52 

5.46 
5.41 

5.32 
5.36 

5.28 

5.24 
4.98 
4.73 
4.50 
4.28 

23.15 

15.56 
12.03 
10.05 
8.81 
7.96 

6.88 
7.34 

6.52 
6.23 
6.00 

5.80 
5.64 

5.37 
5.50 

5.27 

5.17 
5.09 

4.95 
5.02 

4.89 

4.84 
4.79 
4.74 
4.70 
4.66 

4.62 
4.37 
4.14 
3.92 
3.72 

22.46 

14.94 
I 1.46 
9.52 
8.30 
7.47 

6.87 
6.42 
6.07 
5.79 
5.56 

5.37 
5.2 I 
5 .O7 
4.96 
4.85 

4.76 
4.68 
4.61 
4.54 
4.49 

4.43 
4.38 

4.30 
4.34 

4.26 

4.23 
3.99 
3.76 
3.55 
3.35 

21.97 

14.51 
1 I .O7 
9.16 
7.95 
7.13 

6.54 
6.10 
5.76 
5.48 
5.26 

4.9 1 
5.07 

4.78 
4.66 
4.56 

4.47 
4.39 
4.32 
4.26 
4.20 

4.10 
4.15 

4.06 
4.02 
3.98 

3.95 
3.71 
3.49 
3.28 
3.09 

21.62 

14.20 
10.79 
8.89 
7.69 
6.88 

6.30 
5.86 
5.52 
5.25 
5.03 

4.69 
4.85 

4.56 
4.44 
4.34 

4.26 
4.18 
4.1 I 
4.05 
3.99 

3.89 
3.94 

3.81 
3.85 

3.77 

3.74 

3.29 
3.51 

3.09 
2.90 

21.35 

10.57 
13.96 

8.68 
7.50 
6.69 

6.12 
5.68 
5.35 
5.08 
4.86 

4.67 
4.52 
4.39 
4.28 
4.18 

4.09 
4.01 
3.94 
3.88 
3.83 

3.78 
3.73 
3.69 
3.65 
3.61 

3.58 
3.35 
3.13 
2.93 
2.74 

21.14 

13.77 
10.39 
8.51 
7.34 
6.54 

5.97 
5.54 
5.20 
4.94 
4.72 

4.54 
4.38 
4.25 
4.14 
4.04 

3.96 
3.88 
3.81 
3.75 
3.69 

3.64 
3.60 

3.52 
3.56 

3.48 

3.45 
3.22 
3.01 
2.81 
2.62 
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43.69 
20 97 

13.62 
10.25 

8.38 

6.42 
7.21 

5 8 5  
5.41 

4.82 
5 o9 

4.60 

4.42 
4.27 
4.14 
4.03 
3 9: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 85 
1 .77  
3.70 
3 .b4 
3.5'4 

3 54 
3.49 
3 45 
3.4 I 
3.38 

3 34 

2 QL) 

3.12 

2.71 
2 52 

42.78 
20. I7 

8 2.90 
7.59 
7 7 5  
6.61 
5 . 8 3  

4 86  

5.2 i 

4.27 
4.5: 

4.06 

3.88 
3 7 3  
3.61 
3 . 5 0  
3.40 

3.?4 
', . 3 2 

3 18 
3.12 
3.06 

l i l l  
2.97 

2.93 
2.89 
2.86 

2.82 
7.60 
2.39 
2.!9 
2 .o0 

193.5 
42.62 
20.03 

12.78 
9.47 
7.65 
i, SO 
5 . 7 3  

5 .17  
4.-'6 
4.43 
4.;7 
3.% 

3.79 
3.64 
3 51 
3 40 
3.31 

3 2 2  
3 . 1 5  
3.08 
3 o2 
2.97 

2 92 
2.87 
2 83 
2 7 9  
2.76 

2 73 
2 io 
2.23 
2 . w  
I .<I I!) 
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Tabla J (Continuacibn). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F.<)') 

Grados  de 
libertad del Grados de libertad del numerador 

denominador 1 2  3  4  5  6  7  8  9 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

9 
8 

10 
I I  
12 
13 
14 

15 
16 
1 7  
18 
I9 

20 
21 

23 
22 

24 

25 
26 
27 

29 
28 

40 
30 

60 
I20 
CL. 

4052 4999.5 5403 5625 5764 5859  5928  5981 6022 
SX.50 
34.12 
21.20 

16.26 
13.75 
12.25 
I I .26 

10 56 

10.04 
9 65 
9.13 
9.07 
8.86 

6.68 
8.53 
B. 40 
8 , X  
8.18 

8.10 
8.02 
7.95 
7.36: 
7.82 

7.77 
7.72 
7 68 
7.64 
7.60 

7.56 

7.08 
7.3 I 

6.95 
6.63 

99.00 
30.82 
18.00 

13.27 
10.92 
9.55 
8.65 
8 .o2 

7.56 
7.2 I 
6.93 
6.70 
6.51 

6.36 
6.23 

6.0 I 
6.1 I 

5.93 

5.85 
5.78 
5 72 
5.66 
5.61 

5.53 
5.57 

5.49 
5.45 
5.42 

5.39 

4.98 
5.18 

4.79 
4.61 

99.17 
29.46 
16.69 

12.06 
9.78 
8.45 
7.59 
6.99 

6.55 
6.22 
5 35- 
5.74 
5.56 

5.42 
5.29 

5.09 
5.18 

5 o1 

4.94 
4.87 
4.82 
4.76 
4.12 

4.68 
4.64 
4.60 
4.57 
4.54 

4.: I 
4.3 I 
4.13 
3.95 
3 7 3  

99.25 
28.71 
15.98 

I I .39 
9.1 5 
7.85 
7.01 
6.42 

5.99 
5.67 
5.4 I 
5.1 I 
5.04 

4.89 
4.l7 
5.67 
4.58 
4.50 

4.43 
4.37 
4.3 1 
4.26 
4.22 

4.18 
4.14 
4.1 I 
4.07 
4.04 

4.02 
3.83 
3.65 
3.48 
3.32 

99.30 
26.24 
15.52 

10.97 
8.75 
7.46 
6.63 
6.06 

5.64 
5.32 

4.86 
5.06 

4.69 

4.56 
4.44 
4.34 
4.25 
4.17 

4.10 
4.04 
3.99 
3.94 
3.90 

3.85 
3.82 
3.78 
3.75 
3.73 

3.70 
3.51 
3.34 
3.17 
3.02 

99.33 
27.91 
15.21 

10.67 
8.47 

6.37 
7.19 

5.80 

5.3') 
5.07 
4.91 
4.h2 
4.46 

4 32 
4.20 

4.01 
4.10 

3.94 

3 87 
3.81 
3.76 
3.71 
3.67 

3.63 
3.59 
3.56 
3.53 
3.50 

3.47 
3.29 

2.96 
3.12 

2.80 

99.36 
27.67 
14.98 

10.46 
8.26 
6.99 
6.18 
5.61 

5.20 
4.89 
4.64 
4.44 
4.28 

4.14 
4.03 

3.84 
3.93 

3.77 

3.70 
3.64 
3.59 
3.54 
3.50 

3.42 
3.46 

3.39 
3.36 
3.33 

3.30 
3.12 
2.95 
2.79 
2.64 

99.37 
27.49 
14.80 

10.29 

6.84 
8.10 

6.03 
5.47 

5.06 
4.74 
4.50 
4.30 
4.14 

4.00 
3.89 
3.79 
3.71 
3.63 

3.56 
3.51 
3.45 
3.41 
3.36 

3.32 
3.29 
3.26 
3.23 
3.20 

3.17 
2.99 
2.82 
2.66 
2.51 

99.39 
27.35 
14.66 

10.16 
7.98 
6.72 
5.9 I 
5.35 

4.94 
4.63 
4.39 
4.19 
4.03 

3.89 
3.78 
3.68 
3.60 
3.52 

3.46 
3.40 
3.35 
3.30 
3.26 

3.22 
3.18 
3.15 
3.12 
3.09 

3.07 
2.89 
2.72 

2.41 
2.56 
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Tabla J (Continuación). 
" 

Grados de 
libertad  del  Grados  de  libertad  del  numerador 

denominador I O  12 15 20 24 30  40  60 120 Y 

2 
1 

3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
I I  
12 
13 
14 

15 
16 
17 

19 
18 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
40 
60 

120 
';o 

6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366 
99.40  99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48  99.49  99.50 
27.23 
14.55 

10.05 
7.87 
6.62 

5.26 
5.81 

4.85 
4.54 
4.30 
4.10 
3.94 

3.80 
3.69 
3.59 
3.51 
3.43 

3.37 
3.31 
3.26 
3.21 
3.17 

3.13 
3.09 
3 .O6 
3.03 
3.00 

2.98 
2.80 
2.63 
2.47 
2.32 

27.05 26.87 
14.37 

9.89 
1.72 

5.67 
6.47 

5.1 1 

4.71 
4.40 
4.16 

3.80 
3.96 

3.67 
3.55 
3.46 
3.37 
3.30 

3.23 
3.17 
3.12 
3.07 
3.03 

2.99 
2.96 
2.93 
2.90 
2.87 

2.84 
2.66 
2.50 
2.34 
2.18 

14.20 

9.72 
7.56 
6.3 1 

4.96 
5.52 

4.56 

4.01 
4.25 

3.66 
3.82 

3.52 
3.41 
3.31 
3.23 
3.15 

3.09 

2.98 
3 .O3 

2.89 
2.93 

2 x5 
2.8 I 
2.78 
2.75 
2.73 

2.70 
2.52 
2.35 

2.04 
2.19 

26.69 
14.02 

9.55 
7.40 
6.16 
5.36 
4.81 

4.4 I 
4.10 
3.86 
3.66 
3.51 

3.37 
3.26 
3.16 
3.08 
3.00 

2.88 
2.94 

2.83 
2.78 
2.74 

2.70 
2.66 

2.60 
2.57 

2.55 
2.37 
2.20 
2.03 
1.88 

2.63 

26.60 
13.93 

9.47 
7.31 
6.07 

4.13 
5.28 

4.02 
4.33 

3.78 
3.59 
3.43 

3.29 
3.18 
3.08 

2.92 
3 .O0 

2.80 
2.86 

2.75 
2.70 
2.66 

2.62 
2.58 
2.55 
2.52 
2.49 

2.41 
2.29 
2.12 
I .95 
1.79 

26.50 
13.84 

9.38 
7.23 
5.99 
5.20 
4.65 

4.25 
3.94 
3.70 
3.51 
3.35 

3.2 1 

3.00 
3.10 

2.84 
2.92 

2.78 
2.72 
2.61 
2.62 
2.53 

2.54 
2.50 
2.47 
2.44 
2.41 

2.39 
2.20 
2.03 
1.86 
1.70 

26.41 
13.75 

9.29 
7.14 
5.91 
5.12 
4.57 

4.17 
3.86 
3.62 
3.43 
3.27 

3.13 

2.92 
3.02 

2.84 
2.76 

2.69 
2.64 
2.58 
2.54 
2.49 

2.45 

2.38 
2.42 

2.35 
2.33 

2.30 
2.1 I 
I .94 
I 76 
I .59 

26.32 
13.65 

9.20 
7.06 
5.82 
5.03 
4.48 

4.08 
3.78 
3.54 
3.34 
3.18 

3.05 
2.93 
2.83 

2.67 
2.75 

2.61 
2.55 
2.50 
2.45 
2.40 

2.36 
2.33 
2.20 
2.26 
2.23 

2.2 I 
2.02 

1.66 
I .84 

1.47 

26.22 
13.56 

9.1 I 
6.97 
5.74 

4.40 
4.95 

4.00 
3.69 
3.45 
3.25 
3.09 

2.96 
2.84 
2.75 

2.58 
2.66 

2.52 
2.46 
2.40 
2.35 
2.3 I 

2.27 
2.23 
2.20 
2.17 
2.14 

2.1 I 
I .92 
1.73 
I .53 
1.32 

26. 13 
13.46 

9.02 
6.88 

4.86 
5.65 

4.3 I 

3.91 
3.60 
3.36 
3.17 
3.00 

2.87 
2.75 
2.65 
2.57 
2.49 

2.42 
2.36 
2.31 
2.26 
221 

2.17 
2.13 
2.10 
2.06 
2.03 

2.01 
I .80 
I .60 
1.38 
1 .o0 
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Tabla J (Continuación). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F.975 

Grados  de 
libertad  del  Grados  de  libertad  del  numerador 

denominador I 2  3  4 5 6  7  8  9 

2 
1 647.8 

38.51 

4 
3  17.44 

12.22 

5 
6 

10.01 

7 
8.8 1 
8.07 

8  7.57 
9  7.21 

I O  
I I  

6.94 

12 
6.72 

13 
6.55 

14 
6.41 
6.30 

15 
16 

6.20 

17 
6.12 
6.04 

18 
19 

5.98 
5.92 

20 
21 

5.87 
5.83 

22 5.79 
23 
24 5.72 

5.75 

25  5.69 
26 5.66 ~~ 

27  5.63 
28 
29 5.59 

5.61 

30 
40 

5.57 
5.42 

1 20 
60 5.29 

5.15 
x 5.02 

799.5 
39.00 
16.04 
10.65 

8.43 

6.54 
7.26 

6.06 
5.7 I 

5.46 
5.26 

4.97 
5.10 

4.86 

4.77 
4.69 
4.62 
4.56 
4.5 I 

4.42 
4.46 

4.38 
4.35 
4.32 

4.29 

4.24 
4.27 

4.22 
4.20 

4.05 
4.18 

3.93 
3.80 
3.69 

864.2 
39.17 
15.44 
9.98 

7.76 
6.60 
5.89 
5.42 
5.08 

4.83 
4.63 
4.47 
4.35 
4.24 

4. I 5  
4.08 
4.01 

3.90 
3.95 

3.86 
3.82 
3.78 
3.75 
3.72 

3.69 
3.67 
3.65 
3.63 
3.61 

3.59 
3.46 
3.34 
3.23 
3.12 

899.6 
39.25 
15.10 
9.60 

7.39 
6.23 
5.52 

4.72 
5.05 

4.47 
4.28 
4.12 
4.00 
3.89 

3.80 

3.66 
3.73 

3.61 
3.56 

3.48 
3.51 

3.44 
3.41 
3.38 

3.35 

3.31 
3.33 

3.29 
3.27 

3.25 
3.13 

2.89 
3.01 

2.79 

921.8 
39.30 
14.88 
9.36 

7.15 
5.99 
5.29 
4.82 
4.48 

4.04 
4.24 

3.89 
3.77 
3.66 

3.58 

3.44 
3.50 

3.38 
3.33 

3.29 
3.25 
3.22 
3.18 
3.15 

3.13 
3.10 
3.08 
3.06 
3.04 

2.90 
3.03 

2.79 
2.67 
2.57 

937.1 
39.33 
14.73 
9.20 

6.98 
5.82 
5.12 
4.65 
4.32 

4.07 
3.88 
3.73 
3.60 
3.50 

3.41 
3.34 
3.28 
3.22 
3.17 

3.13 
3 .O9 
3.05 
3.02 
2.99 

2.97 
2.94 
2.92 
2.90 
2.88 

2.87 
2.74 
2.63 
2.52 
2.41 

948.2 
39.36 
14.62 
9.07 

6.85 

4.99 
5.70 

4.20 
4.53 

3.95 
3.76 
3.61 
3.48 
3.38 

3.29 
3.22 
3.16 

3.05 
3.10 

2.97 
3.01 

2.93 
2.90 
2.87 

2.85 
2.82 
2.80 
2.78 
2.76 

2.75 
2.62 
2.51 
2.39 
2.29 

956.7 
39.37 
14.54 
8.98 

6.76 

4.90 
5.60 

4.43 
4.10 

3.85 
3.66 
3.51 
3.39 
3.29 

3.20 
3.12 
3.06 
3.01 
2.96 

2.91 
2.87 
2.84 
2.81 
2.78 

2.75 
2.73 
2.71 
2.69 
2.67 

2.65 
2.53 

2.30 
2.41 

2.19 

963.3 
39.39 
14.47 
8.90 

6.68 

4.82 
5.52 

4.83 
4.36 

3.59 
3.78 

3.44 
3.31 
3.21 

3.12 
3.05 
2.98 
2.93 
2.88 

2.84 
2.80 
2.76 
2.73 
2.70 

2.68 
2.65 
2.63 
2.61 
2.59 

2.57 
2.45 
2.33 
2.22 
2.1 1 
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Tabla J (Continuación). 

Grados  de 
libertad  del  Grados  de  libertad  del  numerador 

denominador I0 12 15 20  24  30  40  60 120 

2 
I 

3 
4 

5 
6 
1 

9 
8 

I I  
1 0 

12 
1 3  
I 4 

15 

17 
I6 

I.? 
IS 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
40 
60 

120 
x 

968.6 
39.40 
14.42 
8.84 

6.62 

4.16 
5.46 

4.30 
3.96 

3.12 
3.53 
3 37 
3 25 
3.15 

>,.Ob 
2.<;9 

1 "' 

2.82 

2 77 
2 1 3  

2.;?# 
2.57 
2.64 

2.61 
2.59 
2.51 
2.55 
2.53 

2.51 
2.39 
2.27 
2.16 
2 05 

2.(J2 

976.7  984.9 993.1 997.2 1001 1006 1010 1014 1018 
39.41 
14.34 
8.75 

6.52 
5.37 
4.67 
4.20 
3.87 

3.62 
3.43 
3.28 
3.15 
3.05 

2.96 
2.89 
2 82 
? 57  

1 1 1  ._ . , .. f . ' .  

: r :  
; : i i  

_1 2) 
2 1  t 

2 . 5  i 
2.40 

2.45 
2 A i  

2.43 

2.41 
2.29 
2. I 1  
2.05 
1.94 

, .  

39.43 
14.25 
8.66 

6.43 
5.27 
4.57 
4.10 
3.77 

3.52 
3.33 
3.18 
3.05 
2.95 

2.86 
2.79 
2.72 
2.67 
2 .62  

?.57 
2.53 

50 
7 37 

p + & !  

- i  

, 9  

,. 

- ~ .. - 5 ,  

2 : i  
2 1 8  
2 06 
1 .CY4 

1 x 1  

39.45 
14.17 
8.56 

6.33 
5.1 7 
4.47 
4.00 
3.67 

3.42 
3.23 
3.07 

2.84 
2.95 

2 76 
2.68 
2-62 
:! 56 
2 5 1  

2.46 
2  42 
2 30 
: 7 6  
I .  7.3 

2 .  J < s  

2 2 4  
'? , i ,.... 

"' . I 

,_ .:S 

: ,  :S 

I - !  

. .  

, .  

39.46 
14.12 
8.51 

5.12 
6.28 

4.42 
3.95 
3.61 

3.37 
3.17 
3.02 
2.89 
2.79 

2.7U 
2.63 
2.56 
2.50 
2.4: 

1.41 
2.37 
2.33 
2.30 
2.27 

2.24 
2.22 
2.19 
2.17 
2.15 

2.!4 
2.01 
1 .N8 
! ."6 
! 6 4  

39.46 
14.08 
8.46 

5.07 
6.23 

4.36 
3.89 
3.56 

3.3 I 

2.96 
3.12 

2.84 
2.73 

2.64 
2 5: 
2.50 
2.44 
2.39 

2 . 3 5  

2 21 
2.31 

2.24 
2.21 

2.18 
2.16 
2.13 
2.1 I 
2.09 

2.07 
I 94 
I . 82  
I .h9 
I .57 

39.47 
14.04 
8.41 

6.18 
5.01 
4.3 1 
3.84 
3.51 

3.26 

2.91 
3.06 

2.78 
2.67 

2.59 
2.51 
2.44 
2.38 
2.33 

2.29 

2 21 
2.25 

2-18 
2.1 5 

2 .12  
2 o s  
2.07 
2.05 
2 03 

2 0 1  
I .>'x 
I .74 
I .6l 
1.48 

59.48 
13.99 
8.36 

4.96 
6.12 

4.25 
3.18 
3.45 

3.20 
3 .O0 
2.85 
2.72 
2.61 

2.52 
2.45 
2.38 
2.32 
2.21 

2.22 
2.18 
2.14 
2.1 I 
2 OR 

2.05 
2.03 
2.00 
1.9x 
I .96 

1.94 
I .x0 
I .67 
I .S? 
1 . ? Y  

39.49 
13.95 
8.31 

4.90 
6.07 

4.20 
3.73 
3.39 

3.14 
2.94 
2.79 
2.66 
2.55 

2.38 
2.46 

2.32 
2.26 
2.20 

2.16 
2.1 I 
2.08 
2.04 
2.01 

I .Y8 
1.95 
I .93 
1.91 
1 .x9 

1 .X7 
1 .I2 
1 .SR 
I .43 
1 .27  

39.50 
13.90 
8.26 

4.85 
6.02 

4.14 
3.67 
3.33 

3.08 
2.88 
2.72 
2.60 
2.49 

2.32 
2.40 

2.19 
2.25 

2.13 

2.09 
2.04 
2.00 
1.91 
1.94 

1.91 
I X8 
! .x5 
1 83 
I .81 

1 . i 9  
1 .h4 
1.48 
1.31 
I .o0 
- - .. 
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Tabla J (Cont inuac ihn) .  

F-.95 

__"__ " 

Grados  de 
libertad del Grados  de  libertad del numerador 

denominador I 2  3  4  5  6 
__ 

". 

199.5 215.7 
19.00 19.16 
9.55 9.28 
6.94 6.59 

5.79 5.41 
5.14 4.76 
4.74 , 4.35 
4.46 i 4.07 
4.26 3.86 

4.10 3.71 
3.98 3.59 
3.89 3.49 
3.81 3.41 
3.74 3.34 

3.68 3.29 
3.63 3.24 
3.59 3.20 
3.55 3.16 
3.52 3.13 

3.49 3.10 
5.47 3.07 
3.44 3.05 
3.42 3.03 
3.40 3.01 

3.39 2.99 
3.37 2.98 
3.35 2.96 

3.33 2.93 
3.34 2.95 

3.32 2.92 
3.23 2.84 
3.15 2 76 
3.07 2.68 
3.00 2.60 

224.6 
19.25 
9.12 
6.39 

5.19 
4.53 
4.12 
3.84 
3.63 

3.48 
3.36 
3.26 
3.18 
3.1 I 

3.06 

2.96 
3.01 

2.93 
2.90 

2.87 
2.84 
2.82 
2.80 
2.78 

2.76 
2.74 
2.73 
2.71 
2.70 

2.69 
2.61 

2.4s 
2.53 

2.37 

230.2 
19.30 
9.01 
6.26 

5.05 
4.39 
3.97 
3.69 
3.48 

3.33 
3.20 

3.03 
3.1 I 

2.96 

2.90 

2.81 
2.85 

2.17 
2.74 

2.71 

2.66 
2.68 

2.64 
2.62 

2.60 
2.59 
2 57 
2.56 
2.55 

2.53 
2.45 
2.37 
2 29 

2.2 1 
"_ .. 

1 
2 
3 
4 

6 
5 

7 

9 
8 

O 

2 
I 

13 
14 

15 
16 
17 
16 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

40 
30 

60 
120 
m 

161.4 
18.51 
10.13 
7.71 

6.61 
5.99 
5.59 
5.32 
5.12 

4.96 
4.84 
4.75 
4.67 
4.60 

4.54 
4.49 
4.45 
4.41 
4.38 

4.35 
4.32 
4.30 
4.28 
4.26 

4.24 
4.23 
4.21 
4.20 
4.18 

4.17 
4.08 
4.00 
3.92 
3.84 

234.0 
19.33 
8.94 
6.16 

4.95 
4.28 
3.87 
3.58 
3.37 

3.22 
3  09 
3.00 
2  92 
2.85 

2.79 
2.74 
2.70 

2.63 
2.66 

2.60 
2.57 
2.55 
2.53 
2.5 I 

2.49 

2.46 
2.47 

2.43 
2.45 

2.42 
2.34 
2.25 
2.17 
2.10 

7 

236.8 
.~ 

19.35 
8.89 
6.09 

4.88 
4.21 
3.79 
3.50 
3.29 

3.14 
3.01 
2.9 I 
2.83 
2.76 

2.71 
2.66 
2.61 
2.58 
2.54 

2.5 I 
2.49 
2.46 
2.44 
2.42 

2.40 
2.39 
2.57 
2.36 
2.35 

2.33 
2.25 

2.09 
2.1: 

2.01 

8 

238.9 
__ 

19.37 

6.04 
8.85 

4.82 
4.15 
3.73 
3.44 
3.23 

3.07 
2.95 
2.85 
2.77 
2.70 

2.64 
2.59 
2.55 
2.51 
2.48 

2.45 
2.42 
2.40 
2.37 
2.36 

2.34 
2.32 
2.31 
2.29 
2.28 

2  27 
2.18 
2. 10 
2.02 
1.94 

9 

240.5 
19.38 

6.00 
8.81 

4.77 
4.10 
3.68 
3.39 
3.18 

3.02 
2.90 
2.80 
2.71 
2.65 

2.59 
2.54 
2.49 
2.46 
2.42 

2.39 
2.37 
2.34 
2.32 
2.30 

2.27 
2.28 

2.25 
2.24 
2.22 

2.21 
2.12 
2.04 

1.88 
I .96 
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Apéndice 

Grados  de 
libertad  del 

denominador I o  

I 
2 
3 
4 

6 
5 

7 

9 
8 

I O  
1 1  
12 
13 
14 

15 
16 
17 

19 
18 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
40 
60 

12@ 
0" 

241.9 
19.40 
8.79 
5.96 

4.74 
4.06 
3.64 
3.35 
3.14 

2.98 
2.85 
2.75 
2.67 
2.60 

2.54 
2.49 
2.45 
2.41 
2.38 

2.35 
2.32 
2.30 
2.27 
2.2s 

2.24 
2.22 
2.20 
2.19 
2.18 

2.16 
2.08 

1.91 
1.99 

I .u3 

12 

243.9 
-~ 

19.41 
8.74 
5.91 

4.68 
4.00 
3.57 

3.07 

2.91 
2.79 
2.69 
2.60 
2.53 

2.48 
2.42 
2.38 
2.34 
2.31 

2.28 
2.25 
2.23 
2.20 
2.18 

2.16 
2.15 
2.13 
2.12 
2.10 

2.09 
2.00 
1.92 
1.83 
1.75 

3.28 

15 20 2 1  30 40 60  120 x 
Grados  de  libertad  del  numerador 

245.9 
19.43 
8.70 
5.86 

4.62 
3.94 
3.51 
3.22 
3.01 

2.85 
2.72 
2.62 
2.53 
2.46 

2.40 
2.35 
2.3 I 
2.27 
2.23 

2.20 
2.18 
2.15 

2.1 I 

2.09 
2.07 
2.06 
2.04 
2.03 

2.01 
1.92 
1 .u4 
I .75 
1.67 

2.13 

248.0 
19.45 
8.66 
5.80 

4.56 
3.87 
3.44 

2.94 
3.15 

2.65 
2.77 

2.54 
2.46 
2.39 

2.33 
2.28 
2.23 
2.19 
2.16 

2.12 
2.10 
2.07 
2.05 
2.03 

2.01 
1.99 
1.97 
1.96 
I .Y4 

1.84 
I .93 

1.75 
I .66 
1.57 

24Y. 1 
19.45 
8.64 
5.77 

4.53 
3.84 
3.41 

2.90 
3.12 

2.74 
2.61 
2.51 
2.42 
2.35 

2.29 
2.24 
2.19 
2.15 
2.1 I 

2.08 
2.05 
2.03 
2.01 
I .98 

1.96 
I .95 
I .93 
1.91 
I .90 

1.89 
I .79 
1.70 
1.61 
1.52 

250. I 
19.46 
8.62 
5.75 

4.50 
3.81 

3.08 
3.38 

2.86 

2.70 
2.57 
2.47 
2.38 
2.31 

2.25 
2.19 
2.15 
2.1 I 
2.07 

2.04 
2.01 
1.98 
1.96 
I .94 

1.92 
1.90 
I .U8 
1.87 
I .85 

1 .u4 
1.74 
I .65 
I .S5 
1.46 

251.1 
19.47 

5.72 

4.46 
3.77 
3.34 
3.04 
2.83 

2.66 
2.53 
2.43 
2.34 
2.27 

2.20 

2.10 
2.15 

2 06 
2.03 

1 .Y6 
1 .Y9 

1 .Y4 
1.91 
1 .U9 

1 .87 
I .u5 
1 .u4 
1 .u2 
1.81 

1.69 
1.79 

1.59 
1 S O  
1.39 

8.59 

252.2 
19.48 
8.57 
5.69 

4.43 
3.74 
3.30 

2-79 
3.01 

2.62 
2.49 

2 30 
2.38 

2.22 

2.16 
2.1 I 
2.06 
2.02 
1.98 

I .Y5 
I .92 
I .89 
I .86 
1 .u4 

I .82 
I .80 
1.79 
1.77 
1.75 

1.74 
1.64 
1.53 
I .43 
i .32 

8.55 
5.66 

4.40 
3.70 
3.27 
2.97 
2.15 

2.58 
2.45 
2.34 
2.2s 
2.18 

2.1 I 
2.06 
2.01 

1.93 
1.97 

1.90 
1 .U7 
I .84 
1.81 
I .79 

I .77 
1.75 
I .73 
I .7 l  
I .70 

I .68 
I .58 
I .47 
1.35 
I .22 

253.3  254.3 
19.49  19.50 

8.53. 
5.63 

4.36 
3.67 

2.93 
3.23 

2.71 

2.54 
2.40 
2.30 
2.2 I 
2.13 

2.01 
2.07 

1.96 
I .92 
1.88 

I .84 

1.78 
I .81 

i .76 
I 73 

1.71 
1.69 
1.67 
I .65 
I .64 

1.62 
1.51 
I .39 

1 .o0 
1.25 
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Tabla J (Continuación). 

90 

Grados  de 
libertad del 

denominador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Grados  de  libertad  del  numerador 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

I O  
1 1  
12 
13 
14 

'5 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
40 
60 

1 20 
a3 

39 86 
8 53 
5 54 
4 54 

4 06 
3 78 
3 59 
3 46 
3 36 

3 29 
3 23 
3 18 
3 14 
3 10 

3 07 
3 05 
3 03 
3 o1 
2 99 

2 97 
2 96 
2 95 
2 94 
2 93 

2 92 
2 91 
290 
2 89 
2 89 

2 88 
2 84 
2 79 
2 75 
2 71 

49  50 
9 O0 
5 46 
4 32 

3 78 
3 46 
3 26 
3 1 1  
3 o1 
2 92 
2 86 
2 81 
2 76 
2 73 

2 70 
2 67 
2 64 
2 62 
2 61 

2 59 
2 57 
2 56 
2 55 
2 54 

2 53 
2 52 
2 51 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA50 
2 50 

2 49 

2 44 
2 39 
2 35 
2 30 

53  59 
9 16 
5 39 
4 19 

3 62 
3 29 
3 07 
2 92 
2 81 

2 73 
2 66 
2 61 
2 56 
2 52 

2 49 
2 46 
2 44 
2 42 
2 40 

2 38 
2 36 
2 35 
2 34 
2 33 

2 32 
2 31 
2 30 
2 29 
2 28 

2 28 
2 23 
2 18 
2 13 
2 08 

55 83 
9 24 
5 34 
4 1 1  

3 52 
3 18 
2 96 
2 81 
2 69 

2 61 
2 54 
2 48 
2 43 
2 39 

2 36 
2 33 
2'31 
2 29 
2 27 

2 25 
2 23 
2 22 
2 21 
2 19 

2.1 8 
2 17 
2 17 
2 16 
2 15 

2 14 
2 o9 
2 04 
1 99 
1 94 

57  24 
9 29 
5 31 
4 05 

3 45 
3 l! 
2 88 
2 73 
2 61 

2 52 
2 45 
2 39 
2 35 
2 31 

2 27 
2 24 
2 22 
2 20 
2 18 

2 16 
2 14 
2 13 
2 1 1  
2 10 

2 o9 
2 08 
2 07 
2 06 
2 06 

2 05 
2 O0 
1 95 
1 90 
1.85 

58  20 
9 33 
5 28 
4 o1 
3 40 
3 05 
2 83 
2 67 
2 55 

2 46 
2 39 
2 33 
2 28 
2 24 

2 21 
2 18 
2 15 
2 13 
2 1 1  

2 o9 
2 08 
2 06 
2 05 

2 04 

2 02 
2 o1 
2 O0 
2 O0 
1 99 

1 98 
1 93 
1 87 
1 82 
1 77 

58 91 
9 35 
5 27 
3 98 

3 37 
3 o1 

2 62 
2 51 

2 41 
2 34 
2 28 
2 23 
2 19 

2 16 
2 13 
2 10 
2 08 
2 06 

2 04 
2 02 
2 O? 
1 99 
1 98 

1 97 
1 96 
1 95 
1 34 
1 93 

1 93 
1 87 
1 82 
1 77 
1 72 

2 7.a 

59  44 
9 37 
5 25 
3 95 

3 34 
2 98 
2 75 
2 59 
2 47 

2 38 
2 30 
2 24 
2 20 
2 15 

2 12 
2 o9 
206 
2 04 
2 02 

2 O0 
1 98 
1 97 
1 95 
1.94 

1.93 
1 92 
1 91 
1 90 
1 89 

1 88 
1 83 
1 77 
1 72 
1 67 

59  86 
9 38 
5 24 
3 94 

3 32 
2 96 
2 72 
2 56 
2 44 

2 35 
2 27 
2 21 
2 16 
2 12 

2 o9 
2 06 
2 03 
2 O0 
1 98 

1 96 
1 95 
1 93 
1 92 
1 91 

1 89 
1 88 
1 87 
1 87 
1 86 

1 85 
1 79 
1 74 
1 68 
1.63 
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1 60 19 
9 33 

3 
4 

5 23 
3 92 

5 3 30 
6 2 94 
7 2 70  
8 2 51 
9 2 42 

10 2 32 
1 1  2 25 
1 2  2 19 
13 2 14 
14 2 10 

!S 2 O6 

16 2 03 

17 
18 

2 00 
i 28 

19 1 9G 

20 1 94 
21 1 92 
2 2  1 ti0 
23 1 89 
24 1 88 

25 1 8 /  
26 1 86 
27 1 85 
28 1 84 
29 1 83 

30 1 82 
40 1 76 
60 1 71 

120 1 65 
\x, 1 60 

€U 7 1  
9 41 
5 2:' 
3 90 

3 2 1  

2 90  
L 6' 
2 50 
2 58 

2 28 
2 21 
2 15  
2 10 
2 o5 

2 02 
1 99 
1 96 
1 93 
1 Y 1  

i 89 
1 87  
1 86 
I 84 
i e3 

1 82 
1 8 i  
1 80 
1 73 
1 78 

1 7 1  
I i l  
1 6 C  
1 60 
1 55 

. I  120 

63 06 
9 48  
3 14 
3 78 

3 12 
2 74  
2 49 
2 32 
2 18 

2 68 
2 0c 
1 93 
1 88 
1 8 3  

i , 9  

1 7 2  
i 75 

1 69 
1 67 

1 62 
! 64 

1 60 
1 59 
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5f 

! 56 
1 5s 
1 53 
1 51 
1 51 

1 50 
1 42 
i 35 
I 26 
1 1 7  

63 33 
9 49 
5 13  
3 76 

3 10 
2 7 2  
2 4 7  

2 29 
2 16 

2 06 

1 97 
1 90  
I 85 
1 80 

1 76  
i 7 2  
1 6'3 
1 66 
1 63 

1 61 
1 59 
1 5 7  
1 55 
1 t 3  

1 52 
1 50 
i 43 
1 48 
i 4 7  

1 46 
1 38 

! 2c3 
1 1 9  
1 o0 
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638 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAApéndice 

Tabla K (Continuación). 

Error 
g. I. 

I 

4 
3 

5 

6 
7 
8 
9 

10 

I I  
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

24 
30 
40 
60 

120 

7 

I. 

"_ 

,~~ i ,  " I .&  

11 12 13 14 15 

5.26 5.35 5 44 5.52 5.59 
5.2i 5.31 5 39 5.47 5.54 
5.17 5.27 5.35 5.43 5.50 
5.14 5.23 5.31 5.39 5.16 
5.11 5.20 5 . X  5.36 5.43 

5.01 5.10 5.18 5.25  5.32 

"~ __ "" 

4.92 5.00 5.G8 5.15 5.21 
4.82 4.90 4.98 5.04 5.1 1 
4.73 4.81 4.88 4.94 5.00 
4.64 4.71 4.78 4.X4 4.90 
4.55 4.62 4.68 4.74 4.80 

___ _" 

T- 

I 
I 

16 17 I8 19 20 

5.66 
5.61 
5.57 
5.53 
5.49 

5..38 
5.27 
5 16 
5.  Oh 
3.95 
4.x5 
. 

Puntos del 1% superior 

2 3 4 S 6 7 

5.73 5.79 
5.67 5.73 
5.63 5.69 
5.59 5.65 
5.55 5.61 

5.44 5.49 
5.33 5.38 
5.22 5.27 
5.1 1 5 15 
5.00 5.04 
4.89 4.Y3 

90 03 
14.04 
8.26 
6.5 I 
5.70 

5 34 

4.95 
4.75 
4.60 
4.48 

4.39 
4.32 
4.26 
4.21 
4.17 

4.13 
4.10 
4.07 
4.05 
4.02 

3.96 
3.89 
3.82 
3.76 

3.64 

~ .- 

3.70 

135.0 
19 02 
10.62 
8.12 
6.98 

6.33 
5.93 
5.6'4 
5.43 
5.27 

5.15 
5.05 
4.96 
4.89 
4.84 

4.79 
4.74 
4.70 
4.67 
4.64 

4.55 
4.45 
4.37 
4.28 
4.20 
4 12 

L64.3 
7 7  19 
! 2 . ! 7  
9.1' 
7.80 

7.03 
h .54  
6.20 
5.96 
5 77 

5.62 
5.50 
5.40 
5.32 
5.25 

5.19 
5. I4 
5.09 
5.05 
5.02 

4.9 1 
4.80 
4.70 
4.59 
4.50 
4.40 

185.6 
24.72 
l3..2 
9.96 
x.42 

' J .  56 
7.01 
6.62 
6.35 
6.14 

5.97 
5.84 
5.73 
5.63 
5.56 

5.49 
5.43 
5.38 
5.33 
5.29 

5.17 
5.05 
4.93 
4.82 
4.71 
4.60 

207 2 715,s 
36.03 28.20 
14.74 15.00 
10.51; 11.10 
s.91 Y 32 

7.97 R 3: 
7.37 7.68 
6.96 7.24 
6.66 6.91 
b.43 6.67 

(7.25 6.48 
6.10 . 6.32 
5.98 : 6.19 
5.88 i 6.OX 
5 x 0  

, ,  5.99 
i 

5.72 5.92 
5.66 5.85 
5.60 5.79 
5.55 5.73 
5.51 5.69 

5.37 5 54 
5.24 5 40 

4.99 5.13 
5.1 I 5.26 

4.87 5.01 
4."6 4.8y 4.Y9 

8 

227.2 
29.53 
15.64 
11.55 
9.67 

X.(>! 
1.94 
7.47 
7.13 
6.87 

6.67 
6.51 
6.37 
6.2b 
h .  16 

6.08 
h.01 
5.94 
5.89 
5.84 

5.69 
5.54 
5.39 
5 25 
5.12 

5.x.1 
5.79 
5.74 
5.70 
5.66 

5.55 
5.43 
5.31 
5.20 

4.97 
5.09 

5 90 
5.84 
5.79 
5.75 
5.'1 

5 59 
5.47 
5.3h 
5.24 
5.13 
5.01 

Y 

237.0 
30.68 
16.20 
11.93 
9.97 

X.87 
x.17 
7.68 
7.33 
7 05 

6.84 
6.67 
6.53 
6.41 
6.31 

6.22 
6.15 
6.08 
6.02 
5.97 

5.81 
5.65 
5.50 
5.36 
5.2 1 
5.08 

~ 

14' 6 
31.69 
16.69 
12.27 
10.24 

9 10 
8..37 
7 S6 
7.49 

7.21 

6.99 
6.81 
6.67 
6.54 
6.44 

h.35 
6.27 
6.20 
6. I4  
6.09 

5.92 
5.76 
5.60 
5.45 
5.30 
5.16 
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Apéndice 

Tabla K (Continuación). 

g.L 
-~ 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

I O  

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

24 
30 
40 
60 

I20 

.ry 

1- 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 

153.2 
32.59 
17.13 

10.48 
12.57 

9.30 
8.55 
8.03 
7.65 
7.36 

7.13 
6.94 
6.79 
6.66 
6.55 

6.46 
6.38 
6.31 
6.25 
6.19 

6.02 
5.85 
5.69 
5.53 
5.37 
5.23 

260.0 
33.40 
17.53 
12.84 
10.70 

9.48 
8.71 
8.18 
7.78 
7.49 

7.25 
7.06 
6.90 
6.77 
6.6fi 

6.56 
6.48 
6.41 
6.34 
6.28 

6.1 1 
5.93 
5.70 
5.60 
5.44 
5.29 

266.2 
34.13 
17.89 
13.09 
10.89 

9.65 
8.86 
8.31 
7.9 I 
7.60 

7.36 
7.17 
7.01 
6.87 
6.76 

6.66 
6.57 
6.50 
6.43 
6.37 

6.19 
6.01 
5.83 
5.67 
5.50 
5.35 

271.8 277.0 
34.81 35.43 
18.22 18.52 
13.32 13.53 
l l . 0X  11.24 

9.81 9.95 
9.00 9.12 
8.44 8.55 
8.03 8.13 
7.71 7.81 

7.46 7.56 
7.26 7.36 
7.10 7.19 
6.96 7.05 
6.84 6.93 

6.74 6.82 
6.66 6.73 
6.58 6.65 
6.51 6.58 
6.45 6.52 

6.26 6.33 
6.08 6.14 
5.90 5.96 
5.73 5.78 
5.56 .5.61 
5.40 5.45 

281 .X 
36.00 
18.81 
13.73 
11.40 

10.08 
9.24 
8.66 
8.23 
7.91 

7  65 
7.44 
7.27 
7.13 
7.00 

6.90 
6.81 
6.73 
6.65 
6.59 

6.39 
6.20 
6.02 
5.84 
5.66 
5.49 

286.3 
36.53 
19.07 
13.91 
11.55 

10.21 
9.35 
8.75 
8.33 
7.99 

7.73 
7.52 
7.35 
7.20 
7.07 

6.97 
6.87 
6.79 
6. 72 
6.65 

6.45 
6.26 
6.07 
5.89 
5.71 
5.54 

290.4 
37.03 
19.32 
14.08 
11.68 

10.32 
9.46 
8.85 
8.41 
8.08 

7.81 
7.59 
7.42 
7.27 
7.14 

7.03 
6.94 
6.85 
6.78 
6.71 

6.51 
6.31 
6. I2 
5.93 
5.75 
5.57 

294.3 
37.50 
19.55 
14.24 
11.81 

10.43 
9.55 
8.94 
8.49 
8.15 

7 X8 
7.66 
7.48 
7.33 
7.20 

7.09 
7.00 
6.91 
6.84 
6.71 

6.56 
6.36 
6.16 
5.91 
5.79 
5.61 

639 

20 
-~ 

198.0 
37.95 
19.77 
14.40 
11.93 

10.54 
9.65 
9.03 
8.57 
8.23 

7.95 
7.73 
7.55 
7.39 
7.26 

7. IS 
7.05 
6.97 
6.89 
6.82 

6.61 
6.41 
6.21 
6.01 
5.83 
5.65 

Tabla L Transformación  de r a z. En la tabla se incluyen los valores  de z = .5 [ln( 1 
-I- r ) / (  1 -- I)]  = tan h" r para los valores  correspondientes de r, el  coeficiente de 
correlación. 
- 

r 
- 
.o 
. I  
:2 
.3 
.4 

.S 

.6 
.7 
.x 
.9 

__ 

- 
.O0 .O1 .O2  .O3  .O4 .O5 .O6  .O7 .O8 .O9 

.O0000 .O1000 .O2000 .O3001 ,04002 .O5004 ,06007 ,07012 ,08017 .O9024 
,10034 ,11045 ,12058 ,13074 ,14093 ,15114 ,16139 ,17167 ,18198 ,19234 
,20273 ,21317 .22366 ,23419 ,24477 ,25541 ,26611 ,27686 ,28768 ,29857 
.30952 ,32055 .33165 ,34283 ,35409 ,36544 ,37689 .38842 .40006 .41180 
.42365 ,43561 ,44769 ,45990 ,47223 ,48470 ,49731 .S1007 32298 ,53606 

,54931 S6273 .57634 .59014 ,60415 ,61838 ,63283  ,64752 ,66246 ,67767 
,69315 ,70892 .72500 ,74142 ,75817 .77530 ,79281  ,81074 ,82911 ,84795 
,86730 ,88718 ,90764 ,92873 ,95048 ,97295 ,99621  1.02033 1.04537 1.07143 

1.09861 1.12703 1.15682 1.18813 1.22117 1.25615 1.29334 1.33308 1.37577 1.42192 
1.47222 1.52752 1.58902 1.65839 1.73805 1.83178 1.94591  2.09229 2.29756 2.64665 

- " 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



oc300cc ooooc- c c o o a - C ~ O O O - N  

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Apéndice 641 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



642 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAApéndice 

  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Apéndice 64 3 

. . .  
  www.FreeLibros.me  www.FreeLibros.me



Tabla N Cuantiles de la estadística  de  prueba de Kolmo- 
gorov. 

Prueba  unilateral 

Prueba  bilateral 
p = .90 .95 .975 .99 .995 

p = .80 .90 .95 .98 .99 

n =  1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

24 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

,900 
,684 
.565 
.493 
.447 

,410 
.381 
.358 
.339 
,323 

,308 
.296 
,285 
.275 
,266 

,258 
.250 
.244 
237  
.232 

.226 

.221 

.2 16 
,212 
,208 

.204 

.200 
,197 
,193 
.190 

,187 
.184 
,182 
,179 
. I  77 

.174 

.172 

.170 

.I68 
,165 

.950 

.776 

.636 

.565 

.509 

,468 
.43h 
.410 
,387 
.369 

.352 

.338 

.325 

.314 

.304 

.295 

.286 

.279 

.27 1 

.265 

.259 

.253 
,247 
,242 
.238 

.233 

.229 

.225 

.221 

.218 

.214 

.2 1 1 

.208 

.205 

.202 

.199 

.I96 

.194 
,191 
,189 

Aproximación para 
1.07  1.22 n > 40 
V5i JZ 

,975 
.842 
.708 
.624 
,563 

S19 
.483 
.454 
.430 
,409 

,391 
.375 
.361 
,349 
.338 

.327 

.318 
,309 
.301 
,294 

,287 
,281 
.275 
.269 
264  

,259 
.254 
,250 
,246 
.242 

,238 
,234 
.23 1 
.227 
,224 

,221 
.218 
,215 
.213 
,210 

1.36 

ti n 
7 

.990 
,900 
.785 
,689 
.627 

,577 
,538 
,507 
,480 
.457 

,437 
.419 
,404 
.390 
,377 

.366 
,355 
.346 
,337 
.329 

.321 

.314 

.307 
,301 
.295 

,290 
.284 
.279 
.275 
,270 

,266 
.262 
.258 
,254 
.25 1 

.247 

.244 

.241 
,238 
.235 

1.52 
- ." 

.\in 

.995 

.929 

.829 

.734 
,669 

,617 
,576 
.542 
.513 
.489 

,468 
.449 
,432 
,418 
.404 

.392 

.381 
,371 
.361 
,352 

,344 
.337 
,330 
,323 
.3 17 

,311 
.305 
.300 
,295 
.290 

,285 
.281 
.277 
.273 
,269 

,265 
,262 
,258 
,255 
,252 

1.63 

\';l 
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Apéndice 64 5 

Tabla O Valores críticos  de la estadística de 
prueba de Kruskal-Wallis. 

-___ 

Tamaño de las 
muestras Valor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M, n2 n3 critico c( 

2 1 1 
2 2  1 
2 2  2 

3 1 1 
3 2  1 

3 2 2  

3  3 1 

3 3 2 

3 3  3 

4 1 1 
4 2  1 

4 2  2 

4 3  1 

2.7000 
3.6000 
4.5714 
3.7143 
3.2000 
4.2857 
3.8571 
5.3572 
4.7143 
4.5000 
4.4643 
5.1429 
4.5714 
4.0000 
6.2500 
5.361 1 
5.1389 
4.5556 
4.2500 
7.2000 
6.4889 
5.6889 
5.6000 
5.0667 
4.6222 
3.5714 
4.82 I4 
4.5000 
4.0  179 
6.0000 
5.3333 
5.1250 
4.4583 
4.1667 
5.8333 
5.2083 
5 .O000 
4.0556 
3.8889 

,500 
,200 
.067 
,200 
,300 
. 1 o0 
.133 
.029 
.048 
.067 
.105 
,043 
. 1 O0 
. 1 29 
.o1 1 
.032 
.O6 1 
* I O0 
.121 
.004 
.o1 1 
.029 
.050 
.086 
,100 
,200 
.057 
,076 
.114 
.014 
.033 
.052 
,100 
,105 
.o2 1 
,050 
.057 
.093 
,129 
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Tabla O (Continuación) . 

Tamafio de las 
muestras Valor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I l l  " 2  nj crítico a 

4  3  2 

4 3 3 

4 4  1 

4 4  7 

4  4 3 

4 4 4  

5 1 1 
5  2 1 

6.4444 
6.3000 
5.4444 
5.4000 
4.51 11 
4.4444 
6.7455 
6.709  1 
5.7909 
5.7273 
4.709 1 
3.7000 
6.6667 
6.1667 
4.9667 
4.8667 
4.1667 
4.0667 
7.0364 
6.8727 
5.4545 
5.2364 
4.5545 
4.4455 
7.1439 
7.1364 
5.5985 
5.5758 
4.5455 
4.4773 
7.6538 
7.5385 
5.6923 
5.6538 
4.6539 
4.5001 
3.8571 
5.2500 
5 .o000 
4.4500 
4.2000 
4.0500 

,008 
.o1  1 
.046 
.O5 1 
,098 
,102 
.o 1 0 
.O1 3 
,046 
,050 
.092 
,101 
,010 
.022 
.048 
,054 
,082 
. 1 02 
,006 
.o 1 1 
.046 
,052 
.098 
,103 
,010 
.o1 1 
.049 
.o5 1 
,099 
, 1 o2 
.008 
.o 1  1 
,049 
,054 
,097 
,104 
,143 
.036 
,048 
.o7 1 
,095 
,119 
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Apéndice 647 

Tabla O (Continuación). 

Tamafio de las 
muestras Valor 

n1 n2 a3 
crítico a 

6.5333 
6.1333 
5.1600 
5.0400 
4.3733 
4.2933 
6.4000 
4.9600 
4.871 1 
4.0178 
3.8400 
6.9091 
6.8218 
5.2509 
5.1055 
4.6509 
4.4945 
7.0788 
6.9818 
5.6485 
5.5152 
4.5333 
4.4121 
6.9545 
6.8400 
4.9855 
4.8600 
3.9873 
3.9600 
7.2045 
7.1182 
5.2727 
5.2682 
4.5409 
4.5  182 
7.4449 
7.3949 
5.6564 
5.6308 

.008 

.013 

.034 

.056 

.090 

.122 

.012 

.048 

.052 

.095 

.123 

.009 

.010 

.049 

.052 

.O9 1 
,101 
.009 
.o1 1 
.049 
.O5 1 
.097 
.109 
.008 
.o1 1 
.044 
.056 
.098 
.102 
.009 
.o 1 o 
.049 
.050 
.098 
.101 
.o 1 o 
.o 1 1 
.049 
.O50 
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648 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAApdndice 

Tabla O (Continuación). 

Tamaño de las 
muestras Valor 

n1 n2 
" ~" 

5 4 

5 5 

c 
J 5 

5 5 

5 5 

5 5 

crítico tl 

4.5487 
4.523  1 
7.7604 
7.7440 
5.6571 
5.6176 
4.6187 
4.5527 
7.3091 
6.8364 
5.1273 
4.9091 
4.1091 
4.0364 
7.3385 
7.2692 
5.3385 
5.2462 
4.6231 
4.5077 
7.5780 
7.5429 
5.7055 
5.6264 
4.545 1 
4.5363 
7.8229 
7.7914 
5.6657 
5.6429 
4.5229 
4.5200 
8 .om0 
7.9800 
5.7800 
5.6600 
4.5600 
4.5000 

.099 
,103 
. O09 
.o1  1 
.049 
.050 
. 1 00 
,102 
,009 
.o1 1 
.046 
.053 
,086 
.105 
.010 
.010 
.047 
.O5 1 
,097 
. 1 o0 
.010 
.010 
.046 
.O5 1 
.100 
.102 
.010 
.010 
.049 
.050 
.099 
,101 
,009 
.010 
.049 
.O5 1 
. 1 O0 
,102 
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Tabla Pa Distribución exacta  de xrz para tablas  con de 2 a 9 conjuntos  de  tres 
rangos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( k  = 3; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn = 2,  3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). P es la probabilidad de obtener  un valor 
de xr2 tan  grande o mayor  que el valor  correspondiente  de x,.- L 

" 

n = 5  n = 2  n = 3  n = 4  

T 
t 

"" 

P 

1 .O00 
,954 
.69 1 
.522 
.367 
.182 
,124 
.093 
.o3 9 
,024 
.0085 
.O0077 

..______. 

~- 

2 x, 

. o  

.4 
1.2 
I .6 
2.8 
3.6 
4.8 
5.2 
6.4 
7.6 
8.4 

10.0 

~" 1- X I  

O 
1 
3 
4 

2 

" 

P X r 2  P 2 
X I  

. 000 
0.667 
2.000 
2.667 
4.667 
6.000 

P 

1 .o00 
3 3 3  
.500 
,167 

.o 

.5 
1.5 
2.0 
3.5 
4.5 
6.0 
6.5 
8.0 

1 .o00 
.93 1 
.653 
.43 1 
,273 
,125 
.O69 
.O42 
.O046 

1 .o00 
.944 
,528 
,361 

.O28 
1.94 

i 
n = 9 11 = 8 n = 6  n = 7  

L 
. 

.O00 

.222 
,667 
,889 

1 ,556 
3.000 
2.667 
2.889 
3.556 
4.222 
4.667 
5.556 
6. 000 
6.222 
5.889 
8 .O00 
8.222 
8.667 
9.556 

10.667 
10.889 
11.556 
12.667 
13.556 
14.000 
14.222 
14.889 
16.222 
18.000 

r - 1.000 
.97 1 
,814 
,865 
,569 
,398 
,328 
,278 
,187 
,154 
,107 
.069 
.057 
,048 
.O3 1 
,019 
.016 
.o1 o 
.0060 
.0035 
.0029 
.o0 1 3 
,00066 
.O0035 
.o0020 
.oooo97 
.O00054 
.o000 I 1 
,0000006 

I . .  .. 

1 .o00 
.956 
.740 
S70 
.430 
.252 
.184 
.142 
.O72 
.O52 
.O29 
.o1 2 
.O08 1 
,0055 
.O0 17 
.O00 13 

.O00 
,286 
,857 

1.143 
2.000 
2.571 
3.429 
3.714 
4.571 
5.429 
6.000 
7.143 
7.71 4 
8.000 
8.857 

10.286 
10.571 
11.143 
12.286 
14.000 

.00 

.25 

.75 
I .00 

1.75 
2.25 
3.00 
7.25 
4.00 
4.75 
5.25 
6.25 
6.75 
7.00 
7.15 
9.00 
9.25 
9.75 

10.75 
12.00 
12.25 
13.00 
14.25 
16.00 

I .o00 
,967 
.794 
.654 
3 3  1 
3 5 5  
,285 
236  
.149 
,120 
.O79 
.O47 
.O38 
,030 
.O18 
,0099 
,0080 
.O048 
.o024 
.o0 1 1 
,00086 
.O0026 
.O0006 1 
.000003C 

1 ,000 
,964 
.768 
,620 
,486 
.305 
.237 
.192 
.112 
.O85 
.O52 
.O27 
.o21 
.O1 6 
,0084 
,0036 
,0027 
.o0 12 
,00032 
.o00021 

. O0 
0.33 
1 .o0 
1.33 
2.33 
3.00 
4.00 
4.33 
5.33 
6.33 
7.00 
8.33 
9.00 
9.33 

10.33 
12.00 

i 
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Tabla Pb Distribución  exacta  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxr2 para  tablas  con  de 2 a 4 conjuntos  de  cuatro 
rangos. ( k  = 4; n = 2, 3, 4). P es la probabilidad  de obtener  un valor de xr2 tan 
grande o mayor  que  el valor  correspondiente  de Xr2 . 

I1 = 2 
" 

1.2 
1.8 ,792 
2.4 A25 
3.0 ,542 
3.6  ,458 
4.2 1 ,375 
4.8 208 

6.0 ! ,042 
5.4 ' :167 

I 

II  = 3 

7 
.i 

.6 
1 .o 
1.8 
2.2 
2.6 
3.4 
3.8 
4.2 
5.0 
5.4 
5.8 
6.6 
7.0 
7.4 
8.2 
9.0 

i 

t 
I 

1.000 
,958 
.9 10 
,727 
,608 
,524 
,446 
,342 
,300 
,207 
.175 
,148 
,075 
,054 
.o33 
.O1 7 
,001 7 

i 
n = 4  

i c 
I 

I 
1 

~ 

%I 

2 

~ 

.o 

.3 

.6 

.9 
1.2 
1.5 
1.8 
2.1 
2.4 
2.7 
3.0 
3.3 
3.6 
3.9 
4.5 
4.8 
5.1 
5.4 

~ 

T c 
1 

I 

~ 

I 
L 

I 

-__ 

P 

1 .o00 
.992 
.928 
,900 
.800 
,754 
,677 
,649 
,524 
.S08 
.432 
,389 
,355 
,324 
,242 
,200 
.190 
,158 

-___ 

"_ 

Z12 

5.7 
6.0 
6.3 
6.6 
6.9 
7.2 
7.5 
7.8 
8.1 
8.4 
8.7 
9.3 
9.6 
9.9 

10.2 
10.8 
11.1 
12.0 

______ 

P 
______ 

,141 
,105 
,094 
,077 
.068 
,054 
,052 
,036 
.033 
,019 
,014 
.012 
,0069 
.0062 
,0027 
.0016 
.O0094 
.O00072 
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Tabla Q Valores críticos de la estadística de prueba de Spearman. Valores 
críticos  aproximados de  la  cola superior, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArf, donde P(rs > r:) < (u; n 
= 4(1)30. Nivel de  importancia, a. 

kl  .o0 1  .o05  .o10 .O25  .O50 ,100 

4 
5 

6 
7  ,9643 
8 ,9286 
9 9000 

10  3667 

11 3364 
12 ,8182 
13 ,7912 
14  .7670 
15  ,7464 

16  ,7265 
17  .7083 
18  ..6904 
19  ,6737 
20 .6586 

21 ,6455 
22 .6318 
23 .6186 
24  .6070 
25  .5962 

26  .5856 
27  .5757 
28 .5664 
29 .5567 
30 S479 

~~ 

" 

." 

" 

- 

,9429 
.8929 
3571 
.8 167 
.78 18 

,7545 
.7273 
.6978 
.6747 
.6536 

.6324 

.6152 

.5975 

.5825 

.5684 

.5545 

.5426 

.5306 

.5200 

.5100 

.5002 

.49 15 

.4828 

.4744 

.4665 

.9000 

A857 
3571 
3095 
.7667 
.7333 

.7000 

.67 13 
,6429 
.6220 
,6000 

.5824 
,5637 
.5480 
.5333 
.5203 

.5078 

.4963 

.4852 
,4748 
.4654 

.4564 
,448 1 
.440  1 
.4320 
.425  1 

" ~~~ 3000 .8000 
,9000 .8000 .7000 

,8286 ,7714 ,6000 
.7450 ,6786 ,5357 
,7143 ,6190 ,5000 
.6833 S833 .4667 
.6364 .5515 .4424 

,6091 .5273 ,4182 
,5804 .4965 .3986 
.5549 .4780 .3791 
.5341 .4593 ,3626 
,5179 .4429 .3500 

,5000 .4265 ,3382 
,4853 ,4118 ,3260 
.4716 ,3994. ,3148 
.4579 ,3895 ,3070 
.4451 .3789 ,2977 

.4351 ,3688 ,2909 

.4241 ,3597 .2829 

.4150 .3518 ,2767 

.4061 .3435 ,2704 

.3977 ,3362 ,2646 

.3894 ,3299 .2588 

.3822 ,3236 .25# 

.3749 .3175 .2490 

.3685 ,3113 .2443 

.3620 .3059 2400 

Nota:  el valor crítico correspondiente de la parte  inferior  para rs es - r ; .  
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Respuestas a los ejercicios  de 
número impar 
Capftulo 1 __ 

1.4.1. Intervalos de clase sugeridos:55-59, 60-64,. . . ,80-84. 
1.4.3. Intervalos  de clase sugeridos:80-89, 90-99,, . . , 140-149. 
1.4.5. Intervalos de  clase sugeridos:0-2, 3-5,  6-8,  9-11,  12-14,  15-17. 
1.5.1. (a) 65.1 (b) 65 (e) 65. 
1.5.3. (a) 9.4 (b) 11. 
1.5.5. Pollo. 
1.6.1. (a) 16 (b) 19.66 ( e )  4.4. 
1.6.3. (a) 12 (b) 17.83 (c)4.2 (d)44.68. 
1.8.1. (aj  66.9 (b j  66.6 (c) 65,69 (dj 46.45 (e) 6.8. 
1.8.3. (a) 117.33 (b) 116.46 (c) 110-119 (d) 217.26 (e) 14.7. 
1.8.5. (a)6.53  (b)5.85 (e) 15.1182 (d) 3.89 

Ejercicios de repaso " 

21. x = 23.07 Mediana = 22 s2 = 54.92 S = 7.4. 
23. % = 9.42 Mediana = 9.45 s2 = 2.90 S = 1.7. 
25. = 35.23 Mediana = 35.64 s2 = 168.0360 S = 12.96. 

Capítulo 2 __- 

2.4.1. (a) 160 (b) 26 (e) 688 (d) 308 (e) 1025 ( f )  263. 
2.5.1. (a) 30 (b)  210 (c) 30,240 (d) 15 (e) 35 (f) 252 (8) 56 (h) 126 

2.5.3. 120. 
2.5.5. 6. 
2.5.7. 4. 
2.5.9. 560. 
2.6.1. (a> .I6 (b) .O3 (e)  .67 (d) .30 (e) .995 (f) .26. 
2.6.3. (a) .45 (b) .41 (c) .10 (d) .04. 
2.6.5. .95. 

Ejercicios de repaso 

11. (a) 30 (b) 54 (c) 33 (d) 85 (e) 100 (f) 77 (g) 7 (h) 80. 
13. .64. 
15. .49. 

(i) 10. 

r 

Capítulo 3 ___"___". " 

3.3.1. (a) .I484 (b) ,8915 (e) .lo85 (d) .2012. 
3.3.3. (a) .9729 (b) .9095 (e)  .7827 (d j  ,0271. 

653 
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6 54 Respuestas  a los ejercicios  de  mímero  impar 

3.4,l. (a) ,176 (b) .384 (c) .440 (d) .427. 
3.4.3. (a! .lo5 (b) .O32 (c) ,007 (d) ,440. 
3.6.1. ,4236 
3.6.3. .2912. 
3.6.5. ,0099. 
3.6.7. .95. 
3.6.9. ,901. 
3.6.11. (a) .6826 (b) .6915 (c) .5675. 
3.6.13. (a) .3446 (b) .3446 (c) .5762. 
3.6.15. (a) ,3413 (b) .I056 (c) .O062 (d) .3830. 

Ejercicios de repaso - -___ 

15. ,1719. 
17. (a) ,0916 (b) ,0905 ( e )  ,9095 (dl .1845 (e) ,2502. 
19. (a) .762 (b).238 (c)  .O65 
21. (a) ,0668 (b) ,6147 (c) ,6826. 
23. (a) ,0013 (b) ,0668 ( e )  ,8931. 
25. 57.10. 

Capitulo 4 ~ _ _ _ _  
4.4.1. (a) .9772 (b) .9544 ( e )  .O082 (d) .0082. 
4.4.3. (a) .1814 (b) A016 ( e )  ,0643. 
4.4.5. (a) .5 (bj ,7333 (c) .9772. 

4.5.1. .1379. 
4.5.3. ,0038. 
4.6.1. (a) .O808 (b) ,8384 (c) ,2005. 
4.6.3.. .0823. 
4.6.5. (a) ,1539 (b) ,3409 (c) ,5230. 
4.7.1. ,008. 

Ejercicios de repaso _______ 

13. ,8664. 
15. .o01 1.  
17. ,0082. 
19. ,8882. 
21. .0019. 

Capitulo 5 

5.2.1. (a) 88, 92 (b) X?, 93 (cj 86, 34. 

5.2.3. (a) 7.63,  8.87 (b) 7.51, 8.99 (e,) 7.28, 9.22. 

4.4.7. A¿, = 5; ax2 = 3 

. .  

5.3.1. (a) -2.0, 13.0 (b) -3.5. 14.5 (Cj -6.3,  17.3. 
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5.3.3. (a) 4, 10 (b) 3.5,  10.5 (c) 2.3,  11.7. 
5.4.1. .04, .12; .03, .13; .01,  :15. 
5.4.3. .14, .34; .12, .36; .OS, .40. 
5.5.1. -.02,.10;  -.03,.ll; -.06,.14. 
5.5.3. -.07, .19; -.09, .21; -.14, .26. 
5.6.1. 5.76, 8.24; 5.46, 8.54; 4.76,  9.24. 
5.6.3. 69.58,  76.42;  68.87,  77.13;  67.41,  78.59. 
5.6.5. -4.33, 7.33; -5.50, 8.50; -7.86, 10.86. Use40df. 
5.6.7. 2.1, 4.5; 1.8, 4.8;  1.3,  4.8. 
5.6.9. d.f. = 26; 24.7,  33.3. 
5.7.1. 27,  16. 
5.7.3. 19. 
5.8.1. 683,  1068. 
5.8.3. 385,  289. 
5.9.1. 8.40 < o2 < 18.54;  2.90 < o < 4.31. 
5.9.3. 630,307.86 < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo’ < 1,878,027.08;  793.92 < o <: 1,370.41. 
5.9.5. 1.37 < o’ < 4.35; 1.17 < B < 2.09. 
5.10.1. 1.48 < (aZ2/o1’) < 9.76. 
5.10.3. .49 < (01’/02’) < 2.95. 
5.10.5. .90 < (o1’/o2’) < 3.52. 

Ejercicios de repaso 

13. X = 79.87 S‘ = 28.1238 S = 5.30  76.93,  82.81. 
15. p” = .30  .19,  .41. 
17. = .20 p“2 == .54  .26,  .42. 
19. p” = .90 .87,  .93. 
21. X = 19.23 s2 = 20.2268  16.01,  22.45. 
23. -12.219, -7.215 

Capítulo 6 __ 

6.2.1. Sí, z = 3 p = .0013. 
6.2.3. Sí,, z = 2.67 p = .O038 
6.2.5. Sí,, z = -5.73 p < O.OOO1 
6.2.7. NO, t = -1.5 .O5 < p  < .10 
6.2.9. Sí, z = 3.08 p = .o010 
6.2.11. t = 4,p < .005. 
6.2.13. t = .1271, p > .20 
6.3.1. Sí, z = - 11.91 p z O 
6.3.3. spz =. 29.30, t = - 3.62 Se rechaza Ho p C 2(.005) = .o]. 
6.3.5. No se rechaza H, z = 1.40 p = 2(.0808) = . I  6 16. 
6.3.7. S,’ = 5421.25 t = - 6.66 Se rechaza Ho p < 2(.005)= .010. 

- 
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656 Respuestas a los ejercicios  de número impur 

6.3.9. z = 3.39 Se rechaza H ,  p = 2(1 -- .9997) = .O006 
6.3.11. t = - 3 . 3 5 6 7 , ~  < .005. 
6.4.1. Sí, t = 16.63 p < .005. 
6.4.3. Se rechaza Ho t = - 3.45; - .5, - .1 p < 2(.005)= .010. 
6.5.1. Se rechaza Ho z 3.26 p < .OO10. 

6.6.1. p = .66 z = 2.45 Se rechazaiH, 

6.6.3. p = .27 z = 2.90 Se rechaza Ho 

6.5.3. Sí, z = -8.94 17 < .0010. 

p = .0142. 

p = .0038. 
6.7.1. Si, x2 = 54 p < ,005. 
6.7.3. x 2  = 6.75 No se rechaza Ho p > .OS (prueba  bilateral) 
6.7.5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx 2  = 28.8 No se rechaza N o  p > .1 O. 
6.8.1. NO R. V. = 2.08 p > . lo .  
6.8.3. NO R. V. = 1.83 p > . lo.  
6.8.5. Se  rechaza Ho R. V. = 4 .O1 < p  < .025. 

EJerclclOS de  repaso ----.-___ 

21. z = 1.095 1379 > p  > ,1357. 

. . .  
"- 

19. a= .40 sd2 = .2871 sd -= S 4  t = 2.869 .O05 < p  < .01. 

23. t = 3.873 p < .005. 
25. a = 11.49 .sd2 = 256.6790 .yd = 16.02 t = 2.485 .O25 > p > .01. 

Capftulo 7 _ _ _ _ ~ _ ~ _ _ _ _ _ _ ~ _ _ _ _ _ _ _ _ - -  

7.2.1. Sí, R. V. = 6.03 p < 305. 
7.2.3. Sí, R. V. = 67.80 p < .OOS. 
7.2.5. No R. V. = 4.70 .O25 > p  > .01. 
7.2.7. xA - .yc Y E, - X, son significativos. 
7.2.9. xD - xE Y xA - x,son significativos 
7.2.11. R. V .  = 1 1 . 5 8 0 8 , ~  < .OM. x,, - .Yc significativo; Xi - Yc 

significativo; 7,  - -xJl significativo. 
7.3.1. Sí, K. V. =; 13.17 p < ,005. 
7.3.3. Sí, R. V. = 30.22 p < .005. 

7.3.5. R. V. = 276.64 p < .005. 
7.4.1. (a)R. V. ( A )  = 38.78,R. V. (B) = 21.5'7,R. V. (AB)  = 2.24 

(b) c1 < .O3 p ( A )  < .O05 p ( B )  < .O05 .10 > p ( A B )  > .05. 
7 - 4 3  R. V.(A) = 5.84,R. V. (B) = 44.34,R. V. (AB)  = 30.09 

.O25 > p(A) > .O1 p(B)  < .O05 p ( A R )  < .005. 

Ejercicios  de  repaso ~ _ _ ~  

3. R. V. = 8.042 Se rechaza Ho p < .005. 

S. R. V. = .825 No se rechaza Ho p > -10. 
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7. R. V. ( A )  = 6.325 .O05 < p ( A )  < .O1 p ( B )  <: .O05 
.O1 > p ( A B )  > .005; R. V. (B)  = 38.856; R. V. (AB)  = 4.970. 

9. R. V.. = 14.4364,~ < .005. 
11. R. V. = 6.32049, .O1 > 13 ;> .005. 
13. R. V. = 3.1 187, .O5 > p  > .025. No hay  diferencias  significativas 

entre los  pares de  medias individuales. 

R. V. (AB)  == 7.11596,~ < .005. 
15. R. V. ( A )  = 29.4021,~ < .005; R. V.(B) = 31.4898,~ < .OO5; 

Capitulo 8 __ 

8.3.1. yc  = 7.05 + 4.09~.  
8.3.3. yc = 1.36 - . 0 0 8 ~ .  
8.3.5. yc = ,106.67 - 1 .54~ .  
8.4.1. (a) .90 (b)R. V. = 103.41 ( p  < .005) (cj t = 10.17 ( p  < . O l )  

8.4.3. (a) .94 (b)R. V. = 152.42 ( p  < ,005) (c) t =: - 12.29 ( p  < .Ol) 

8.4.5. (a) .78 (b)R. V. = 28.91 ( p  < :005) (c) r = -5.38 ( p  < -01) 

8.5.1. (a) 15.23 +_ (2.2010)(1.3558)(.2774) 
(b) 15.23 & (2.2010)(1.3558)(1.0377). 

8.5.3. (a) .96 k (2.2622)(.0341)(.3162) 
(b) .96 rt (2.2622)(.0341)(1.0488). 

8.5.5. (a) 98.97 & (2.3060)(2.6004)(.3210) 
(b) 98.97 & (2.3060)(2.6004)(  1.0503). 

8.7.1. (b) .90 (c) t = 7.44 ( p  < .01j .719,  .966. 
(se utiliz6  interpolación lineal) 

(Se utiliz6  interpolación  lineal) 

(Se utilizó  interpolación  lineal) 

(f) 3.21,  4.97. 

( f )  - ,009, - ,007. 

(f) -2.2, - .88. 

8.7.3. (b) .93 (c) t = 7.16 ( p  < .Ol)  .725,  .983. 

8.7.5. (b) .54 (c) t = 3.08 ( p  < .01) .184,  .771. 

Ejercicios de repaso 
17. r = -.74 t = -4.67 
19. ,vc = 19.41 4- . 9895~  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr2 = ,9994 t = 144.89. 

Fuente sc g. 1. CM R. V. 

Regresi6n 1364.4880 1 1364.4880  20,992.123 
Residual 3453 13 ,0650 

Total 1365.3333  14 
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Regresión S.247.389.5 1 4.1 33.694.80 49.57 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc .O05 
iCcsidual 582.308.5 7 83.1 86.93 
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(b) Fuente SC 6. l .  CM R. V. P 

Regresión 17.023.01 2 8,511.505 4.89 .O1 < p  < ,025 
Residual 38,276.99 22 1,739.86 

Total 55,300.00 24 
~- 

(c) / ( h , )  = 3.05, ( p  < . 0 l ) ;  l(h2) = -.67, ( p  > .20). 
9.5.1. (a) 2148.152 k (2.3646)(288.42) 

x J ~~~~ 

io + (.060319)(.8)' + (.307378)( - . ? 7 ) 1  

~ ~~ ~~~ ~~ ~~~ ~~ ~~~ 

$- 2( - .086740)( .X)( ~ .7). 
(b) Sume 1 dentro  del  radical 

9.5.3. (a, 50.41 (3.3646)(5.67) 

-4 
~ ~~~ ~ ~~ 

[16";- ( .035757)( - -  1 ,9912 i (.059206)(.44)2 
+ 2( .022857)( - 1.99)( .44). 

(b) Sume 1 dentro  del radical 
9.5.5. (a) 532.90 F 2.0739(41.71) 

~ ~ ~~~ ~ ~ ~ ~~~~ ~~ ~ ~ ~ ~ 

x $'; ~ 

+ (.00767Xj( - .52)' + (.000506)( - 2 . 1 2 ) ~  
-t 2( - .000002)( .52)( - 2.12). 

(bf Sume 1 dentro  del  radical 
9.6.1. (a) h, = 36.5323. h ,  = 6.4758. h, = -.5749, R,,,2 = ,9976, 

F = 933 ( p  < .005) 
(b) T ~ ~ , ~  -= ,505, t = 1.755 (.20 > /I > . I O )  

~ ~ 2 . 1  == - ,084, t - .353 (/I >* .20) 
Y ~ , , ~  I= ,902, t = 6.268 (/I < .01). 

9.6.3. (a) h, = -422.00, h, = 11.17. h, = -.63, R y , 1 2  = .5548 
F = 4.89 (.O1 < p < ,035) 

(b) Y , ~ , ~  := ,546: t = 3.056 (11 < .01) 
yJ,2,1 == -.142. t =z p . 6 7 3  ( p  > .20) 
r12,). := ,078, t = .367 ( p  > 20) .  

Ejercicios de repaso ~ -____ 

7. R = ,3496 .F= .83 ( p  > . I O ) .  
9. (a) J., = 11.43 + 1 . 2 6 . ~ ~  + 3 . 1 1 . ~ - ~  

(b) R2 = .92. 

(c) Fuente sc g . l .  CM R. V. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP 

Regresión 1837.004659 2 913.50 69.048 <.O05 
Residual 158.728641 12 13.23 

1985.7333  14 _"_______ 

(d)y,  = 11.43 + 1.26(10) + 3.11(5) = 39.56. 
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Respuestas a los ejercicios de  número  impar 

yc = - 126.487 + , 1 7 6 2 8 5 ~ ~  - 1.56304~2 + 1.5745~3 + 1.62902~4 

Fuente sc g. 1. CM R. V. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP 

Regresión 30873.80  4  7718.440  13.655 <.O05 

Residual 5774.92  10  577.492 

36648.72 14 

Capitulo 1 O ~~ ." 

10.3.1. X 2  = 2.072 p > ,995. 
10.3.3. X 2  = 3.417 p > . lo.  
10.3.5. X 2  == 2.21 p > . lo .  
10.4.1. X 2  =; 27.272 p < ,005. 
10.4.3. X' = ,765 p > . I O .  
10.4.5. X' = 42.579 p < .005. 
10.5.1. X' = 65.855 y < ,005. 
10.5.3. X 2  = 32.754 p < .005. 

Ejercicios de repaso ~ ~~ ..~ __ ____ 

11. X' = 10.7827 p < .005. 
13. X 2  = 3.4505 p > . lo .  
15. X' = 8.1667 p < ,005. 
17. X 2  = 67.8015 p < ,005. 
19. X 2  = 7.2577 .O5 > p > .025. 
21. Independencia.  
23. Homogeneidad. 

Capítulo 1 1  
11.3.1. P = .3036 p = ,3036. 
11.4.1. X 2  = 16.13 p < ,005. 
11.5.1. T = 71 p > .20. 
11.6.1. D = ,3241 p < .01. 
11.6.3. D = .1319 p > .20. 
11.7.1. H = 19.55 p < .005. 
11.7.3. H = 23.0375 p < .005. 
11.7.5. H = 13.86 p < ,005. 
11.7.7. H = 14.75 .O1 > p  > ,005. 
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Respuestas  a los ejercicios de  número  impar 66 1 

11.8.1. xr2 = 8.67 p = .01. 
11.8.3. x,,2 = 13.74 p < ,005. 
11.8.5. xr2 = 11.1 p = .00094. 
11.8.7. xr2 = 7.28 p z .054. 
11.9.1. Y, = -0.07 p > .20. 
11.9.3. r,(corregida por empates = .95. p < .O02 
11.9.5. rc = .99 p < .OO! 

Ejercicios de repaso 

9. P ( X  I 11 10, . 5 )  = 1 - ,9893 = ,0107 p = ,012'7 
11. ;cr2 = 16.2 p < .005. 
13. D = .1587 p > .20. 

Capitulo 12 __ 

12.2.1. (a) 10.4 (b) 10.1,  11.0 (c) 16.1  (dl21.5 (e) 16.9 (f)47.6 

12.3.1. (a) 97.0,  165.4,  125.0,  62.4,  25.8,  3.5. 
(g) 15.2,  27.3. 

(b) 2413 (c) 485;  1312;  1937;  2249;  2378;  2413. 
(d) 76.5. 
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